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SUR LA CONVERGENCE RADIALE DES POTENTIELS
ASSOCIES A L’EQUATION DE HELMHOLTZ
PAR ALANO ANCONA et NicoLas CHEVALLIER (*)

RESUME. — Soit u une fonction surharmonique positive relativement a 1’équation de
Helmholtz Au — u = 0 dans R, d > 2, et soit ® la solution radiale positive de cette équation
vérifiant ®(0) = 1. On montre qu’il peut arriver que la fonction u/® n’admette pas de limite
a linfini le long de tout rayon issu de l'origine, ce qui répond & une question de T. Lyons,
B. MacGibbon et J.C. Taylor. Plus généralement, si & est une moyenne d’un type convenable
de u, on étudie I’existence de limites radiales dans presque toute direction pour @/®. On est
amené & approfondir I’étude de Veffilement minimal relatif & I’équation de Helmholtz et, dans
une autre direction, & déterminer un équivalent asymptotique, pour A — +o00, du noyau de
Poisson associé & A — AI dans un ouvert convexe C2? de R?. On indique aussi une approche
unifiée et des extensions de plusieurs résultats connus prolongeant le théoreme de convergence
radiale de Littlewood.

ABSTRACT. — ABOUT RADIAL CONVERGENCE OF POTENTIALS ASSOCIATED TO HELM-
HOLTZ’ EQUATION. — Let u be a nonnegative superharmonic function with respect to the Helm-
holtz equation Au —u = 0 in R%, d > 2, and let ® denote the radial positive solution of
Helmholtz equation such that ®(0) = 1. It is shown that in general u/® has no limit along every
ray emanating from the origin in R%, which solves a question raised by T. Lyons, B. MacGibbon
and J.C. Taylor. More generally, the existence of limits along almost every ray of some means
of a natural type of u/® is studied and the means for which the a. s. radial convergence holds
for every u characterized. We establish, as a tool, an asymptotic for A\ — +o0 of the Poisson
kernel with respect to A — Al in a convex C? region of R%. In a final section, extensions as well
as a unified treatement of several known generalizations of the Littlewood radial convergence
theorem are given.
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250 A. ANCONA, N. CHEVALLIER

1. Introduction

La théorie du potentiel associée 4 1’équation de Helmholtz Au—u = 0 dans R?
est voisine de la théorie classique pour le Laplacien dans la boule unité de R¢.
La frontiéere de Martin correspondante s’identifie avec la sphére unité Sy;_1,
les solutions positives minimales (normalisées & l’origine) sont les fonctions
up(r) = exp(b- ), z € RY ot b € Sq_1 et P(x,b) = up(z) est 'analogue
du noyau de Poisson. Les fonctions constantes ne vérifient pas ’équation de
Helmholtz mais la formule

Dy(x) = ;_—(-‘5%5 /Sd_1 up(z)do(b), =z €RY,

ou o est la mesure de Lebesgue sur la sphere S;_1, fournit "unique solution ®4,
positive sur R, invariante par rotation et telle que ®4(0) = 1. Pour d = 3,
on obtient ®3(z) = sh(||z|])/||lz|, z € R3. O.Linden [Lin] a montré que les
solutions positives de ’équation de Helmholtz vérifient un théoreme de type
Fatou : si u est une solution positive de ’équation de Helmholtz sur R?, la limite
limg 00 u(t2)/®g(tz) existe pour o-presque tout z € S*.

Ce théoréme a été amélioré par Koranyi et Taylor (voir [KT]) qui ont étendu
la convergence radiale & la convergence, pour presque toute direction b, le long
des domaines paraboliques dirigés par b.

Motivés par un probléme posé par T. Lyons, B. MacGibbon et J. Taylor (voir
[LMT, § 5]), nous étudions ici la possibilité d’étendre un autre résultat classique,
le théoreme de Littlewood pour les fonctions sous-harmoniques bornées dans le
disque (voir [Lit]; voir aussi la méthode de Doob dans [Doo], [LMT], I’extension
par B. Dahlberg du théoréme de Littlewood aux domaines lipschitziens [Da2] et
celle de S. Zhao pour les domaines NTA [Zhal, celle enfin de Lyons-McGibbon-
Taylor pour les espaces symétriques de rang 1 [LMT]. Voir aussi I’appendice).

Il s’agit ici de savoir si pour toute sursolution positive u de 1’équation
de Helmholtz dans R? on a convergence radiale de u/®, dans presque toute
direction. Nous montrerons que cet analogue du théoréme de Littlewood n’a pas
lieu en général, mais qu’une propriété voisine concernant certaines moyennes
de u/®, reste vraie. Plus précisément, on établira les énoncés suivants (voir les
définitions de la section 2).

THEOREME 1. — Pour chaque entier d > 2, il existe un potentiel w associé a
Uéquation de Helmholtz dans R%, tel que pour tout z appartenant a Sq_1, on ait

w(rz) _o.

lim su w(rz) =400 et liminf
r_,+o<I>) @d(rz) N r—-+00 q)d(TZ)

En tronquant w on obtiendra un potentiel majoré par ®,4 et tel que w/®4 soit
dépourvu de limite & I'infini le long de tout rayon issu de ’origine. Remarquons
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CONVERGENCE DES POTENTIELS ASSOCIES A L’EQUATION DE HELMHOLTZ 251

aussi que pour tout potentiel de Helmholtz w sur R%, ’ensemble {w = 400} est
polaire pour A — I, donc pour A; cet ensemble est par conséquent de dimension
de Hausdorff < d — 2 et a fortiori, w est fini sur presque tout rayon issu de 0.
(Voir aussi la remarque 5.1 montrant que ’absence de limite radiale ne tient pas
a P'influence locale de la mesure associée & w.)

Une fonction f : [0,400] — ]0, 400 étant donnée, définissons pour z dans
RZ\ {0}, la calotte sphérique

Sp() = {2z €R?; 2]l = llzll, £(z2) < f(ll=ll)}

(ol £(z,z) est 'angle que font z et z) et, pour toute fonction u borélienne
positive sur R¢, la moyenne

1
-~ 0(Z5(@) Jx, @)
THEOREME 2. — Supposons qu’il existe ¢ > 1 tel que ¢ < /7 f(r) < ¢ pour

tout r > 0 et soit w un potentiel associé a I’équation de Helmholtz dans R%. Pour
o-presque tout z appartenant a Sq—1, on a

Myu(x) u(z)do(z), = €R%\{0}.

T—00

lim Mf((—;%)(rz) =0.

Si on combine le théoréme 2 avec le résultat principal de [K'T] on voit que plus
généralement, pour toute fonction w sur R?, positive et A — I surharmonique,
la limite £(z) = lim, o Mf(w/®q)(rz) existe pour presque tout z € Sg_i.
L’énoncé suivant montre le caractere optimal du théoreme 2.

THEOREME 3.— Supposons que f(r)/T tende vers 0 quand r tend vers l'infini.
Il eziste alors un potentiel w associé & I’équation de Helmholtz dans R? tel que
pour tout z appartenant a Sq_1 on ait

hin_gpr(E)(m) =400 et IITIE,{Bfo<$;)(TZ) =0.

Le théoréeme 3 est en réalité une variante du théoreme 1 et on peut obtenir
les deux énoncés par la méme méthode (voir la section 4). Nous donnerons
deux démonstrations trés différentes du théoréme 2. L’une (cf. section 5) de
nature «élémentairey» et indépendante de toute théorie du Potentiel, consiste
en plusieurs estimations d’intégrales. L’autre (cf. section 7), plus conceptuelle,
s’appuie sur la théorie des limites fines & la frontiere de Martin. Pour cette
deuxieéme démarche, il sera commode de disposer de la proposition suivante qui
a probablement un intérét propre. Voir le 6.A pour la définition des noyaux
de Poisson P* et le 6.E pour une extension partielle & des domaines non
nécessairement convexes.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



252 A. ANCONA, N. CHEVALLIER
THEOREME 4. — Soit U un domaine conveze de classe C? de R? et soit

P*:U x 0U — Ry le noyau de Poisson de U pour A — X, X\ > 0. Pour z € U,
& € 0U, soit ng la normale intérieure ¢ U en £ et soit

K)‘(:c,ﬁ) =

<:v—£,ng>[ VA ]<d—1>/2 el
e —¢ Lonfz —¢] ¢

Alors le quotient P*(x,&)/K*(x,£), (z,€) € U x OU, tend vers 1, uniformé-
ment sur tout compact de U x AU, lorsque X — oco.

En dépit de son caractere élémentaire, nous n’avons pas trouvé trace de cet
énoncé dans la littérature publiée, ni pu le déduire d’estimations connues du
noyau de la chaleur (avec condition de Dirichlet au bord). La méthode de passage
par I’équation des ondes — que nous a signalée G. Lebeau — (voir [Kan, (4.38)
p- 819 et (4.3) p.803]), pourrait peut-étre aussi conduire au résultat, mais les
calculs explicites requis semblent délicats et la preuve serait nettement moins
élémentaire que 1’approche directe de la section 6 (voir aussi [Ber, p. 76-80]).

Remarquons que les théoremes 1 & 3 s’étendent immédiatement aux équations
Au — au = 0, a > 0 par le changement de variable x — \/az. De plus, pour
I’équation de Laplace (cas o = 0) et pour d > 3, on sait (c¢f. [Den]) que pour
tout potentiel u sur R?, on a bien lim;_, ., u(t¢) = 0 pour presque tout ¢ € Sy_;
([Den] donne un énoncé plus précis).

Dans appendice, on indique une méthode de preuve rapide et unifiée des
versions connues du théoréme de Littlewood et quelques extensions (avec une
réserve, cf. le A.5). La démarche reprend, pour une bonne part, celle introduite
par Doob [Doo] et améliorée par Lyons-McGibbon-Taylor [LMT].

2. Notations. Rappels. Reformulation du probléme
2.A. — On utilisera les conventions et les notations suivantes.

1) Les lettres a et ¢ désignent des constantes strictement positives qui peuvent
changer de valeurs d’une expression a une autre. Elles ne dépendent en regle
générale que de la dimension d supposée > 2.

2) La mesure (comprise entre 0 et 7) de I’angle que font les vecteurs = et y
de R? est notée £(z,y). Leur produit scalaire (usuel) est noté (z,y) (ou z - y)
et ||z|| = (z,2)'/? (ou |z|) désigne la norme de x. En général, étant donnée
une hypersurface de R?, o désigne la mesure Riemannienne naturelle sur cette
hypersurface.

3) Dans les sections 3, 5 et 7, pour € R% et ¢ > 0, on pose
S(z,t) = {u € RY; |u| = |z|, L(u,z) <t}
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CONVERGENCE DES POTENTIELS ASSOCIES A L'EQUATION DE HELMHOLTZ 253

On note aussi
Ba—1(t) = {u e R¥1; |u| < t}.

4) Pour 7 et R dans Ry, 0 < r < R, on note
C(r,R)={z € R r < |z < R}.

5) Surtout dans les sections 3, 6 et 7, on utilisera, dans le cadre de ’équation de
Helmholtz, la terminologie et des résultats standards de la théorie axiomatique
du potentiel de Brelot — et de la frontiere de Martin — (voir [Bre], [Her], [KT],
[Nai], [Anl, chap. 2]). En particulier, pour A C R¢ et pour w fonction positive
sur A, la réduite R,ﬁ est ’enveloppe inférieure des fonctions v surharmoniques
positives sur R? relativement & I'équation de Helmholtz telles que v > w sur A.
La régularisée s.c.i. de R/ est notée R.

2.B. — Le noyau de Green, de pole lorigine et relativement & lopérateur
elliptique A — I dans R?, est la fonction = — G4(|z|), z € RY, donnée par

G _ o —%—t dt Rd
d(|$|) = ) e Wa x € .

Il est bien connu que

1 e "

Calr) ™~ 5 Grry@nre pour  — +oo,
. Gq(r) ! = I(3) 1 ourr —0, sid>3
STCTN T s

et que Ga(r) = 5 log(1/r) + O(1) pour r — 0. D’autre part, Gy(r) ~ —Ga(r)
pour r — +o00 et, si d > 3, G4(r) ~ —(¢/r) Gg(r) pour r — 0 (et Gy(r) ~ —c/r
pour r — 0). Rappelons aussi que

d—3
272 d e’
(2.2) ®a(z) ~ —= r(3) T powr r= |z — +oo.

On a donc Gy(|z]) = F(z)|z||*~9/2exp(—||z||) ot F est continue > 0
sur R4\ {0}, et admet une limite > 0 (finie) & P'infini, une singularité en r(3-9)/2
a Dorigine si d > 4. La fonction F' est bornée si d < 3.

2.C. — Nous voulons étudier les limites radiales des potentiels de Helmholtz
dans R? quotientés par la fonction ®4. Ces potentiels sont les fonctions positives
sur R* non identiquement infinies de la forme G4(u)(z) := [pa Ga(lz —y|) du(y),

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



254 A. ANCONA, N. CHEVALLIER

z € R? ou u est une mesure de Borel positive sur R?: on notera aussi
Gp = G4(u). Comme le potentiel d’'une mesure & support compact tend vers 0 &
I'infini, on peut supposer que 0 ¢ supp(p) et donc que Gu(0) < oo. Aussi, nous
ne considérerons que des potentiels G4(u) engendrés par des mesures positives
p sur RY telles que [g, |lz]|3~9/2 exp(—|z||) du(z) < co. Si on remplace u par
la mesure v telle que dv(zx) = ||z||*~¥/2 exp(—||z|)du(z), on a, pour z € RY,

Gute) = [ Fa =) () ex(clle =l + ol vt

Le probleme de la convergence radiale des potentiels est donc équivalent au
probléme suivant.

Soit 1 une mesure positive sur R? de masse totale finie. Soit u la fonction
telle que, pour tout x € R%,

uw) = [ P ()T exp(-lal = e = vl + ol duto),

A-t-on lim;_,o u(th) = 0 pour presque tout b € Sq_1 ¢

2.D. Notation. — On notera
lylliell | (2-072
K(z,y) =i —— exp(—|lz|| = ||z — y|| +
@)= (15 —yp) p(=llel = lle = yll + Iyl

et on dira que la fonction u(z) = [ K(z,y) F(z—y)du(y), z € R?, est le potentiel
normalisé associé & la mesure p.

3. Quelques résultats sur ’effilement minimal

L’énoncé suivant est & peu prés standard (comparer & [KT]). Il montre que la
fonction g(r) = 1/4/r indique une taille critique dans les questions d’effilement
au point b € S;_1 des ensembles de la forme (J,,5; Z(Rnb,g(Ry)), ot {R,} est
une suite de réels tendant vers +ooc. -

PROPOSITION 1. — Soient b € Sy_1, v(z) = exp(b- z) pour x € R4, soit f une
fonction de RT dans RT et soit A(r) = {z € RY; |2| =71, |z —71b] < f(|2])}
Alors,

1) si f(r) = o(\/7) pour r — 00, on a lim,_.e Re " (0) = 0;

2) si f(r) > C /¥ pour un réel C > 0, on a liminf, o Ri"(0) > 0.

Preuve. — La deuxiéme assertion est une simple traduction de la propo-
sition 2.2 de [KT]. Pour établir la premiére, considérons la restriction p de

la mesure superficielle sur la sphére dB(0,R) & ¥ = X(Rb,t), ou R > 1 et
1/R<t<1/VR.

ToME 128 — 2000 — ~° 2



CONVERGENCE DES POTENTIELS ASSOCIES A L’EQUATION DE HELMHOLTZ 255

Grace aux équivalents du 2.B, on voit que le potentiel G(u) est minoré sur &
par une constante ¢ > 0 (indépendante de R) et que Gu(0) ~ ct?" 1 R(4=1)/2¢=E,
Donc R¥(0) < cefGu(0) < /t?1R(4=1/2 et on obtient la premitre assertion
de la proposition. []

REMARQUE 3.1. — Si on tient compte — comme dans [KT] — de la minoration
R (0) > [5 v(y)dwo(y), ot wy désigne la mesure harmonique de Helmholtz de 0
dans la boule B(0, R), on voit qu’avec les hypotheéses et les notations ci-dessus
RY(0) ~ t4-1RI-1/2,

On établit ensuite une variante, utile pour 1’étude de Peffilement pour ’équa-
tion de Helmholtz (cf. le 3.2), du critére de Lelong-Ferrand [Lel]. Cette variante
n’intervient pas dans la suite et peut étre omise.

Soient toujours b € Sq_1, v(x) = exp(b.z) pour x € R? et soit o > 0. Notons P
la région

r=J E(m;%) = {zeR?; [z > 1, L(z,b) < afz| %},

{r=1}

et C, = {z € P; 2" < |z|| < 2"*'}, pour n entier > 0.

PROPOSITION 2. — Soit A une partie de P et soit A, = ANCp, n € N.
L’ensemble A est effilé en v (i.e. R est un potentiel) si et seulement si on a

i RA(0) < oo.
=0

Démonstration. — On adapte un procédé de démonstration bien connu
(voir [Lel] et pour d’autres références [Anl], §V.5.7 ). Il s’agit de voir que si R
est un potentiel alors Y oo, R4"(0) < oo (l'autre implication est immédiate).
On peut d’ailleurs supposer A C J{Chro+2r; k € N*} pour un entier ng a
fixer «grand».

Notons I = {ng + 2p; p € N*} et, pour n € I, soient p, la restriction
a C), de la mesure p associée a ﬁf,‘ et u, le potentiel associé a u,. Il suffit de
prouver que 2u, > ﬁf” puisqu’alors } 7 ; R‘j‘" < 2v. Donc, il suffit de voir que
Wy =3, Up €6 Wy, =3 up sont chacun majorés sur Ay par To.

1) Soient z € Cp, et y € Cp avec p < n—2. On a ||y|| < |lz|| - lyll < |z —yl|;
donc

1
w;;($) < c/ F(y)— exp —||yH d,u(y) — Cw;(O),
i pemy | W a7z P (=)
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256 A. ANCONA, N. CHEVALLIER
ol ¢ > 0 ne dépend pas de n € I. D’ou, pour z € C,,
w,(z) < cRA(0) < ¢ = cv(z) exp(=b- z) < env(2),
ol {en }ner décroit vers zéro (et ne dépend que de « et d).
2) Soient z € Cp, et y € Cp avec p > n+ 2. On a ||y|| < 2|z — y||, donc

Ga(ly — z|)/v(z)
Ga(ly[)/v(0)

Dou Gu(ly — z|)/v(z) < ¢Ga(ly|)/v(0). En intégrant, on obtient que pour

T € Ap, wa(z)/v(x) < cw,(0)/v(0) = cw,(0). Or, par hypothese, R4 est un

potentiel. Donc lim w,(0) =0 et w, < e}, v sur A, avec lim,_, o), =0. []
n—o0

< cexp(—lly — |l = llzl| + lyll) exp(llz]l = b-z) <.

APPLICATION 3.2. — On retrouve trés naturellement le résultat de non-
effilement de [Che] qui s’appuie sur une approche bien différente : un tube d’axe
R4b n’est pas effilé en b si d = 2 ou si d = 3. Si, par exemple d = 3 et si A est
le demi-cylindre plein de rayon € > 0 autour de R b, on montre facilement que
la mesure j,, portée par A, = C,NA et telle que u,(dz) = e>?dzx sur A4, vérifie
Gpn < cnu sur A, et Gu,(0) = c. D’ott RA~(0) > c/n et le résultat s’ensuit.
On raisonne de méme pour d = 2 (on pourrait méme prendre ¢ = 0). Rappelons
que d’apres [KT, p. 82|, un tel tube est effilé si d > 4.

4. Démonstration des théorémes 1 et 3

Le théoreme 1 résultera facilement de la proposition suivante.

ProposiTION 3. — Il existe une famille {ir}r>R,, Ro > 1, de mesures
positives finies sur R telle que

(i) la masse totale de pgr tend vers 0 quand R tend vers linfini;

(ii) le support de pug est contenu dans la couronne C(R/2,2R);

(iii) le potentiel normalisé up associé d pug est tel que sup,c(g 25 UR(TT) > 1
pour tout x € Sq_1.

Soit z € R? tel que 7 = ||z|| > 1. Définissons la région

D(z) = {y € RY; r+ V7 <yl < 2r et £ (z,9) < 1/V7}.

LEMME 1. — Soit y € D(z), soit @ = L(z,y) et soit t = |ly||. On a alors

2
! )@t exp(—2r? b

Jier =)

K(z,y) > c(

TOoME 128 — 2000 — ~° 2



CONVERGENCE DES POTENTIELS ASSOCIES A L’EQUATION DE HELMHOLTZ 257

Démonstration. — Posons § = ||z — yl|. On a 62 — r?sin? 0 = (||y|| — r cos §)?,

et puisque ||y|| > 7, [|y|| = rcos @+ /62 — r2sin? . Comme /52 — £2 > s — t2/s
pour s > t, on obtient

2 & 29 9 .2

Iyl > reos0 +8 = 2 > + o -yl - (1 — cos6) - 5
2 202
> ol + o —yll —r o — T2

Aussi 62 < 7%(2 — cos 0)? + r2sin? @ = r2(5 — 4 cos ) < 4r2. Donc 1/2 < 1/ et

7.292
(4.1) Iyl = llel + lla - Il - 27—

En particulier, puisque t — 7 > /7, § >t —r et |0] < %, on a
T
b<t—r42— <3(t—r).

Par conséquent, d’apres (4.1) et expression de K (voir le 2.D), on a

d-1 292 d—1 202
r r20 , r <0
K(x,y)Zcmexp(—Q 5 )Zc(t—r)(d_l)/Q eXp<_2t_r)a

et le lemme est démontré. []
Soit e4 le dernier vecteur de la base canonique de R? et soit F : R4~! — S,
I’application exponentielle de S;_; en eq (via I'identification naturelle de R4~!

au plan tangent & Sy_; en eg). Observons que E est 1-lipschitzienne sur R4~1,
la sphére S4—1 étant munie de la distance riemannienne 6(u,v) = £(u, v).

Notons p 'application qui & (6,7) € R¥~! x R% associe
p(0,r) =rE(6)
et, pour R > 0, soit hg Papplication qui & (8,) associe
r
ha(0,r) = (OVE, E)'
Posons enfin
Ap={(a,t) e R xR} ; |o| < &, te]-1,-2/VR[}
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258 A. ANCONA, N. CHEVALLIER
(Ap =0si 0 < R <4) et pour (a,t) € R xR,
glo la?

|t| )lAR(Oz t).

1
Tr(a,t) = @72 exp (

LEMME 2. — Soit v une mesure positive sur R*~! x R’ et soit  son image par

poh}}1 ot R > 4. Appelons u le potentiel normalisé associé & u. Pourr € [R,2R)
et e R ona

wop(f,r) > coR4™/2 (Cr*v)ohgr(8,r),

ot cy est une constante > 0 ne dépendant que de la dimension d.

Démonstration. — Si x = p(6,7), on a :
u(@) 2 ¢ [ 100 ) K@) du(y)
>c / 1pw)(pohz' (e, 8)) K (z,po hy'(a, ) dv(a, s).
Rd—1xR*

En utilisant le lemme précédent et la définition d’une mesure image, on obtient
(compte tenu du caractere 1-lipschitzien de ’exponentielle E)

P d—1
> _r
u(z) 2 C/l{r+\/FSRss2r, la/\/§—0|§1/ﬁ}(o"3)[m}
2 10— a/VR?
X eXp ( Rs — 7 )dv(a,s)
r 1 d-1
o B
{r/R+7/R<s<2r/R, |a—0vVR|<1} VR /s — r/R
|9\/§ al?
xexp( R2 s—1/R )dy(a,s)
> R 1)/2/ 1
(2/VR<s—r/R<1, |a—0VER|<1} (s —r/R)“ /2

X exp ( |9;/_ET/}0{|2 ) dv(a, s)

=c¢ R D/2(Tp xv) ((9@, }%) i
LEMME 3. — Awec les notations du lemme précédent on a, pour tout A > 0,

{9 €[-m 74t sup wop(d,r) > co)\}
r€[R,2R)

1 d—1 A
S ﬁ{a € [-mvVR,nvVR]"; t:EPQ] Lr*v(a,t) > R(- 1)/2}
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Démonstration. — D’apres le lemme précédent on a

sup uop(d,r) >co sup R (Tg * I/)(G\/E, r/R)
r€[R,2R] r€[R,2R]

d—
>R sup (g * 1/)(9\/}_2, t).
te(1,2]
D’ol évidemment linclusion voulue. []
LEMME 4. — Il eziste une mesure de probabilité vy portée par [—m,n]4~1 x [0, 1]
et une partie compacte F de [—m,7)%~1 x [0, 1] vérifiant les propriétés suivantes :
la projection sur [—m,w|?"! de F est [—m,w]¢"1 tout entier et on a

li inf T t)| = .
Rl_rynoo[(z,ltr;eF r*vo(@,1)] = +oo

Démonstration. — Appelons I' le noyau sur R4! x R tel que
1 z2
[(z,t) = DG exp ( - 8|t_[)1{(z,t): t<0} (T, 1).

A des changements d’échelle pres, il s’agit d’un multiple du noyau de la chaleur
avec renversement du temps. On sait (voir [KW], [TW] et la remarque plus
bas) qu’on peut construire une partie F' de [—m, 7]?~1x]0, 1], compacte, polaire
pour l'adjoint de lopérateur de la chaleur (ce qui revient & dire que F est
polaire pour ’équation de la chaleur, mais nous n’aurons pas besoin de ce fait)
et dont la projection sur [—m, 7|41 est [—7, 7]~ tout entier. Il existe donc une
mesure de probabilité vo sur [—m, 7]4~! x [0,1] admettant un I'-potentiel T * vq
égal a +oo sur F.

Or, pour tout couple (z,t) appartenant & Bg_1( % )x]—1,0][, le noyau I'g(z, t)
tend en croissant vers I'(z, t) lorsque R croit vers +oo. Donc, si (z,t) € F, on a
lim Tg*vo(x,t) =T *vy(z,t) = +o0.

R— o0
Mais les I'g sont semi-continus inférieurement et par conséquent les I'p * v

sont également semi-continus inférieurement. Il en résulte que

[ T+ (0] = o

C’est ce qu’on voulait démontrer. []
REMARQUE 4.1. — En fait [KW] (comme [TW]) fournit (apres des modifi-

cations évidentes) un exemple d’ensemble Fy C [—7, 7] x [0,1] du type de F
ci-dessus lorsque d — 1 = 1. Pour d > 3, il suffit de prendre

F={(z,t) € [-m 7" x[0,1]; (z1,t) € Fy}.
On vérifie aisément que F' est polaire pour (’adjoint de) 'opérateur de la chaleur
si Fy Dest.
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Fin de la démonstration de la proposition 3. — Soit N la partie entiere de
14+ VR et soit Ag = inf, yyer I'r * vo(z,t). Considérons la mesure vr définie
par

1
YR = CARR@ /2 neZDN T(n,1) (0),
ot Dy = {n € Z%'; —N < n; < N} et ol 7(,,1) désigne la translation de
vecteur (n, 1) dans R
Size[-Nnm,Nr]i~! = UneDN [nam, (ng + )] X -+ - X [ng—17, (ng—1 + 1)7],
on a

Tp % vz, t) > ——
su xvp(z,t) > ——— e
te[lr,)2] fEoR coR(d=1)/2

Or E([-m,m]?"1) = S4_; et po hp'(Dy x [1,2]) = C(R,2R); donc d’aprés le
lemme 3, le potentiel normalisé ugr engendré par la mesure ugr = p o hl’zl(uR)
vérifie
sup ug(rz)>1
r€[R,2R]
pour tout z € Sg—1. Comme [|ugl| = [[vrll < 5% [[vol| et que limp—o Ar = +00,
la proposition 3 est établie.

Fin de la preuve du théoreme 1. — On prend un potentiel normalisé w de la
forme

1
w@) =Y [ Fa -9 K@ an), =R on v =
i>1 HAU'R23+1

” MR;,-H )

et ol les R;, j > 1, croissent assez rapidement vers +oo. Plus précisément, on
choisit successivement les R; tels que Rj41 > 10 R;, ||lv;|| < 279[Ry;]1=9/2. En
utilisant la définition du noyau K, il est facile de voir que pour ||z| = Ran+2,
on a

w(z) < (Raw+2) /2 (exp(2Ran1 — Rana2) v + ) Iwsll),
J=N+1

et limy oo [SUPyp(0, R, y) W] = 0. D’autre part, d’apreés le (i) de la proposition 3
ona . . 4
Sup{Kl/j(t.iL') ;2> §R2j+1} > “.usz-H“_5 2> 2]/2

pour tout € Sg_1. On obtient donc bien le théoréme 1. []

Le théoreme 3 se déduit du raffinement (simple) du théoréme 1 donné par
I’énoncé suivant. On désigne par f une fonction bornée > 0 sur [1, ool.
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THEOREME 1. — Supposons que f(r)+/r tende vers 0 quand r tend vers ’infini.
Il existe alors un potentiel w pour l’équation de Helmholtz dans R? tel que pour
tout x € Sq_1 :

lim sup [inf{ u;((:fi)) 3 YE Sa1, ly—z| < f(r)}] = 400,

T—00 P
- w(ry)

. — < =
gt [0 g, Gy 3 ¥ € Semns el < )] =0

Les lemmes 5 et 6 ci-dessous sont des variantes des lemmes 1 et 2 précédents.
Le théoreéme 1’ s’obtient ensuite via la proposition 4 en procédant exactement
comme pour le théoreme 1. Quitte a remplacer f par

f(r)= \%sup{\/zf(t); t>r}, >0,

on peut supposer que /¢ f(t) décroit vers 0 quand t — oo.
Pour u: R* - R, z € R% et r = ||z|| > 1, posons

myu(e) = inf{u(y); y €RY, |lyll =r, L(z,y) < f(r)}.

PROPOSITION 4. — Il existe une famille {ur}r>R,, Ro > 1, de mesures posi-
tives finies sur R telle que

(i) la masse totale de pg tend vers 0 quand R tend vers linfini;
(i) pr est portée par C(£,2R);
(iil) le potentiel normalisé up associé & pr vérifie sup,¢(gop Mru(rz) > 1
pour tout z € Sg_1.

Soit Ry > 1 assez grand pour que f(r) < 1/100/7 si 7 > Ry. Pour = € R¢ tel
que 7 := ||z|| > Ro, définissons la région

Ep(z) = {y e RY; r+vr <yl <2ret f(r) < L(z,y) <1/2Vr}.

LEMME 5. — Soit 1 une mesure positive finie sur R% et soit u le potentiel
normalisé associé a p. Pour r> Ry, 0 € Sq_1 etz =186, on a:

1 £(5,0))?
mgu(z) Zcrd‘l/E . We){p <_8r2%)dﬂ(y)
fx -

ou on a pos€ y =8B, s >1 et B € Sy_1 dans Uintégrale.
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Démonstration. — Evidemment
myu(z) > cinf {/ K(ro,y)du(y); a € Sq—1, £L(a,0) < f(r)}
Ej(z)

et Ef(x) C D(ra)si £(a,8) < f(r). Donc d’apres le lemme 1, siy = s8 € Ef(z)
et B € S4_1,0n a

K2 o ) o
> ¢ Sr_ - )*Lexp (— 8r? _(K‘Eﬁ_,i))Q )

Dot le lemme. []

Notons, pour R > Ry,

w={(t) eR"IxR; f(RAWVR<|z|< i, -1<t<-2/VR}
et
It r(a,t) = _t exp (— 8|£E)1A/ (1), (a,t) € R xR,
’ =7 i/
LEMME 6. — Soit v une mesure positive finie sur R4~ x R%, soit p son image
par‘po}z]}1 et soit u le potentiel normalisé associ€ 4 p. Si R > Ry, sir € [R,2R]
et si € R1 on a, pour une certaine constante co > 0,

(mfu) Op(o, T’) Z CoR(d_l)/2(Ff,R * I/) [¢) hR(O, 7").

Démonstration. — Pour © = rE(f) et y = sE(B), § € R, 3 € R,
r,s > 1, posons :

1) = 1,00 (=) e (-5t 2200,

Soient (6,r) € R4~ x R% | r > Ry et = p(f,r). D’apres le lemme précédent
et le caractere 1-lipschitzien de I’exponentielle E : R4™! — S; 1, on a :

myue) > ¢ [ Hep)duty) = ¢ [ Hi.pohi (u,5)) dv(u, s

= f S
{r+vr<Rs<2rf(r)<|u/VR-0|<1/2/r} ( Rs — T)

_g2l0—u/VRP
xexp( 8r Rs )dl/(u,s)
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d
= ¢ / =y
{r/Rtv/7/R<s<2r/R, f (r)VE<|u—0VR|<VR /2\/‘} R

1 Ig\/ﬁ ul?
e G e AR

> R0z [ S

(2/vVR<s—r/R<1f(R)VR<|u—0vE|<1} (s —r/R)\*"1/2

X exp ( IH;/_RT/EIQ ) dv(u, s)

=cR4V/2 [ g+ v](0VR,7/R). []
A une fonction bornée pres le noyau I'y r tend en croissant vers

[(z,t) = Locjal< 2, —1<t<0} (@, 8) Tz, 1).

On établit alors la proposition 4, exactement comme la proposition 3, en
remarquant qu’on peut choisir pour mesure vy dans le lemme 4 une mesure ne
chargeant pas les droites verticales dans R9~! x R. (On peut méme prendre v
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur R%~! x R.)

5. Démonstration directe du théoréme 2

On indiquera les étapes principales de cette preuve, en laissant au lecteur
le soin de vérifier les inégalités (de nature élémentaire) non détaillées. On fixe
un potentiel normalisé u associé a une mesure positive finie 4 sur R? et on note
Mu = Mju. On peut supposer f(t) = 1/v/t et u(B(0,4)) = 0.

NoTaTioNS. — On désigne par = et y des points de R?\ B(0,1), ||z|| > 4, et
onnote r = ||z||, s = ||lyl|, § = ||z —yll, a = z/r, B=y/s et v = L(x,y) € [0, 7].
On pose A(z,y) = [lyll - [lz — yll - llz[], et

(z)={y eR*; 1< |ly| <r—+/r},
Ca(z) ={y e RY; r—Vr <yl <r+1},
() = {y e R%; r+1< |yl < 2r},

(z) = {y e R*; 2r < |lyll},

Pour 1 <7 < 4, soient
Ki(#,9) = oK (@y) et u(z) = / Ki(e,y) duly).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



264 A. ANCONA, N. CHEVALLIER

Soit aussi

o= [ A, e me
B(z,1) lz —yll4=

On a u < c(ug + ug + ug + uq + v) sur R? — (v peut étre omis si d < 3).

Pour montrer le théoréme 2, il suffit d’examiner successivement les Mu;
et Mv. Pour Muy, le lecteur vérifiera facilement que u(z) < Cexp(—+/r). Pour
Mv, Muy et Mus on s’appuiera sur la proposition suivante. Considérons un
noyau (mesurable) N : R? x R — R, tel que supp [N(z,.)] C C(c1]z|, c2||]|)
pour tout & € R? et deux constantes strictement positives ¢; et ¢y. Soit Ry > 1.

ProprosITION 5. — Pour R > 0 et «, 3 dans Sq_1, notons
Lr(a, B) = sup{N(ra,sp); r € [R,2R)], s € [e1r, car]}.

Si de_l Lr(a,B)do(a) reste bornée pour R > Ry et B € Sq—1, alors pour toute

mesure finie v sur RY, la fonction u(z) = [ N(z,y)dv(y) tend vers 0 & Uinfini
le long de presque tout rayon issu de 0.

Démonstration. — Notons vy, = Le(c,on cyont1)V,

T,v(a) = sup /N(m,y)d'/(y),

ref[2n,2n+l]

pour & € Sg_1 et n entier > 1. On a :

/ To(a)do(a) < / / Lon (a, ﬁ) dvn(y) do(a)

< vall sup / Lon(0,6) do(a).

0€Sa-1

Donc, puisque .51 [[vn| < oo, la somme 3¢, ousp 3 Tonv est o-intégrable
sur Sq_1. A fortiori, on a lim,_,o Tonv(z) = 0, o-presque partout sur Sy—1. La
proposition s’ensuit. []

REMARQUE 5.1. — La proposition s’applique aux deux noyaux

led—l

N(@.9) = 15en W) = =

N'(z,y) = —1p(z,1)(y) |z|log(|z — y)

(¢f. aussi ci-dessous). La divergence dans le théoréme 1 n’est donc pas due &
I'influence locale de la mesure qui définit le potentiel.
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Etude de Mv. — Si on note

A(z) = {y € RY; |llyll = r| < Let £ (z,y) <3/V7},
on a la majoration Mv(z) < [ N(z,y)du(y) ou

p(d+1)/2

N(z,y) =01A<x>(y)/ 1py,1)(

Sa—1

Mais,

' T
Loy 1) (r0) ———— do (6 g/ S S P
/ sun )Gy a0 < [ T O

<cg,

T
< C/ 7 do(0) <
o/ tutsm T0—a/TaTE2 47

pour 7 = |lz|| assez grand, y € A(z). Donc N(z,y) < er@1/21,.(y).
La convergence radiale presque slre vers zéro de Mwv découle alors de la
proposition 5.

Etude de Muy. — On a Muy(z) < cfyecz(x) N(z,y)du(y) o
N) =02 [ Ka(r6.)do(0).
E(e,1/vT)

De l'inégalité || \jw; — Agwa||? > A1da|jwi — wel|?, pour w; € S4—1, A; > 0, on
déduit la majoration

N(z,y) <ceri 1 () (Y / ————— exp —lr|0—ﬁ| do(6).
(z,y) Ca()(9) 1/ VF) |6 — B|(d-1D)/2 ( 2 )

A partir de 14, on peut établir les inégalités
N(z,y) < er=1/2 si | — Bl < 2/,
N(z,y) < r®=9/4e=VE la — B] > 2//r.

La convergence radiale presque-sire de Muy découle maintenant de la proposi-
tion 5.

Etude de Mus. — On a Mug(x) < fyGCg,(z) N(z,y)du(y) ou

N(z,y) = erld=1/2 / Ks3(r6,y)do(6).
S(a,1/V7)
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Alors que le théoréme 1 repose sur la minoration A(z,y) > —r2y2/26 (cf. 4.1),
la convergence de Mug repose sur la majoration

2.2

(5.1) Aley) <~

pour y € Cs(x), qui se démontre de la méme maniére que (4.1). Cela conduit 3

. roo\@-1/2 £(8,y)?
N(z,y) < er ey (y)/ e e— exp (—r2 —222_) do(0).
(@) S(a 1/\/‘)( [ro — ?J”) ( 8|6 — ?J”) (©)

On en déduit les inégalités suivantes :

N(z,y) SClCz(os)(y)<;“)Ci_lfﬂ){p( ar? 218 = l”) si|8—al> 7

[z —y |l —
_ 1 |wl?
N(z.y) < erld 1)/2/ (a2 —r)d
(z,y) <cr Ra—1 (2 + |w|2)(d—1)/4 €xp a(tz + |w|2)% w
2
= crld=D/2](¢) si|f—al < —

\/77

out = s—r > 1. Cest pour ce dernier cas que la moyenne est nécessaire
pour assurer la convergence radiale. Une étude des variations de la fonction
g(6) = 6(=D/2 exp(—b/6) pour 6 € [/r,4r] (b > 0) conduit & I'inégalité

N(z,y) < erl® D2 exp(—ar|B - al?)
pour |3 — a| > 2/4/r. D’autre part, on peut montrer que l'intégrale I(t) reste

bornée lorsque ¢ parcourt |0, 00[. La convergence radiale presque-stire de Mug
découle alors a nouveau de la proposition 5.

Etude de Muy. — On s’appuiera ici sur une inégalité maximale classique.
De maniere analogue & (5.1) on a A(z,y) < —rv?/8. On a alors

Muy(z) < erl®=1/2
g /yecm) { /Z(ml/ﬁ) (sr—sr)(d_lw P (_ ﬂ?ﬁ» dg(e)}d“(y)'

En posant (avec a > 0 assez petit)

N(z,y) ==/ 104(z)(y)/ r D72 exp(—ar|8 - 0]*) do(0),
S(e1/VF)
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on a Mug(z) < cNp(z) = [ N(z,y)du(y).
e Si |8 —al <2/y/r, clairement N(z,y) < cr(d=1/2,
o Si|B—a|]>2/yr,ona N(z,y) < crl@=D/2exp(—ar(la — 8]/2)?).
Dans tous les cas, on obtient

- o —B[\?
N(z,y) < 0104(x)(y)T(d /2 exp (_ aT(|—2m> )

Donc, si v, désigne la projection sur Sy_; de la restriction u, de p a la
couronne C(2"*! 00) et si on note

B (t) = r{d=D/2 exp(—arn(%t)Q) =@V 2 ho(rnt), rm=2"

on a pour z € C(2",2"*1),

Muy(z) <c /

Sa—1

(10— af) dvn(0) = ¢ /0 " (Blas )L (1) dt

ch;:(a)/ td_lrf/th)(\/ﬁt)dt=CV;(a)/ s hY (s)ds,
0

0
ou v est la fonction maximale de v, relativement & Sq_; et 0. Or les v}

décroissent, lim, o ||vn]] = 0 et o({v} > t}) < c||vn||/t pour ¢ > 0. Donc
lim,, o ¥ () = 0 o-p.p. et lim, o, Muy(ra) =0 o-p.p.

6. Preuve du théoréme 4

A. Noyaux de Poisson. — Soit U un domaine de classe C? (non nécessai-
rement borné) dans R?. Le noyau de Poisson PgU A = PUA(. £) de € € OU dans
U, et relativement & A — X[, A > 0, est

PIAN@) = 0,,GYME), z e,

ot GY est le noyau de Green de pole x dans U pour A — Al et ol ng est la
normale unitaire rentrante pour U en £ € 9U. Pour U, £ et A > 0 fixés, P§U A
est une A — AI solution > 0 sur U, s’annulant sur 9U \ {¢} et majorée par un
multiple de G au voisinage de infini (si U est non borné). Il est bien connu
(voir e.g. [Anl, 11.2.3] et ses références) que toute autre A — Al-solution > 0

dans U jouissant de ces propriétés est proportionnelle a PEU A D’autre part, la

mesure harmonique wl* de x € U, relativement & U et & I'opérateur A — I,
est donnée par la formule

wlMdE) = PY(z,€)do(£).
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On détermine facilement le noyau de Poisson P> de pole 0 pour le demi-espace
ﬁ:{xeRd; x1 > 0}.
D’abord le noyau de Green pour R? entier et A — AI est
GMz,y) = ND2G (VA |z — y)),
et la fonction de Green de podle x dans U est

AU (y) = A2[G, (VAo — o) — Ga(VA I — ol)]

ou z’ est le symétrique de x par rapport & ’hyperplan z; = 0. Par conséquent
(cf le 2.B) :

—rvX
BA() — _o \(d=1)/2v L1 \@d-pa__ ¢ = &1
PMz) = -2 Ga(VAr)— ~ X G @ 7

ou r = |z| = d(0,z) et ot G/, désigne la dérivée de G4 et équivalent est donné
pour A — oo.

Il est facile d’estimer aussi le noyau de Poisson pour une boule, au centre de
cette boule. Si & € 9B4(0, p), le noyau de Poisson PE)‘ de pole & dans Bg4(0, p),
p > 0, ne dépend pas de £ en 0 et doit donc vérifier

P2(0) @4(pVX) p*71 0(Su-1) = ®4(0) = 1.
Compte tenu des asymptotiques de ®4 du 2.B et de la formule 0(S4—1) =
27Td/2/1—‘(%d), on obtient PE’\(O) ~ PX(pey) pour A — co.
Dans la partie suivante, on estime le noyau de Poisson d’une boule, pour A

grand, en dehors du centre.

B. Estimées du noyau de Poisson dans une boule, pour A — \TI et
lorsque A — 0o.— Soit P le noyau de Poisson de pole 0 pour la boule ouverte
B = By(pei,p), p > 0 et I'opérateur A — X (ol e; = (1,0,...,0) € R%). On
note toujours P* le noyau de Poisson de pole 0 dans U = {z € R¢; z; > 0}.

ProprosiTIiON 6. — Pour tout compact K de B, on a uniformément sur K
PNz

m N—()

2= PA(a)

De plus, il existe ¢ = cx 4 > 0 tel que c P> (z) < PMz) < P (z), pour tout A > 0
et tout x € K.
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Preuve. — Un argument d’homogénéité permet de supposer p = 1. (Cf. 6.D.)
(i) Considérons K> = P> — "H%‘f ot AH%]f est la solution du probleme
de Dirichlet dans B pour A — I et la valeur au bord P*, i.c. ’\H%AEg (z) =

[op PPNz, €)do(€), = € B. On va montrer que K*/P* tend vers 1
uniformément sur K lorsque A — co. Or, K* = K*(A)/P*(A)P?, en notant A
le centre de B. Comme P*(A)/P*(A) — 1 pour A — oo, on obtiendra bien la
premiére assertion de la proposition.

ii) Il s’agit donc de voir que *H2B = o(P*) uniformément sur K lorsque
P)\

A — 00, ou encore que si py est une minimale associée & 0 dans U pour
A — X, *H?B = o(p,) uniformément sur K, quand A — oco. On prendra

pa(z) = 1/GL(V NG, (rv/N)ay /1, 7 = d(0, ) = ||, de telle sorte que py(A) = 1.
On a, uniformément sur K pour A — oo,

e—(r—1)VX
pa(z) ~ gy S
(iii) Fixons 6 > 0 et partageons OB en trois zones Fy, Fy, F3 :
F ={z€dB; |[z|VX <1},
F,={z€dB; 1< |z|V\ |z| <eo),
Fy={z€0B; |z| > &}.
On va voir que *H. ff] p» < 8y sur K pour A grand, si on choisit convenablement
g0 = £0(9).
(iv) Sur Fy comme |G4(t)| < (¢/t)Gq(t) pour t <1, on a
¢ Ga(VAr) =1 _ ¢ Ga(VAr)

pale) < = TS B < 2 RO

T VXGNP T VNGV

car z1/r? est de l'ordre d’une constante sur dB. Mais la fonction z +—
—(e/VX)Ga(VAr)/Gl(VX) est A — AI harmonique > 0 sur R?\ {0}. Donc,
pour tout =z € B,

‘B (z) < -~ G_d(@,
! VA |G (VN)]
et puisque —G/(t) ~ G4(t) pour t > 1, on obtient que pour z € K (et A > 1)
c

\/X;DA(f)
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270 A. ANCONA, N. CHEVALLIER

(v) Sur Fy, puisque —G’(t) ~ G4(t) pour t > 1 et puisque z; =~ r? sur 9B,

ona N Ga(VAr) - Ga(VAr)
@ = e S e

(ol ¢ est indépendant de €p). A fortiori, sur K

Gd(\/XT) de Gd(\/X’l") o =c €0 Px(x).
|G,(\/—)| S

[}
XH].].‘*BZP)\ (:L‘) S

On choisira et fixera e assez petit pour que ¢’ g9 < 6.

(vi) Reste & estimer * H{? rpx- Btant donné A > 1, choisissons une suite finie
maximale de points §; € F3, j = 1,..., Ny, telle que |¢; —&x| > 1/V/X pour j # k.
Alors min{|z — &|; 1 < j < Ny} < 1/VAsiz € F3 et Ny < eA@D/2 Pour
z € Fy, |z — & < 1/VX on a Ga(VAr) < cGa(VX|€;]) d’apres (2.1). Comme
G4(t) > c pour t < 1 on a donc, en notant r; = ||,

pa(z) < ceo)

Ga(VAr) c(€o)
G VAT Ga(V |z — j
GV = o, 2, CH(ATIGa( A= ).

D’ou, pour tout z € K,

A pyoB (x)<_C&L Z Ga(VAr))Ga(VX |z - &1)

R T AN
_(e0) a-ay2 (VX (e €0 —
< TS A 15%1\&6} p(—VA(r; +1¢ — =),

et comme pour tout x € K et tout £ € F3, on a |§| + | — z| > |z| + ak
avec ag > 0, on obtient

CI(E ) —VAr—a - o
MHi g () < Woﬁ)‘le Aree N < e, KON ek gy (),
d

11 est alors clair que pour X assez grand, on a >‘H1F pa (%) < Opa(z) sur K.

(vii) Pour établir la derniére assertion, il suffit maintenant de considérer A
dans un intervalle [0, A\g] avec A\g > 0 fixé assez grand. Le résultat voulu est
immédiat en observant que P < P* < P° (considérer les fonctions de Green

correspondantes pour un péle z € U fixé) et que de méme P* < P* < PO []
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C. Fin de la preuve du théoréme 4. — Soit U convexe de classe C1! et
soit P* le noyau de Poisson de U pour A — . 11 suffit d’obtenir ’équivalent du
théoreme 4 pour z € K7 C U compact et £ dans un voisinage compact K dans
OU d’un point &y € B quelconque fixé. Les propriétés de monotonie du noyau
de Poisson permettent de supposer aussi U borné.

Choisissons un rayon p > 0 et K tels que (i) le diametre de K soit inférieur
a p/10, (ii) tout point & € K soit point frontiere d’une boule ouverte B¢ de
rayon p incluse dans U, (iii) le centre A de By, soit & distance < p/10 de chacun
des centres des Bg, £ € K.

La proposition 6 montre que Pé\(A) vérifie ’asymptotique du théoreme 4,
uniformément en & € K : il suffit d’encadrer Pé\ entre les noyaux de Poisson (de
pole &) pour la boule B et le demi-espace Ug contenant U et tel que £ € OUg.
On peut ensuite reprendre mot pour mot la preuve de la proposition 6 (en
remplagant B par U et en notant que (z — &,ng) < clz — €|? pour z € 9U,
£eK).

D. Conséquence pour ’équation de Helmholtz dans les grandes
boules. — Soit Pgr le noyau de Poisson pour la boule B(0, R) et I’équation
de Helmholtz. Si u est A — I harmonique dans B(0, R), z — u(Rz) est A — R%]-
harmonique dans la boule B = B(0, 1). Il en découle facilement que

Pr(Rz,R¢) = R4 PR (2,6) z€ B, £¢€0B,

si PR désigne le noyau de Poisson pour A — R?] dans B. La proposition 6 nous
donne alors une constante C = C(d) > 1 telle que pour R > 1 :

¢! RU-D/2e=lu=nl < Pp(u,n) < CRA~D/2elu=nl,

pour tout v € B(0, %R) et tout n € dB(0, R). En particulier, si d(u, [0,7]) < VR,
lu| = %R, alors

C1R(-4)/2 g~ (R-|ul) < Pg(u,n) < CR(I-9)/2 g—(R—|ul])
Cet encadrement nous servira dans la partie 7 suivante.

E. Extension. — On peut étendre partiellement la proposition 6 au cas
du complémentaire d’une boule : reprenant les notations du 6.A, on construit
maintenant sur V = R¢\ B(—ej, 1), la fonction

K2 (z) = PA2) — *HZY () = PA(z) + *HEY, (@), z € V,

ou "H g‘: désigne la solution du probléme de Dirichlet (généralisé) dans V, pour
A — M et la donnée frontiere P* sur 9V = 9B (13’\ est bien définie, < 0 et
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A — M-harmonique sur z; < 0). En reprenant les arguments de la preuve de
la proposition 6, on voit facilement que K2/ P tend vers 1 uniformément sur
tout compact du demi-espace z; > 0. D’oi1, d’aprés le 6.A, et notant *P, le
noyau de Poisson de Vy = R%\ B(0, 1), I’existence d’une constante ¢(\) > 0 pour
chaque A > 0 telle que

)‘(d—l)/4 <$ - 6»5) — T—
(61) APg(l’,&) ~ C(A) (27r)(d__1)/2 [.'L' — €|(d+1)/2 e \/—XI ¢l

pour A — +00
uniformément en (z, &) si (z,&) varie dans un compact K de Vp x 9V tel que
inf{{x — £,€); (z,6) € K} > 0. Reste a estimer ¢()); ici, on a besoin d’un
substitut & 'argument du 6.B basé sur 1’évaluation directement disponible du
noyau de Poisson P* au centre de la boule B.

Par comparaison avec un demi-espace, il est clair que liminfy_, ;o c¢(A) > 1.
D’autre part, pour x € Vj,

(62) )\Hl‘/o(l_) _ gd_(_\_/_M N e\/X e—\/X|x|

——— A — +o00.

Ga(VN) |z|(d-1)/2

Si 6 est petit > 0, si Cs = {£ € Sqg_1; L(&,e1) < 6}, si z = 2ey, et si
Sq—2 = 0(Sgq_2), on a

MY (2) > /C APy, €) do(€)

)\(d_l)/4 ’ -2 _—Vx sin?
zc(A)m(l—e(é))sd_z/o gd—2 e~ VAV 1+8sin®6/2 4g

A\(d—1)/4

> C(/\) Sd—2€ m (].

5
—5(6))/ ed—ze—ﬁ92(1+é(0))d9
0

en remarquant que | — z| = 5 — 4cos(f)= 1+ 8sin? %9 pour ¢ € Cs
et 0 =4(£z), et en notant € et € deux fonctions positives sur R; de
limites nulles en 0. Le changement de variable u = X/%4# montre que
fO'S gi=2e=VAPRI+E(0) g ~ 1)~(d=1)/4 I'(3(d — 1)) pour A — +o0. Compte tenu

de (6.2) et de s4—2 = 1—%"(—;%, on obtient que limsup,_, . c(A) < (1—¢(8))~!.
Finalement, on voit que dans (6.1) on peut faire ¢(\) = 1.

On obtient ainsi un équivalent de *P,(z, £), analogue & celui du 6.B pour une
boule, mais avec la limitation que £(§,z —€) < 2m — 7, pour un 7 > 0. On en

2
déduit ’extension suivante du théoréme 4.
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THEOREME 4 bis. — Soit U un domaine de classe C? de R et soit P> :
U x 90U — Ry le noyau de Poisson de U pour A — X, A > 0. Pour z € U,
& € 9U, soit ng la normale intérieure o U en £ et soit

<w~€,ns>[ VA ]<d—1>/2 ~Ja—€lVR
e — ¢ La2mfe —¢] ¢ '

Alors, lorsque A — oo, le quotient P*(z,€)/K*(x,¢), (x,€) € U x U, tend
vers 1, uniformément sur tout compact K de U x 0U tel que |§,z] NOU =
si (z,€) € K et sup{L(ng,z —§); (z,6) €e K} < %n.

KA(:'%g) =

7. Preuve du théoréme 2 via la théorie des limites fines et
la proposition 6
Soit u un potentiel de Helmholtz dans R?. Le théoreme de Fatou-Doob-Naim
généralisé dit que u/P4 admet une limite fine nulle en o-presque tout £ € Sy_1
(vu comme point de la frontiere de Martin de R? pour A — I). L’énoncé suivant
entraine donc (et précise) le théoreme 2 (cf. le § 5 pour la notation M).

PROPOSITION 8. — Si u/®4 admet une limite fine nulle en £ € Sq_1 alors

Jim, [g:(%) J=0

Preuve. — On raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe € > 0 et une

suite {t,} de réels positifs tendant vers co telle que [Mu(t,§)/®a(tn€)] > €.
Notons t,, = %tn, A, = Z(tnﬁ,t,fl/Q), Al = E(t’nf,t’n_lﬂ) et observons que
pour tout n > 1 et tout z € A/, on a

() > / u(y) Pa(,y) do(y)

An

> et D2 [ Mu](t,€) inf{ P,(u,n); u € A, n € A,}

ou P, désigne le noyau de Poisson de la boule B(0,t,) (pour ’équation de Helm-
holtz). Mais d’apres le 6.D. plus haut,

inf{ P,(u,n); u€ AL, n€ Ay} > Ctll=D/2e b,

Et par conséquent, u(z)/®4(t),) > ce pour x € A],. Mais alors puisque u/®q4
admet une limite fine nulle en &, 'ensemble |, A;, est effilé minimal en . Ce
qui contredit la proposition 1, 2). []
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Appendice.

Le théoréme de Littlewood et I’inégalité de Doob associée pour
les domaines NTA et certaines variétés a courbures négatives

On se propose d’indiquer brievement un traitement unifié et des extensions des

résultats connus concernant le théoréeme de convergence radiale de Littlewood
(voir [Doo], [Da2], [LMT], [Zhal).

A.1. — Commengons par considérer le cas, déja étudié par S.Zhao [Zha],
d’un domaine © borné NTA de R? (voir [JK]; cas particulier :  Lipschitzien
borné). On se limitera au Laplacien A et & d > 3, mais Pargument s’étend &
d = 2 et & de larges classes d’opérateurs elliptiques (cf. [An2, § 8]).

Si E est une partie de 912, un champ de radiales non-tangentielles basé sur F
dans €2 est une application

v:E=[0,1]xE—Q

vérifiant les propriétés suivantes (voir [Zha]) : il existe une constante c; > 1 telle
que

Cl—l t < d(’}/(t’ C)’aﬂ) < |’7(t7 C) - CI <ct

pour (t,¢) € E et
(8, ¢) =, ¢ Z e I¢ = ¢

si (t,¢’) est un autre point de E. La projection 7 : y(t,¢) — ( est alors ¢;-
lipschitzienne sur y(E).

Fixons un tel champ v de base E C 09, 7o > 0 et 79 € Q tels que
|zo — v(¢,¢)| > ro pour (¢,¢) dans [0,1] x E = E. Le théoréme de projection de
Doob (voir [Doo], [LMT]) s’étend alors de la fagon suivante.

TrEOREME Al. — Soient A un borélien de Q, A C y(E) et
A* =n(A) ={¢e€ E; 3t€[0,1], 7(t,() € A}.

Si on note w(zo, A) (resp. w(zo, A*)) la mesure harmonique de A (resp. A*)
dans Q au point xg, on a

w(zg, A*) < co w(zo, A)

ot la constante cy ne dépend que de 2, ¢; et rg.
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Preuve. — La preuve suivante est inspirée de exposé par [LMT] du cas du
demi-espace. Notons que A* est analytique et qu’'on peut supposer A compact,
A C v(E), comme on le fera dans ce qui suit.

Notons K¢(z), pour ¢ € Q\{zo} et z € Q, le noyau de Martin de Q normalisé
en o, i.e. K¢(z) = G(z,()/G(z0,¢) si ¢ € @\ {zo} et G désigne la fonction de
Green de Q, et K¢(z) = limy_¢ yeo Ky(z) si ¢ € Q. Soient é(z) = d(z,09),
B, = B(z, %5(:0)), B, = B(z, i&(az)), pour z € Q. Le point est que griace au
principe de Harnack au bord disponible ici (¢f. [JK]), on a pour (¢,¢) € E,
z=7(t,C) et y € Q\ By,

(A1) Ke(y) < cKe(y),

ol c¢ désigne ici et dans la suite une constante ne dépendant que de €2, ¢; et
“éventuellement rq.

En effet, si on fixe g > 0 tel que g¢ diam(Q) < rg, g9 < %, le principe de
Harnack au bord assure que K, /K est, sur

U={yeQ\B,; Leolz— ¢ <|y—¢|<2z-¢l},

compris entre deux multiples fixes de sa valeur en tout point de U. Par le principe
du maximum, cet encadrement s’étend a

V={yeQ\B,; ly—¢| > Jeole—(l};

comme K¢(zo) = Ky(z0) = 1, on obtient K; < ¢K¢ sur V et donc sur 0By,
Et d’apres le principe du maximum, on a bien K, < cK, sur Q\ B},

D’autre part, on a évidemment

(A.2) K.(y) < — >4, wyeq.

c
G(zo,x) lv
Soit alors p la restriction & A* de la mesure w(xg,.) et soit v une mesure
sur A telle que m(v) = p (comme indiqué dans [LMT], l'existence de v se déduit
facilement du théoréeme de représentation de Riesz et du théoreme de Hahn-
Banach). D’aprés (A.1) et les inégalités de Harnack, on a pour tout = € A,

/ K@) dvly) <c [ Ke(@)w(o, dO) < c / Ke(z) w(zo, d0) = c.
A\B, o0

A*

D’aprés (A.2) et le caractére lipschitzien de w, on a, si B, = 00N
B(ﬂ'(l‘),cl(S(CC)),

C

2—d
[ B < gl [ jrte) - ¢t d0)
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/~ |m(x) — ¢|*~%w (o, d¢) < Z 9 n(2=d) ()24 w(zo, B(m(z), c127"6(x)).

By n>0

Dong, si ¢ = v(t,n),

/é (@) — [P w(w0,d0) < ¢ 3 Glao, 127", m) < ¢ Gz, 20)

n>0

en utilisant une inégalité de Dahlberg [Dal] et, pour finir, la propriété :
G(z0,7(7,¢)) < e(7/t)PG(x0,2) pour 0 < 7 < t et des constantes ¢ > 1 et
B > 0 convenables. On peut noter que l'inégalité de Dahlberg et cette propriété
résultent facilement du principe de Harnack au bord.

On voit alors que K, < ¢sur A et donc K, (z) < cw(z, A) sur Q. En particulier
en prenant = xo, on obtient w(zg, A*) = ||| = ||v|| < cw(zo, A). Ce qui acheve
la démonstration du théoréme Al.

A.2. — Du théoreme Al, on déduit facilement et de maniére tout & fait
standard (voir [Doo], [LMT]) la version du théoréme de Littlewood de [Zha].
Le cas ou § est Lipschitzien est d & Dahlberg [Da2].

THEOREME A2. — Conservons les notations et les hypothéses du théoreme et
soit u = G(A) un potentiel de Green dans Q. On a alors, pour w,,-presque tout

¢ € E, limy_ou(y(t,Q)) =

Il suffit de voir que pour tout € > 0, la mesure harmonique de
Ay ={CeE; 3te(0,9), u((t,Q) > e}
tend vers 0 lorsque s — 0. Or A% est la m-projection de
Ay={u>en{7(t,0); (t,¢) € E, t < s}

et, par définition, w(zg, As) < s_lﬁfS(xg). Comme u est un potentiel (i.e. sa
plus grande minorante harmonique dans Q2 est nulle) on a lim,_,o R2+ = 0 dans
Q. Le résultat découle donc du théoreme Al.

A.3. — L’argument précédent — ou plus exactement, grace au principe de
Harnack & l'infini de [An2], 'argument de [LMT] — peut étre étendu & certaines
variétés de Cartan-Hadamard & courbures sectionnelles < —1 (voir aussi le A.4
plus bas). Soit M une telle variété supposée en outre a géométrie bornée (cf. les
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hypotheses (1.1) de [An2]), soit g € M et supposons que le groupe G des
isométries de M qui fixent xg opére transitivement sur la sphere & Vinfini Soo (M).
Considérons I'opérateur elliptique £ = A + al, avec a < A;(M), ol A est le
Laplacien de M et ot A; (M) désigne le fond du spectre de —A.

Notons M la compactification standard de M par Su.(M) et
K (Cx) — K@), (¢,2) € (M\ {zo}) x M,

le £ noyau de Martin normalisé en zo (voir [An2]). Si o est la mesure de
probabilité G-invariante sur So. (M), la fonction U, (z) = |, o) K¢ (x)do(¢),
x € M, est 'unique fonction £-harmonique > 0 dans M ne dépendant que de
d(zo, z) et telle que ¥o(z9) = 1; aussi pour r > 0,ona¥o(z) = [y Kc(z)do,(C)
pour x € B(zo,r), si o, désigne la probabilité G-invariante sur S, = dB(zo,r).
Posons maintenant, si A est une partie de M, w(z,A) = ﬁéa (z), et pour
AC So(M), w(z, A) = [, Kc(z)do(().

THEOREME A'l. — Soit A un borélien de M\ B(zo,1) et soit A* la projection
géodésique de A sur Soo(M), a partir de xzog. On a alors, pour un ¢ > 0 ne
dépendant que de M et «,

w(zg, A*) < cw(zo, A).

La preuve est parallele a celle du théoreme A1 mais I’argument est encore plus
proche de [LMT]. Observons d’abord ceci : soit x € M tel que r = d(zg,z) > 1
et pour y € B, := B(z, %), soit 7 le point de la demi-géodésique £ issue de xzq
contenant y tel que d(zg,y) = r. On a alors

(A3) G(z,y) < cG(z,7),

pour une constante ¢ = ¢(M, a). On sait en effet que ¢ 1d(z, 2)?~? < G(x,2) <
cd(z,2)?~? pour z € B(z,1) (en supposant d = dim(M) > 3). De plus, si H est
le point de ¢ le plus proche de x, on a

d(z,y) < d(z,H)+d(H,y) = d(z,H) +r — d(xo, H) < 2d(z,H) ;

d’ou d(z,y) < 2d(z,y) et V'inégalité (A3). On en déduit, grace aux inégalités de
Harnack, que Ky(z) < ¢ Kj(z).

D’autre part, siy € M\ B(zg,1), si { = w(y) (on note m : M\ {zo} — Soo(M)
la projection géodésique de centre zg) et si « ¢ B,, le principe de Harnack &
infini donne (comparer avec (Al)) : Ky(z) < c K¢(x).
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Si alors v est une mesure sur A se projettant par 7 sur y = 14+ - o, on a pour
xeAetSIT—d(a:O,

/K duy)+/ Ky(z)dv(y)

<c /Sr K. (z)dor(2) + /SOO(M) Kg(w)du(g)) < 2¢¥(z).

On voit alors (comme en A.1) que K, (z) < cw(z,A) sur M d’apres le
principe du maximum. En prenant = x¢, on obtient w(zq, A*) = ||u|| = ||v| <
CC(J(.’L'(), A) I]

Le théoreme A’l implique la variante suivante du corollaire 6.2 de [LMT]
(cf. [An2] pour le théoréme de Fatou disponible ici). Pour ¢ € So. (M), soit (%, ¢)
le point a distance 1+t de xy sur le rayon zo(.

(A4)

TuEOREME A’2. — Soit u une fonction (A + al)-surharmonique positive
dans M. Alors, pour o-presque tout ¢ € Soo(M), u(y(t,())/®a(t) admet une
limite pour t — +00.

On peut, dans le méme cadre, étendre l'inégalité de Doob et le théoreme
de Littlewood en prenant modele sur I’énoncé de Zhao (théoreme A2); on
supposera de plus M & courbures sectionnelles minorées. Soient £ C S (M),

. E=FE x[0,00[— M et ¢; >1 tels que :

(i) d(y(t,¢),z0) > 1, pour tout (t,¢) € E,
(ii) limi— oo (¢, ¢) = ¢, pour tout ¢ € E,

) d(v(t,¢),zoC) < ¢, pour tout (t,¢) € E, et

(iv) pour z = (), ¢’ = (', {') tels que =’ € B, = B(z, %) on a
d(z,2) > 7" da (¢, ¢").

Ici, d, désigne la métrique sur Soo(M), image par m de la métrique induite
sur 0B(zg,d(zo,x)). Notons m,(z) = ¢ pour z = 7(t,() € v(E).

Maintenant dans la majoration analogue a (A4) on aura, si v est une mesure
sur le compact K C (E) qui se projette par 7, sur 1. (k) 0,

de(Coym))* " do(n), K,
/K Jduty G(w fvo)/lsdz(cz,cl)( (Gom) ol e

ol ¢; = m,(x). D’ou, en utilisant encore les inégalités de Harnack, l'inégalité
requise par la méthode :

/ Ky(z)dv(y) < cK, (2)0(Ba, (Cr 1)) < 0'/ K¢(z)do(() = ¢ Wa().
B, oo (M)

On obtient ensuite comme avant w(zo, 7, (K)) < cw(zg, K). Les détails sont
laissés au lecteur.

(iii
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A.4.— Considérons enfin le cas oli, M étant toujours une variété de Cartan-
Hadamard a courbures sectionnelles négatives pincées, on dispose d’un point
Co € Soo(M) tel que le groupe G des isométries de M qui laissent invariante
chaque horosphere basée en (y opére transitivement sur Y = Soo(M) \ {¢o}-
(Cas particulier : les groupes résolubles S = NA de rang 1 et & «courbure
négative », voir [Hei]).

Notons 7 : M — Y la projection naturelle le long des géodésiques (oC, ( € Y,
et 6, la métrique sur Y image par 7w de la métrique de I’horospheére H, basée en (y
et passant par x. Soit A; la mesure image par 7 du volume Riemannien sur H,.
Les A, sont G-invariantes, deux & deux proportionnelles. Fixons a < A;(M),
o € M, posons L = A+ al, A = A\, et notons K le L-noyau de Martin
normalisé en xg.

Si {z,} est une suite de points du rayon zo{y convergeant vers (y, on a
limp— 00 d(zy, ¥(xs)) = 1siy € G. Il s’ensuit que la minimale F* = K, associée
a (o est constante sur chaque H, (i.e. G-invariante).

Le complémentaire U¢ d’une horoboule U basée en (o est L-effilé en (p (cf.
[An3, p. 81)). La réduite py = RY. (pour A + oI dans M) vérifie méme, pour
& € 0o, une estimée py () < ce~ @) Fo(z) avec ¢ > 0 et € > 0, et py est
G-invariant. En passant & la limite sur des horoboules croissant vers M, et en nor-
malisant sur H,,, on obtient une fonction ¥, : M — R A+ a/-harmonique > 0,
G-invariante et négligeable devant F'* le long de x¢(g. La représentation de Mar-
tin de ¥, est donc de la forme W, (z) = [, K¢(z) f(C)dA(C), z € M, avec f
continue > 0 sur Y vérifiant f(¢) = Kyc(vxo) f(7¢) pour v € G, x € M et
¢ € Y. En particulier, pour (1 = 7(zo), on a f(v¢1) = f(¢1)/ Ky, (y20), v € G.

Soit U; I'horoboule basée en (, telle que d(zo,Uf) = 1 et soit E C Y.
Soit v : E = [l,00[xE — M \ U; telle que pour un réel ¢g > 0 et tout

x =7(¢,t) € y(E), on ait :
(1) d(1(t,0),G0) < et et
(ii) c082(¢,¢") < d(v(¢,¢), (', (")) pour (¢,() € E tel que y(t',¢') € B,.
Alors, si A C y(E) est borélien, si A* = {¢ € E; 3t > 1, v((,t) € A}, on a,

pour un réel ¢ = ¢(M, ¢y, @) > 0, I'estimation de type Doob :

| T(QAXQ) < eRy, (a0).

Le point est que si v est une mesure sur A se projetant sur 14« -w = 14« f - A
(via 70y : (¢, t) =€), et siz € Y(E), T =7, (z) et p=c;', ona:

Ky(x)dv(y) < 82(7,()* ™ dw(¢)

C
B. G(zo,z) /196, @)

IW(B%(fvp)) ’ _
<ot < /YKC(x)dw(() U (2)
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grace aux inégalités [z o 6.(%,¢)*"?dAs(C) < ¢, 1/G(zo,2) < cKc(z) et

f(Q) <ef({), ¢ ¢ € Bs, (T, p)-
Si on suppose que lim;—,o, ¥(¢,{) = (, pour tout { € E, on aura aussi la
propriété de Littlewood : si v est un A + af potentiel sur M,

tli)r&'v(’)’(t’ C))/‘IJQ(W(tv C)) =0

pour A-presque tout ¢ € E.

A.5. Remarque. — En A.3-A .4 on n’atteint pas le cas o = A\ (M), traité
par [LMT] pour M symétrique. Mais on peut remplacer A + « par un opérateur
elliptique adapté G-invariant et faiblement coercif.
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