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FORMALITE DES ESPACES DE LACETS LIBRES
PAR NicorAs DUPONT ET
MICHELINE VIGUE-POIRRIER (*)

RESUME. — Soit X un espace topologique simplement connexe dont l’algebre de
cohomologie rationnelle H*(X;Q) est noethérienne. Nous montrons que 'espace des

lacets libres X5' est formel si et seulement si lalgébre H*(X;Q) est libre.

ABSTRACT. — FORMALITY OF THE FREE LOOP SPACE. Let X be a simply
connected topological space whose rational cohomology algebra H*(X;Q) is finitely

generated. We show that the free loop space X5 ! is formal if and only if the algebra
H*(X;Q) is free.

1. Introduction

Soit X un espace topologique connexe par arcs et de type fini. On
peut associer & X son modéle minimal de Sullivan [S]. Il s’agit d’une Q-
algebre différentielle graduée commutative libre (AV,d), ou V = V! est
de dimension finie en chaque degré et la différentielle d est décomposable.
Si X est de plus nilpotent, une telle algebre décrit entiérement le type
d’homotopie rationnelle de X. Pour plus de détails sur ce modele, nous
renvoyons & [S] ou bien & [FHT].

On dit que X est formel s’il existe un morphisme
¥ (AV,d) = H*(X;Q)

induisant un isomorphisme en cohomologie. Autrement dit, un espace est
formel lorsque sa cohomologie rationnelle décrit entierement son type

(*) Texte regu le 1°F octobre 1997, accepté le 21 novembre 1997.
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142 N. DUPONT, M. VIGUE-POIRRIER

d’homotopie rationnelle. Beaucoup d’espaces sont formels, par exem-
ple les spheres, les espaces projectifs ou les variétés kdhlériennes com-
pactes [DGMS]. Un produit, un wedge d’espaces formels est formel.

On note X5 Uensemble des lacets libres dans X , i.e. les applications
continues du cercle S* dans X, muni de la topologie compacte ouverte.
Si X est simplement connexe de type fini, alors X S* st nilpotent de
type fini.

Nous nous proposons de caractériser les espaces X pour lesquels X* !
est formel. Nous utilisons pour cela une hypothése sur la cohomologie
rationnelle de X, mais qui n’est probablement pas nécessaire.

TuEOREME. — Soit X un espace simplement connexe dont l’algébre
de cohomologie rationnelle H*(X;Q) est noethérienne. Alors l’espace des
lacets libres X5 est formel si et seulement si l’algébre H*(X; Q) est libre,

i.e. X a le type d’homotopie rationnelle d’un produit d’espaces d’Filenberg-
MacLane.

Nous présentons les étapes principales de notre démonstration. Soit
s:V — V l'isomorphisme de suspension, défini par V" = V"t que I’on
étend en une dérivation s : AV — AV ® V. Depuis [VS], on sait comment
déterminer le modele minimal de XS & partir de celui de X. Il s’agit de
'extension (A(V @ V), D) de (AV,d) oli, pour tout générateur v de V,
D(v) = —sd(v).

Si H*(X; Q) est libre, le modele minimal de X posseéde une différentielle
nulle. I1 en est donc de méme du modéle minimal de X5 et X" est bien
formel.

Prouver la proposition inverse demande plus de travail. Soit (AV, d)
le modele minimal de X et (A(V & V), D) le modéle minimal de X5 .
Il nous faut prouver que si X3 " est formel alors d, et donc D, est nulle.
Puisque nous connaissons la forme de cette différentielle, notre idée est
de trouver une propriété générale que possede la différentielle du modele
minimal d’un espace formel, et que ne possede pas D si elle est non nulle.

Les espaces formels posseédent un modele minimal (AW, d) bigra-
dué [HS]. Cela signifie qu'’il existe une décomposition W = @;>oW; pour
laquelle d est de degré —1, telle que H,(AW,d) = Hy(AW, d). Notre
hypothese sur la cohomologie de X implique que I’on pourra supposer
que la dimension de W est finie. La propriété cherchée est la suivante.

LEMME 1. — Soit (A(Wo & W), d) le modéle minimal bigradué d’un
espace formel tel que dim Wy < oo. Alors pour tout élément homogeéne
non nul w de WY, il existe un élément w' de W™, un entier n > 2
et un élément décomposable 2 dont la composante en w™ est nulle, tels
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FORMALITE DES ESPACES DE LACETS LIBRES 143

que dw’ = w™ + Q.

Il nous faut maintenant préciser la structure du modele minimal
bigradué d’un espace de lacets libres formel. Notre premier résultat est
que si X% " est formel, alors X est formel. Nous allons en fait montrer un
lemme plus général, intéressant en lui-méme. Rappelons 'existence d’une
fibration

0x — x5 L x
ou p applique un lacet sur son origine et QX désigne lespace des lacets
de X d’origine fixée. Cette fibration p admet une section s qui applique
un point z sur le lacet constant d’origine x.

LEMME 2. — Soit F -5 E 25 B une fibration ot B est simplement
connexe. Si p admet une section s et E est formel, alors B est formel.

Nous pouvons maintenant expliciter le modele minimal bigradué d’un
espace de lacets libres formel. On suppose que X S' est formel donc,
d’aprés le résultat précédent, que X est formel aussi. Soit (AV, d) le modele
minimal bigradué de X.

LEMME 3.— Le modéle minimal (A(V®V), D), bigradué par (V), = V,,
est le modele minimal bigradué de X5 .

En combinant les lemmes 1 et 3, on obtient facilement la preuve
de notre théoréme. En effet, soit (A(V @ V), D) le modele minimal
bigradué de X*° 1, obtenu par le lemme 3. D’aprés notre hypothése sur
la cohomologie de X, V; et par suite Vo @ V est de dimension finie.
On peut donc appliquer le lemme 1 & Wy = Vo @ V. On sait que
D(V) C AV et D(V) € AV ® V. On en déduit que pour tout n > 2,
DV @ V)N Ve = 0. Le lemme 1 implique alors que VE*" = 0, donc
que V, = Vfair. Une nouvelle application du lemme 1 au modeéle minimal
bigradué (AV,d) prouve qu’en fait V; = 0. Le modele minimal de X a
donc une différentielle nulle et H*(X;Q) est bien libre. []

2. Preuve du théoréme

Il nous reste dans ce paragraphe & démontrer les lemmes 1, 2 et 3.

Preuve du lemme 1.— On raisonne par ’absurde. Soit w ne satisfaisant
pas & la conclusion du lemme. La projection 7 : (AW, d) — (Aw, 0), définie
par

r(w)=w, w(w)=0 si w' ¢ (w)

et prolongée en un morphisme d’algebres, commute alors aux différen-
tielles.
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144 N. DUPONT, M. VIGUE-POIRRIER

Soit (w1, ...,w,) une base de W('fai'. Posons
T = <t1>@...@<tr>
et étendons (AW, d) en (A(W & T'),d) en posant pour tout ¢,

dt;) =w?, 1<i<r,
Puisque w € W4, la projection 7 s’étend en un morphisme d’algebres
différentielles

m: (AW aT),d) — (Aw,0)
en posant 7(T) = 0.

On remarque que 7 est surjective. Puisque la catégorie au sens de
Lusternik et Schnirelmann de (Aw,0) est infinie, le «mapping theorem »
de [FH] implique que la dimension de la cohomologie de (A(W & T'),d)
est infinie.

Rappelons que (AW,d) est le modéle minimal bigradué d’un espace
formel. Il existe donc un quasi-isomorphisme (un morphisme induisant un
isomorphisme en cohomologie)

(AW & T),d) — (Ho(AW,d) @ AT, d’)

ot1 pour tout i, 1 < i < r, d’(¢;) est la classe de w?. Considérons I’extension
Ho(AW, d) < (Ho(AW, d) ® AT, d).
Comme T = T'™P2' AT est de dimension finie, donc
(Ho(AW,d) ® AT, d’)

est un Ho(AW,d)-module de type fini. Il est alors classique que la
cohomologie de (Ho(AW,d) ® AT,d’) soit un module de type fini sur
I'image de ¢*. Par construction de 7', 'image de i* est de dimension finie.
Ceci implique que la dimension de la cohomologie de (Ho(AW,d)® AT, d’)
est finie, d’ot1 une contradiction. []

Preuve du lemme 2. — Comme souvent en homotopie rationnelle, on
commence par traduire le probléme en termes algébriques. Notons A le
foncteur de Sullivan [S].

Le théoréme 20.3 de [H] implique que si (mp, dg) est le modéle minimal
de B, il existe un espace vectoriel gradué

Yy=Ern,

n>1
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une différentielle d non nécessairement décomposable sur mp ® AY et un
diagramme commutatif d’algebres différentielles graduées

AB) —2P a2 A

o]

(mB,dB) —_— (mB ®AY,d)

ou ¢ et 1 sont des quasi-isomorphismes. De plus, si g est la projection
commutant aux différentielles (mp®AY,d) — (AY,d’) et sin: (AY,d) —
A(F) se déduit de A(j) o 9 par passage au quotient, alors d’ est décom-
posable et ) est un quasi-isomorphisme.

Rappelons le critére de [BD] de formalité. Un espace X de modeéle mini-
mal (AV,d) est formel si l’application canonique Kerd — H*(AV,d) se
prolonge en un morphisme d’algebres différentielles (AV,d) — H*(AV,d).

Pour pouvoir appliquer ce critére a notre situation, il faut vérifier que
d est décomposable sur mg ® AY . L’existence de la section s de p implique
que la suite exacte longue d’homotopie de la fibration est scindée. On a
donc un isomorphisme
m(F) = mi(E)

et pour tout n > 2 des isomorphismes
n(E) = mp(B) @ m, (F).
Mais si (AV,d) est le modeéle minimal de X, alors pour tout n > 1,
Hom (7,(X) ® Q,Q) = V™.

Ceci prouve bien que d est décomposable sur mp ® AY'.
On a des diagrammes commutatifs

(mp,dg) ——— (mp ® AY,d)

dl I

Ker dp - Ker d

S R I

H*(mB,dB) _— H*(mB ®AY,d)

ol 7 et 7’ désignent les applications canoniques.

Par hypothese, ’application 7’ s’étend en un morphisme
¢’ : (mp ® AY,d) — H*(mp ® AY,d)
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146 N. DUPONT, M. VIGUE-POIRRIER

tel que @ o k' = «’. Posons
0= (") toA(s)*op* 08 0i:(mp,dg) — H*(mp,dp).

Un petit calcul montre que 8 o k = w et B est donc formel d’apres le
critere de [BD]. []

Preuve du lemme 3. — Tout d’abord, il est clair que D est bien
de degré —1 pour la graduation inférieure. Supposons qu’il existe un
entier p > 1 tel que H,(A(V & V), D) # 0. On suppose que p est le
plus petit entier vérifiant cette propriété. On note £ le plus petit entier
n > 1 tel que

HY(A(V @ V), D) #0.

Soit @] un élément non nul de HL(A(V & V), D).

Remarquons que ’on peut supposer que [@] n’est pas décomposable,
c’est-a-dire que
[a] ¢ HY- HY,

ot H = H(A(V @ V), D). En effet, si tel est le cas, alors [a] contient
une composante non nulle dans Hy- Hf ou dans H;- H.f, avec n,m > 0
et n +m = p. Le premier cas contredit la minimalité de £ et le second la
minimalité de p.

On sait que toute classe de cohomologie non décomposable d’un espace
formel est sphérique, c’est-a-dire qu’elle ne peut étre représentée par un
cocycle décomposable du modele. Il existe donc un représentant de [
dans (A(V @ V), D) de la forme v+ 0+ Q, ob v+ € V, ® V,, est non nul
et Q est décomposable.

Ecrivons
Q=B+v+n

ou B € (AV)y, v € (AV® V), et n € (AV ® A22V),. Puisque D est
homogene pour la longueur des mots en V, le cocycle v+ o4 347+ 1 est
la somme des trois cocycles v+ 3, U + v et 7. Le modéle minimal (AV,d)
étant bigradué, ceci implique que v + 8 = 0. Il nous reste & montrer que
le cocycle U + -y est nul, puisque cela contredit la non nullité de v + .

Soient
o (zi)icr une base de @ VP*";
0<k<p

e (yj)jes une base de @ VP,
0<k<p

ToME 126 — 1998 — ~° 1



FORMALITE DES ESPACES DE LACETS LIBRES 147

Alors dv est un polyndme P en les variables ordonnées x; et y; et par
construction

6P j
~Dv=sP = Zm, yj 6
iel Yi

Posons maintenant

¥ = Z:ﬁiai + Zﬂjbj + Z ZkCk

iel jeJ keK

olt les a; et les b; sont des éléments de ATV, les ¢ des éléments de ATV,
et les z;, forment une base de V/,.

On pose aussi pour tout %, j et k,
dz; = X, dy; =Y;, dz =2,

qui sont des polynémes en les variables ordonnées z; et y;. On a alors

—Zfz‘dai + Zgjdbj - ZSXiai - Zstbj - Z $ZkCh.

i€l JjEJ i€l JjEJ keK

On utilise la méme formule de différentiation que pour sP et lon
regroupe les termes pour obtenir

6Xg 52y
3 d 1
;x ( " el k;{ bz, Ck)
+Zyj(db +Z
Jj€J i€l
67
+3(- 1)J—b4 (- 1)];%%)

leJ keK

L’égalité D(v + +) = 0 nous donne donc pour tout i € I et tout j € J

be +26Z’“

—E —-daz+z

07},

_0P b+z 1+Z‘5Y‘b3+2—ck

&
Y ier Y reJ keK

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



148 N. DUPONT, M. VIGUE-POIRRIER

On utilise maintenant la formule d’Euler graduée

1 opP ; oP
=P = o (Do~ 2l 5

jeJ

ol |z;| = p; + £ si z; € Vi et de méme pour |y;|.

Ceci nous permet d’obtenir dv en fonction des z;, y;, as, bj;, ck, da;,
db; et des dérivées partielles des X;, Y; et Z;. On utilise la formule d’Euler
pour les dz;, dy; et dz, pour calculer les d(z;a;), d(y;b;) et d(zxck).
On vérifie alors aisément que

(p+0)dv = —d( Y lailwias + Y lyslusts + D lnlwen )

i€l JjEJ kEK

Il existe donc 2 décomposable tel que dv = df2. Ceci est impossible
puisque (AV,d) est bigradué et que v € V,, avec p > 0. []
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