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PRESENTATION DE CERTAINS COUPLES
FISCHERIENS DE TYPE CLASSIQUE
PAR

M.M. VIROTTE-DUCHARME (*)

RESUME. — Soit D la classe des transvections unitaires ou la classe des réflexions
orthogonales t,, v étant de longueur donnée. On sait que D est une classe de 3-trans-
positions de G, ou G désigne SU(n,F4) ou un sous-groupe d’indice 2 de O(n,F3). Dans
ces deux cas, nous donnons des présentations (X, R) pour le groupe G telles que X
soit contenu dans D; on obtient G comme un quotient d’un groupe de Coxeter avec
un diagramme approprié.

ABSTRACT. — Let D be the class of the unitary transvections or the class of the
orthogonal reflections t,, v with given length. We know that D is a class of 3-trans-
positions of G, where G denotes SU(n,F4) or a subgroup of index 2 in O(n,F3). In
these two cases, we give presentations (X, R) for the group G with X contained in D;
we obtained G as a quotient of a Coxeter group with an appropriate diagram.

Soit (G, D) un couple fischérien, c’est-a-dire la donnée d’un groupe G
engendré par une classe D d’involutions conjuguées telles que ’ordre de zy
(avec z,y € D) soit 1, 2 ou 3. On dit alors que D est une classe de Fischer
de G. Toute partie X de D qui engendre G, détermine un graphe dont
les sommets sont les éléments de X et les arétes les paires d’éléments
distincts z et y de X tels que (zy)® = 1. Notons Rp(X) I’ensemble des
relations contenues dans la donnée d’un tel graphe sur X.

Nous nous proposons de donner des présentations (X, R) pour deux des
quatre familles de couples fischériens de type classique (G, D) intervenant
dans le théoréme de classification de Fischer [6]; présentations pour
lesquelles X est contenu dans D et Rp(X) est une partie de R.

(*) Texte regu le 7 décembre 1991, révisé le 25 juin 1992.
M.M. VIROTTE-DUCHARME, Université de Paris VII, 2 place Jussieu, UFR de Mathé-
matiques, Tour 45-55, 5° étage, 75251 Paris cedex 05.

Classification AMS : 20.
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228 M.M. VIROTTE-DUCHARME

Le cas des groupes symplectiques G = Sp(2n, 2) et des groupes ortho-
gonaux G = 0,(2n,2) a été traité & titre d’application des principes
généraux exposés dans Présentations des groupes de Fischer (I) (cf. [12]).
Les familles dont il est question ici concernent certains sous-groupes nor-
maux G°(n, 3), avec € € {+, —} et n > 5, du groupe orthogonal O(n, Fs, ¢)
(section 1) et les groupes unitaires SU(n,4) (n > 4) (section 2).

Les groupes G¢(n, 3) sont les sous-groupes d’indice 2 de O(n, F3, ¢) qui
admettent pour classe de Fischer une classe de réflexions orthogonales t,.
Il y a lieu de distinguer, pour chaque valeur de n, deux situations suivant
que l’indice de ¢ est maximal ou non quand n est pair, et suivant que
Pon considére la classe des réflexions t, avec ¢(v,v) = 1 ou ¢(v,v) = —1
quand n est impair. De plus amples détails sont donnés en préliminaires
et résumés sous forme de tableau (section 0, paragraphe 1).

On établit que chaque groupe des familles mentionnées ci-dessus admet
une présentation (X,R) ol X est un sous-ensemble de D et ou R est
la réunion de Rp(X) (défini ci-dessus), de Rg ensemble de relations
supplémentaires et de Rz relations concernant le centre de G. Le plus
souvent, on obtient des présentations pour des extensions centrales de G
dont on déduit des présentations pour G en ajoutant les relations R z.

La méthode suivie est essentiellement inductive. Elle est rappelée dans
les préliminaires (section 0, paragraphe 2) et exposée dans [12].

Pour les petites dimensions on a les résultats suivants (1], [6], [10], [13] :
(i) G~(5,3) = W(Es) admet une présentation (X,Rr(X)) avec :

e X=(d;|1<5<6),

dii d2 d3 dsa ds

L.

(ii) PSU(4,4) admet une présentation (X, Rp(X)URgURz) avec :
X =(d]1<]<5),
d2 d3 d4 dl

e Rp(X): )
F -—v—‘ds

(] RS : (d3d4d3d5)3 = 1,
] RZ p= 1 avec p= d1d2d5 (d;d2d1d4dsd3)(d3dld5d3) et s = (d3d4d5)2.

° RF(X) .

(ili) G™*(5,3) ~ Cy x PSU(4,4) admet (avec les notations de (ii)) une
présentation (X,Rp(X)URs); p est alors l'involution centrale
de G* (5, 3).
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COUPLES FISCHERIENS DE TYPE CLASSIQUE, PRESENTATION 229

Les sections 1 et 2 traitent successivement des groupes orthogonaux
et unitaires. Au début de chacune d’elles, c’est-a-dire au paragraphe 1,
on trouve les énoncés des résultats et les notations. Les démonstrations
sont reportées au paragraphe 2 et les calculs trop longs sont donnés en
appendice.

Pour les petites dimensions, les présentations des groupes G¢(n,3)
pour n < 9 et SU(n,4) pour n < 6 ont été vérifiées sur CAYLEY V3.7.3
machine Sun 3.60 par S. Bouc au Département de Mathématique et
d’Informatique de ’Ecole Normale Supérieure & Paris.

Je tiens a remercier ici le referee pour ses critiques lors de la lecture
d’une premiere version de ce travail.

0. Préliminaires

1. Notations.

0.1.1.—Soient G un groupe et X un ensemble générateur contenu dans
une classe de Fischer D de G. Désignons par g le graphe dont les sommets
sont les éléments de X et les arétes les paires d’éléments distincts de X
dont le produit est d’ordre 3. La donnée de ce graphe g est équivalente
a celle d’'un ensemble de relations R(g) portant sur les éléments de X
(relations du type 22 = 1, (zy)? = 1 ou (zy)3 = 1).

Si (X, R(g) Ur) est une présentation de G ot R(g) est défini ci-dessus
et ol 7 est un ensemble de relations portant sur les éléments de X, on dit
que X satisfait & la formule de présentation gUr ou g est le graphe défini
ci-dessus; G est un quotient du groupe de Coxeter (X, R(g)).

0.1.2. Ezemple. — On note Hsj; un groupe avec la présentation
(Xk,R(hk) U’f‘) ou :
o Xp={z; |1<j<k}
Ty T3z T4 Tk

lhk: T————*,
T

o7 (m1x2x1x3)3 =1

On montre que ce groupe est d’ordre k!3*~1, qu’il admet une classe de
Fischer de cardinal 33k(k —1) et que son centre, trivial si k& # 0 (mod 3),
est engendré par I’élément o7y -y, d’ordre 3, ou o = x122 €t ; =
zjvj_17; pour 3 < j < k.

Pour k = 3, le groupe H3 3 est noté H; il est d’ordre 54, les éléments
de sa classe de Fischer ne commutent pas entre eux; H est engendré par
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230 M.M. VIROTTE-DUCHARME

les éléments 1, z2, z3 sur lesquels on a la formule de présentation

xzv " (lelems)g =1
Ty

To I3 , ..
que ’on notera W pour alléger écriture.
Z1

Le centre de H est engendré par 'élément (z12223)? d’ordre 3 (voir [6],
[10], [12] et [13]).

2. Le groupe G*(n,3) pour n > 5 et ¢ dans {+,—}.

0.2.1.—Soit V un espace vectoriel de dimension n > 5 sur F3. Soient ¢
une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur V et O(n, ¢) le groupe
des isométries de ¢. Ce groupe est noté souvent GO, (3), ou encore O(¢)
dans [1] et O(F3, ¢) dans [5]. Soit v dans V. On dit que v est de longueur k,
avec k € 3, si ¢(v,v) = k. Si V admet une base orthonormale, on dit que
V est de type € = +; dans le cas contraire, on dit que V est de type e = —.

L’ensemble de réflexions ¢, (avec v € V et ¢(v,v) # 0) est la réunion
de classes de conjugaison E(1) et E(—1) dans O(n, ¢) : dans la premiére,
les réflexions sont relatives a des vecteurs de longueur 1, dans la seconde,
& des vecteurs de longueur —1. Chacune de ces classes est une classe de
Fischer du sous-groupe de O(n, ¢) qu’elle engendre : ces sous-groupes sont
d’indice 2 dans O(n, ¢). On pose

G(n,¢,E(1)) =(E(1)) et G(n,¢,E(-1)) = (E(-1))

et on désigne par Q le groupe dérivé de O(n, ¢), i.e. & = D(O(n, ¢)).
On établit sans peine les assertions suivantes :

D(G(n,¢,E(1))) = Q =D(G(n,¢, E(-1))),
G(n,¢,E(1)) N E(-1) =0 = G(n,¢, E(-1)) N E(1),
|G(n,¢,E(1)) : Q| =2 =|G(n, ¢, E(-1)) : Q|

(on utilise le fait que si v et v’ sont des vecteurs orthogonaux de longueur 1,
v—v'" et v+v' sont orthogonaux de longueur —1 et que tyty = tyqprty—yr)-

Notons v;, pour 1 < ¢ < n, une base orthogonale de ’espace vectoriel V'
dont les (n — 1) premiers vecteurs sont de longueur 1 et ¢(vn,v,) # 0.
Le centre du groupe orthogonal O(n, ¢) est formé des homothéties; on a
donc :

Z(0O(n,¢)) = (1) et —1=ty - ty,.

Le groupe dérivé €2 est un groupe simple s’il ne contient pas —1; si —1
appartient a 2, alors /(—1) est un groupe simple [5].

TOME 121 — 1993 — N° 2



COUPLES FISCHERIENS DE TYPE CLASSIQUE, PRESENTATION 231

0.2.2. Supposons n impair. — Dans ce cas, {) est un groupe simple.

o Quand ¢(vn,v,) = 1 (Pespace V est de type +), —1 appartient
a G(n, ¢, E(1)) et n’appartient pas & G(n, ¢, E(—1)).

e Quand ¢(vn,v,) = —1 (Uespace V est de type —), —1 est dans
G(n, ¢, E(—1)) et non dans G(n, ¢, E(1)).

Comme les vecteurs de longueur 1 pour ¢ (resp. —1) sont exactement
les vecteurs de longueur —1 pour —¢ (resp. +1), on a :

G(n,¢,E(1)) = G(n, —¢, E(-1)),
G(n,¢,E(-1)) = G(n,—¢, E(1)).
Posons, pour € € {+,—} :
G*t(n,3) = G(n,¢,E(1)), G (n,3)=G(n,—¢,E(1)), D= E(1).
Alors :
(i) G*(n,3) = (&) x Q avec e dans D;

(ii)) 1 - Q- G (n,3) — (e) — 1 (on e € D) est une extension non
scindée.

0.2.3. Supposons n pair.— Les groupes G(n, ¢, E(1)) et G(n, ¢, E(—1))
sont isomorphes.

e Quand ¢(vn,v,) = 1 (V est de type +), on pose Gt (n,3) =
G(n,¢,E(1)) et D = E(1) : I’élément —1 appartient & ; le groupe
Q/(—1) est simple et on a I’extension non scindée :

1—Q—Gt(n,3) — () — 1 (e € D).

e Quand @(vn,v,) = —1 (V est de type —), on pose G~ (n,3) =
G(n,¢,E(1)) et D = E(1) : —1 n’est ni dans Q, ni dans G~ (n,3). Le
groupe €2 est un groupe simple et ’extension

1-0->G (n,3) = (e) = 1 (e € D)

est non scindée.

Observons que lindice de la forme ¢ est maximal pour £(—1)"/2 =1

et non maximal pour e(—1)"/2 = —1, ¢ désignant le type de l'espace V.
Faisons d’abord quelques remarques. Si V' est un plan, ou bien c¢’est un
plan hyperbolique (on a donc € = —1), l'indice de ¢ est alors maximal, ou

bien c’est un plan anisotrope (on a donc € = +) et I'indice de ¢ est non
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232 M.M. VIROTTE-DUCHARME

maximal. Si V' est de dimension 4, c’est la somme orthogonale de deux
plans anisotropes (on a donc € = +) ou d’un plan anisotrope et d’un plan
hyperbolique (on a donc € = —). Dans le second cas, I'indice de ¢ n’est pas
maximal; dans le premier cas, I'indice de ¢ est maximal : si vy, v2,v3, V4
est une base orthonormale de V, (v1 + vs — v4,v2 + v3 + v4) est un plan
isotrope.

o Supposons dimV =2 (mod4) et V de type + (resp. —). Alors V est
une somme orthogonale de sous-espaces de dimension 4 de type + et d’un
plan U de type + (resp. —) : I'indice de la forme ¢ est alors non maximal
(resp. maximal).

o Supposons dimV =0 (mod4) et V de type + (resp. —). Alors V est
une somme orthogonale de sous-espaces de dimension 4 et de type +, d’un
plan anisotrope (type +) et d’un plan hyperbolique (type —). L’indice de ¢
est alors maximal (resp. non maximal).

0.2.4. Table de notations; liens avec les groupes simples associés. —
(Voir le tableau page suivante.) On pose Q = D(O(n, ¢)) et

D=EQ1)={t, | ¢(v,v) =1, veV} ve{+ -}

Type de V : V est de type + si V admet une base formée de vecteurs
orthogonaux v; pour 1 < i < n avec ¢(vi,v;) = 1 et de type — sinon.

Pour n pair, l'indice de la forme est maximal si et seulement si ’on a
8(—1)n/2 =1 (Cf [311 [4]7 [5]7 [G]a [7] et [10])
3. La méthode.

Soit G un groupe avec une présentation (X, R). Le premier résultat
donne des conditions sous lesquelles G admet une classe de Fischer E con-
tenant X, sachant que G posséde un sous-groupe «assez gros)» engendré
par une classe de Fischer.

0.3.1. THEOREME. — Soit G un groupe donné avec une présen-
tation (X,R) ot X est un ensemble d’involutions, |X| > 3, et soit b
un élément de X tel que :

(i) il existe un élément xo dans X — {b} avec (zob)3 = 1,
(ii) pour tout x dans X —{b} on a: ou bien (zb)?> = 1 ou bien (zb)® = 1,

(iii) le sous-groupe K = (X —{b}) est distinct de G et admet une classe
de Fischer D(K) contenant X — {b}.

TOME 121 — 1993 — ~° 2
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Si les conditions C.0 et C.1 ci-dessous (resp. C.0, C.2) sont satisfaites,
alors E = D(K)U {b* | k€ K} (resp. E = D(K)U {**} U {b* | k € K},
pour z voir C.2) est une classe de Fischer de G et I'on a :

|E| = |D(K)| + |K : Ck(b)]
(resp. [D(K)|+ 1+ |K : Ck(b)]).

C.0 Le centralisateur B de b dans K opeére transitivement (par conjugai-
son) sur D(K) — B;

C.1 Pour tout élément k dans K, il existe des éléments d et d’ dans D(K)
tels que k € Bd U Bdd';

C.2 Le centre de K contient une involution z ne centralisant pas b telle
que (bb*°)3 = 1 et (zb**)2 = 1 pour tout = dans X — {b}. Pour tout

élément k dans K, il existe des éléments d et d’ dans D(K) tels que
k € BdU Bdz U Bdd' U Bz [12, 1.3.1].

0.3.2. — Soit G = (X, R) un groupe satisfaisant aux hypotheses du
théoréme ci-dessus et pour lequel les conditions C.0 et C.1 (resp. C.0
et C.2) sont remplies. Supposons X fini, X = {x; | 1 < i < n}, et
notons F la classe de Fischer de G.

Soit H un groupe de la famille G¢(n,3), SU(n,4), avec n > 5, des
groupes étudiés ici; soit D = D(H) la classe de Fischer de H. Supposons
que H admette des générateurs y; (1 < i < n) satisfaisant aux relations R,
on démontre alors le résultat suivant :

(i) il existe un homomorphisme % de G sur H qui applique z; sur y;
pour 1 <7 < n;

(ii) si |E| = |D|, extension 1 — ker¢p — G ¥, H — 1 est centrale
(voir. [12, 1.3.2]).

Observons que le groupe H est presque simple (i.e. D(H/Z(H)) est
simple non abélien). Posons H = H/Z(H). Dans la situation ci-dessus et
sous I'hypotheése |E| = |D|, on a une extension centrale :

():1-Z—G— H— 1

Posons Z' = D(G) N Z; on démontre les assertions suivantes :

(1) Si |H : D(H)| = 2, alors Z = Z', I'extension (e) est non scindée,
|G : D(G)| = 2 et |Z] est un diviseur de 'ordre du multiplicateur de Schur
du groupe simple D(H).

(2) Si |H:D(H)| =1, alors |G:D(G)|=1Z:2'|<2, G~2Z°x ",
ot Z° est un sous-groupe central de G et oil G’ est une extension
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COUPLES FISCHERIENS DE TYPE CLASSIQUE, PRESENTATION 235

centrale non scindée de Z' par H; |Z'| divise 'ordre du multiplicateur
de Schur du groupe simple D(H). (On rappelle que : |G : D(G)| < 2, que
Z(D(G)) C Z(G) et que D(G) est engendré par les produits ee’ d’éléments

de E, cf. [6] et [12, 1.3.3]).

Multiplicateur de Schur du groupe simple D(H). — (Avec les notations
ci-dessus.)

H H :D(H) | mult. de Schur de D(H)
Gt(2p+1,3), p>4 1 Cy x Co
Gt(2p,3), p>4 2 Cs x Co
G*(6,3) 2 Cux Cs x Cy
G*(7,3) 2 Cy x Cs
G (n,3) n>6,n#"7 2 Cy
SU(n,4) n>4, n#6 1 1
Su(6,4) 1 C3 x Cy x Cy

(cf. [8] et [12]).
On peut alors établir la proposition suivante :

0.3.3. —Soit () : 1 > Z - G %, H — 1 une extension centrale d’un

couple fischérien (H, D) pour laquelle G admet une classe de Fischer E
telle que |¢(E)| = |D|. Alors :

(1) Pour H ~ SU(n,4) (avec n > 4 et n # 6) l'extension (e) est
scindée,on a |[Z] <2et G~ Z x H.

(2) Pour H ~ G¢(n,3) (avec n > 8 ou (n = 6 et ¢ = —)), l'exten-
sion (e) est triviale : G ~ H.

(3) Pour H ~ G*°(7,3), I'extension (e) est ou bien triviale, ou bien
non scindée, et dans ce cas |Z| = 3 [12, 1.3.7].

0.3.4. — Pour chaque groupe H des familles G¢(n,3) pour n > 6,
(n = 6, ¢ = + excepté) et SU(n,4) pour n > 5, on détermine un
ensemble générateur X contenu dans la classe de Fischer D = D(H)
de H de telle sorte que Xo = X — {b} engendre le stabilisateur K dans H
d’un vecteur de longueur —1. Le centralisateur B de b dans K et K
satisfont aux conditions C.0 et C.1 du TugEoriMmE 0.3.1 (cf. [12, 1.4.6
et 1.4.7, cas 3 et 4]). Les groupes K et B sont respectivement isomorphes
aG¢(n—1,3) et & G°(n —2,3) si H désigne G*(n,3), et & SU(n — 1,4)
et SU(n — 2,4) si H désigne SU(n,4). On a |D(K)|+ |K : B| = |D(H)|.
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236 M.M. VIROTTE-DUCHARME

Dans le cas d’exception, on est conduit & faire des choix différents
pour K et B puisque G (4, 3) (isomorphe & W (D,)) n’est pas le stabilisa-
teur dans H d’un plan anisotrope. On détermine un ensemble générateur
Xo = X — {b} ol (Xo) est le stabilisateur dans K d’un vecteur v de
longueur 1; ¢, est alors un élément central de K ne centralisant pas b.
Le stabilisateur B de b dans K est le stabilisateur d’un vecteur isotrope.
On a K ~ G*%(5,3) et B ~ Hs4. Ces groupes satisfont aux condi-
tions C.0 et C.2 ci-dessus et 'on a : |[D(K)|+ 1+ |K : B| = |D(H)|
(12, 1.4.6, 1.4.7 cas 3]).

0.3.5. Systémes générateurs pour G*(n,3). — Le groupe G¢(n, 3) est
engendré par des éléments d; (1 < i < n) de sa classe de Fischer sur
lesquels on a les relations f, si e(—1)" = —1 et n > 5, et les relations gy,
sie(—1)"=1letn>6:

di dy
d
fs - dy ds ds fo d2 d3 |ds ds_ _ _ dn
ds (n=>6) dy
de dg
g6 : dl d2 d3 d5 g : (.11 d2 d3H Ids d7_ __ _(.in
dy n>7) da
Soient n et € tels que €(—1)™ = —1 (resp. e(—1)" = 1). Par récurrence

sur la dimension n de ’espace vectoriel V associé a G, on définit une
base v; pour 1 < j < n de V de vecteurs de longueur 1 de telle sorte
que les réflexions t,, qui leurs sont associées satisfassent aux relations fn

(resp. gn) :
e pOUr N =>5:

P(vi, vig1) = P(vs,vs) = Pp(v1,v5) =1,  2<i <5,
{qﬁ(vuvj) =0, 1<i<j<5 (5,5) ¢ {(1,5),(3,5),(i,i + 1)};
e pourn ==6:
d(vi, vig1) = d(v3,vs5) = 1, 1<i<5,
{qﬁ(vi,vj):(), 1<i<j <6, (i,j)¢{(3,5),(i,i+1)}.
Pour n > 5 (resp. n > 6), on sait construire par récurrence une base

de (n—1) vecteurs de longueur 1 engendrant un sous-espace V' de dimen-
sion (n — 1) et de type —¢ tel que 1'on ait les relations f,—1 (resp. gn—1);
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Porthogonal de V' est un vecteur a, de longueur —1, on pose alors :
Up = Gp + V1 + Vg — Zg_l v; (resp. vp = an + V4 — U5 — Vg — 2—1 vj).
(Dans tout ce numéro, ¢ désigne une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée sur V, pour laquelle V est de type €.)

0.3.6. Systémes générateurs pour SU(n,4). — On note ¢ une forme
non dégénérée antihermitienne sur V', espace vectoriel de dimension n
sur Fy. On construit par récurrence une base de V' formée de vecteurs non
isotropes v; pour 1 <14 < n satisfaisant :

d]_ d2 d3 d4 d6 dn
N
ds
On choisit les v; de la maniére suivante :

o O(vi,vi41) = O(va,v6) = D(v2,v5) = P(vg,v5) = 1si1 <i<n—1
et 1 #5;

o d(vi,v5) =0si1<i<j<net(ij) ¢{(25),(35),(6i+1)};
o ¢(vs,v3) = w avec {w,w} =F4 — {1,0}.

Soit V' le sous-espace engendré par v; pour 1 < ¢ < n — 1; c’est un

sous-espace non dégénéré dont 'orthogonal est une droite portée par :
n—1

an, = U1 +wv3+v4+a)v5+2vj

pour n > 6 (cf. [5], [12]). °

1. Groupes orthogonaux sur [Fj

1. Enoncés des résultats. Notations.

1.1.1. — Le groupe G*(5,3) admet un systéme générateur d; pour
2 < ¢ < 6 formé d’éléments de sa classe de Fischer D sur lequel

dy d3 ds dg
F(5)

d4

est une formule de présentation. L’involution centrale p est le produit de
cing éléments de D commutant deux & deux :

p = dodydgzs’

avec ¢ = disizdadedadsds ot 51 — gdavdads 110 chap, 4],
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1.1.2 THEOREME. — Soient n > 6 un entier et € € {+,—} tels que
e(-1)" = —1. Le groupe G*(n,3) admet sur le systéme générateur d;
(avec 1 < j < n) la formule de présentation

dy

dy d
2 8 _lds dﬁ----ﬂi", (didg)? =1, z=1sin>7,

F(n)
dy
s et z étant définis ci-dessous en 1.1.3 et 1.1.5.
1.1.3. — On pose s = (d3dsds)?; s est un élément central du sous-
groupe Hy engendré par ds,ds,ds; on a s° =1 et (s) = Z(Hp), (0.1.1.).

1.1.4. — Les relations (djdg)? = 1 et (d1d§)? = 1 sont équivalentes.

En effet, |ab| désignant 'ordre du produit ab, on a
| = |afotuts ot gg| — |qfototsde gy
— Idg3d4d1d6d5| — |dgsd3d4d5d1|
= ld(sidllv
ce qui entraine I’assertion.

1.1.5. — Soit n > 7 sous les hypotheses 1.1.2. On pose d = d2% et on
désigne par (p) le centre du groupe P = (d; | 2 < j < 6) (1.1.1). On a les
assertions suivantes :

(i) (d7de)® =1;

(i) H=(d;,d}|3<j<7)~Hse [10,chap.3,0.1.2;

(iii) pd% centralise d; pour 2 < j < 7.

En effet, comme dy et ds centralisent dr, on a d’7’d7 = d?ﬁm,‘”.
Le sous-groupe de G engendré par d7,dg, x et x’ est isomorphe & W(Dy)
(ou & W(D4)/Z(W (Dy))) puisque (drdg)® = (d7z)® = (d72')® =1 et que
dg, et ' commutent deux & deux. On a

)
d6 T 2! d;iaacw d7

S

dy

et lassertion (i) en résulte immédiatement. En outre, comme p et dy
centralisent ds, d3, d4 et ds, on a la formule stricte :

ds ds ds dy dy

\Iy
d

ce qui établit (ii).
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Enfin, pd’, centralise d; pour 2 < j <6 et ’ona: d’;d; = d’;(dﬂgd” =dy
ce qui montre que pd; centralise d; pour 2 < j <7, d’ot (iii).

1.1.6. — Avec les notations 1.1.5. On pose :
2 = (d3dy)(dsda)® (dzds) ™% (d3dy) % (dydy) o

(2) est le centre de H (1.1.5 (ii)), on a 23 = 1 (cf. [7] et [10, 0.1.2]).

1.1.7. — Le groupe G~ (5,3) admet un systéme générateur formé
d’éléments dj, 1 < j < 6, de sa classe de Fischer D sur lequel on a la
formule de présentation :

di _dy dy d5 dg
L.

Les groupes G~ (5, 3) et W(Es) sont isomorphes (cf. [1] et [10, chap. 3]).

1.1.8. THEOREME. — Sotent n > 6 et € € {+,—} tels que e(—1)" = 1.
Le groupe G*(n,3) admet un systéme générateur d; pour 1 < j < n sur
lequel

ds
di dy dj [d5 dr __dn
G(n) i H o (d3de)? =1, z=1
dg

est une formule de présentation; s étant défini en 1.1.3 et z étant un
élément tel que 23 = 1, déterminé en 1.1.10.

1.1.9. — Avec les notations de 1.1.8, soit P le sous-groupe de G
engendré par d; pour 2 < j < 6. Son centre est engendré (1.1.1)
par p = dadsdgzx’. Posons dy = d’l’dl. On a les assertions suivantes :

(i) (dodo)? = 1;

(i) H =(dj,do |1 <j<5)>Hze;

(iii) dop centralise dg et dj pour 1 < j < 5.

Ces assertions se démontrent mutans mutandis comme dans (1.1.5).

1.1.10. — On pose :
z = (d5d4)(d5d4)d3 (d5d4)d3d2 (d5d4)d3d2dl (d5d4)d3d2dld0.
Alors z engendre le centre du groupe H défini en 1.1.9 (ii); on a 23 = 1.
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2. Démonstrations.

On démontre chacun des TukorEMES 1.1.2 et 1.1.8 par récurrence
sur Pentier n.

o Dans le cas ¢(—1)" = —1, on établit d’abord le résultat pour n = 6
(LEMME 1.2.1). Puis pour n = 7, on montre qu’en supprimant la rela-
tion z =1, on obtient une présentation pour l’extension centrale non
scindée

1—(2) — G — G*(7,3) — 1,

ou z est un groupe d’ordre 3 (LEMME 1.2.2); certains calculs, un peu longs
sont reportés en appendice. Enfin, on établit le résultat 1.1.2 pour n = 8
(resp. n > 9) (LEMME 1.2.4).

e Dans le cas ¢(—1)"™ = 1, on montre tout d’abord que pour n = 6, si
I’on supprime la relation z = 1, le groupe G est ’extension centrale non
scindée

1—{(2) —G— G*(6,3) = 1,

oll z est un groupe d’ordre 3 (LEMME 1.2.5). Pour n = 7, on montre que si
Pon remplace la relation z = 1 par d3d; = 1, le groupe G est I’extension
centrale non scindée (LEMME 1.2.6)

1—-(z) —G— G (7,3) - 1.
Enfin, on établit le THEOREME 1.1.8 pour n =8 et n > 9 (LEMME 1.2.7).

Comme me l’a fait remarquer le referee, en m’indiquant 1’existence
d’une extension non scindée G = 37 - G~(7,3) (ou G est engendré par
une classe de Fischer) dans Figy (cf. [3]), la relation did; = 1, dans le
cas € = — et n = 7 est nécessaire, alors que dans lecase = +etn =7
elle est conséquence des autres relations (1.2.3).

Je donne, en appendice la preuve du lemme suivant :

Soit (K, D) un couple fischérien avec une présentation (X, R) fisché-
rienne (i.e. X C D, les éléments de R étant du type (zy*)™ =1, 22 =1
avec = et y dans X, k dans K et m = 2,3).

Alors, toute extension 1 - N — G LK 1 telle que G admette une
classe de Fischer E avec f(E) = D, est scindée (appendice 7).

1.2.1. LeMME. — Soit G un groupe engendré par des éléments d;
pour 1 < j < 6 sur lesquels on a la formule de présentation F(6). Alors
le groupe G' admet une classe de Fischer E de cardinal 117, contenant d;
pour 1 < j<6; G est isomorphe & G~ (6, 3).
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Preuve. — 1l existe un homomorphisme 3 de G sur G° = G~ (6,3)
appliquant d; sur ¢,, pour 1 <14 < 6 (0.3.5). Soit K le sous-groupe de G
engendré par d; pour 2 < j < 6; K est un quotient de G*(5,3) (1.1.1)

d2 d3s ds di
dy

et son image par 1) est contenue dans le stabilisateur dans G® d’un vecteur
de longueur —1 :

’(,[)(K) C S(ae) ol ag = vg — Us + V4.

Comme 1 applique le systeme générateur de K sur un systéme générateur
de S(ag) (0.3.5), nous en déduisons que K est engendré par une classe de
Fischer D(K) et que la restriction de 9 & K est un isomorphisme.

Soit B le centralisateur de d; dans K. Posons d’ = dgdzdsd“; d’ est un
élément de B pour lequel on a :
d2 d3 d4 dl d6 .

En effet, dg,ds et d4 sont dans B; on a les assertions suivantes :
|d'dy| = |dgds| = |deds|, |d'ds| = |dgda| = |dedal,
d’otr (d'd2)? = (d'd3)? = 1. En outre
|d'da| = |d§dy*™| = |dg> "% do| = |deds|,
| do| = |d5ds| = 5> dg? | = d5°d5?| = |dsdal,
d’on (d'dg)® = (d'dy)® = 1, ce qui établit I'assertion.

Le sous-groupe B’ = (da,d3,dy4,d’,dg) est isomorphe & X¢ et son im-
age 1(B’) (isomorphe & B’), isomorphe aussi & G~ (4, 3), est le stabilisa-
teur dans 1 (K) d’un vecteur de longueur —1; en particulier c’est un sous-
groupe maximal de 1(K). On a donc (B) = ¥(B’) et par suite B = B'.

Les conditions C.0 et C.1 du THEorREME 0.3.1 sont satisfaites pour K
et B (0.3.4), le groupe G admet donc une classe de Fischer E, avec
E = D(K)U{d¥ | k € K} dont le cardinal est

|G*(5,3)|
IG~(4,3)]

Comme |D(G~(6,3))| = 117, G est une extension centrale de G~ (6, 3) et
par suite G est isomorphe & G~ (6,3) (0.3.2 et 0.3.3).

|E| = 45 + =45+ 72 = 117.
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1.2.2. LEMME. — Soit G un groupe engendré par des éléments d; pour
1 <5 <7 sur lesquels on a la formule de présentation

dy
da d3 Id5 ds d
f(7) 7,
/A
dy
Alors le groupe G admet une classe de Fischer E contenant d; pour
1 <j<7; G est une extension centrale non scindée de G*(7,3) par un
sous-groupe (z), 23 = 1. Le centre de G est d’ordre 6 ; il est engendré par z

et myz, my étant le produit de 7 éléments de E commutant deur o deuz.
L’expression de z est donnée en 1.1.6, celle de m7 en appendice 2.

(d¢d1)? =1, (s défini en 1.1.3)

Preuve. — 11 existe un homomorphisme % de G sur G° = G*(7,3) qui
applique d; sur t,, pour 1 <14 <7 (notations 0.3.5). Posons :

K={(d;|1<i<6).

L’image de K dans G° fixe un vecteur a7 = v; +v4—zg v; de longueur —1;
le fixateur S(az) de a7 dans G° est isomorphe & G~ (6,3), il est engendré
par ¥(d;) pour 1 < ¢ < 6 (0.3.5). 1l résulte alors de 1.2.1 que K est
isomorphe & ¥(K) = S(a7), donc & G~ (6,3). La classe de conjugaison
de d; dans K est alors une classe de Fischer D(K) de K.

Soit B le centralisateur de d; dans K. Observons que B contient le
sous-groupe B’ engendré par d; pour 1 <4 < 5; B’ est isomorphe & son
image par . On a donc :

Y(B') ~ B' ~ G*(5,3).
Comme 1(B’) est un sous-groupe maximal de ¥(K), on a :
Y(B')=¢(B) dou B=BHB.

Les conditions C.0 et C.1 du THEOREME 0.3.1 sont satisfaites pour K
et B (0.3.4). Le groupe G admet donc une classe de Fischer E telle que
E =D(K)U{d¥ | k € K}. Le cardinal de E est 117 +2 x 9 x 31 = 351
(cf. [12, 1.4.7 L3]). Par suite G est une extension centrale de G° (0.3.2).
Ainsi on a la suite exacte

1—>Z0——>G—i>GO—>1,

ol Zy est un sous-groupe central dont l’ordre divise celui du multiplicateur
de Schur de DG (7, 3).
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1.2.3. Détermination de Zy. — Conservons les notations 1.1.5 et 1.1.6;
z désigne le générateur

2 = (dsdy)(dsdy)® (dads) 5% (dsdy) %% (dgd,) de977

du centre du groupe H engendré par d; et d; pour 3 < j < 7. Cet élément z
appartient & D(G), son image par ¢ engendre le centre de ¥(H). Or ¥(H)
est isomorphe & Hs 6/Z(Hs 6), car GT (7, 3) ne contient pas de sous-groupe
isomorphe & Hs3; on a donc 1(z) =1 et z est un élément central de G.

On peut aussi démontrer «a la main» que z centralise d; et d2 (appen-
dice 3); z centralise alors les générateurs de G : c’est un élément de Z(G).

Ainsi, (z) est contenu dans Zy; comme |Zy| < 3, 0n a: Zy = (z).

Pour déterminer linvolution centrale de G il suffit de sélectionner
sept éléments dans F commutant deux a deux; leurs images par ¥
correspondent alors & des réflexions orthogonales déterminées a partir
d’une base orthonormale de ’espace vectoriel V associé & G°.

Pour les expressions explicites voir appendice 2.

1.2.4. LEMME. — Soit n > 8. Soit G un groupe engendré par des
éléments d; pour 1 < j < n sur lesquels on a la formule de présentation :

d1
dy d3 |ds d6____6.ln

f(n) da
(did1)? =1 s défini en 1.1.3,
(dZdg)> =1 =z défini en 1.1.6.

Alors le groupe G admet une classe de Fischer E de cardinal

o 23m7L(3™ 4 (—1)™) sin = 2m,

o 23M(B3M 4 (-1)™) sin=2m+1;
E contient d; pour 1 < j < n; G est isomorphe a G~ (n,3) sin est pair
et a Gt(n,3) sin est impair.

Preuve. — Soit € € {+, —} tel que (—1)" = —1. Posons G° = G(n, 3).
Il existe un homomorphisme 9 de G sur G° qui applique d; sur t,, pour
1 <i<n(035). Soit K =(d; |1 <j <n—1);'image du systeme
générateur de K engendre le stabilisateur S(a,) dans G° du vecteur
an =v1 +vs — y s v; de longueur —1.

Démontrons 1.2.4 par récurrence sur n.
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Soit n = 8. Le sous-groupe K de G est isomorphe & un quotient de
I'extension centrale de G*(7,3) par (z) ~ C3 (1.2.2); compte tenu de ce
qui précede, K admet une classe de Fischer D(K) et 'on a :

1 - (2) — K -5 S(ag) — 1

ol (z) est le centre du sous-groupe H de K engendré par d} et les d;
pour 3 < j < 7 construit en (1.2.3). Observons que ’hypothese didg = 1
impose que z soit un élément central dans G.

Soit B le centralisateur de dg dans K ; B contient le sous-groupe B’
engendré par d; pour 1 < j < 6. Comme 'image de B’ par 1 est isomorphe
a G—(6,3) (1.2.1), c’est un sous-groupe maximal de ¥(K). On a donc
(B) = ¢(B') et par suite B = (2)B’ (car z € B’). Les conditions C.0 et
C.1 du TueorEME 0.3.1 sont satisfaites pour K et B (0.3.4); le groupe G
admet alors une classe de Fischer E telle que E = D(K)U {d% | k € K}
dont le cardinal est :

[(2)] x |G*(7,3)|

=3514+22x33x7=1107.
I(2)| x |G~(6,3)]

|E| = 351 +

Comme 1107 est aussi le cardinal de la classe de Fischer de G~ (8, 3), on
voit que G est isomorphe & G~(8,3) (0.3.2,0.3.3) et 'on a z = 1.

Supposons n > 9. Le groupe K est un quotient de G~¢(n — 1,3)
(hypothese de récurrence) dont 'image par ¢ est S(a,) ~ G~¢(n — 1,3).
La restriction de ¥ a K est donc un isomorphisme.

Soit B le centralisateur de d,, dans K ; B contient le D(K)-sous-groupe
B’ engendré par d; pour 1 < j < n—2.Sin =9, K est isomorphe
a G7(8,3) et z = 1; le sous-groupe B’ est donc isomorphe & G~ (7,3).
Sin > 9, B’ est isomorphe & G°(n — 2,3). Dans toutes les situations,
(B’) est un sous-groupe maximal de ¥(K); on a donc ¥(B) = ¥(B’)
et par suite B = B’. Les conditions C.0 et C.1 du THEOREME 0.3.1 sont
satisfaites pour K et B (0.3.4); le groupe G admet une classe de Fischer E
telle que E = D(K)U {d* |k € K}.On a:

|G~ (2m, 3)|
|G*(2m —1,3)|
= 33" @™+ (=)™ + 3@ 4 (-1)™)
= 337E™ + (-1)™),

en=2m+1 |E|=|DK)|+
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|Gt (2m — 1, 3)|
IG=(2m - 2,3)|
— %3m—1(3m—1 + (_1)m—1)
+ 3m—1(3m-—1 _ (_l)m—l)
— %3m—1(3m + (_1)m)
Donc |E| = |D(G*(n,3))| avec e(—1)" = —1. Le groupe G est donc une
extension centrale de GO et I'on a G ~ G° = G*(n,3) (0.3.2 et 0.3.3).

e n=2m |E|=|D(K) +

1.2.5. LeMME. — Soit G un groupe engendré par des éléments d;
(1 <j <6) sur lesquels on a la formule de présentation :

9(6)

Alors, le groupe G admet une classe de Fischer E de cardinal 126
contenant d; pour 1 < j < 6; G est une extension centrale non scindée
de G*(6,3) par (z), z étant défini en 1.1.10.

Preuve. — 1l existe un homomorphisme 9 de G sur G° = G*(6,3)
(0.3.5) qui applique d; sur t,, pour 1 < ¢ < 6. Posons P = (d; | 2 < j < 6).
Soit S le fixateur du vecteur u = vy — vs + v4 de longueur +1 (nota-
tions 0.3.5). On a alors S ~ G*(5,3) et les générateurs de P s’envoient
sur des éléments de S engendrant S, d’ot Y(P) = S. Il résulte de (1.2.1)
que la restriction de 9 & P est un isomorphisme. Notons D(P) la classe
de conjugaison de dp dans P; c’est une classe de Fischer de P. Soit (p) le
centre de P, on a :

p — d2d4d63zx,, T = dg5d2d4d6dsd5d3, 3}" — dg2Zd4d3-

Posons dy = d’l’d1 ; on a les assertions suivantes :

(1) (dod1)® =1 = (dody)? pour 2 < j < 6;

(2) mg = pdy est une involution centrale dans G;

(3) H=(d; |0<j<5)>~Hsp;

(4) Z(H) = (2) et |z| = 3;

(5) ¥(z) =1 avec z € Z(Q).

Les quatre premieres assertions résultent de 1.1.9. Comme G*(5,3)
n’admet aucun sous-groupe isomorphe & Hsg¢, ¥(H) est isomorphe
a H3e/Z(H3e). Le centre de H est donc contenu dans le noyau de .
Pour établir (5), il suffit de prouver 1’égalité zdg = dgz, avec z explicité
en 1.1.10. Pour ce calcul, voir I’appendice 3.
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Soit B le centralisateur de dy dans P; il contient le D(P)-sous-
groupe B’ engendré par d; pour 3 <4 < 6; B’ >~ Hsz 4 (cf. [8, chap. 3] et
(10, 1.1.2]). L’image de B’ par 1 est le stabilisateur dans ¥ (P) de la droite
isotrope v3 — vy, c’est donc un sous-groupe maximal de ¥(P). On a :

Y(B') =(B) et par suite B =B’

Les conditions C.0 et C.2 du THEOREME 0.3.1 sont donc remplies pour
les groupes P et B (0.3.4); le groupe G admet une classe de Fischer E
telle que E = D(P)U{dp} U {d¥ | k € P} dont le cardinal est

IG*(5,3)]

|E| =45+ 1+
|B|

= 126.

Le groupe G est donc une extension centrale de G*(6,3) :
1—>Z0—>G—¢—+GO—->1.

Or, toute extension centrale de G*(6,3) admet une représentation com-
plexe irréductible de degré 6 (cf. [13, chap. 6]) et il résulte de la classifica-
tion des groupes finis possédant certaines représentations de degré 6 que
le centre de G est au plus de cardinal 6 (cf. [9]). Soit mg le produit de six
involutions de F commutant deux & deux dont les images par i sont des
réflexions orthogonales définies par les vecteurs d’une base orthonormale
de I'espace vectoriel V associé & GO. Les éléments z et mg sont centraux
dans G et contenus dans le groupe dérivé de G; on a donc Z(G) = (z,mg)
et 'extension
1—>(z)—>Gi>G0——>1

est non scindée.

Remarquons que 1(mg) opére sur V par v — —v et que mg engendre
le centre de tout E-sous-groupe de G isomorphe &4 W (Dg) puisque G° ne
contient aucun D-sous-groupe isomorphe & W(Dg)/Z(W (Ds)).

1.2.6. LEMME. — Soit G un groupe engendré par des éléments d; pour
1 <4 <7 sur lesquels on a la formule de présentation :
de
di dy ds [ds dq 7

9(7) \%

(did7)* =1, s défini en 1.1.3,
(d3d7) =1, =z défini en 1.1.10,
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Alors le groupe G admet une classe de Fischer de cardinal 378, con-
tenant d; pour 1 < i < 7; G est une extension centrale non scindée
de G=(7,3) par Cs :

1-()—G—G (7,3) 1 avecz®=1.

Preuve. — 1l existe un homomorphisme ¢ de G sur G° = G=(7,3)
qui applique d; sur t,, pour 1 < 3 < 7 (0.3.5). Soit K le sous-groupe
de G engendré par d; pour 1 < i < 6; K est engendré par une classe de
Fischer D(K). C’est un quotient de extension de G* (6, 3) par C3 (1.2.5)
et de plus, son image par i stabilise le vecteur a7 = vy — vg + v5 — v4 de
longueur —1 (notations loc. cit.).

Posons P = (d; | 2 < i < 6) et (p) = Z(P). Rappelons que p est
le produit de cing involutions de D(K) commutant deux & deux; on a
p = dodsdgzz’ (1.1.9). Désignons par dy 1’élément d’l’dl. Ona:

dg di dy d3 ds de
H
dy

Soit z un générateur du centre du groupe H = (d; | 0 < j < 5) (on a
H ~ Hzg d’aprés 1.1.9(ii)). On a alors did¢ = 1 (appendice 3); de plus
¥(z) = 1 car Y(H) est isomorphe & Hz¢/Z(Hsze) car il n’y a pas de
sous-groupe isomorphe & Hs e dans G~(7,3) (cf. [10, chap. 3]). Compte
tenu de la relation d4d; = 1, 'élément z de K est donc central dans G.
Ona K/(z) ~ G*(6,3); K est une extension centrale non scindée de S(ar)
par (z), S(a7) désignant le stabilisateur de a; dans G°, S(a7) ~ G*(6,3).

Notons B le centralisateur de d; dans K. Par hypothese (did;)? = 1,
donc B contient le D(K)-sous-groupe B’ = (dg,d§,d; | 1 <i<4). On a:

d1
de dg |d2 ds dy

En effet, cela résulte des définitions suivantes :
_1 .
ldgd;| = |ded; | = |ded;|, 7 =1,3,4;
|d§dy| = |d% dy| = |d2 d3| = |deds],
|d3ds| = |dgeou ds | = |dg*™ dg"™ | = |dsdl.

En conséquence, B’ est isomorphe & W (FEg), (on a W(Es) ~ G~ (5,3)).
Observons que ¥(B’) est isomorphe & son image dans G° et que ¥(B’) est
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un D(K)-sous-groupe maximal de ¥(K); on a alors ¢(B) = (B’). Par
suite B = B'(BNKer1). Comme (z) est le noyau de la restriction de 9
a K et comme z centralise d7, on en déduit : B = B'(z).

Les conditions C.0 et C.1 de (0.3.1) sont remplies pour K et B; le
groupe G admet une classe de Fischer E, avec E = D(K)U{d% | k € K},
dont le cardinal est :

3|G*(6,3)|

DI 357 )

=126+ 2% x 32 x 7= 378.

Comme 378 = |D(G~(7,3))|, G est une extension centrale de G~(7,3)
d’aprés (0.3.2). L’élément z appartient & D(G) N Z(G) ; extension

15 () — G656 =1, G°=G(7,3),

est donc non scindée.

1.2.7 LEMME. — Soit n > 8. Soit G un groupe engendré par des
éléments dj;, avec 1 < j < n, sur lesquels on a la formule de présentation :
ds
didy ds Id5 dr __dn.
- H
ds
(did7)®> =1, s défini en 1.1.3,
(did7)? =1, s défini en 1.1.10.

g(n)

Alors, le groupe G admet une classe de Fischer E contenant les d; pour
1 < j <n dont le cardinal est :

o 13m(3MH 4 (=1)™ ! sin=2m+2,

e 33™m(3™ 4 (-1)™) sin=2m+1.
Le groupe G est isomorphe a G5(n,3) avec e(—1)" =1; ona z=1.

Preuve. — 1l existe un homomorphisme ¢ de G sur G® = G#%(n,3)
(avec € € {+,—} et e(—=1)" = 1) appliquant d; sur ¢,, pour 1 < i < n,
avec les notations et les conventions (0.3.5). Démontrons les assertions par
récurrence sur n.

Observons que si n = 7, la formule g(7) est une formule de présentation
pour l'extension centrale G de G~ (7, 3) par un sous-groupe (z) d’ordre 3
(cf. 1.2.6).

Supposons n = 8 (resp. n > 9). Posons K =(d; |1<j<n-1).

D’apres 'hypothese de récurrence, K est un quotient central du groupe
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G¢(n—1,3) et admet pour classe de Fischer la classe de conjugaison
de d; dans K ; on la note D(K). L’image de K par v stabilise le vecteur
an = —Vs+v5—vg+ 5 v; de longueur —1 (n > 8). Comme I'image par v
du systeme générateur de K est un systéme générateur du fixateur S(a,,)
de a,, dans GY, le groupe K est une extension centrale de G~¢(n — 1, 3).

En conséquence, pour n > 9, ¥ est un isomorphisme; pour n = 8,
on a K/Z(K) ~ G~(7,3) et le noyau de 1 est engendré par (z),
centre du groupe K. Rappelons que z engendre le centre du sous-groupe
H = (d;j | 0 <j <5) et que z centralise dg (1.2.5, appendice 3). Par
hypothese, on a d3d7 = 1 et par suite z est central dans G.

Notons B le centralisateur de d,, dans K ; B contient le sous-groupe B’,
engendré par d; pourl <j <n—2.

Sin=8,onaK/{z) ~¢¥(K)=S(ag) ~ G (7,3); B’ est une extension
centrale de G*(6,3) par (z) (1.2.5). Son image (B’) est alors un sous-
groupe maximal de ¥(K). On a donc ¥(B) = ¢(B’) et par suite B = B’
(avec z appartenant & B). Les conditions C.0 et C.1 (0.3.1) sont remplies
pour K et B; le groupe G admet donc une classe de Fischer E telle que
E=D(K)U{df | k € K} dont le cardinal est :

31G7(7,3)|
3|G*(6,3)|

Comme 1080 est aussi le cardinal de la classe de Fischer de G*(8,3), le
groupe G est une extension centrale de G*(8,3) (0.3.2). Il résulte alors
de (0.3.3) que I’élément z, central dans G et appartenant a G, est trivial.

Pour n > 9, le groupe K est isomorphe & G™%(n — 1, 3) pour ¢ tel que
g(—=1)" = 1. On a alors z = 1. Ainsi le sous-groupe B’ de B est isomorphe
a G¢(n — 2,3) et son image par ¢ est un sous-groupe maximal de ¥(K);
on a (B) = ¥(B') et par suite B = B’ ~ G*(n—2, 3). Les conditions C.0
et C.1 ci-dessus sont remplies pour K et B; le groupe G est engendré
par une classe de Fischer E telle que E = D(K)U {d* | k € K} dont le
cardinal est :

|E| =378 + =378 42 x 3% x 13 = 1080.

. _ _ lom—=1/om _ (_1\m M
esi m=2m+1, [E|=3;3"""(3 D™+ |G—(2m — 1, 3)]
1aom my.
' IG=(2m + 1, 3)]
esi n=2m+2, |B| 3= GO T am3)

1om

33™(
_ lom +1 m
=z3"@™T +(=1)™).
On a donc |E| = |D(G*(n,3))| avec e(—1)" = 1. Il s’ensuit que G est

une extension centrale de G¢(n, 3); ’élément z est donc trivial et l'on a
G ~ G*(n,3) (0.3.2 et 0.3.3).
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2. Groupes unitaires sur Fy

Dans toute cette section SU(n,4) désigne le groupe des isométries de
déterminant 1 d’un espace vectoriel V' de dimension n sur F4, muni d’une
forme bilinéaire hermitienne non dégénérée ¢.

1. Enoncés des résultats. Notations.

2.1.1. — Rappelons tout d’abord que le groupe orthogonal G*(5,3)
(2.1.1 et 0.2.2) est isomorphe & I’extension centrale scindée [10, chap. 4] :

1-Cy— G—SU((4,4) — 1

Ce groupe GG admet donc un systéme générateur formé d’éléments d; pour
1 < j < 5 satisfaisant a la formule de présentation :

S(4)

La classe de conjugaison de d; dans G est une classe de Fischer de G; le
centre de G est engendré par 'involution

p= d2d5d1ddl

ot d = d{#ddsdrdadsda) o gr _ gldaddsds) (1 7 1),

Quand on adjoint & S(4) la relation p = 1, on obtient une formule de
présentation pour le groupe simple SU(4, 4).

2.1.2. ProposITION. — Le groupe SU(5,4) admet un systéme géné-
rateur d; pour 1 < j <5 satisfaisant a la formule de présentation :

dy d2 d3 dy
S(5) ds
(d2%ds)® =1, G=1, ¢ défini ci-aprés en 2.1.4.
2.1.3. — (Avec les notations ci-dessus.) On pose Q = (dq,d3,d4,ds);
Q est un groupe isomorphe & 7 ou & J/Z(J). Le centre de Q est engendré
par q = dadayy’ ol
Y= d(2i3d5d4d3d5 et y/ — dgad5d2d3d5 ;

les éléments ds, ds, y,y’ commutent deux & deux (appendice 4).
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2.1.4. — On désigne par § le produit dyg ot dy = d‘{dl (notation 2.1.3).
On a les relations suivantes :

do dl d2 d3 d4
(r) \HZEI/
ds

En effet, ¢ centralise d; pour 2 < j < 5 et d; centralise ds, ds et ds. Pour
établir (r), il suffit donc de prouver (dod;)?® = 1 = (dodz)?. Rappelons que
da,y,y’ sont des éléments qui commutent deux & deux (2.1.3), de plus,
ona:

ldiy| = |didz| et |diy/| = |di1d$2®%| = |d1da].

Ainsi le sous-groupe W = (d;,ds,y’,y) est isomorphe & W(Dy) (ou a
W(D4)/Z(W(Dy))); on a alors :

dy y vy dPwh

S

dy

dayy'd d . . NP
Comme d{?¥Y “* = d{™, I’assertion en découle immédiatement.

2.1.5. THEOREME. — Le groupe SU(6, 4) admet un systéme générateur d;
pour 1 < j <6 sur lequel

dl d2 d3 d4 d6
W *
ds
(dg2d4d5)3 =1, (d6d<{d2d3d4)2 =1,
Gg=m(Ry) =m(Ry) =1.

est une formule de présentation, les éléments q et § étant donnés en 2.1.3
et 2.1.4; m(Ry) et m(Ryp) étant le produit de six conjugués de di commu-
tant entre euz (2.1.6).

Le centre de G est engendré par un élément z d’ordre 3 :

2 = (dads)(dads) ™ (d3ds) 2 (dads ) 2% (d3d5) P24 0.
2.1.6. — (Avec les notations ci-dessus.) On pose :
b= ditatds e = (istudidods (@ )dsds

! __ _bdsdsdadads 11 __ dadsebdsds _ ybyydady
Y =€ ) y2_d2 ) yz-dl .
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Pour 7 = 1,2, 3, on définit m(R;) comme le produit
m(R;) = fidgbz;xix),

(e®)wy (e”)vs
2 3 f3 =2

ou f1 =dp, fo=1 et ot 2!, z" et x; sont donnés par :

; "bfid 'al fid .
) = (dfe)tdoads) g = gz g R gy

(Pour plus de détails sur m(R;), voir 2.1.7.)
2.1.7. — (Notations 2.1.5 et 2.1.6.) On a les relations :

('il d2 d5 d4 ‘dﬁ

(') 4
b

En effet :
|bdy| = |dg %% dy| = |dods,
|bda| = [d{=% dy| = |d1ds],
|bds| = |didg1®%| = |dydg*®%| = |d1dy|,
lbdy| = |did$%| = |dyd§*®| = |d1dal,
|bdgdt| = |didge®| = |d1d22™| = |drda].

Par hypothese, (bdg)? = 1; les relations (') sont donc établies.

11 résulte de la section 1 (1.2.5) que le sous-groupe R; engendré par
dy,ds,ds,dy, ds, b est une extension centrale de G*(6,3)/Z(G*(6,3)); les
éléments dg, ds, dg, ), 21, £1 commutent deux & deux, leur produit m(R;)
est un élément central de R; tel que m(R;)? = 1.

2.1.8. THEOREME. — Soit n > 7. Le groupe SU(n,4) admet un systéme
générateur d; pour 1 < j < n sur lequel on a la formule de

d do dy di dg  d,

W -t
ds

(df2"4ds)® = 1, (dod]®™"*)? = 1,
é = m(Rl) = m(Rg) = ].,

ot g est défini en 2.1.3, ot § est défini en 2.1.4 et ot m(Ry), m(Rz) sont
définis en 2.1.6.
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Pour n = 0mod 3, le centre de G est engendré par l’élément :

z = (d3d5)(d3d5)d2 (d3d5)dzd1 (d3d5)d2d1d° H (d3d5)d2d1d° HGSiSi di
6<j<n

2. Démonstrations.

La PrOPOSITION 2.1.2 a été établie en [10, chap. 4] et [13, chap. 6]). Pour
que 'exposé soit complet, nous en donnons ici une démonstration (2.2.2).

Si dans la formule S(6), (2.1.5), on omet les relations § = m(R;) =

m(R2) = 1, on obtient alors une formule de présentation 5(6) sur dj, ou
1 < j <6, pour I'extension centrale Cy X G ou G est l'extension centrale
non scindée de SU(6,4) par Cz x Co (2.2.3).

On démontre ensuite le théoréme (2.1.8) par récurrence sur m pour
n > 7; on omet la relation § = 1, le groupe obtenu est une extension
centrale scindée de SU(n, 4) par Cz (2.2.9) :

1—-C; — G—SU(n,4) — 1.

Observons que les groupes G considérés ci-apres en 2.2.3 et 2.2.9
admettent des images homomorphes d’ordre 2. Au cours des démons-
trations, on établit qu’ils sont engendrés par une classe de Fischer; ils
satisfont donc & |G : D(G)| = 2. Comme PSU(n, 4) est un groupe simple,
on obtient toujours G comme extension centrale scindée de la forme
Cy x G ou G est une extension centrale non scindée

1— 2 — G — PSU(n,4) — 1,

|Z;| divisant I’ordre du multiplicateur de Schur de PSU(n, 4) (0.3.2 et 0.3.3).

2.2.1 ProPOSITION. — Soit G un groupe engendré par des éléments d;
pour 1 < j < 5 satisfaisant a la formule de présentation :

5(5) dl da d3 d4 , (dg2d4d5)3 —
ds
Alors le groupe G admet une classe de Fischer de cardinal 165 contenant

d; pour 1 < j < 5; il posséde un sous-groupe central (G) tel que =1
(avec ¢ défini en 2.1.4); G est l’extension scindée

1—-Cy,— G—SU((5,4) > 1

de SU(5,4) par Cs.
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Preuve. — 11 existe un homomorphisme ¢ de G sur G = SU(5,4)
qui applique d; sur t,, pour 1 < j < 5 avec les notations et conven-
tions (0.3.6). Soit D la classe de Fischer de G°. Posons Q = (ds, d3,dy, ds) ;
Q est isomorphe & J ou a J/Z(J) (appendice 4) : il admet une classe
de Fischer D(Q) et son centre est {q) (2.1.3). Comme G° ne con-
tient aucun D-sous-groupe isomorphe & J/Z(J), on a ¥(Q) = J et
par suite 1(q) # 1; donc @ est isomorphe & J et g n’est pas trivial
(10, 3.1.3¢ et 3.1.6].

Soit § = doq avec dy = d‘fdl (2.1.3). Observons que § centralise d; car
d? = df? = d'? = d,. Comme dy et ¢ centralisent @, Pélément § est
central dans G.

Posons B = Cg(dy1). Le D(Q)-sous-groupe B’ de @ engendré par ds,
dy et ds est isomorphe & H (0.1.2); il centralise d;. Les images de Q
et de B’ dans G° sont respectivement isomorphes & J et & H, elles
correspondent aux stabilisateurs dans G° d’une droite isotrope (w) et
d’un plan non dégénéré contenant w; ¥(B’) est donc un D-sous-groupe
maximal de ¥(Q). Or la restriction de ¥ & @ est un isomorphisme,
No(B') = Z(Q)B'; comme Z(Q) ne centralise pas dy (df # di) on en
déduit B = B'.

Les conditions C.0 et C.2 du théoréme principal (0.3.1) sont remplies
pour @) et B (0.3.4). Le groupe G admet donc une classe de Fischer E
telle que E = D(Q) U {do} U {d¥ | k € Q} dont le cardinal est :

|E|=36+1+%=36+1+27=165.

Il résulte alors de I’étude générale ([12], (0.3.2)) que G est une extension
centrale de SU(5,4). Le multiplicateur de Schur de SU(5,4) est trivial
[5, 0.3.2]; extension 1 — (§) — G 260 1, avec G = SU(5,4), est
scindée.

2.2.2. Preuwve de la proposition 2.1.2. — C’est une conséquence
immédiate de 2.2.1.

2.2.3. PrOPOSITION. — Soit G un groupe engendré par des éléments d;
pour 1 < j < 6 sur lesquels

di do d3 di dg

w

(dg2d4d5)3 =1, (d6d‘11d2d3d4)2 =1 (q défini en 2.1.3),

est une formule de présentation.
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Alors, le groupe G admet une classe de Fischer E de cardinal 693
contenant d; pour 1 < j < 6; on a G/Z(G) = PSU(6,4). Le centre de G
est d’ordre 24 ; il contient l'involution ¢ (5.1.4) et G = (§) X G1 ot Gy est
une extension centrale non scindée de PSU(6,4) par son multiplicateur
de Schur M = (z) x Zy, ot z est d’ordre 3 (et donné en 2.1.5) et Z,
isomorphe a Cy x Cs.

Preuve. — 11 existe un homomorphisme 3 de G sur G° = SU(6,4)
qui applique d; sur t,, pour 1 < ¢ < 6 (notations et conventions 0.3.6).
Posons K = (d; |1 < j <5) et Q@ =(d; | 2 <j <5). Rappelons que
Q@ est isomorphe & J et que le centre de @ est d’ordre 2; il est engendré
par q (2.1.3).

2.2.4. — Le groupe K admet une classe de Fischer D(K); K est
isomorphe & ’extension centrale scindée de SU(5,4) par Ca, Z(K) = (§).

En effet, 'image de K par 1 est contenue dans le stabilisateur F'(u)
de la droite non isotrope u = v; + wvs + v4 + @Vs + vg (notations et
conventions 0.3.6). Le systéme générateur de K s’envoie sur un systeme
générateur de F'(u); il résulte alors de 2.2.1 que l'on a la suite exacte :

1—-{(j) — K— F(u) — 1.
L’assertion s’en déduit immédiatement.

2.2.5. — L’élément § est central dans G.

Considérons le sous-groupe K’ engendré par di,ds,ds, dZG, ds. Son
image par v fixe le vecteur non isotrope u’ = v +wvs +v4 + @vs. Comme
ci-dessus, K’ est l’extension centrale de F'(u’) (fixateur de u’ dans G°)
par Z(K') = (¢').

Posons b = d‘{dzdsd“, b appartient & K ; par hypothése, b commute & dg.
Onab= d?d2d3d4 — dgd2d4yy/)d2d3d4d6 — d?6d4d6d6yd6d6y1d6d3d6d4d6. Comme

deyde = dg3d5d6d4d6d3d5 et dey'de = dged3d5d2d3d5>
b est aussi un élément de K'. Ainsi le sous-groupe S = (d;,dz,ds, ds, b)
est contenu dans K N K’. L’image de S par v stabilise le plan engendré
par u et u'; on a donc ¥(S) = F ~ SU(4,4). De plus, on a les relations
di d2 ds b
ds

|d‘{d2d4| = |d1d4], donc (bd3)? = 1.
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En conséquence, S est engendré par une classe de Fischer — la classe
de conjugaison de d; dans S'; par conséquent S est un D(K)-sous-groupe
de K (resp. un D(K’)-sous-groupe de K’). On a la suite exacte :

1-2(5) — S5 F—1  (F~SU@4,4)).

Rappelons que Z(S) (resp. Z(K), Z(K')) est engendré par le produit
de cinq éléments de D(S) (resp. D(K), D(K')) commutant deux & deux.
Si Z(K)NS = {1}, larestriction de ¢ & S est un isomorphisme; S est donc
un groupe simple. En particulier d; est le produit de quatre involutions
commutant deux & deux (car Z(S) = {1}), par suite K et K’ sont aussi
des groupes simples et 'on a Z(K) = Z(S) = Z(K'). Si Z(K)N S # {1},
alors Z(K) = Z(K') et l'on a également Z(S) = Z(K'). Dans tous les
cas, I’élément ¢’, central dans K’, centralise K ; on a donc ¢’ (dzﬁ)(j’ = di"'
et §'ds§’ = dy, Aol §'deq’ = dg et § = §' est donc un élément central
dans G.

2.2.6. — Le groupe G admet une classe de Fischer de cardinal 693;
il existe une extension centrale non scindée de G° telle que G = (§) x G;.

Notons B le centralisateur de dg dans K. Par hypotheése b appartient
a4 B. En particulier le sous-groupe S = (di,d2,ds,b,d3) est contenu
dans B. Comme %(S) est isomorphe & SU(4,4), ¥(S) est un sous-groupe
maximal de ¥(K); on a donc ¥(S) = ¥(B) # ¢(K) et par suite S = B
(¢ € S et § engendre le noyau de la restriction de ¢ a K).

Les conditions C.0 et C.1 du TuEorREME 0.3.1. sont remplies pour
les groupes K et B; G admet une classe de Fischer E telle que
E=DK)U{df|ke K}.Ona:

|Z(K)| x |SU(5,4)]
1Z(5)] x [SU(4,4)]

|E| = 165 + =165+ 2% x 3 x 11 = 693.

Le groupe G est alors une extension centrale de SU(6,4) (0.3.2). Comme §
est un élément central de G n’appartenant pas & D(G), il existe un sous-
groupe central Z; de G, |Z;| divisant I'ordre du multiplicateur de Schur
de PSU(6,4) tel que :

1—- 272, — Gy — PSU(6,4) — 1

et G = (§) x Gy (0.3.3).

2.2.7. Détermination du sous-groupe central Z; de G. — Rappelons
que Z; est un {2, 3}-groupe (0.3.2). Etudions d’abord la 3-partie de Z;.
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Soit N le sous-groupe de G engendré par d; pour 0 < j < 6 et j # 4.
On a
ds do di db ds
H
ds

(un calcul simple prouve que (dgdp)® = 1, appendice 5). Il s’ensuit que
le E-sous-groupe N de G est isomorphe & Hs ¢ (il n’y a pas de E-sous-
groupe isomorphe & Hs 6/Z(Hsz ) dans G [10, 3.4.9]. Le centre de N est
donc trivial; il est d’ordre 3, engendré par 1’élément z dont I’expression
est donnée en 2.1.4. On a ¥(z) # 1, il est facile de vérifier que 1 (z) opére
sur espace vectoriel associé & G® comme I’homothétie v — wv, avec
w € Fy — {0,1}. Il S’ensuit que z est un élément de Z(G). Comme 'ordre
de Z; divise 12, sa 3-partie est (z).

Etude de la 2-partie Zy de Z. Le groupe PSU(6,4) admet trois classes
de sous-groupes isomorphes & G*(6,3)/Z(G*(6,3)) et n’admet aucune
classe de sous-groupe isomorphe a G (6, 3) [10, chap. 9]. (On peut aussi,
comme me ’a fait remarquer le referee, observer que si G*(6,3) était
isomorphe & un sous-groupe S de PSU(6,4), on aurait O2(S) # 1 par
le théoreme de Borel-Tits, S serait alors un sous-groupe parabolique de
PSU(6,4), le théoréme de Lagrange entraine une impossibilité.)

Considérons le sous-groupe Ry = (d1,d2,ds, d4, ds, b) ; tenant compte
de 2.1.7 et de ce qui précede, R; est une extension centrale de G* (6, 3)
par (z) et son image dans PSU(6, 4) est isomorphe & G*(6,3)/Z(G* (6, 3)).
Désignons par m(R;) l'involution centrale de Ry, on a

m(R1 ) = dzdabil?lx,lx/l,

(2.1.6, 2.1.7 et 1.2.5). On a aussi ¥(m(R1)) = 1. Ainsi m(R;) est un
élément de ker v, donc de Z(G) (2.2.6).
Notons 1/ la composée de ¢ et de I’application canonique

G® - G°/Z(GY).

Considérons les éléments fo et f3 introduits en 2.1.6. On montre sans
difficulté que l'on a les relations (appendice 6 (iii)) :

di fi ds di dg
H,
b

Posons R, = (di, fi,ds,ds,ds,b) pour ¢ = 2,3; les sous-groupes Ry
et R3 sont isomorphes & R;; en outre ils sont distincts (f; ¢ R; pour
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i # j) et leur intersection contient (ds,dy,ds,b) = H3 4. En conséquence
Y(R1), ¥(Ry), ¥(R3) sont des représentants de classes de conjugaison de
sous-groupes isomorphes & G1(6,3)/Z(G*(6,3)) dans PSU(6,4) (cf. [6],
[10, chap. 8] et appendice 6 (iv)).

Les involutions centrales m(R;), m(Rz), m(R3) de Ry, Rz, R3 sont ex-
plicitées en 2.1.6 ; on montre que m(R1)m(Rz) = m(R3) (appendice 6 (iv)).
Ainsi Zy = (m(R1), m(Rz)) est un sous-groupe de D(G) N Z(G) (car Zy
est engendré par des produits d’un nombre pair d’éléments de E), il est
isomorphe & Cy x C3 et l'on a Z; = (2)Zp.

2.2.8. Preuwve de 2.1.5. — Par hypothese, on a Z, = {1}; le résultat
est donc une conséquence immédiate de 2.2.3.

2.2.9. PROPOSITION. — Soit n > 7. Soit G,, un groupe engendré par
des éléments d; pour 1 < j < n satisfaisant da la formule de présentation :

di dy d3 dy dg d,

ds

s(n) (dg%ds)® =1,
(d6d111d2d3d4)2 =1,

(5) dedy™) = dpd7 ") = 1,

ot q est défini en 2.1.3 et m(R;) et m(Rz) sont donnés en 2.1.6. Alors G,
admet une classe de Fischer E, contenant d; pour 1 < j < n dont
le cardinal est égal o celui de la classe de Fischer de PSU(n,4); G,
est une extension centrale scindée de SU(n,4) par le sous-groupe (§)
(isomorphe 4 C2), avec § donné en 2.1.4. Pour n multiple de 3, G,
admet un 3-groupe central engendré par z, (expression en 2.1.7). On a
m(R1) = m(Rg) = 1.

Preuve. — Observons tout d’abord que § centralise G,. De plus les
relations (s) imposent que m(R;) et m(Rz) centralisent d; pour j > 7;
comme Zg = (m(R1), m(Rz)) centralise d; si j < 6, il s’ensuit que (§) x Zo
est un sous-groupe central de G,.

On démontre le théoréme par récurrence sur n pour n > 7.

Supposons n = 7 (resp. n > 8). Il existe un homomorphisme ¢ de G,
sur G = SU(n,4) qui applique d; sur t,, pour 1 < j <n (0.3.6).

Posons K = (d; | 1 < j <6) (resp. K =(d; | 1 <j <n—1). L'image
de K par 9 fixe un vecteur non isotrope v = v; +wvs + v4 + U5 + vg + V7,
(resp. u = v1 + wvs + va + @Us + >_g v;); 'image du systéme générateur
de K est un systéme générateur du fixateur F(u) de u dans G°. On
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a donc Y(K) = F(u) et K est une extension centrale de SU(6,4) par
(G) x Zy (2.2.3) (resp. une extension centrale de SU(n — 1,4), hypothese
de récurrence) ; K admet une classe de Fischer D(K).

Soit B le centralisateur de d; (resp. d,) dans K.

Supposons d’abord n = 7. Alors B contient Z; et contient aussi
le D(K)-sous-groupe B’ engendré par d; pour 1 < j < 5, isomorphe
4 Cy x SU(5,4). Le centre de B’ est engendré par § et son image dans G°
est le stabilisateur dans ¢(K) d’un plan non dégénéré contenant u. C’est
un sous-groupe maximal de ¥(K). On a donc ¢(B) = (B’); comme Zy
centralise d7, on a B = B’ Zj,.

Les conditions C.0 et C.1 du THEoREME 0.3.1 sont donc remplies pour
les groupes B et K (0.3.4); le groupe G7 admet alors une classe de
Fischer E telle que E = D(K) U {d% | k € K} dont le cardinal est :

2|Zo| x 1SU(6,4)|

FE| =693
Bl =693 + 5z x [5U (5. 0)

= 2709.

Comme 2709 est aussi le cardinal de la classe de Fischer de SU(7,4), le
groupe G7 est une extension centrale de SU(7,4) dont (§) x Zp est un
sous-groupe central. Or Zy est contenu dans D(G7) (engendré par des
éléments qui sont des produits de six éléments de F) et le multiplicateur
de Schur de SU(7,4) est trivial, on a donc G ~ Cy x SU(7,4) (cf. [8]).

Supposons maintenant n > 8. Le centralisateur B de d, dans K
contient Zy et le D(K)-sous-groupe B’ = (d; | 1 < j < n — 1). L'image
par 1 de B’ stabilise un plan non dégénéré contenant u; c’est un sous-
groupe maximal de ¥(K). On a donc ¥(B) = ¢¥(B’) et par suite B = B’
(remarque : § et Zg sont contenus dans B’). Les conditions C.0 et C.1
(loc. cit.) sont remplies pour les groupes B et K, le groupe G,, admet une
classe de Fischer E telle que E = D(K)U{d* | k€ K}. On a:

21Z| x |D(SU(n — 1,4))|
21Zo| x [D(SU(n - 2,4))]
(22n—3 + (_1)n—12n—2 _ 1) + 2n—2(2n—1 _ (_l)n—l)

(221 4 (—=1)"2" ! — 1) = | D(SU(n, 4))|.

|E| = |[D(SU(n —1,4))| +

1
3
1
3

Ainsi G,, est une extension centrale de SU(n,4); comme ci-dessus, on a
Zo = {1}; ainsi G,, est isomorphe & Cy x SU(n,4) et ¢ appartient & Z(G).

Supposons n = 0mod 3. L’élément z, (défini en 2.1.8) est central
dans Gy,. Soit X le E-sous-groupe de G, engendré par d; pour 0 < j <n
et j # 4. 1l est clair que dy = d‘fdl centralise d; pour j > 7; il résulte
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de 2.2.7 que l’on a les relations :

H
ds

Le E-sous-groupe X est donc isomorphe & Hs , et son centre est engendré
par z, (0.1.2). IL’image de z, par @ opére sur I’espace vectoriel V associé
4 G° comme une homothétie (vérification facile); z, est donc un élément
central dans G,,.

REMARQUE. — On établit, pour n > 7, que Zy est trivial. On peut
évidemment remplacer les relations (s) de 2.2.9 par les relations (s’) :
m(R1) =m(Ry) = 1.

Appendice

Convention. — Pour alléger I’écriture, on notera les éléments d; par
leur indice j; on écrit ainsi 1,2,3,... au lieu de di, ds, ds, . ... Cette con-
vention est utilisée pour établir certaines égalités quand aucune confusion
n’est possible.

2. — (Notations 1.2.2.) Soit :
2 = dydy(dads)® (dada)™>*® (dady) > (dydg) 247

un générateur du centre du groupe H = (d7,d; | 3 < j < 7). On rappelle
que l'on a les relations suivantes :

dip _
d2 d3 d5 N

\6/ dg d7
ds

On se propose d’établir que 1'on a :
(a) (d3da2)* =1,
(b) (did:)*=1.

dy

On a les assertions :

(i) (dy%?59794d5)2 = 1. En effet, d7 centralise d4,ds donc :
'2365475' — ’25654 5[ — |2S64l — 124|

(écriture simplifiée) ce qui donne (i).
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(i) (dgdedsdrdadsds,)2 — 1. Dapres (i) on a :
|28657453 2| — |286 2345[ — |23453 23456' — '3 6|
ce qui montre (ii).
(iif) (d5dedsdrdadedadadads g y2 — 1 Oy g :
$6574343 | __ 19865734 k| __ 0s6 £34] _ 9345 £6| _
|2 5| =2 5| = [2°° 5%%| = |2°*° 5% = |2 6]
ce qui montre (iii).
(iv) df = d§d6d5d7d“sd2d3d5d6d’. En effet (1.1.5) :
dl7 — d?al‘a}’d7 — $d3d2d4d3d7wd6d7,
ce qui donne en remplagant x par son expression (en écriture simplifiée) :
7/ — 35246 353 324 37 353 246 353 246 353 67
— 98 6547 5 3 2 4635324635367
= 256547346353 24353 67 (op tenant compte de (i), (ii) et (iii))
_ s 6576 345345 2 3567 _ s 6576 5 23567
- - )
ce qui montre (iv).
(V) d/7d7d6d5d3d2 _ d;d6d5d7d6s'
de (iv).
(vi) (dyd2)? = 1. En utilisant (iv) et (v), on a :
|7/2' — |236576323567 2| — |2s6576 3| — |2345363 5' — |234 6| — |2 6|,

C’est une conséquence immédiate

ce qui entraine (vi).

(vii) (dg%?59394¢5)2 = 1. On a :

|286534 5| — '23453 6535 4| — |2345653 4| — |2 654|

ce qui prouve (vii).

(viii) (d5%%%%ge)2 = 1. En effet, [2°65346] = |2°5] = 25| d’ou
I’assertion.

Observons maintenant que z s’écrit :

z = s(dyds) % drdeds (dada)ds % d3dsdsdedrd.
On en déduit alors (en écriture simplifiée)
|272| = |2565 34 56765 34 5677'765 3 2,

ce qui donne en tenant compte de (v), (vi), (vii) et (viii) :
2| — |9865 34 76534 mI76532| __ |0s65 34 76534 9s65765| _ |9s6576 5 536576
|272] = |2 7 | =12 2 | =12 2 |

Mais 265765 5| = |29676| = |25 7| = |2 7|; on a donc
|222I — I236576 236576' =1

ce qui démontre ’égalité (a).
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Pour établir I’assertion (b), rappelons que x et z’ s’écrivent :

S
r = 35 246 353 _ 6% 235 3243 _ 235(6 )43‘

et =z
On a alors 7% — @5 2357 346°235326° 43
(i) (d7dy)® = 1. En effet,

|7/ 1| — |63235734 6°235 32 6°4367 1[ — [65235734 6°235 1|7

d’ou :

|7/ 1| — l6s23537 543565345 4 235 1l — l6$23537 54356 5342 13{

Mais df centralise ds et d4; on en déduit

|7I 1| — [632537436532 lsl — I65342 343 76532ls| — |65323476532 lsl

— |6532 153| — |653235 1‘ — |6 5|

|6534 765232 15345’ — 165345 7 232 15345| 653476 — 65347)

(car

ce qui établit (i).
(ii) (%% ds)2 = 1. En effet

|7/761 5| = ]7zx’67 761 5| = |7zz’5 1,
d’ou :
|7/761 5| = |234536576 345345 235 51| _ 934536576 15435 _ |934546 5|
— 2354565 1| — |235465 1| — 65345 1| = |6° 1.
Comme (d§d;)? = 1, I'assertion (ii) est établie.
Observons enfin que, d’apres (i)
|dZdy| = 196 5345 67634 7'7%5345677’ 1| = |195345 676 534 77798 1761 5

d’apres (ii)
[171] = l135345 676 5345 7'7° 7176 1|.

Comme |7'761| = |7'1], on a :

|1z 1’ — ’15345 5345 676 5345 1' — 115435 676 15435| — |15435 15435|

puisque dg centralise df et dj® (1.1.4). L’assertion (b) est démontrée.
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2. — (Notations et conventions 1.2.2.) Posons :

1 __ g1 drdedsdadz / dsdided 1 dydsd’ dg
2——d7 y d =d53165, d =d22 y
J — godedrdsdsdodadadsds dydadadsdads

=d; .

On a alors les assertions suivantes :
(i) Leséléments d,d; pour 1 < j < 7 et j # 4 satisfont aux relations :
dv d2 d3 ds de d

L

(i) W =(dy,d; |1 <j <7, j+#4) est isomorphe & W(E7).

(iif) m7 = dhdsdided’d”d est une involution qui engendre le centre
de W.

(iv) Soit v, un vecteur de l'espace vectoriel V associé & G*(7,3)
définissant la réflexion orthogonale e; alors vy , Va,, Vd, ; Vdg, Vs Vd’’, Vg €St
une base orthonormale de V. On a :

Vg, = —Ug — V3 — V4 — Vg + VU7,

Vg = V1 + V3 — U5 + Vs,

Vg = —UV1 + V2 — VU3 — V4 + Us + Vg + U7,
Vg = —VU1 + V2 — V3 — V4 + U5 — Vg.

(v) my est une involution centrale de G.
La vérification de ces assertions ne présente pas de difficulté.
3.— (Notations et conventions 1.2.6.) Pour ’élément z défini en 1.1.10,

on se propose de démontrer dids = 1.
On a les assertions suivantes :

(i) di% = dg® car

sde __ jdsdsdsdsds __ jdsdsdedsde __ jdadadsdeds __ jdadsdeds __ jss
dgde = g = d¢ = d¢ = d¢ =dg°.

(ii) (dgsdzdadrdadads )2 — 1 Avec I'écriture simplifiée, on a :
|65435 231245 6| — |65435 623124 5} — '65345 234 5] — [6534 2 534' — |6 23’ — |6 2|

ce qui entraine (ii).
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(iii) (dg@2dsdrdzdsdadads g )2 — 9 B effet :

|65435 23125435 2' — |65435 23154 3] — |654352354' — '654323| — |654 2| — '6 2"

ce qui démontre (iii).

(iv) (dfrd29sdsdsy)2 — 1. Cette égalité résulte de :
1012356 3‘ — 101235 3' — IO 5]

(V) dgldzdsdsds — d28d2d3d1d2d5d4d3d5d4.
En écriture simplifiée, dy se met sous la forme 2546512356 On a donc :

012356 — 53246 5346 135 642 535 243 _ 65345 234 6 135642 535 243

= 65343 15642 353 243 _ 85231245 64535243 oy ()
— (55231245 45.35243 o (i),
= 652312543543 panra (jii)
— 65231254354 $apn (iy),

ce qui donne P’assertion

(vi) (dg*¥22dsd443)2 — 1. En effet, on a :
|6ss2354 3| — |6332353 4[ — |6-ss24 35| — |65435 235| — |65432 3| — 1654 2| — I62|

ce qui entraine (vi).

Observons alors que z (qui se note 54(54)3(54)32(54)321(54)3210 en
écriture simplifiée) s’écrit aussi :

ss 2354 3212 354 0123 543210.

On a donc, d’apres (iv),

6% = 6332354 212 354 3210123 543210

)

puis, en utilisant le fait que dy centralise d4 et ds et que 65232 = 65523
(en écriture simplifiée), on obtient :

|6z 6| — |633235412354 3210123 5 6| — |6ss2312534 012356|_

En vertu de (v), 'assertion est alors démontrée.
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4. Le groupe J.— On appelle groupe J un groupe engendré par des
éléments ey, eq, €3, €4 sur lesquels

2]

61@ €4

€3
est une formule de présentation.

Soit D la classe de conjugaison de e; dans [J; on a les assertions
suivantes :

(i) D est une classe de Fischer de 7, |D| = 36 et |J| = 2833.

(ii) Les D-sous-groupes (e, ez, e3) et (e, es, eq) sont isomorphes
4 H; leurs centres sont respectivement engendrés par z = (ereze3)? et
2’ = (ezezeq)?; le sous-groupe (z,2’) est isomorphe & SL(2, 3).

(iii) D est la réunion de neuf cliques de cardinal 4 (sous-ensemble
maximal formé d’éléments de D commutant deux & deux); soient C une
clique et = un élément de D — C. Le sous-groupe (x,C) est isomorphe &
W (D), le produit zy des éléments de la clique C est une involution qui
engendre le centre de (z,C). Cette involution z; ne dépend ni du choix
de C ni de celui de = (avec z € D — C); 29 engendre le centre de J et
on a zy = (222')2.

(iv) O2(J) est un 2-groupe extra-spécial d’ordre 27; c’est le produit
central de trois groupes de quaternions; on a Z(02(J)) = Z(J) = (20).

(v) J/O2(J) est isomorphe & H et la suite exacte
1-0(T) — T — J/02(T) — 1
est scindée (cf. [10, chap. 4] et [13, chap. 4]).

5. — (Notations et hypothéses 2.2.3.) On rappelle que ¢ est un
homomorphisme de G sur G° = SU(6,4) dont le noyau est un sous-groupe
central (§) x Z;. Le groupe G admet une classe de Fischer E de cardinal
|E| = 693, qui s’envoie sur la classe des transvections unitaires de G°; la
restriction de ¥ & E est un isomorphisme. Pour 1 <14 < 6, on a ¥(d;) = t,,
et {v; | 1 < i < 6} est une base de I’espace vectoriel V, associé a G,
formée de vecteurs isotropes tels que

B(v1,v2) = d(va,v3) = P(v3,v4) = G(v4,V5) = P(v4,v6) = P(v2,v5) = 1,
d(vs,v3) =w (avec w € Fy — {1,0})

et ¢(v;,v;) = 0 pour les autres paires {i, j} telles que 1 <i,5 <6.
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Avec ces notations, on a :

V() = togran, pour y = dprdedihds,
w(y,) = tLDU2+’U4 pour y/ = dz3d5d2d3d57

W(do) = tyysv, pour do = di® = gy dads

On a donc (1(do)(de))® = 1 et par suite (dodg)® = 1.

NoTaTION (n). — Soient a et a’ des éléments distincts dans E qui
commutent. On note £(a,a’) 'ensemble des cing éléments de E dont les
images par ¥ correspondent aux transvections relatives aux cinq droites
du plan isotrope engendré par v, et vy . Ainsi on a :

e(dZad4) = {d2)d4ay/7y7 dO} et ﬁ = d2d4y/yd0'

6. — (Avec les notations et les conventions précédentes.)

(i) Rappelons que b = d§1d2d3d4 ; on a alors ¥(b) = ty,40s. On a:

o 1 _ gdadabde(dadsdy) |
w(fl) = by +@(v1+vs)+ve » x) =dg )

"no__ 1 gdawibds |
w(xl) - t@vg+®(v1+v3)+wv6 y L1 = ds 3

— _ ddzzllccllldl
1p(xl) - tv2+w(v1+v3)+wv5 s T = aq .

(ii) Rappelons que e = (dgsd“)dldsdri(dgsd“)dsds_ Alors :
77[}(6) = t'u1+v5+v6 (d’apl‘\es 216)

On pose :
Ve =01 +Us + V6, Up =01+ 03
On a ¥(eb) = ty, +wu, -

Un calcul simple prouve que ’on a les relations suivantes :

ds
b
d2@eb» (d5*° ds)® = 1.
ds
Le sous-groupe Q2 = <d2,d3,d5,€b> est isomorphe a J, son centre

doeyhyl est d’ordre 2; les expressions de yj et de y4 sont données en 2.1.6
et on a:

¢(y§) = bugtvetwops ¢(y/2,) = vy twve+ovp -
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’ //d d .
Posons yo = d¥*¥2*“; on a (1) = tug+ave+v, €6 par suite le sous-

ensemble £(dz,e®) = {dg,e® yh,yY,ya} correspond aux cinq droites du
plan isotrope engendré par vp et ve + wup (notation (n)).

1 1z bebyl bebyl .
(iii) Considérons les éléments fo = z;° %2 et fz3 = z,° > introduits

en 2.1.6; un calcul simple prouve que :

¢(f2) = tU2+'Ub+’U6 et ¢(f3) = twv2+vb+ve‘

On a alors les relations :

X1 dl d2 ? fl d5 d4 d6

T3

et les sous-groupes R; = (dy, f;, ds, d4,dgs, b) pour i = 1,2,3 sont isomor-
phes entre eux; leurs images dans PSU(6,4) ne sont pas conjugués entre
elles. Les intersections de (R;) avec ses conjugués ont été classifides,
aucune ne contient de sous-groupes isomorphes a (ds, ds, ds, b) (cf. [7]);
¥(R1),¥(R2),¥(R3) sont des représentants des trois classes de conjugai-
son de sous-groupes isomorphes & G*(6,3)/Z(G*(6,3)) dans PSU(6,4)
(cf. [10, chap. 8]).

(iv) Les involutions centrales de R; sont des produits de six éléments
commutant deux & deux (c’est le produit des éléments d’une clique
de E N R;). Avec les notations introduites en 2.1.6, on a :

i
; a’ fibd aix) fid
avec ) = diefibdedsdads - ds’fl Stz =dy i On a alors :

/ / / ~ / .

Y(x;) =ty avec wuj=vy+wuy+vs, Uy =V2+ W Uz = V2 + Vp;
— " - "

v/)(xé’) = tu;' avec u’{ = v + Vp + WV, Uy = V2 + WV, Ug = V2 + Vg ;

PY(z;) =ty, avec up = Uz = Uz = Vg + WU + W.

On peut alors calculer m(R;)m(Rz).

Conservons les notations (n) introduites au numéro 5 et considérons
les sous-ensembles suivants :

o Ly ={(x,2y) = {z, 24, ds, f3,a1} associé au plan (ve + wvy, ve) avec
1/)<a'1) = tv2+c7.rvb+wv6 N
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o Ly = {(ds,z) = {dg,xY, 2%, f2,az} associé au plan (vy + vy, v6) avec
Y(az) = to,top+wre )

o L3 = £(a1,a2) = {a1,a2,b,23,a3} associé au plan (v + wvg, vp) avec
d’(aB) = t’02+wv6 5

o Ly =¥(zx},ds) = {zh,ds,do, 4, as} associé au plan (vy, ve).

On a alors
m(Ry)m(Rg) = (z127 27 bdeda) (v2a525bds f2) = (2125 ) (27 f2)(xhd2)

en observant que les éléments z, x}, z;, f;, b et dg commutent entre eux
puisqu’ils correspondent, par 1, & des droites du sous-espace isotrope
engendré par vg, vy et vg. Le produit des cing éléments de L1, Lo, L3 et Ly
est ¢. On obtient donc :

m(R1)m(Rs) = (4ds f3a1) (4dezsa2)(Gdsasxs) (en utilisant Ly, Lo, Ly),
m(R1)m(Rz) = (qaiazas) (ds fszsay) (en utilisant L3),
m(R1)m(Ry) = (bds f3)z3z325 = m(R3).
7. — Soit (K, D) un couple fischérien avec une présentation (X,R)
satisfaisant aux conditions suivantes :
(i) X est un sous-ensemble de D

(ii) les relations composant la donnée R sont toutes de la forme
N2 _ N3 / /
)
(zz")* = 1 ou (zz')° = 1 (pour tous z,2’ € X tels que z # z') et
(zkz")™ = 1 avec = et 2’ dans X, k dans K et m dans {2,3}. Une telle
présentation est dite fischérienne.

LEMME. — Soit (G, E) un couple fischérien et soit N un sous-groupe
normal de G, non central dans G tel que K = G/N admette une
présentation fischérienne (X, R) avec X contenu dans limage D de la
classe E de G. Alors, ’extension

*) 1-N—G—K-=—1

est scindée.

Preuve. — Notons f Papplication canonique de G sur K. Soit Y une
image réciproque de X dans G telle que, pour tout z dans X, on ait
If~Hz)nY]=1.

Soit Gy le sous-groupe de G engendré par Y, i.e. Go = (Y), et soit fo
la restriction de f & Go; fo est un homomorphisme surjectif.
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Soient x et 2’ des éléments distincts dans X. Soient y et y’ des éléments
dans Y tels que fo(y) = z et fo(y') = 2’. On a alors fo(yy') = zz'. L’ordre
de yy' divise celui de zz’ qui est 2 ou 3. Il s’ensuit que fy induit un
isomorphisme du graphe porté par Y sur le graphe porté par X (graphe
dont les sommets sont les éléments de Y (resp. X) et dont les arétes
joignent les points y,y’ tels que yy’ est d’ordre 3).

Considérons une relation de la forme (z*z')™ = 1, avec k dans K,
m dans {2,3}, = et 2’ distincts dans X. Il existe des éléments y et y’
dans Y dont les images par fo sont respectivement x et x’. Puisque X

engendre K, il existe des éléments (1), ..,Zyn) de X dont le produit
est k. Notons yy (1), - - - Yu(n) les éléments de ¥ (uniques) dont les images
par fo sont Ty(1),-..,ZTy(n); leur produit g est un élément de Gy tel que

folg) = k. On a alors : fo(y%y') = fo(z)"W fo(a') = z*2’; comme
(z*2’)™ = 1, 'ordre de y9%y’ divise m; la relation (y9y’)™ = 1 est satisfaite.
Désignons par h l’application de K dans G définie par h(z) =y ou y
est 'élément de Y satisfaisant & fo(y) = x. Puisque les relations R sont
satisfaites dans Gy = (Y'), ’application h se prolonge en un homomor-
phisme du groupe K sur le groupe Gy. Par construction fyoh est 'identité
sur X, donc sur K puisque X engendre K. L’extension (*) est scindée.

REMARQUE. — Les groupes de type classique suivants possedent une
présentation fischérienne :

o Cy x Sp(2n,2) sin > 3;

e 0,(2n,2) sin > 3;

« G—(5,3), G*(5,3), G~(6,3), 3-G*+(6,3), 3- G+(7,3)
(extensions centrales non scindées),

o C2 x SU(4,4), C2 x SU(5,4)
(lemme ci-dessus; 1.1.7; 1.1.1; 1.2.1; 1.2.2; 2.1.1; 2.2.1 et [12] pour
les groupes sur Fz).
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