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Sur la représentation analytique des substitutions;
par M. pe Poricnac.

(Séance du 18 février 1881.)

Pour qu’une fonction entiére ¢ () soit apte a représenter une
substitution [z, 4(x)] entre plettres, elle doit satisfaire & certaines
conditions. Quand p est un nombre premier, M. Hermite a donné
le critérium de ce caractére. Il consiste en ce que le coefficient de
P~ soit divisible par p dans les p — 2 premiéres puissances de la
fonction, lorsque les exposants y ont été abaissés au-dessous de p
au moyen de la congruence z? = z (mod. p).

Inversement, une substitution entre & lettres, étant donnée la
formule d’interpolation de Lagrange, peut servir a la représenter
analytiquement, ainsi que le fait remarquer M. Jordan dans le
Traité des substitutions (Chap. II). Le but de cette Note est dc
donner une forme générale pour toutes les fonctions entiéres-
jouissant de la propriété en question.

Jobserve d’abord qu’au nmioyen du théoréme de Fermat on
pourra, p étant premier, abaisser dans toute fonction entiére les
exposants de z au-dessous de p —1.

Soit donc

V() =ay+a & + ax?+. ..+ ap_g P2,

Pour que cette fonction puisse représenter une substitution, il
faut et il suffit que les nombres §(0), $(1), ..., 4(p —1) donnent
a 'ordre preés les résidus o, 1, 2, ..., p—1 suivant le module p-

Posons

Y(z) = a,+ ¢(x);
on aura
¢(0) =o.

a, doit étre supposé premier avec p; il en résulte, pour les con-
ditions du probléme,

e(lys=ry, 9(2)=rs, ..., s(p—1)=1r,y,
les quantités 7 ne différant que par 'ordre des nombres

1,2 3, ..., p—1.
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Nous arrivons donc, en apparence, a un systéme de p — 1 eon-
gruences entre p — 2 iNCONNUES @, @a, - +. s Ap_y; MAIS ce systéme
se réduit & p — 2 congruences distinctes, attendu que la somme de
toutes les congruences est nulle suivant le module p. Cela résulte,
pour les premiers membres, de ce que la somme des puissances
semblables des p — 1 premiers nombres entiers est divisible par p,
jusqu’a la puissance p — 2 inclusivement, et, pour les seconds
membres, de la convention méme relative aux quantités 7.

Les conditions générales du probléme sont donc exprimées par
le systéme suivant de p — 2 congruences :

a,+ Ay .. ap_y== 1
2a;~+ 22a, +. ..+ P2, =14
3a,+ 3@, ...+ 3rq, ,=p, * (mod.p).

................ D R R I BN SRR P

(P=2)ay+ (p—2)ay~...+~(p—2)P2ap =71, ,

Le déterminant de ce systéme a une valeur connue, différente
de zéro; les coefficients a,, a., ..., @p_» seront donc exprimables
en fonction des quantités ry, ry, ..., rp_s.

“Soient ces valeurs

a‘lEPH Ay == P2y +00y ap—zgpp——i;
on aura
Y(z) =ay+ )& +paXt ...+ pp_g P2

Dans cette forme symbolique, @, est un nombre quelconque
non divisible par p. Les symboles o sont des fonctions entiéres
linéaires des quantités ry, 7, ..., I'p_s, dont les coefficients sont
numériques et dépendent du nombre premier p. Les quantités s
elles-mémes sont des indéterminées assujetties a la condition d’étre

toutes distinctes et différentes de zéro suivant le module p.
Exemple. — Pour p =135, ona
Y(z)=a+ (3ri+ ry+2r)@ + 2(ry+ r3) 2=+ (3r,+ ary+ rg)ad,

forme analytique générale d’'une substitution de cinq lettres.

En y faisant « = o, ry=1, ry==2,r,—3, on doit retomber
sur la substitution identique [x,z] : c’est ce qu’il est facile de
vérifier.



“On peut obtenir les symboles p sous forme explicite. Soient A le
déterminant du systéme caractéristique de congruences, M, ,,
M, ., ... les déterminants mineurs des éléments successifs de la
teme oolonne. On a

n
Aa, =M, ri+Mors+...+Myarp+... My, parp 5.

Adoptons les signes conventionnels suivants

1.2.3.. .k =1(k),
W(k) Mk +1) T(k+2)...T(N) =17 (k, N),

N

S(h, m) =lsomme des produits m a m des nombres entiers depuis
1

Jusqu'a N, défalcation faite de h, autrement dit des
nombres 1,2, ..., i—1, 41, ..., N,

et rappelons que Ton a

2 n—1 n+1 n+2 n
ay aj e ay ay ay ay = a,a;...a,_,
2 n—1 n+1 n+2 m
a, a; . ay a, Ay e ay, e (am_1_— am__‘_,)
.. . cee eanee  eens e cie e X(am—2—'am—3)'--
2 n—1 n+1 n+2 m
@y a —2 e am—z Ay am—- e -
;" n—1 et n+: m * X (ay—a) Ny(m—n),
Am—y am—i et am—l am-—l am—l e am-l

expression dans laquelle le dernier facteur désigne la somme des
produits m — n & m — n des quantités a,, a,, .... Les détermi-
nants mineurs M seront du type de celui-ci, présentant une lacune
dans la suite naturelle des exposants, et 'on trouvera, tout calcul
fait,

A=TI(1,p—2),

T, h—3) QL
H(A)II(p—2—h) \

M, = (—1)2+" (hy p—2— n).

Si V'on observe qu’en vertu du théoréme de Wilson on a

N(p—2)=1 (mod. p),
il en résultera
A=TT(1, p—3);



par suite, posant

An,h ==
il viendra

p—2
S (hyp—2—n)

= (— h_1 —
Ana= (=0 N(A)O(p—2—h)

p—2
h=p—2 S(II"P_'Z”‘H)

a,= E (— 1)n+h

1
O(A)I(p—2—h) T
h=1
formule susceptible d'une notable simplification, ainsi qu’on le
verra plus loin.

Quand une substitution est donnée, les valeurs particuliéres de
(tyy T'yy T2y - . . s’en déduisent immédiatement, par suite la fonction
4 () quila représente. Inversement, si la fonction ¢(z) est donnée,
le syst¢éme de congruences ci-dessus déterminera les quantités r,,
I'ay «.., I'p_g €n fonction des coefficients, et la validité du carac-
tére consiste en ce que les valeurs trouvées soient toutes diffé-
rentes entre elles et différentes de zéro.

L’hypothése

a,=o, ry—i, ry;=—a2, G Tpg=R—1
correspond & une substitution ne déplacant pas les n premiéres
lettres. On peut donc appliquer I’analyse précédente aux substitu-
tions composées d'un nombre quelconque de lettres non premier.
I1 suffira de prendre p égal au nombre premier immédiatement
supérieur au nombre considéré.

Dans ce mode de représentation, la somme de deux substitutions
ne donne pas, en général, une substitution, mais toute substitu-
tion peut s’exprimer linéairement en fonction de p — 2 substitu-
tions convenablement choisies.

En effet, soit une substitution donnée

W(r)y=A+ ®(7).
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Formons avec p — 2 autres substitutions la fonction
S(r) =20+ 24(2) + 0 4(2) +. o2y Y(2),
qui peut s’écrire
f(x)y=a4+29(x) + 2 0(2) +...+ %p_50,_5(x).
L’identification de f(z) avec W (x) donnera d’abord

P(n)y=29(n)+20,(n)+...+ 2 o9, 5(n) (mod. p),
n—t, 2, ..., p—2,

systéme dc p — 2 congruences qui fera connaitre «,, 2y, ..., %,_,,
a la seule condition que le déterminant formé avec les quantités
ne soit pas congru a p. Ensuite

a=A,

congruence qui déterminera «,.

Sil'on se donne les quantités o, les quantités ® restant, au con-
traire, indéterminées, on aura l'expression générale d’unc substi~
tution en fonction linéaire de p — 2 autres.

Reprenons la formule
p—2

S(h,p—z——n)

Au,h — (__ l)n+h 1

W) U(p—2—h)

I1 est facile de voir qu’en vertu du théoréme de Wilson on a

72

généralement
N(h+1)M(p—2—L)=(—1)* (mod. p);

il en résulte

p—2

App=(—0)"(h+1) S (hyp—2—n).

On peut encore simplifier cette formule.
En vertu de 'identité

aPl— = (x—1)(r —2).. .(.’L‘—[) — l) +pF(r)
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qui résulte du théoréme de Fermat, ona

p—1

S (m)=o0 (mod. p),

excepté pour m = p — 1. Ici le symbole § désigne la somme des pro-
duits m & m des nombres entiers 1, 2, ..., p — 1.
D’ailleurs, on a évidemment

-2 p—2

prp—t
S(m):: S(m) +(p—1) S (m —1),

d’ott 1l résulte

p—2 p—2

S(m) = S (m—1) (mod. p),

et de cette congruence on déduit, en faisant décroitre m,

p—2

S (m)=1 (mod. p).

D’autre part, la définition de nos symboles § donne lieu i I'iden-
Lité
p—2 p—2

- p—2
S(m): S (hym)+h S (hym—1);

on a donc finalement

P2

S (h, m) + h”S’(h’ m—1)=1.

Désignons, pour abréger, cette congruence par
Uy=1 (mod. p),

et changeons-y m successivement en m —1, m—32, ..., 1, h
restant constant. Nous aurons de nouvelles congruences

U=1, Uy=1, ..., U,_y=1 (med.p).
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Multipliant généralement U; par (— 1)¢A¢ et ajoutant, il viendra

1.._m—l i=m—1

Y o= S(h m)+ (= mhn= Y ()

i=0 i=0

ou
p—2 i=m

S (hy, m)= E (—1)ihd.

1 i=0

Le second membre est la différence des deux progressions géo-
métriques 1+ A2+ h' ... et A4+ AP+ AF4 ..., qui est égale a
I+ (__ l)mhm+l

n a donc
14+ A

p_—’
—_— m jm+1
S (h, m)= i S Vi (mod. p),

T ik
et la valeur trouvée en dernier lieu pour A, ; devient, en posant
m = p — 2 — n et toutes réductions faites,
A, = (—1)"— hP~=2 (mod. p),

formule qui peut aussi s’écrire
1
An,hE(“”l)n_ 71—” (mOdP)y

a cause du théoréme de Fermat.
En résumé, toute substitution pourra se mettre sous la forme
a + ¢(x), le coefficient de 2 dans ¢(x) étant

h=p—2 -
’; [(*,)n__

Voici quelques conséquences immédiates des derniéres formules :

1° Le coefficient de 7, dans chaque terme de ¢(x) est nul si n
est pair et égal & — 2, ou, ce qui est laméme chose, a p — 2,51 n
est impair.

2° Le coefficient de £7~2 est immédiatement donné. On a

rpe

Apgz=—1[2r 4 3Iry+...+(p—1)1r,,]
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1
3¢ Pour n = » on a

pmt g
A/;—-i :("—’) : )t H

L=h

on en conclut, pour le terme du milieu de ¢ (),

p=t
Ap_1 = (—1) 2 2(re,~4 Poy+ 1oy +. . ),
2

expression dans laquelle «,, 2., ... seront les résidus quadra-
tiques si p est de la forme 4N — 1 et les non-résidus si p est de
la forme 4N -+ 1.

I1 existe une loi de récurrence entre les termes A, ; correspon-
dant & une méme valeur de n, qui réduit de moitié les calculs &
faire.

On a, d’aprés la formule générale,

Auar =(—1)"*— (2 + k)p—t-n,
Anp-rry=(—1)"—[p — (2 + k)]r—t=»
= (—10)"+ (— )P (2 + k)Pmi=n,

d’ou il résulte immédiatement pour n pair

An,~2+k FER Anv,p—(2+1.-),
pour r impair
A-n,i-f—lc -+ Au,p— (2+h) =— 2.

Si I'on observe que A, ; = o quand »n est pair, on pourra énon-
cer ainsi ces deux relalions :

r

Pour n pair, les termes a égale distance des extrémes sont
égaux.

Pour n impair, abstraction faite du premier terme A, , qui
est toujours — 2, la somme des termes a égale distance des
extrémes est égale a — 2 (suivant le module p).

Par un calcul tout semblable on trouvera pour le terme du mi-
1) —1

2

lieu, qui correspond & h = >

A,,,!‘,_:_,_=_= (— ,)n;(' —an).

2
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Grice A ces remarques, on trouvera aisément : pour p =7,

Y(x)=a+ Bry+ary+ry+4r,+3r)x
— (re+3rs+3r, + r;) a*
—a(ry+ry+r) 2+ (bro—rs—r,+ 4ry)rt
+(5ry+4ry+3ry+2r, +r;) a8

pour p =1,

Y(x)=a+(9r+4rs+6rs+gr,+r;+8re+2r;+3ry+5ry)
+ (9ro+7r3+3r,—3r;—3rs+-3r;+57ry+g9ry) x?
+(9ri+3ry+rs+5r,—4ry+2rg+4r;—3ry—>5ry) .3
+Bro—aerys—3r,— 4rs—4rg—3r,—arg+3ry) x*
—2(ry+ry+r,+ry+ry)xd
—(4ro+3rs+2r,—3ry-—3rg+2r;+3rg+4ry) xt
+(gry+2rs+5rs+r,+6r,+3r;—3r;+4rg—A4ry) 27
— (3ry—3rs+4r,+2ry+2ro+ 4ry—3rg+ 3ry) 2®
+(Qri+8rs+7rs+-6r,+5rs+b4rs-+3r,+2ry-+ry) 20,



