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ANALYSE NON LINEAIRE DE L’OPERATEUR DEFINI
PAR L’INTEGRALE DE CAUCHY

PAR
CHANTAL TRAN-OBERLE (*)

REsUME. — Nous considérons une réalisation C(a) de I'opérateur de Cauchy associé
au graphe I'; d’une fonction A de R vers R, ol A’ = a, et nous étudions ’analyticité
de C(a) comme fonction de a.

Nous établissons des conditions nécessaires et suffisantes pour que les opérateurs
multilinéaires du développement en série au voisinage de 0 soient bornés sur L2(R).

ABSTRACT. — We consider a version C(a) of the Cauchy integral along the graph
I', of the real-valued function A on R, where A’ = a, and we study the analyticity of
C(a) viewed as an operator valued functional in a.

We prove necessary and sufficient conditions of boundedness in L2(R) of the
multilinear operators of the Taylor expansion.

Introduction

Nous nous proposons d’étudier la dépendance non-linéaire d’une des
réalisations de ’opérateur de Cauchy par rapport au graphe de la courbe
correspondante.

Pour étre plus précis, considérons tout d’abord une fonctionnelle F' :
B; — Bs, ou B; et Bs sont deux espaces de Banach et o, sans perdre de
généralité, on peut supposer F' définie au voisinage de l'origine dans B;.

Rappelons que F' est analytique réelle au voisinage de 0 si on peut la
développer, au voisinage de 0, en série

+00
F(f)=>_ Aw(f)
k=0

ol Ai(f) est un polyndéme homogene de degré k en f; ceci signifie qu'’il
existe une application multilinéaire Ag(fy, -+, fx) : By X -++ X By — By

(*) Texte regu le 2 avril 1987, révisé le 21 octobre 1988.
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2 C. TRAN-OBERLE

telle que Ax(f) = Ax(f,..., f) et

k
Ak (f1s-- - fo)llB, < CE T] I 5lls,

Jj=1

pour une constante C.

Dans ce cas, F' peut étre prolongée a un voisinage de 0 dans Bf
(le complexifié de B) et le prolongement est holomorphe de Bf dans
BS§ (c’est-a-dire : quels que soient f et g dans un voisinage de 0 dans Bf,
F(f + 2g) est une fonction holomorphe de la variable z € C pour |z| < 1).

Dans les exemples naturels (équations aux dérivées partielles ou analyse
complexe), By est donné ainsi que la restriction de F & un espace
quelquefois artificiel V. Les données initiales et la solution cherchée
correspondent & Bs, tandis que V représente ’espace fonctionnel des
coefficients ou de la géométrie (F' représente donc ’algorithme qui donne
la solution).

Le probléme que ’on cherche & résoudre est celui du domaine naturel
B; d’existence de la fonctionnelle F', c’est-a-dire du plus grand espace de
Banach (contenant V comme un sous-espace dense) sur lequel F' reste
holomorphe. Dans la pratique, cela revient & affaiblir le plus possible les
hypotheses de régularité que 'on est amené & faire sur les coefficients.

Un exemple historique de ce programme a été proposé par A. P.
CALDERON dans les années 1960. Il considérait le noyau singulier

) ok _ k
— 0 0 ) )"

-y +i[Az) - Aly)] & z — y)ktt

Dans l’exemple de CALDERON, ainsi que dans ce qui suit, By =
L(L?(R), L?(R)) est 1’algébre des opérateurs continus sur L?(R).

La condition A’ € L*(R) est nécessaire pour que le terme linéaire du
développement soit borné sur L?(R). CALDERON démontre en 1965 que
cette condition est suffisante, puis en 1977, que B; = L*(R) est I’espace
d’holomorphie du probléme.

Une autre réalisation de 'opérateur de Cauchy, qui est celle que nous
allons étudier, a été proposée en septembre 1984 par R. R. COIFMAN,
lors d’un cours donné & Pékin. Il s’agit de 'opérateur C(a) (associé au
graphe I'; d’une fonction A: R — R ou A’ = a) défini par le noyau

Cla,y) = 1 +ia(y) __ 7

z-y+i[A(z) - A(y)]  2(z) - 2(y)

ToME 117 — 1989 — ~° 1



INTEGRALE DE CAUCHY 3

Ce noyau définit un opérateur borné sur L?(R) dés que a appartient 3
BMO(R), I’espace de JoHN et NIRENBERG [7].

Nous allons montrer au paragraphe 3 que la condition a € BMO(R)
est nécessaire et suffisante pour que A;(a) soit borné sur L?(R). Mais ici,
le terme linéaire du développement ne suflit pas pour donner ’espace
d’holomorphie. En effet, le théoréme principal, que nous démontrerons au
paragraphe 4, établit la caractérisation suivante :

THEOREME 1. — Soit n € N. Les opérateurs Ax(a), 0 < k < n, sont
tous bornés sur L*(R) si et seulement si les fonctions a*, pour 0 < k < n,
appartiennent toutes & BMO(R).

Indiquons que I'on sait montrer ce fait encore plus surprenant : un
espace (comme celui décrit dans [6] par exemple) peut assurer la continuité
sur L%(R) de tous les opérateurs Ag(a), sans étre un espace d’holomorphie
(voir [7]).

Notons my; ,a la moyenne de la fonction a sur lintervalle [z,y].
Le noyau définissant Ag(a) est, au produit par une constante pres,

[Au) - A(y)} = [Acc) —Aly) ~ (@~ y)a(w]

z—y (z —y)?

_ 1
=TI y (m[r,y]a)
si k > 1. (Ao(a) est simplement la transformation de Hilbert.)

La démonstration du THEOREME 1 se fera par récurrence et nous serons
amenés a introduire des noyaux auxiliaires que nous étudierons grace au
théoreme T(1) de DaviD et JOURNE [4] et & des inégalités “aux bons \”
de BURKHOLDER et GUNDY.

Auparavant, nous allons donner quelques résultats préliminaires : sur
les fonctions de BMO(R) au paragraphe 1 et sur des opérateurs maximaux
au paragraphe 2.

(a(y) = Mz y10)

1. Quelques estimations sur les fonctions de BMO(R)

Nous utiliserons généralement la norme suivante sur BMO(R) :-

1
oo =sup { - [ 160~ ma at

ou |I| désigne la longueur de l'intervalle borné I et mb la moyenne de b
sur I. Parfois, nous ferons appel aux normes équivalentes

1 1/p
o = sup { - [0 - maoPach  on p21
1
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4 C. TRAN-OBERLE

La ProposITION 1 rappelle quelques estimations de base.

PROPOSITION 1. — Soit b € BMO(R) avec ||b||pmo = 1. Soient z, 2,
y des réels tels que |z — x'| < £ et |z — y| > 2¢ pour un réel £ > 0. Alors
ona:

z—a lz -y z -z |?
(1) [mieb = miar,b] < C} z—y log == < (o p—y
z - k z—a'|'?
(2) e |m[z,x']|b—m[m,y]b| < Cy | (k € N);

B) Myt —mEybl <Ck, (KEN).

La démonstration utilise la remarque suivante :

LEMME 1. — Soit b € BMO(R) avec ||bllpmo = 1. Si I et I, sont
deuz intervalles tels que I} NIo # 0 et 2V7111| < |I2| < 2N|I1| pour un
entier N > 1, alors {mp, b — mp,b| <6N.

On vérifie d’abord ce lemme pour N = 1 en remarquant que I; et I,
sont contenus dans un intervalle I de longueur 3|I;| et en remplagant b
par b — myb. Le cas général en découle immédiatement.

L’assertion (1) découle du LEMME 1 en posant I} = [z — 4,z + £] et
I, = [z,y]. En effet, en remplagant b par b — my,b dans le membre de
gauche de (1), on a :

lm[x»y]b - m(z’,y]bl

z—z 1
< mpb—m b+—————/ b(t) —mypb) dt
z —y l I Izl W‘y| [a:,a:’](() 11)
— ! — —
SCCD d log|$ y|+C,x y‘_
-y 14 -y

Pour obtenir (2), on remplace tout d’abord b par (b — m; ,b) dans
(b —myp,b)*; en développant, on a

k
b= mpb" < Cic 3 [b—mpeenb]” |mie o — mab|
=0

puis on prend la moyenne des deux membres de cette inégalité sur [z, z']
et on applique le LEMME 1 avec les intervalles [z, z'] et I.

On procede de la méme fagon pour (3) en remplagant b par b—mj, b
et en utilisant (1).

TOME 117 — 1989 — n° 1



INTEGRALE DE CAUCHY 5

Indiquons immédiatement une conséquence de la PRoOPOSITION 1 qui
nous servira plusieurs fois.

PROPOSITION 2. — Soient n € N* et uy,...,u, des éléments de
BMO(R) de norme 1. Posons

n
My(z,y) = mzy) H z,y] ”t)
i=1

Alors, quels que soient les réels z, ©', y vérifiant |z — 2’| < %]x —y| et
T#yona:

12 1/2

T—x
-y

o) |Ma(@,) = Ma(a' )| < Cn

1l suffit de vérifier que les quantités
n
A= ‘Mn(x,y) — Mzt y) H(“i = Mz,y]%s) |,
=1

et B= 'Mn(xl’y) - m[x’,y] H(uz - m[x,y]ui)
i=1

sont majorées par Cp,(|z — z'|/|x — y|)}/2. Pour A, on remarque que :

n

|z — 2|
< —
N ,iL" - yllx - y| [z,y] H

i=1

1 n
m - H u,»(t) - m[x,y]ui dt
z,z'] ;1

ui(t) — Mg,y ui| dt

et on conclut grace & (2) et & I’équivalence des normes || - ||smo,» ainsi que
Il - lBmo,1 apreés avoir appliqué 'inégalité de Holder. Pour B, on écrit :

B S Z‘m[x,y]ui - m[x/,y]ul
1=

X Mz y]{‘Hl“J _mxy]“ﬂ’ I H ,y]“j,‘}

j=i+1

et on conclut avec (1) et (3).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



6 C. TRAN-OBERLE

2. Résultats préliminaires sur des opérateurs maximaux

PROPOSITION 3. — Soit n € N*. Pour tout réel v > 1, il eziste une
constante Cy telle que pour toutes fonctions ui,...,un, f bornées et a
support compact, on ait :

® I s, )], < O (TT )5
i=1
avec
IC*(ul, . un,f —iggl/lz Joe T 4l uz) (v) dy'.

La constante Cyr dépend de n et .
On a noté g* la fonction maximale de Hardy-Littlewood de g.

Remarque 1. — Soient p > n et ¢ > 1 avec (n/p) + (1/¢g) = 1. Alors
la PROPOSITION 3 est vraie pour uq,...,u, dans L?(R) et f dans LI(R).
En effet, ce passage se fait de maniére classique, en utilisant la densité
de D(R) dans LP(R) et LI(R) et le lemme de Fatou. En particulier, la
ProrosiTiON 3 entraine que, pour tout A > 0,

©  [{o5 K@ un @) > 2} < %%(1:1 el ) 111l

Nous utiliserons cette inégalité de type faible dans la démonstration de la
PROPOSITION 4.

Remarque 2. — Le noyau K(z,y) = (1/z — y) [1i=; M{z,yu: est un
noyau de Calderon-Zygmund lorsque les u; appartiennent & L*°(R) et sa
norme de Calderon-Zygmund est majorée par Cy [, ||uillco- Des lors,
la limite

lim K(z,y)f(y) dy

€lo ly—z|>e
existe pour presque tout z et nous la noterons (uy, ..., un, f)(z). De plus,
K(ui,...,un) envoie L' dans L'-faible; précisément : pour tout A > 0,

@ o3 Kot um @) > A} < %(iI:Ilnuinm)||f||l.

TOME 117 — 1989 — ~° 1



INTEGRALE DE CAUCHY 7

La démonstration qui suit reprend celle de R. R. CoiFmaN et Y. MEYER
dans [1] ou la proposition a été établie dans le cas n = 2.
Pour 0 < i < n, appelons (P;) la propriété :

Pour tout A > 0, H:c, |IC(u1,...,un,f)|(a:) > /\}‘

1 [ n ﬁ-—l
< Cu{ 5 (TT sl CTT trwsloo ) 0} T
j.—_l k=i+1
LEMME 2. — La propriété (P,) est vérifie.

Observons que (Pp) est vérifiée : c’est la propriété 7. On va démontrer
Pimplication (P;—1) = (P;) pour 1 < i < n, en faisant une décomposition
de Calderon-Zygmund de u; au niveau A/(*t1), De maniére précise,
on peut d’abord se ramener au cas ou ||uj|l1 = ||ukllo = ||fll1 = 1 pour
tout j =1,...,2et k =4+ 1,...,n. Puis on décompose

o0
ui=bi+ Y mij, avec |biflo <AV,
j=1

les m; ; étant de moyenne nulle, a support dans I; ; (les I; ; sont disjoints)
et 300y iyl < CATVEHY avee (1/11i4]) [, | Imij(8)] dt < CA/EHD.,
Ainsi, I’hypothese (P;—;) entraine

(8) {x; |K(ur, ..o, b5, i1, .o un, ()] > )\}| < O AL/,

D’autre part, en appelant M; ; une primitive convenable de m; ;, on est
assuré que M; j(z) =0siz ¢ I; ; et [ M; j(y)| < CAVEHI|L, o[ siy € I, ;.
Donc, pour z n’appartenant pas a 2I; ;, on a :

(9) "C(Ul,...,’U:z'—lami,j,’ui.;.l,...,’u,n,f)(x)‘
M, n
- ’_/1 - (x—J—(;j)l(H m[z,y]"k)f(y) dy’
i k=1
k#i

1—1
< CAVHIA, 5(2) [] wi(=)
k=1

avec II I
Ais(a) = S [ il

( — i) + |Li 502

(ys,; désigne le centre de I; ;).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



8 C. TRAN-OBERLE

Comme [|3572; Aijlh < CX32 [, IfW)ldy < Cliflly et que
u},...,u_, sont dans L!-faible, on obtlent en sommant (9) :

(10) Ha:, lK:('U/l,...,ui_l,f:mi’j,Ui_{.],...,'U/n,f)'(w) > /\H

5=1

< Zi \I; | + ‘{z, iAi,j(x) > /\I/H_l}l
= z’—l]:l
+ ZH&:, up(z) > /\1/”1}’
k=1

< C/\———I/H-l.

Le LEMME 2 découle alors de (8) et (10).

La fin de la démonstration de la PROPOSITION 3 se déroule maintenant
comme dans [1]. On vérifie immédiatement (comme dans le LEMME (4.1)
p. 327) que

w [ Kew-Kew)wd] <o e [Tue)

i=1

si |z — 21| < € et |z — 23| < $€ pour un € > 0.

La méme démonstration que celle du lemme (4.2) de [1] montre alors
que lopérateur maximal K*(uq,...,u,) vérifie (P,), c’est-a-dire : pour
tout A > 0,

(12) ‘{x, K*(u1,y .-y un, f)(z) > )\H < Cn{%”flh ﬁ ”udll}l/n+1
=1

Enfin, la ProPOSITION 3 découle d’une inégalité “aux bons A\” comme
celle du lemme (4.5) de [1] et qui s’énonce : il existe v5 > 0 et C,, > 0 tels
que

(13) |{x;/€*(u1,...,un,f)(x )> 2\, fz Huz <7A}|

< Cn'yl/'”'l‘{x; K*(ua, ... un, f)(z) > /\}‘

pour tout A > 0 et tout v € ]0,vo[.
Pour la démonstration des inégalités (11), (12) et (13), nous renvoyons
le lecteur a [1].

ToME 117 — 1989 — ~° 1



INTEGRALE DE CAUCHY 9

3. Le terme linéaire du développement

Dans la proposition suivante, on s’intéresse & des noyaux plus généraux
que celui de Aj(a). Ces noyaux nous serviront dans la démonstration du
THEOREME 1.

PROPOSITION 4. —  Soient ui,...,Un,V1,...,Vp des éléments de
BMO(R), (n,p € N*), et ai,...,q, des entiers naturels. On pose

n

{H(uz(y) = Mg,y Ui } H m[w,y Mg, y]vj)aj'

r—y =1

L(z,y) =

Alors, pour toute fonction f de L*(R), la limite suivante existe pour
presque tout x de R :

lim L(z,y)f(y) dy.
elo ly—z|>e
En appelant L(u1,. .., Uy ; vial) U v,(,a”) i )(x) cette limite, on a :
£ (w1, - v 5 ”gal)’ e ”;a ))||L(L2,L2)

< Cuy (l_n[ “’M“BMO) (ﬁ ”Uj“gfv{o)-
i=1 Jj=1

La constante Cyr dépend de n, p, ai,...,ap.

Ce résultat a été montré par R. R. CorFMAN et Y. MEYER [2] dans le
casn = 2,p=1et a; = 0. Nous suivrons leur méthode de démonstration,
pour obtenir la proposition dans le cas général.

Pour simplifier les notations, on pose :

14
LO(:E y H ,y] m[z,y]vj)aja

Ly(, )—uz( ) — Mg,y Ui (i=1,...,n),
£.(f)(z) = / L@, )f@)dy, L)) = sup|Le(f)(@)],
ly—z|>€ £>0

(14) £(f)(z) = lim £(H@)

Quitte & multiplier chaque u; et v; par une constante, on peut supposer
que ||u;]|BMo = ||vj]lBMo = 1 pour tous les indices i, j.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



10 C. TRAN-OBERLE

La démonstration va se dérouler en deux parties :

@) I1£*(Hllz < CarllFllz;

(ii) la limite au second membre de (14) existe pour presque tout z.
(i) Premiére partie. Fixons q € ]1,2[ et posons M, f = {(|f]?)*}/9.
Comme ||M,f|l2 < C||fll2 (puisque g < 2), il suffit de montrer que

(15) NL*(F)ll2 < Cumll Mo fll2
pour f dans un sous-espace dense de L?(R), par exemple f bornée &
support compact. Le lemme suivant précise la régularité du noyau L(z, y).

LEMME 3. — Soient x, y, £, £ des réels tels que £ > 0, |x —&| < £ et
ly — €| > 2¢. Alors

12
[L(z.9) =~ L(E)] < Ou g7 Iizev)

I S S

g (e ) 1

(81,...,6n)€{0,1}" i=1
b=n—(81++6n)>1

6
Li(&y)|

Compte tenu des inégalités (1) et (4), on peut majorer la différence
ILi(z,y) — Li(§,y)| par (C¢/ly — &|)log(ly — £|/€) si i # O et par
Cu(2/|ly — €))1? si i = 0. 1l suffit ensuite d’écrire :

L) - Lew)| < | =5 Izten)

i—

+|x—i‘y72:; { [jI_I:le(&y)!] |Li(e,9) - Li(&w)|| ﬁ |L;(z, y)l]}

Jj=i+1
avec |L;(z,y)| < |Lj(z,y) —L;(& y)|+|L;(§, v)|, pour obtenir I'estimation
du LEMME 3.

LEMME 4. — Soient I = la,a + {[ un intervalle de longueur £ et
J =la —3¢,a + 3¢[. Pour toute fonction g bornée a support compact et
identiquement nulle sur J, on a :

(16) V€ €I, Ve > 0,

/ L&, v)9(y) dyl < CuMyg(§);
(e/2)<ly—€|<e
(A7) Vzel, VEel, |L(g)(x)—L(g)(§)] < CruMyg(£).

ToMmE 117 — 1989 — n° 1



INTEGRALE DE CAUCHY 11

Remarquons d’abord que, quels que soient les réels £, p > 1 et € > 0,
1/p .
a ([ e dy) " < sludllowos(2e)77, (2 1).
/2<|y—¢€|<e

Cette majoration est évidente et (16) en découle directement.
Par ailleurs, le LEMME 3 montre que [£(g)(z) — £(g)(£)| est majoré par
une somme de termes du type

CMe1/2/|g H|L(§, )Iy e

et du type
a9 cut [ lot|{10g 5 ) (H L& )
avec §; € {0,1} et 6=n—(61+---+6,) > 1

Chacun de ces termes est majoré par Cps Myg(§) : nous allons le vérifier
pour les termes du deuxiéme type (ceux du premier type se traitant de
maniére similaire). Pour cela, on découpe {y; |y — £| > 2¢} en couronnes
T (j>1)ouly ={y; 290 < |y — & < 29*14}. Ainsi, en appliquant

I'inégalité de Holder avec (n/p) + (1/¢) = 1, et en utilisant la remarque
(18), on peut majorer ’expression (19) par

o0 5/1’
5 ly—&l\» dy
Scue{ [ (usl2; >.y_g.m}

n 1/q
y 6.-/p ‘ dy

+oo s/
SZCMZ‘s(/Z log |u| 5+1) p(2j1£)5Mq9(€)

Ceci termine la démonstration du LEMME 4.

L’inégalité (15) est une conséquence de ’inégalité “aux bons A\’ que
voici.

LEMME 5. — Il existe un réel vo > 0 et une constante Cpr > 0 tels
que, pour tout A > 0 et tout vy € ]0,7o[, on ait :

’{x; L*(f)(z) > 22, M f(z) < w}] < C’M‘y’{x; £ (f)(z) > ,\}'

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



12 C. TRAN-OBERLE

Comme Q = {z; L*(f)(z) > A} est un ouvert borné de R, on peut
écrire @ = Jpe, I 0l les I, = |ak, aj + €[ sont des intervalles disjoints.

Notons
Jry = ]ak — 3, a + 3€k[,

E = {z; L*(f)(x) >2)\, Mif(z) <A},
et vérifions que pour tout entier k € N,
(20) |[ENIi| < CylIkl.

Si EN I = 0, la majoration (20) est évidente; sinon, il existe £ € EN Ij.
On décompose alors :

f=fi+fs avec fi1= fl]k.
Occupons-nous d’abord de f>. Pour tout  de I et tout € > 0, on a
(21) |L(f2)(@) — Lc(f2)(€)| < CrrMyf(€) < Cryy.

En effet, si 0 < € < 24, c’est immédiat & l'aide de (17) car L.(f2)(z) =

L(f2)(x). Si € > 2, on pose x(y) = liy—zi>e, X'(¥) = 1jy—g> et
x1 = x — X'. Il suffit alors de remarquer que

|L:(f2)(=) — Lc(£2)(€)| = |[Lxf2)(m) — LXK f2)(E)]
< |L(xf2)(x) = L(xF2)(E)| + | LG f2) (O]

et d’appliquer (17) avec g = x f» et (16) avec g = x1 fo.
De (21) on déduit que, pour tout z de E N I, on a successivement :

|C*(£2)(2) = L*(f2)(ar)| < CuMqf(€), puis
L*(fi)(@) 2 L*(f)(@) = [L*(f2)(2) = L*(f2)(ar)] = L7(f2)(ax)
> A —CurA.

Pour terminer la démonstration de (20), il suffit donc de vérifier que :

(22) [z € 15 £2G@) > 2} < 41 b, £e).

Remarquons que si « et y appartiennent & Ji, L(z,y) ne change pas si on
remplace les u;, v; par les 4; = (u; — myu:)ly,, ¥; = (vj — my,v;)ly,.
Ainsi, en développant L(z,y), on a, pour z € I,

G YD

(6150,0)€{0,1}" 11 =0 7,=0
~61 ~0n AN = ~ =~ = =~
(u1 R A 1 1 PN/} I vp,...,vp,h)(x)
(a1—71) fois (ap—7p) fois

avec h = @} 7% .. @l=0n fy.
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INTEGRALE DE CAUCHY 13

En introduisant p' tel que 1/¢ + (1/p'){n + 37_ (ej — 7 + D} = 1,
Pestimation (6) fournit alors :

{23 K @ T 532, B0, By B, T, ) (2) > A
Cu (17 d R
< S (T 0l ) (TT 0ol ™ 137 1 ) £l
i=1 Jj=1
(23) < D110, 1),

L’inégalité (23) entraine (22) et termine la démonstration de (20) et (15).

(ii) Deuziéme partie. Pour montrer que lim. o £.(f)(z) existe pour
presque tout z, il suffit, compte tenu de (i), de le faire pour f € D(R).
Remplagons les u;, v; par les @; = u;1;, 9; = v;1; (I est un intervalle
contenant z et le support de f) qui appartiennent & tout L"(R), (r > 1).
En développant L(z,y), on est alors ramené & voir que :

LEMME 6. — Quelles que soient les fonctions ay,...,a, (n > 1) de
L?"(R), et g de L*>(R), la limite

lim (H m[z,y]az) g(y)

ly—z|>e

existe pour presque tout x.

11 suffit de faire la vérification pour g € D(R) (puisque K*(a1,...,an)
envoie L? dans L' d’aprés (5)). En intégrant

(IZII m[z,y]ai) xg(_y)y = (z f(y n+l H(A (z) — A (y))

par parties, on obtient une somme de trois termes :

[(Hmlf’yl‘“) ]W - /l (Hm[x,ylaz)g(y)

y—z|>e

+ i /Iy z|>E(I-I m[x,y]az)azo )g(y)xd_yy

t0=1
z#zo

Les deux premiers termes ont évidemment des limites presque partout;
pour le troisieme, on conclut par récurrence sur n.
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14 C. TRAN-OBERLE

La preuve de la PROPOSITION 4 est maintenant compléte.
Pour terminer I’étude de A;(a), il reste & voir que :

PROPOSITION 5. — Si Ai(a) est borné sur L2(R) alors a appartient
@ BMO(R) et [|A1(a)llg(z2,L2) 2 CllaliBmo-

Remarquons d’abord que 'opérateur T = A;(a) — [A1(a)]* [A1(a)]*
est le transposé de A;(a)) défini par le noyau (a(z) — a(y))/(z — y) est
également borné sur L%(R).

On va minorer |Tf||2 pour f = 17 ot I = ]Ja, @ + £[ est un intervalle
de longueur £. Considérons ¢ € D(R) telle que p(z) = z pour z € [1,3] et
posons @¢(z) = p(z/f). Le noyau ((a(z) — a(y))/(z — y)pe(z — y) définit
un opérateur T,,, pour lequel on minore ||T,, f||2 sans difficulté : en posant
J=]a+2l,a+ 3¢, ona l||T,,fll2 > ||[1sTy, fll2 et

2 \1/2 _ 1
10Toc e = ([ fate) = mraf'da) * > 5 ( [ Jata) - moal do) 17
J J
Pour conclure, il suffit de remarquer que

1 Tp lloz2,22) < CllwellilIT Nl ez, 22) < CUT || (2, 12)-

En effet, on a en toute généralité :

LEMME 7. — Soient K(z,y) le noyau-distribution associé a un opéra-
teur T borné de L?(R) dans L*(R) et ¢ une fonction de D(R). Alors le
noyau K(z,y)p(x — y) est encore associé d un opérateur T,, borné sur
L*(R) et | Tyllccze,z2) < ClIGIITle(ee,z2)-

La preuve est simple. Comme ¢(z — y) = (1/27) [e%%e~%¥p(€) d¢,
on peut écrire Ty, f(z) = (1/2x) [ Te f(z)p(€) d€ avec Ty = MgTME“1 (on
appelle M, 'opérateur de multiplication ponctuelle par e);or T et T;
ont méme norme L2.

4. Démonstration du théoréeme 1

On va obtenir le THEOREME 1 comme conséquence du résultat plus
précis suivant :

THEOREME 2. — Soitn € N* eta € LL _(R) une fonction dont toutes
les puissances a* pour 1 < k < n — 1 appartiennent BMO(R). Les
assertions suivantes sont alors équivalentes :

(A) La fonction a™ appartient a BMO(R).

(B) Le noyau (x—y)~ ! (m(g,y1a)"*(a(y) —m(y,4ja) définit un opérateur
borné sur L?(R).

ToME 117 — 1989 — ~° 1



INTEGRALE DE CAUCHY 15

(C) Le noyau

1 n—1 k L £
P (m[z,y]a) (aly) - m[w,y]a) H Mz, (@ = m[w,y]a) )
=0
ouk, p, by,..., L, sont des entiers, définit un opérateur borné sur L*(R).

L’affirmation (C) va permettre d’établir le THEOREME 2 par récurrence
sur n. La démonstration nous amenera a introduire des noyaux auxiliaires,
en particulier ceux décrits dans la proposition suivante.

PROPOSITION 6. —  Soient uy,...,%pn, v1,...,Vp des éléments de
BMO(R), (n,p € N*) et ai,...,a, des entiers naturels. Alors le noyau

n

1 z ;
M(z,y) = ;—_—ym[x,yl{ﬂ(w = mig,gyus) } TT o) (0 = miz y0;)°
7j=1

i=1

définit un opérateur M(uy,..., Uy ; vgal); v vi,a")) borné sur L*(R)
avec
[M(us,- . un; via1)§ T ”z(zap))”L(LaL?)
n 14
<Cum (H ”ui”BMO) (H ”vj“g]MO)
i=1 Jj=1

La constante Cpy dépend de n, p, aq,...,0p.
Remarquons d’abord que le noyau M(z,y) satisfait des estimations de
Calderon-Zygmund. En effet :
LEMME 8.
a) |M(z,y)| < Culz—y|™" siz#y;
b) |M(z,y)—M(z',y)| < Cylz—z'|V2|x Zy| =3/ si Uon a l'inégalité
o —a'| <Yz -y etz £y,
La démonstration du LEMME 8 est évidente, compte-tenu de la Propo-
SITION 2 et de I’équivalence des normes || - ||smo et || - [|[BMO,p-

Les estimations du LEMME 8, alliées au fait que le noyau M(z,y) est
antisymétrique, ramenent la démonstration de la ProprosiTiON 6 & la
vérification
(24) M(1) € BMO(R),

ceci grace au théoréme 7'(1) de G. Davip et J.L. JOURNE.
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16 C. TRAN-OBERLE

Pour cela, fixons un intervalle I (de longueur finie non nulle), et
soit J l'intervalle de méme centre que I et de longueur 2|I|. En notant
;= (u; —mgu;)ly et 9; = (v; —myv;)1y, ona:

(25) 1M (ut, ... Un; vlen) s s vler)) (1)
= 1M, yin 305 o0 300 (1))

En développant I’égalité (25), on obtient :

a1 Ap
1, M(1y) =1 Z Z see Z ’C(él,.‘.,én,'yl,...,'yp)

(615,60 )€{0,1}" 7v1=0 Yp=0

ot K(s,.....60,71,...-7,) €St €gal (& une constante pres) a 'action sur 1, de
~01 . R S B R .o
IC(ull, e W AT s Ty Oy Dy e r
e —

41 fois
~a1—71 ~ Y E . mOp—

1 ) ) vpv y ip; vpp ’Yp)

~p fois

et vérifie (grace & la PROPOSITION 3) :

1K (51,80 71 sy 11 < Ca )]

Par conséquent :
2
(26) m1|M(1J) —miM(1,)] < I—I—|H11M(1J)||1 < C.

D’autre part, en appelant x, le centre de I et £ la longueur de I,.on a
immédiatement avec le LEMME 8 :

(27)  my|M(1ye) — mpM(1ye)

< 2my|M(1ye) — M(15:)(o))|

1/2
r — X
2o —y|>2¢, |Jo—zo]<e |Z0 = Y|

De (26) et (27) on déduit (24) et la PROPOSITION 6.

Démonstration du THEOREME 2. — Pour simplifier, on note I a la
place de [z,y]. On va montrer les implications (B) = (A) et (4) = (C).
Lorsque n = 1, elles ont été prouvées dans les PROPOSITIONS 4, 5 et 6.
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INTEGRALE DE CAUCHY 17

Supposons donc le théoreme vrai jusqu’au rang n— 1 et soit a une fonction
telle que a* appartient 8 BMO(R) pour 1 <k <n —1.

En écrivant a™ = [(a —mja) + mja]” et mra" = my[(a —mra) + mral®
puis en développant ces deux expressions, on obtient par soustraction

1 ., 1 A e
(28) x—y{a —mlan}: mgc%(a_mIa)](mla) J
- En: Ci(mra)" Imi(a —mra)’ + —n—(mla)"_l(a —mra).
-y " : T—-y

Jj=2
Ceci prouve que (B) = (A) grace & 'hypothese de récurrence. En effet,
lorsque (B) est vérifié, la valeur en y du second membre de (28) est un
noyau définissant un opérateur borné sur L%(R); par contre, la formule
(x — y)~{a™(y) — mra™} ne définit un opérateur borné sur L?(R) que
si a” € BMO(R) d’apres la PrRoPoOSITION 5.

Pour montrer (4) = (C), on distingue lescask >1et k=0.Sik > 1,
on multiplie les deux membres de (28) par I’expression

P
(a — mpa)k? Hml(a - mIa)l".
1=0
La valeur en y du second membre est alors une somme de noyaux, chacun
définissant un opérateur borné sur L?(R) lorsque a,...,a" appartiennent

a BMO(R) grace a la ProposiTION 4. Si k = 0, on peut supposer que
Pun des ¢; (par exemple £,) est supérieur & 1. On miultiplie alors les deux
membres de (28) par
p—1
(@ —mya)? H mi(a —mra)%,
=0
puis on prend la moyenne sur I des deux membres et on conclut encore
grace a 'hypothese de récurrence et aux PROPOSITIONS 4 et 6.
Finalement, le THEOREME 2 est vrai & tout ordre. Ceci termine la
démonstration du THEOREME 1.
Notons que cette approche ne fournit pas une condition nécessaire et
suffisante pour que A,(a) soit borné sur L?(R).

Remarque. —  L’identité (28) et les estimations des normes d’opé-
rateurs des PROPOSITIONS 4, 5 et 6 montrent facilement par récurrence
que

n—1 n
lAn(a)llc(L2, L2y + Z lla*llBmo llall§yvo = Z la*llsmo llallzmo

lorsque les a¥, pour 1 < k < n, appartiennent 4 BMO(R).
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