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n-COINVARIANTS DES fl-MODULES
n-LOCALEMENT NILPOTENTS

PAR

YVES BENOIST (*)

RÉSUMÉ. — Soient 9 une algèbre de Lie semi-simple et p = m © n une sous-
algèbre parabolique. Nous décrivons, pour tout 0-module M n-localement niipotent,
le p-module M/^k^ en fonction des quotients simples de dimension finie de M.

ABSTRACT. — Let g be a semi-simple Lie algebra, p = m©n be a Borel subalgebra
and M be a n-locally niipotent 0-module. We describe thé p-module M/^kj^ in terms
of thé finite dimensional simple quotients of M.

1. Introduction

1.1. — Soient Q une algèbre de Lie semi-simple complexe, U == ^(s)
son algèbre enveloppante, () une sous-algèbre de Cartan de fl, ()* son dual,
A C ()* le système de racines, W le groupe de Weyl et ( , ) la forme
bilinéaire sur ()* duale de la restriction de la forme de Killing à (). Pour
a ç. A, on note g0 l'espace de poids a et a^ = 2a/(a, a) la coracine.

Soient A4' un système de racines positives, B = {a i , . . . , 0:7.} l'ensemble
des racines simples, n0 = ®^^+ fl0, n0_ = Q)ae^+ ^~01^ b = ^ e n^
wo l'élément de W tel que woA"1" H A"^ = 0 et P"1" = {A e ()* | Va e
A4", (A, a) e N} l'ensemble des poids entiers dominants.

Soient B' une partie de B, a = {H ç () | Va € B ' , a ( H ) = 0},
n = [a,n0], n_ = [a,n0_], m = {X ç s 1 VJî ç a, [H,X] = 0} et
p = m © n la sous-algèbre parabolique associée à B ' . Soient k^l > 1.

1.2. — Soit M un 0-module n-localement niipotent (i.e. Vm € M
VX e n 3n > l/X'^m == 0). Nous décrivons le p-module M/^M en
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414 Y. BENOIST

fonction des quotients simples de dimension finie de M. Ceci nous permet
de calculer le (p,p)-bimodule l>^/nku-}-un€ (THÉORÈME 7.1).

En particulier, nous montrons que le ((), ())-bimodule U/n^u+Un^ est
isomorphe à ®^çp+ C(^Q^^) et donnons un relèvement à U des droites
C(woA,À) (COROLLAIRE 7.2). Ceci répond par l'affirmative à une conjecture
de M. DUFLO.

De façon analogue, nous décrivons, pour tout ^-module M, le quotient
^/n^M+n^M et identifions lim M/^M+n^M (PROPOSITIONS 4.1.a et
4.2.a).

1.3. — La démonstration est basée sur l'existence d'une graduation
^ = ©pez^p telle ^ue m == 5o, n = ©p>oSp et n_ = ©p<o^ sur

l'étude du ^-module U/y^ +^n€ et sur la semi-simplicité des 0-modules
de dimension finie.

Une partie de ces résultats se généralise (PROPOSITIONS 4.1 et 4.2) à
une classe d'algèbres de Lie graduées (appelée classe A) contenant, outre
les algèbres de Lie semi-simples, les algèbres de Kac-Moody, les algèbres
de Cartan, l'algèbre de Virasoro...

Je remercie A. BOUAZIZ et M. DUFLO pour d'intéressantes discussions
à ce sujet.

1.4 Plan.
1. Introduction.
2. La classe A d'algèbres de Lie graduées.
3. Exemples d'algèbres de la classe A.
4. Propriétés des algèbres de la classe A.
5. La graduation de U/n^+un^'
6. Démonstrations.
7. Applications aux algèbres de Lie semi-simples.
8. Remarques sur les algèbres de la classe A.

2. La classe A cPalgèbres de Lie graduées

2.1. Notations. — Soit g une algèbre de Lie (sur C) graduée (sur
z) : 9 = ©pez QP avec [^ Qq} c Qp-^-q' on note m = 5o, n = ©p>o flp,
n_ == (Dp^o Qp et p = m e n.

Soit U = U{^) l'algèbre enveloppante de Q qui est aussi naturellement
graduée : U = (Qpçz^p- Pour tout sous-espace vectoriel A de U, p ç. Z et
q ç. N*, on note Ap = AC\Up et Aq le sous-espace vectoriel de U engendré
par les éléments de la forme ai . . . dq avec ai ç. A. On dit que A est gradué
si A = Qpçï ^-p- Dans ce cas, on pose (U/A)p = Up/Ap.
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MODULES LOCALEMENT NILPOTENTS 415

Un g-module M est dit graduable s'il admet une graduation M =
©pez ^P avec Qp^q c ^p-\-q et gradué si on a choisi une telle graduation.
Un module gradué est dit "gradué simple" s'il est non nul et s'il n'admet
pas de sous-module gradué autre que {0} et lui-même.

Soient ^A l'ensemble des (classes d'équivalence de) g-modules simples
de dimension finie et J l'ensemble des idéaux bilatères maximaux de
codimension finie de U. Pour F ç ^A , on note I p son annulateur dans U.
L'application F —> I p est une bijection de ^ sur J . Un idéal bilatère
gradué de U est dit "gradué maximal" s'il est maximal parmi les idéaux
bilatères gradués différents de U.

Soient ^A l'ensemble des g-modules simples graduables de dimension
finie et Jg l'ensemble des idéaux bilatères "gradués maximaux" de co-
dimension finie de U. Remarquons que tout module "gradué simple" de
dimension finie fournit un élément de 0Â, que la graduation sur F ç. ̂
est unique (à translation par un entier près), que Jg est inclus dans J et
que l'application F —> I p induit une bijection de gÂ sur Jg ; cela résulte
du LEMME 2.1 ci-dessous.

Pour A,B C U et M un fil-module, on note MA = {m e M \ Vu e
A^um •= 0} l'espace des A-invariants, MA = M/AM l'espace des A-
coïnvariants, M^ = MAUB et MA,B = MAUB; ainsi, pour F e ̂ , Mip
est le plus grand g-module quotient de M qui soit une somme directe
de modules isomorphes à F. On pose L{M) = Qïiçj ^i^ L{M) est un
0-module localement fini (i.e. Vm ç L(M) dimUm < oo).

LEMME 2.1. — Soit R = © ç^Rp une a^e^re associative graduée
(avec unité).

a) Soit V = © çz^p un R-'^odule "gradué simple" de dimension
finie, alors V est un R'module simple.

b) Soit V un R-module simple graduable de dimension finie, alors la
graduation sur V est unique à translation par un entier près.

c) Supposons R "graduée simple" {i.e. {0} est un idéal bilatère
"gradué maximal" de R) et de dimension finie, alors R a un unique module
simple graduable V et R s'identifie à End(V) comme algèbre graduée.

Démonstration.
a) Montrons que pour tout v dans Y, on a l'égalité Rv = V. Ecrivons

pour cela V = ®^<p<p, Vp avec Vp, / 0 et v = Eço<p<gi v? <wec^! / °-
Le sous-module Rvq^ est gradué, il est donc égal à V. On déduit les
égalités : Rpo-q^v = fipo-çi^i = ^po donc Rv D ^o = v ' C5est ce

que l'on voulait.
b) Soient di (i = 1,2) deux graduations de V. Soient Di : V —^ V

les applications linéaires données par Di(v) = 2pv pour tout élément v tel
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416 Y. BENOIST

que di{v) = p. L'application linéaire D^ o D^1 commute à l'action de -R,
elle est donc scalaire et d\ et d^ coïncident à un entier près.

c) Soit 1 un idéal à gauche "gradué maximal" et V = R / I . L'algèbre
graduée R s'identifie à End(Y) d'après a) et V est l'unique module simple
de R.

2.2. — Introduisons une classe d'algèbres de Lie graduées adaptée à
notre problème :

Définition. — Une algèbre de Lie graduée est dans la classe A si elle
vérifie (avec les notations de 2.1) :

(Al) 9 est de type fini (comme algèbre de Lie).
(A2) V p e Z d i m f i i p < oo.
(A3) m e [n_,n].
(A4) Pour tout idéal gradué t de codimension finie dans 5, l'algèbre de

Lie 0/r est semi-simple.
L'hypothèse (A3) est équivalente à (A3') : Q est engendrée comme

algèbre de Lie par n_ et n. En effet, ^' = n_ © m n [n_,n] © n est
une sous-algèbre de Lie de 9. Cette hypothèse n'est pas très restrictive
car on peut toujours remplacer 5 par 5'... c'est d'ailleurs ce que nous
ferons pour les algèbres de Kac-Moody.

LEMME 2.2. — Soit Q une algèbre de Lie graduée vérifiant (Al) et
(A2), alors n et n_ sont des algèbres de Lie de type fini.

Démonstration. — C'est le lemme 18 de [Ma] : soient a < 0 < 6 tels
que ®^<p<50p engendre 5, n' (resp. n'_) la sous-algèbre engendrée par
©(Xp^p'^P- @a<p<o 5p) 5 on montre que n^ e m © n' est une sous-
algèbre de s, elle est donc égale à Q et n = n', n_ = n'_.

3. Exemples cTalgèbres de la classe A

3.1. Algèbres de dimension finie. — Toute algèbre de Lie graduée
de dimension finie de la classe A est semi-simple d'après (A4).

LEMME 3.1. — Soit Q une algèbre de Lie semi-simple.
a) Si Q est graduée alors p = ©p>o Sp est une sous-algèbre para-

bolique, n = ©p>i Sp es^ Ie radical unipotent de p et m = QQ est une
composante réductive de p.

b) Réciproquement, soient p une sous-algèbre parabolique de Q, n le
radical unipotent de p et m une composante réductive de p. Alors il existe
une graduation sur Q telle que m == QQ et n = ©p>i Qp.

c) Une telle algèbre de Lie graduée est dans 7a classe A si et seule-
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ment si on a (A3") : n rencontre de façon non triviale tous les idéaux
simples de 9.

On peut toujours supposer (p ,n ,m) construit comme en 1.1 ([Bo 1]VI
§ 1.7 proposition 20). Dans ce cas, on a l'équivalence : (A3") <^ B\B'
rencontre toutes les composantes connexes du diagramme de Dynkin de
g. Si 0 est simple, on a l'équivalence : (A3") ̂  n / 0.

Démonstration. — Soient () une sous-algèbre de Cartan de Q et
Q = ZA le réseau des racines. Soit / : Q —^ Z un morphisme de
groupes. On construit une graduation sur g en posant, pour p dans Z,
QP = ©{aeçi.f^)^}^'

Montrons que l'on obtient ainsi toutes les graduations sur Q : soit
g = Q) Qp une graduation, l'application linéaire d : Q —> s telle que,
pour X dans flp, d(X) = pX est une dérivation, elle est donc intérieure
et il existe un élément semi-simple H de 3 tel que, pour X dans g,
d{X) == [H,X}. Soit () une sous-algèbre de Cartan contenant H. Comme
() C go? chacun des sous-espaces Qp est stable sous l'action adjointe de ().
Pour toute racine a, il existe un unique entier f(a) tel que ^a C QfÇa)' 011

a /(a + /?) = /(a) + /(/3) et /(-a) = -f{a) dès que cela a un sens. On
peut donc prolonger / en un morphisme de groupe du réseau des racines
dans Z ([Bo 1, VI, § 1.6, corollaire 2 de la proposition 19]).

Pour toute sous-algèbre î de Q stable par ad () on note Aç = {a ç A |
S" C C}.

a) On peut supposer que la graduation est construite comme ci-
dessus. L'égalité Ap U -Ap = A prouve que p est une sous-algèbre
parabolique de g ([Bo 2, VIII, §3.4, proposition 11]). Les égalités An =
{a ç. Ap | -a ^ Ap} et Am = Ap D -Ap prouvent que n est le radical
unipotent de p et que m est une composante réductive de p ([Bo 2, VIII,
§3.4, proposition 13]).

b) On peut supposer (p,m,n) construits comme en 1.1. Montrons
que la graduation associée à un morphisme f : Q —> J. donné par
/(a) = 0 lorsque a est dans B' et /(a) > 0 lorsque a est dans B\B'
convient. On a les égalités : Am = [a ç. A ; a| ^ = 0} = [a =
Ei<^r^^ € A | Va, e JBVB' on a n, = 0} = {a ç A | f{a) = 0}
et An = {a ç A+ ; a\^ 0} = [a = Ei<z<r71^ e A+ 1 ̂  e ̂
avec ni -f- 0} = {a e A | /(a) > 0}. Ceci prouve bien les égalités m = Qo
et n = ©p>o 0p.

c) Soient s = ©s(î) la décomposition de s en idéaux simples,
p(î) = p H g(î), n(î) = n H fl(î) et n_(î) = n_ n g(î). p(î) est une sous-
algèbre parabolique de Q(i) et on a n = ©n(î), n_ = ©n-(î). Les algèbres
n et n_ engendrent Q si et seulement si, pour tout î, les algèbres n(î) et
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418 Y. BENOIST

n_(î) engendrent g(î).
On peut donc supposer Q simple et on veut montrer que si n / 0 alors

n et n_ engendrent 5. Soit g' la sous-algèbre engendrée par n et n-, il
suffit de montrer que, Va ç B U -B, 3° c s'. C'est clair si a € B\B'. Si
a e B ' , écrivons B = {a i , . . . , a,.} avec, Vî = 1,... ,r - 1, (a,,a,+i) < 0.
Fixons i tel que ai = a et j tel que c^ ^ B ' , on a par exemple i < j.
Posons /? = Z^^ o;fc et 7 = a + /?, on vérifie facilement que f3 ç A et
7 e A ([Bo 1, VI, §1.6, corollaire 3 de la proposition 19]). On en déduit
[^fl"^] = 0", or ^ C n et 0-^ c n_, donc ̂  c g'. On fait de même
pour a ç. -B, ce qui prouve (A3).

Remarques. — Si, dans b), on choisit / de telle sorte que f(a) = 1
lorsque a est dans B\B1', alors l'algèbre de Lie n (resp. n_) est engendrée
par gi (resp. s-i). En effet, 0-iCgoœgi engendre Q et on procède comme
dans le LEMME 2.2.

Si Q est une algèbre de Lie semi-simple graduée, on a Q^ = ^ et
Jg = J ' g

3.2. Les algèbres de Kac-Moody. — Soient A = (a^)i<^<^
une matrice de Cartan généralisée (i.e. Vîû^ = 2; Vz 7^ j a^ e ^N^t
a^ = 0 ̂  a^î = 0) et g l'algèbre de Lie graduée définie par les générateurs
(^,e,,/,)i<,<^, avec d°hi = 0, d°e, = 1, d°fi = -1, et les relations Vîj
[A,,^-] = 0, [hi,ej] = aijej, [hi,fj] = -a^-, [e,,^-] = ^-/i, (avec les
notations de [Ka 2, remarque 1.5], on a g = 0'(A)). Soit r un idéal gradué
(sur Z) de § et g == g/t.

LEMME 3.2. — Avec les notations ci-dessus, Q est dans la classe A.
Démonstration. — Le théorème 1.2 de [Ka 2] donne (A2). (Al) et

(A3) sont clairs. Pour montrer (A4), il suffit de voir que si t est un idéal
Z-gradué de codimension finie de g alors g/r est semi-simple.

Soit Q = ®^i Za^, Q est gradué sur Q par d°hi = 0, d°e, = a^
d°fi = -û^. Quitte à remplacer r par un idéal Ç-gradué plus petit, on
peut supposer t gradué sur Q (utiliser les n familles à un paramètre
d'automorphismes de Q associées aux n dérivations définies par la Q-
graduation). On se ramène alors au cas où A est indécomposable ([Ka 2,
§1.2]).

Si A n'est pas de type fini ([Ka 2, §4.3]), on a forcément r = Q ([Ka 2,
propositions 1.7 et 4.9]).

Si A est de type fini, ô/r est simple ou nulle ([Ka 2, théorème 9.11]);
car, comme é/r est de dimension finie, les éléments (ade,)1"^^) et
(adfî)1"0^^) sont dans r pour tout i -f- j.
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MODULES LOCALEMENT NILPOTENTS 419

3.3. Autres algèbres de la classe A. — Toute algèbre de Lie
"graduée simple" vérifiant (A2) est de la classe A (par exemple, les
algèbres de Cartan cf. [Ka 1, §111.1]). Certaines extensions centrales
d'algèbres de Lie graduées simples sont dans la classe A (par exemple,
l'algèbre de Virasoro t) = ((ënçî^n) ® cz avec [^^n] = 0 et
[Ln, Lm\ =(n- m)Ln^m + l/12(7i3 - n)6n,-mZ pour n et m dans Z).

4. Propriétés des algèbres de la classe A
Reprenons les notations du 2 et énonçons les résultats centraux de cet

article.

4.1. n-coïn variant s des ^-modules n-localement niipotents.

PROPOSITION 4.1. — Soient g une algèbre de Lie graduée de la
classe A, M un g-module et ^ \ M —> IIje^ ^i ^e morphisme de g-
modules donné par y (m) = (m + IM)içjg.

a) (p induit (par passage aux quotients) un isomorphisme de m-
modules (p : M^^^^—:->L(M)^^^^(= @i^j (Mjr)^^) et donne une

identification de ^-modules : lim -^nfc,n€_~:-^^JeJr ^ i '
b) Si Vm ç M, 3n > 0 tel que n^m = 0, alors (p induit un

isomorphisme de p -modules y : M^k-^LÇM)^ (= @i^j (-^i)^)'
En particulier, Mn = 0 <^ M n'a pas de quotient gradué simple de

dimension finie.

Remarques. — Si Q est de dimension finie, on a l'équivalence : Vm ç M,
3n > 0 tel que r^m == 0 <^ M est n-localement niipotent.

Soient 0 une algèbre de Lie graduée et r un idéal gradué de codimension
finie. Supposons que g/r n'est pas semi-simple et montrons qu'alors
on peut construire un g-module gradué de dimension finie non semi-
simple mais n-localement niipotent : si l'action adjointe de Q dans g/r ne
convient pas, c'est que g/r est réductif, on construit alors facilement un
tel module nul sur [0,9]. Ceci prouve que l'hypothèse (A4) est nécessaire
pour montrer 4.1.b.

4.2. Calcul de U/nkL^+Une9

PROPOSITION 4.2. — Soit g une algèbre de Lie graduée de la classe
A. Le morphisme de (Q,g)-bimodules ̂  : U —^ IIpegA ïiomc(F^F) donné
par ^('u)^(a:) = ux VIA ç. U Vrr ç. F induit :
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420 Y. BENOIST

a) un isomorphisme de (5, m)-bimodules de dimension finie

^^/^_+^—— Q Homc^-^F)
Fe^

b) un isomorphisme de (p^)-bimodules

^/n^+^-^ Q Homc(F<F^).
Fe^

Les parties b) de ces propositions sont le résultat central de cet article.
Les parties a), plus faciles, leurs sont analogues et forment plus ou moins
une étape dans la démonstration des parties b). Les démonstrations des
propositions 4.1 et 4.2 vont de pair et sont menées dans les deux prochaines
parties.

5. La graduation de U/nku-^une

Nous étudions en 5.1 et 5.2 le g-module tl/y^k ̂ ^ ; nous comparons
en 5.3 les m-modules Uj^u^u^ et ^/un^+un^^ nous explicitons en 5.4
le cas Q = Si{Ï).

5.1. — Commençons par un lemme technique. Notons ^(m) (resp.
^(s)) la filtration habituelle de l'algèbre enveloppante de m (resp. de g).

LEMME 5.1. — Soient Q une algèbre de Lie graduée, p > 1, X e Qp et
Y ç g-?. Alors, W > 1, on a

[X,Y^ ç ̂ (m) +^n_ +^.

Démonstration. — Posons H = [X, Y} ç m et notons ad l'action
adjointe. On a

adY(^) =iXê-l[Y,X] mod^-^g)

(ady)W = £(£ - 1)X^[Y,X}2 + êX1-1 [Y, [Y,X}} mod U1-1^)

= t{t - l)^-2^, X}2 mod ̂ -'(fl) + Un-

(9.dYY(X£)=£\[Y,X}£ mod^-l(fl)+^n_

Or (adV)^) = Eo^-^C^Y^X^Y1 = Y £ X e modMn_. On a
donc

H^ = {-lY|^Xi mod^-^s) +^n_.
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MODULES LOCALEMENT NILPOTENTS 421

D'où H^ ç. U^1^) +^n_ +Mn^. Chacun de ces espaces est gradué,
donc H1 e (^-^s^o + (Un-)o + (Mn^)o. Le théorème de Poincaré-
Birkoff-Witt donne l'égalité U(g) = U(n) (g)^(m) (g)Z^(n_), on en déduit
^(^o C ̂ (m) ®^n_. Finalement, ̂  ç ̂ -^m) +^n_ +^.

5.2. — Voici l'étape principale dans la démonstration de 4.2.a.
^LEMME 5.2. — Soit Q une algèbre de Lie graduée vérifiant (Al), (A2)

et (A3), alors Vfc,^ > 1 dimU/^^k ^.y^ < oo.

Remarque. — Lorsque n et n_ sont engendrés par des éléments ad-
localement niipotents, ce lemme est une conséquence de la proposition 3.8
de [Ka2].

Démonstration. — Par récurrence sur k. Soit 1 l'image de 1 e U dans
le s-module gradué M = U/y^k 4.^-

a) Si k = 1. — Considérons l'idéal bilatère ïi = (Un- +Un£)^U(m)
de U(m). Montrons que dim^(m)/J^ < oo.

D'après (A2) et (A3), on peut choisir une base de m Hi = [Xi,Yi\
i = l , . . . ,n avec Xi ç ^, Yi ç. Q-p^pi > 1. On en déduit l'égalité
U(m) == ^^"^(m) + ïi. En effet, montrons par récurrence sur d que
^(m) C ̂ -^(m) + la. C'est clair si d < n(i - 1). Si d > n(i - 1), il
suffit de voir que si ^i + • • • + in = d alors H^ ... H^ ç ̂ "^(m) + In ; or
il existe i tel que ̂  > £, ce qui permet de conclure car Hf e ̂ "^m) +^
(LEMME 5.1). Ceci prouve que dim^(m)/J^ < oo.

Le module M est un quotient gradué des modules N = U/ui^un^ et

^f = Ulm^u^_. Comme espace vectoriel gradué, on a par le théorème
de Poincaré-Birkhoff-Witt,

N = M(n_) (g) (^(m)/^) (g) (M(n)/n^(n));

or dimU(m)/I^ < oo et, comme n est une algèbre de Lie de type fini
(LEMME 2.2), dim^(n)/n^(n) < oo. Donc N = (Bpeï N? est un module
gradué tel que d'une part Vj? ç. 1 dimNp < oo et d'autre part 3po > 0 tel
que Vp > PQ Np = 0. En raisonnant de même avec N^ on en déduit que
M est un module gradué M = ©pi<p<po Mp avec dimMp < oo.

b) Si k > 1. — Soient (Y^=i,...,y une famille de générateurs ho-
mogènes de n_ (LEMME 2.2), pi = -d°Yi, Vi = Vj et Mi = Uvi. Le
module M/ Mi+---+Mr. = ̂ /L{n--{-un^ es^ de dimension finie.

Soient (X^=i^^s une famille de générateurs homogènes de n et
b = sup(d°Xj). Pour p ' > bp, on a l'inclusion Up' C Ux^', donc, en
posant qi = U + p^ on a n^Y, c Ux^ et n^Vi = 0; d'autre part
n .̂"1^ = 0. Le module Mi est donc un quotient du module de dimension
finie U/v^k-i^y^. On en déduit dim M < oo.
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5.3. La graduation de U/n^Wn^

LEMME 5.3. — Soit Q une algèbre de Lie graduée vérifiant (Al) et
(A2). Soient k,t> 1.

i) 3po > 0 tel que Vp > po (Ul^uw^)p = 0.
ii) Vp C Z, 3m > 1 ^e/ que (U/n^-^-un^p e5^ nn quotient de

(U/Un^+Un^p-

Lorsque Q vérifie en outre (A3), les LEMMES 5.2 et 5.3 prouvent que
l'action de m dans Ujx^U-^-Ux^ par multiplication à gauche est localement
finie.

Démonstration. — Soient (^)j==i,...,s une famille homogène de généra-
teurs de n et b = sup(d°Xj).

(i) Soit PQ = bk\ \/p > PQ on a Up C x^U.
(ii) Si p < po, soit m = po - p; on a (Un^)? C (Er^p+m^n!?)? C

(n^),.
Remarque 5.3. — Soit g une algèbre de Lie graduée telle que n et n_

sont engendrées par gi et ^_i respectivement, alors
(i) Vp>Â;(^/n^+^)p=0.

(ii) Vp < k {U/^^un^p = {U/y^_-p^^)p.
En effet, Vr > 0 on a x^U = (fli)^ et ̂  = (81)^0. Donc si p > k on

a (n^)p = Up; et si j? < k on a (n^)p == (Un^p :

(n^)p = ((Si)'^)^ = (Qi^Up-k = (01)^0(0-1)^

= ̂ (ô-i)^ = (M • (0-1)'-"), = (U^p.

5.4. Une formule dans S£(2).

COROLLAIRE 5.4. — 5oîe7^ 5 = 5^(2, C) de base (H,X,Y) avec
[H,X] = 2X, [H,Y} = -2Y, [X,Y\ = H et k,t > 1, on pose
Pk,eW = (H - f c + l ) . . . ( ^ -1)H...(H +£- 1). On a Pk^H) e
X^^Y^Y^U^X1.

On peut faire jouer à cette formule un rôle central dans la démons-
tration de certains cas particuliers des PROPOSITIONS 4.1 et 4.2. Nous ne
l'utiliserons pas par la suite. Il serait intéressant d'en avoir une version
plus explicite (pour t = 1, cf. [Bo 2, VIII §12.5, lemme 4]).

Démonstration. — S est une algèbre de lie graduée par d°Y =
-1, d°H = 0, d°X = 1. D'après le LEMME 5.2 le «5-module N =
^{^)llÂ(S}Ykw(S}xt es^ ^e dimension finie. Soit v l'image de 1 dans N.

Décomposons N = d<.<^ Nj en somme directe de modules simples
et écrivons v = ̂ K^m'^ avec V3 e -^5 on a ^£vj = ̂ kv^ = 0- Soit
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Fn le 5-module simple de dimension n + 1 ; les valeurs propres de H
dans {x ç Fn/X^-x = Ykx = 0} sont dans {-i + 1 , . . . ,A ; - 1}. Donc
PkAH)vj = 0 et Pk^H)v = 0.

On a donc Pk^(H) ç L((S)Yk + U^X^. Or P^ÇH) est un élément
de U(S) homogène de d°0, donc Pk,e(H) e (^(^V^o + (U(S)Xe)o et
p^(i3T) ç xku(S)Yk + y^/(<?)J^. '

6. Démonstrations de 4.1 et 4.2

6.1. Démonstration de 4.1.a. — Distinguons deux cas.

1er cas : M = U. — M^k^c_ est égal à ̂ /n^+n^ et a ̂ onc une struc-
ture de (m, fl)-bimodule. Il est gradué et de dimension finie (LEMME 5.2).
Il est donc semi-simple comme ^-module d'après (A4). La décomposition
en composantes isotypiques s'écrit ^/n^+n^^©je^/n^+n^+j;
Pisomorphisme est donné par l'application (p. Remarquons que dans cette
somme, il n'y a qu'un nombre fini de termes non nuls.

2e cas : M est un 0-module quelconque. — On a l'égalité de m-modules

^n^-^^/n^+n^) <^U ̂

(U/n^u-^-n^u est un (^0) - bimodule)

-^ (B (^/n^+n< ^+j) ̂  M (d'après le 1er cas)
I ^ J g

——Q(Mz)n.^_.

lejg

On vérifie aisément que l'isomorphisme ainsi construit est donné par
l'application (p.

Remarquons que lim (Mjr)^ ^ = Mj VJ ç. Jg et que Vfc,^ l'es-
<<——k,i ' ~

pace (Mj)^fc „€ est nul sauf pour un ensemble fini de valeurs de I . On
en déduit lim {G)içj (^j)nfc,n^) = Tliçj ^i' ^)50U l'identification

k^e
lim M^k ̂ _ = T[içj ^i (lul est clairement une identification de 3-

k 5-c
modules.

6.2. Démonstration de 4.1.b. — Distinguons quatre cas.
1er cas : M est un g-module gradué de dimension finie. — D'après

(A4), M est un ^-module semi-simple donc d'après la dernière Remarque
de 3.1, on a M—^ (ëiçj ^i et 1e résultat s'en déduit.
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2e cas: M = U/U^. — M est un ^-module gradué. Pour montrer que
(p induit un isomorphisme :

UI^UW^——^ (^ (^/nkU+Un^l),
lejg

il sufBt de voir que, \/p ç. Z, (p induit un isomorphisme :

(^/n^+^)p-^ Q) (^/n^Wn<+j)p.
I^g

Fixons p ç Z.
D'après le LEMME 5.3, on peut trouver m ç N tel que

(M/n^+^)p = (^/n^+^n^+^n^p-

Le premier cas appliqué au module de dimension finie Ujux^w^
(LEMME 5.2) donne

(^/n^+^n^+^n^p——> ̂  (Ll / n^UWn^+Un^l) y-
Içjg

C'est-à-dire
(^/n^+^n^p-^ Q) (^/n^+^n^+j)p

içjg

qui est Pisomorphisme souhaité.
3e cas: M = CMo; où Ma^U/Un^. — Cela résulte immédiatement

du deuxième cas.

4e cas : Vm ç M, 3yi > 0 tel que n^ = 0. — On peut trouver une
suite exacte de s-modules P1 -^ P° -> M -^ 0 où P1 et P° sont comme
dans le troisième cas. Le diagramme commutatif

————. M^ ————> 0po1^

^ ^

Qiej^0^ ———— n^Wn1-
prouve que ^(M^k) C ®^ç^(Mj)^fc. Le fait que y? est un isomorphisme
de M^k sur L{M)^k est une conséquence du diagramme commutatif

^ ———— P°k ———— Mn. ———— 0

N ^ l p°

£(P1),. ———— L(P°)^
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dont les lignes sont exactes et dont les deux premières flèches verticales
sont des isomorphismes.

6.3. Démonstration de la proposition 4.2.
a) Pour tout F dans g^, le morphisme de (0,s)-bimodules ^p ''

U/lF-^îîomcÇF^F) donné par ^p(u)(x) = ux est un isomorphisme.
Par passage aux quotients on obtient un isomorphisme de (g,m)-bimo-
dules ^F '' ^/^n^+^+Jjr'^Homc^11-'" ,F). On a donc, comme en
6.1

^•lux^^-U^——> \j) ^/Un^+Un^lF
FC^

— 9 Homc^-^F).
FÇ^

L'isomorphisme ainsi construit est l'application ^r.
b) L'affirmation est une conséquence de la PROPOSITION 4.1.b pour

le module U/Un1 et de Pisomorphisme de (p, p)-bimodules que l'on déduit
de ^F VF e ̂

^F ^/n^+^+^^Homc^^^).

7. Applications aux algèbres de Lie semi-simples
Reprenons les notations de 1.1.

7.1. — Pour A dans P4', on note F\ le ^-module simple de plus haut
poids A et I\ son annulateur dans U. Soient Am C A les racines de () dans
m, A^ = A"^ D Am, Wm le groupe de Weyl de m, wi l'élément de Wm tel
que w^ nA^ = 0 et P^ = {A e ()*/Va e A^ ,(A,a) e N} D P+. Pour
A dans P^, on note EA le m-module simple de plus haut poids A.

THÉORÈME. — Soient Q une algèbre de Lie semi-simple, p = m 0 n
une sous-algèbre parabolique, M un Q-module n-localement niipotent et
k,£^ 1.

On suppose que n rencontre tous les idéaux simples de Q. On a alors
des isomorphismes canoniques (donnés comme en 4.1 et 4.2)

a) de p-modules : Mnk-^Q^p+ÇMi^)^
b) de (p,p)-bimodules : ̂ /n^+^-^©AeP+ HomcGF^GFA)^)
c) de (m, m)-bimodules : U/nuwn-^ ©Aep+ Homc^A, ̂ wiwoA).

Démonstration.
a) et b) sont des conséquences des PROPOSITIONS 4.1.b et 4.2.b et du

LEMME 3.1.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



426 Y. BENOIST

c) Cela résulte du b) car F^ est un m-module simple de plus haut
poids À et (F\)n est un m-module simple de plus bas poids W()A.

Remarques.— Soit pn l'élément de (}* donné par : (pn?^) = 0
pour a dans B ' et (pn,ûi) = 1 pour a dans B\B^ alors comme ()-
module (I^)" est la somme des espaces de poids p, de F\ pour ^ tel
que 0 < (pn? A — /^) < £ — 1 et (-Fx)^ est là somme des espaces de poids
/A de F\ pour ^ tel que 0 < (pn^ — W()A) < k — 1.

La même méthode permet d'obtenir une description analogue pour
^/n^+^n^ °ù n/ est une sous-algèbre de g ad ̂ -invariante telle que n' et
n_ engendrent Q (par exemple, si n = ïï0, on peut prendre n' = 0°'° où
o;o est la plus grande racine).

7.2. Une base de Uj^uw^'
Pour a € A, on note Sa la symétrie de ï)* : Sa(\) = A — (A,0^)0 et

on choisit un <?^(2)-triplet {Ha^XaiVa) associé à a : Ha C ï), Xa € s^,
Ya € 0-^ et [H^Xa} = 2X^ [H^Ya} = -2Y^ [X^Ya] = H^ On note,
pour i = l , . . . , r 5, = Sa, et (lî^X^y^) = (B^,X^,y^).

Rappelons la construction due à D. N. VERMA [Ve], pour w ç:W et X ç.
P^ d'un élément Uw,\ de Z^(n0_) : soit w = 5^ ... «s^ une décomposition
réduite de w et, pour j == 1,... , d, soit T^ = (<s^_^ ... s^ (A), a^.), alors
l'élément î/zy^ = ̂ d • • • Y^1 ne dépend pas de la décomposition réduite
choisie. On pose U\ = Uwo,\'

COROLLAIRE 7.2. — Soient Q une algèbre de Lie semi-simple, X ç. P^~
et Ù\ l'image de U\ dans le ((), ï))-bimodule U/n^u+Un^ ; alors Ù\ est un
vecteur de poids (woA,A). La famille {Ù\)\çp+ est une base àeUj^uw^-

Démonstration. — D'après le théorème, on a un isomorphisme de
(ï), i))-bimodules

^ ^/ng^+^ne——> ÇQ ^{wo\,\)
\<EP+

OU

C(^,)=Homc(F^,(FA)nJ

est un ((), ())-bimodule de dimension 1 de poids (woA,A).
Choisissons, VA € P^ un vecteur non nul v\ 6 F\ de poids A. Pour

montrer que U\ est un vecteur non nul de poids (woA, A) il faut et il suffit
de voir que

(i) V^ ̂  A UxVf, € n0F^
(ii) Uxvx (JE U0FA.
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Remarquons que Uw,\Vp, est un vecteur de poids /A+wA-A. Supposons
que U),v^ ^ n0F^. On en déduit ^ 4- W()A - A = wop,. Soit î ç {1, . . . ,r},
choisissons une décomposition réduite wo = s^ ... 5^ telle que îi = z ;
on en déduit Y^^v^ / 0 d'où (A,û^) < (/x,^), pour tout i, puis
(-woA,^) < (-wo^o^), pour tout 2, et (A-woA,^) < (^-wo^a^),
pour tout 2. Or A - W()A = /A - WO/A, donc ces inégalités sont des égalités
et A = [L. Ceci prouve (i).

Choisissons une décomposition réduite WQ = s^ ... s^, posons VQ,\ =
Y), et, pour d = l , . . . ,n , posons w^ = 5^...^ et ̂  = ^/A^À.
Montrons par récurrence sur d que 'y^ est non nul; Vd,\ est un vecteur
de poids extrême w^A, il est donc annulé par Xi^ ; donc si Vd \ ^ 0, le

(wdA,aY , )
vecteur Vd-^i,\ = Y^ d+l v^\ est non nul. Ceci prouve (ii).

On en déduit que la famille (Ùx)\çp+ est une base de U/n^un^

7.3. n0-coïnvariants de certains modules induits. — Soient
SW = U{^} l'algèbre symétrique de () qui est aussi l'algèbre des po-
lynômes sur i)* et VA ç i)* M\ = {P e S'(1))/P(A) = 0}.

COROLLAIRE 7.3. — (fl semi-simple). Soient E un ^-module (que
l'on considère comme un b-module avec une action de n^ triviale), M ==
^(fl) ^>u(b) E le Q-module induit et, pour p, dans ()*, M^(p.) = {m ç.
MnJ^H e (), Hm = p.(H)m} ; alors

a) ^0 = ©AÇP+ Mn^woX)
b) VA € P^ l'application \\ : E -> M donnée par \\(e) = U\e

induit un isomorphisme d'espaces vectoriels \\ : E/MxE-^M^ÇwoX).
Démonstration. — Considérons le (fl, i))-bimodule U/Un^ ; on a l'éga-

lité de s-modules M = U ^uw E = {UjU^ (g)^) E. Donc, comme
()-module, on a l'égalité M/n^M = (U/n^+u^) ̂ uw E ' Le résultat est
alors une conséquence du COROLLAIRE 7.2.

8. Remarques sur les algèbres de la classe A
Reprenons les notations du 2.

8.1. Modules graduables de dimension finie.

COROLLAIRE 8.1. — Soient Q une algèbre de Lie graduée de la classe
A et F un Q-module simple de dimension finie, les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(a) F est graduable.
(b) F^O (résp. (b') F"- ^0).
(c) F/nF + 0 (resp. (c') F/^_F / 0).
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(d) IF est un idéal gradué.

Remarques. — Ceci explique, a posteriori, pourquoi les modules
simples non graduables ne contribuent pas dans les diverses formules des
PROPOSITIONS 4.1 et 4.2.

Il peut exister des ^-modules simples de dimension finie non graduables.
Exemple. — Q == 5^(2, C[t, t~1})^ algèbre de Lie des matrices 2 x 2 de

trace nulle à coefficients dans l'anneau des polynômes de Laurent, g est un
/ 2 _2\

quotient gradué de l'algèbre fl '(A) pour A = ( _ ) (c/. 3.2 et [Ka 2,

théorème 7.4]. La graduation induite est donnée par Qo = C ^ j ,

^(s^CS)6--^-0^^;)-^
donc n = Si(2, ̂ C[t])eC ( /. ]. Soit F le g-module simple de dimension

2 donné par le morphisme d'algèbres de Lie Q —^ Si(2, C) qui envoie M(t)
sur M(l). On a F" = 0.

Les ^-modules de dimension finie qui ne sont pas graduables ne sont
pas forcément semi-simples; en particulier, si r est un idéal gradué de
codimension finie de s, alors l'algèbre de Lie g/r n'est pas forcément
semi-simple.

Exemple. — Soient g et n comme ci-dessus et F ' le ^-module de
dimension 4 donné par le morphisme d'algèbres de Lie g —> <?^(4, C) qui
envoie M(t) sur

/M(l) M'(l)\ . „„,. d
[ 0 M(l)) ou M( l)=^MWlt=l•

L'hypothèse (A4) n'est pas inutile dans ce corollaire, comme le prouvent
l'algèbre de Lie commutative de dimension 1 g = g-i = CY et son module
de dimension 1 F = Cv avec Yv = v.

Démonstration. — (d)=^(a)=^(b) est clair.
(b) ̂  (c) est clair.— Dans ce cas, la réunion Ufcx)-^" est un

sous-module de F qui est donc égal à F.
(b) et (c) =^ (d). — La PROPOSITION 4.1.b prouve qu'il existe

1 e Jg tel que Fj / 0. On a donc Fi = F et 1 C IF d'où I p = I .

8.2. — Pour une algèbre de Lie graduée simple de dimension infinie, la
PROPOSITION 4.2 est moins jolie que pour une algèbre de Lie semi-simple
de dimension finie : on comparera le corollaire suivant au THÉORÈME 7.1.
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COROLLAIRE 8.2. — Soit Q une algèbre de Lie graduée vérifiant (Al),
(A2), (A3) et n'ayant pas d'idéal gradué de codimension finie autre que Q.
Alors VM>1

U/un^u^=U/QU-^C

et U/n^Un^U/QU-^C.

Démonstration. — Soit 1 ç. Jg alors 1 D g est un idéal gradué de
codimension finie de 5, donc l r \ Q = Q e t I = gU. On utilise alors la
PROPOSITION 4.2.
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