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n-COINVARIANTS DES g-MODULES
n-LOCALEMENT NILPOTENTS

PAR

YvEs BENOIST (*)

RESUME. — Soient g une algébre de Lie semi-simple et p = m @ n une sous-
algébre parabolique. Nous décrivons, pour tout g-module M n-localement nilpotent,
le p-module M/ ,, en fonction des quotients simples de dimension finie de M.

ABSTRACT. — Let g be a semi-simple Lie algebra, p = m@®n be a Borel subalgebra
and M be a n-locally nilpotent g-module. We describe the p-module M/ i, in terms
of the finite dimensional simple quotients of M.

1. Introduction

1.1. — Soient g une algebre de Lie semi-simple complexe, I = U(g)
son algébre enveloppante, b une sous-algebre de Cartan de g, §* son dual,
A C b* le systéme de racines, W le groupe de Weyl et ( , ) la forme
bilinéaire sur §* duale de la restriction de la forme de Killing & §. Pour
a € A, on note g* ’espace de poids a et a¥ = 2a/(a, a) la coracine.

Soient A* un systéme de racines positives, B = {a, ..., a,} ’ensemble
des racines simples, ng = @, ca+ 8% Mg = Docat+ 7% b =Hh @ ny,
wo 1’élément de W tel que woAt N At =0 et Pt = {A € h* | Va €
At (), a) € N} 'ensemble des poids entiers dominants.

Soient B’ une partie de B, a = {H € h | Va € B',;a(H) = 0},
n = [a,ng], n_ = [a,ng_], m = {X € g | VH € a,[H,X] = 0} et
p = m ® n la sous-algebre parabolique associée & B'. Soient k,£ > 1.

1.2. — Soit M un g-module n-localement nilpotent (i.e. Vm € M
VX € n 3n > 1/X"m = 0). Nous décrivons le p-module M/, en

(*) Texte regu le 20 mars 1987, révisé le 11 juin 1987.
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414 Y. BENOIST

fonction des quotients simples de dimension finie de M. Ceci nous permet
de calculer le (p, p)-bimodule U/ xy441yne (THEOREME 7.1).

En particulier, nous montrons que le (b, h)-bimodule U/ nyu+un, €st
isomorphe & @,cp+ C(wor,n) €t donnons un relevement & I des droites
C(wor,») (COROLLAIRE 7.2). Ceci répond par 'affirmative & une conjecture
de M. DurLo.

De fagon analogue, nous décrivons, pour tout g-module M, le quotient
M/ wxpr 40ty €t identifions (li;n,C ZM/nkM+nl_M (ProposiTIONS 4.1.a et

4.2.a).

1.3. — La démonstration est basée sur I’existence d’une graduation
9 = Dpcz 9y telle que m = go, n = P08y €t n_ = ®p<0 8p, SUr
’étude du g-module U/yns 1yne €t sur la semi-simplicité des g-modules
de dimension finie.

Une partie de ces résultats se généralise (PROPOSITIONS 4.1 et 4.2) &
une classe d’algebres de Lie graduées (appelée classe A) contenant, outre
les algébres de Lie semi-simples, les algebres de Kac-Moody, les algebres
de Cartan, l’algebre de Virasoro. ..

Je remercie A. Bouaziz et M. DurLo pour d’intéressantes discussions
a ce sujet.

1.4 Plan.
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2. La classe A d’algébres de Lie graduées

2.1. Notations. — Soit g une algébre de Lie (sur C) graduée (sur
Z):g= @;;ez 9p avec [gp, 8g] C Gp+q- On note m = go, n = ®p>o 9p>
n=@, gpetp=mon

Soit U = U(g) l'algebre enveloppante de g qui est aussi naturellement
graduée : Y = ®p€Z U,. Pour tout sous-espace vectoriel Ade U, p€ Z et
g € N*, on note A, = ANU, et A? le sous-espace vectoriel de I engendré
par les éléments de la forme a; . ..a, avec a; € A. On dit que A est gradué
si A= @D,z Ap- Dans ce cas, on pose (U/A), =Uy,/A,.

ToME 116 — 1988 — ~n° 4



MODULES LOCALEMENT NILPOTENTS 415

Un g-module M est dit graduable s’il admet une graduation M =
@D,z My avec g, M, C M, et gradué si on a choisi une telle graduation.
Un module gradué est dit “gradué simple” s’il est non nul et s’il n’admet
pas de sous-module gradué autre que {0} et lui-méme.

Soient g” I’ensemble des (classes d’équivalence de) g-modules simples
de dimension finie et J l’ensemble des idéaux bilatéres maximaux de
codimension finie de . Pour F' € g", on note Ir son annulateur dans 4.
L’application F' — Ip est une bijection de g* sur J. Un idéal bilatere
gradué de U est dit “gradué maximal” s’il est maximal parmi les idéaux
bilatéres gradués différents de U.

Soient gy ’ensemble des g-modules simples graduables de dimension
finie et J, I’ensemble des idéaux bilateres “gradués maximaux” de co-
dimension finie de 4. Remarquons que tout module “gradué simple” de
dimension finie fournit un élément de g7, que la graduation sur F' € g;
est unique (& translation par un entier prés), que J, est inclus dans J et
que l'application F' — I induit une bijection de gy sur J,; cela résulte
du LEMME 2.1 ci-dessous.

Pour A,B C U et M un g-module, on note M4 = {m € M | Vu €
A,um = 0} Pespace des A-invariants, M4 = M/apn l'espace des A-
coinvariants, M48 = MAYB et M4 p = Mayp; ainsi, pour F € g*, My,
est le plus grand g-module quotient de M qui soit une somme directe
de modules isomorphes & F. On pose L(M) = @ 7, M1, L(M) est un
g-module localement fini (i.e. Vm € L(M) dimUm < o).

LEMME 2.1. — Soit R = D,z Ry une algébre associative graduée

(avec unité).

a) Soit V = @pez Vp un R-module “gradué simple” de dimension
finie, alors V est un R-module simple.

b) Soit V un R-module simple graduable de dimension finie, alors la
graduation sur V est unique & translation par un entier prés.

c) Supposons R “graduée simple” (i.e. {0} est un idéal bilatére
“gradué mazimal” de R) et de dimension finie, alors R a un unique module
simple graduable V et R s’identifie & End(V') comme algébre graduée.

Démonstration.

a) Montrons que pour tout v dans V, on a I’égalité Rv = V. Ecrivons
pourcelaV =D, <,<,, VpavecVp, #0etv =37 . vpavecv, #0.
Le sous-module Rv,, est gradué, il est donc égal a V. On déduit les
égalités : Rp,_q,v = Rpy_q,vq, = Vp, donc Rv O RV, = V. Clest ce
que 'on voulait.

b) Soient d; (¢ = 1,2) deux graduations de V. Soient D; : V — V
les applications linéaires données par D;(v) = 2Pv pour tout élément v tel
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416 Y. BENOIST

que d;(v) = p. L’application linéaire Dy o D ! commute a P’action de R,
elle est donc scalaire et d; et ds coincident & un entier prés.

¢) Soit I un idéal & gauche “gradué maximal” et V = R/I. L’algebre
graduée R s’identifie 4 End(V') d’apres a) et V est 'unique module simple
de R.

2.2. — Introduisons une classe d’algebres de Lie graduées adaptée a
notre probléme :

Définition. — Une algebre de Lie graduée est dans la classe A si elle
vérifie (avec les notations de 2.1) :
(Al) g est de type fini (comme algébre de Lie).
(A2) Vp e Z dim g, < oo.
(A3) m C [n_,n].
(A4) Pour tout idéal gradué t de codimension finie dans g, ’algébre de
Lie g/t est semi-simple.

L’hypothese (A3) est équivalente & (A3') : g est engendrée comme
algebre de Lie par n_ et n. En effet, g = n_ ®@mnN[n_,n] & n est
une sous-algebre de Lie de g. Cette hypothése n’est pas tres restrictive
car on peut toujours remplacer g par g'... c’est d’ailleurs ce que nous
ferons pour les algebres de Kac-Moody.

LEMME 2.2. — Soit g une algébre de Lie graduée vérifiant (Al) et
(A2), alors n et n_ sont des algébres de Lie de type fini.

Démonstration. — C’est le lemme 18 de [Ma] : soient a < 0 < b tels
que @, <; 9y engendre g, n' (resp. n_) la sous-algebre engendrée par
@0<pr_gp—(resp. @D.<p<o 8p); On montre que n” G m @ n’ est une sous-
algebre de g, elle est donc égaleda get n=1n', n_=n’.

3. Exemples d’algebres de la classe A

3.1. Algébres de dimension finie. — Toute algebre de Lie graduée
de dimension finie de la classe A est semi-simple d’apres (A4).

LEMME 3.1. — Soit g une algébre de Lie semi-simple.

a) Si g est graduée alors p = @p>0 gp est une sous-algébre para-
bolique, n = @p>1 gp est le radical unipotent de p et m = gy est une
composante réductive de p.

b) Réciproguement, soient p une sous-algébre parabolique de g, n le
radical unipotent de p et m une composante réductive de p. Alors il existe
une graduation sur g telle que m = gg et n = @p>1 9p.

c) Une telle algébre de Lie graduée est dans la classe A si et seule-
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MODULES LOCALEMENT NILPOTENTS 417

ment st on a (A3") : n rencontre de facon non triviale tous les idéauz
simples de g.

On peut toujours supposer (p,n, m) construit comme en 1.1 ([Bo 1]VI
§ 1.7 proposition 20). Dans ce cas, on a ’équivalence : (43") & B\B'
rencontre toutes les composantes connexes du diagramme de Dynkin de
g. Si g est simple, on a ’équivalence : (43") & n #£0.

Démonstration. — Soient h une sous-algebre de Cartan de g et
Q@ = ZA le réseau des racines. Soit f : @ — Z un morphisme de
groupes. On construit une graduation sur g en posant, pour p dans Z,
8 = Diacqir(e)=p 9™

Montrons que ’on obtient ainsi toutes les graduations sur g : soit
g = Gapez gp une graduation, 'application linéaire d : g — g telle que,
pour X dans gp, d(X) = pX est une dérivation, elle est donc intérieure
et il existe un élément semi-simple H de g tel que, pour X dans g,
d(X) = [H, X]. Soit h une sous-algébre de Cartan contenant H. Comme
h C go, chacun des sous-espaces g, est stable sous I’action adjointe de b.
Pour toute racine ¢, il existe un unique entier f(«a) tel que g* C g4(q). On
a fla+B) = f(a) + f(B) et f(—a) = —f(a) dés que cela a un sens. On
peut donc prolonger f en un morphisme de groupe du réseau des racines
dans Z ([Bo 1, VI, § 1.6, corollaire 2 de la proposition 19]).

Pour toute sous-algebre £ de g stable par ad h on note Ay = {a € A |
g% C t}.

a) On peut supposer que la graduation est construite comme ci-
dessus. L’égalité A, U —A, = A prouve que p est une sous-algebre
parabolique de g ([Bo 2, VIII, §3.4, proposition 11]). Les égalités A, =
{a €Ay | —a ¢ Ay} et Aq = Ay N —Ap prouvent que n est le radical
unipotent de p et que m est une composante réductive de p ([Bo 2, VIII,
§3.4, proposition 13]).

b) On peut supposer (p, m,n) construits comme en 1.1. Montrons
que la graduation associée & un morphisme f : ¢ — Z donné par
f(a) = 0 lorsque « est dans B’ et f(a) > 0 lorsque « est dans B\B’
convient. On a les égalités : Am = {@ € A; o =0} = {a =
Si<icy it € A | Va; € B\B'onan; =0} = {a € A| fla) =0}
et Aw = {a € A*; q #0} ={a=3, <, i € AT |3e; € B\B
avecn; # 0} = {a € A| f(a) > 0}. Ceci prouve bien les égalités m = go
et n=D,50 9p-

c) Soient g = @g(i) la décomposition de g en idéaux simples,
p(i) = pNg3), n(é) = nng(é) et n_(3) = n_ N g(2). p(¢) est une sous-
algebre parabolique de g(¢) et on a n = @n(i), n_ = ®n_(3). Les algebres
n et n_ engendrent g si et seulement si, pour tout %, les algebres n(i) et
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418 Y. BENOIST

n_(7) engendrent g(z).

On peut donc supposer g simple et on veut montrer que si n # 0 alors
n et n_ engendrent g. Soit g' la sous-algébre engendrée par n et n_, il
suffit de montrer que, Vo € BU —B, g* C g'. C’est clair si @ € B\B'. Si
a € B, écrivons B = {ay,...,a,} avec, Vi = 1,...,7 — 1, (a;,a;41) < 0.
Fixons i tel que a; = a et j tel que a; ¢ B’, on a par exemple i < j.
Posons 3 = Ei<k<j o et v = a + (3, on vérifie facilement que 8 € A et
v € A ([Bo 1, VI, §1.6, corollaire 3 de la proposition 19]). On en déduit
[87,87%] = g%, or g” Cnet g% C n_, donc g* C g'. On fait de méme
pour a € —B, ce qui prouve (A3).

Remarques. —  Si, dans b), on choisit f de telle sorte que f(a) =1
lorsque o est dans B\B’, alors 1’algebre de Lie n (resp. n_) est engendrée
par g, (resp. g—;). En effet, g_; ® go P g, engendre g et on procede comme
dans le LEMME 2.2.

Si g est une algébre de Lie semi-simple graduée, on a g, = g" et

jg'—_J-

3.2. Les algébres de Kac-Moody. — Soient A = (aj)1<i,j<n
une matrice de Cartan généralisée (i.e. Via;; = 2; Vi # j a;; € —N et
aij =0 ¢ a;; = 0) et g 'algebre de Lie graduée définie par les générateurs
(hi, e, fi)1<i<n, avec d°h; = 0, d°e; = 1, d° f; = —1, et les relations Vi, j
[his hs] = 0, [hise5] = aijej, [hi, 3] = —aijfj, lei, f5] = bishi (avec les
notations de [Ka 2, remarque 1.5], on a § = §'(A4)). Soit t un idéal gradué
(sur Z) de g et g = g/r.

LEMME 3.2. — Avwec les notations ci-dessus, g est dans la classe A.

Démonstration. — Le théoreme 1.2 de [Ka 2] donne (A2). (Al) et
(A3) sont clairs. Pour montrer (A4), il suffit de voir que si t est un idéal
Z-gradué de codimension finie de § alors g/t est semi-simple.

Soit @ = @, Zay, § est gradué sur Q par d°h; = 0, d°¢; = o,
d°f; = —o;. Quitte & remplacer t par un idéal Q-gradué plus petit, on
peut supposer t gradué sur @ (utiliser les n familles & un parameétre
d’automorphismes de g associées aux n dérivations définies par la Q-
graduation). On se ramene alors au cas ou A est indécomposable ([Ka 2,
§1.2]).

Si A n’est pas de type fini ([Ka 2, §4.3]), on a forcément vt = § ([Ka 2,
propositions 1.7 et 4.9]).

Si A est de type fini, §/t est simple ou nulle ([Ka 2, théoréme 9.11]);
car, comme §/t est de dimension finie, les éléments (ade;)' =% (e;) et
(adf;)*~%i (f;) sont dans t pour tout i # j.
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MODULES LOCALEMENT NILPOTENTS 419

3.3. Autres algebres de la classe A. — Toute algebre de Lie
“graduée simple” vérifiant (A2) est de la classe A (par exemple, les
algébres de Cartan cf. [Ka 1, §IIL1]). Certaines extensions centrales
d’algebres de Lie graduées simples sont dans la classe A (par exemple,
'algebre de Virasoro v = (,.7CLn) ® CZ avec [Z,L;] = 0 et
[Ln, L] = (n = m)Lyym + 1/12(n® — n)én,—mZ pour n et m dans Z).

4. Propriétés des algébres de la classe A

Reprenons les notations du 2 et énongons les résultats centraux de cet
article.

4.1. n-coinvariants des g-modules n-localement nilpotents.

PROPOSITION 4.1. — Soient g une algébre de Lie graduée de la
classe A, M un g-module et p : M — HIng M;j le morphisme de g-
modules donné par o(m) = (m + IM)icg,.

a) ¢ induit (par passage aux quotients) un isomorphisme de m-
modules ¢ : My e —>L(M) i o (= @Jng M)y ne ) et donne une

identification de g-modules : hmlC Mok ne = T;e 7, Mi.

b) Si Vm € M, In > 0 tel que n"m = 0, alors ¢ induit un
isomorphisme de p-modules ¢ : M« —>L(M)nk ( @IGJ (M1)ar).
En particulier, M, = 0 <& M n’a pas de quotient gradue simple de
dimension finie.

Remarques. — Si g est de dimension finie, on a ’équivalence : Vm € M,
dn > 0 tel que n"m = 0 & M est n-localement nilpotent.

Soient g une algebre de Lie graduée et v un idéal gradué de codimension
finie. Supposons que g/t n’est pas semi-simple et montrons qu’alors
on peut construire un g-module gradué de dimension finie non semi-
simple mais n-localement nilpotent : si ’action adjointe de g dans g/t ne
convient pas, c’est que g/t est réductif, on construit alors facilement un
tel module nul sur [g, g]. Ceci prouve que ’hypothése (A4) est nécessaire
pour montrer 4.1.b.

4.2. Calcul de U/ kys4yne-

PROPOSITION 4.2. — Soit g une algébre de Lie graduée de la classe
A. Le morphisme de (g, g)-bimodules ¥ : U — [] ¢ ,n Homc(F, F) donné

par ¥(u)p(z) = ux Yu € U Vz € F induit :
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420 Y. BENOIST
a) un isomorphisme de (g, m)-bimodules de dimension finie

W:u/unli_i_unl;) @ HOmc(F“’i’nt,F)
Feg)

b) un isomorphisme de (p,p)-bimodules

U U/ ryggynt — 69 HomC(F"l,Fnk).
Feg)

Les parties b) de ces propositions sont le résultat central de cet article.
Les parties a), plus faciles, leurs sont analogues et forment plus ou moins
une étape dans la démonstration des parties b). Les démonstrations des
propositions 4.1 et 4.2 vont de pair et sont menées dans les deux prochaines
parties.

5. La graduation de U/ ryqynt

Nous étudions en 5.1 et 5.2 le g-module U /x4 4/ne ; DOUS cOmparons
en 5.3 les m-modules U/ nkyqyint €6 U/yns yne; nOUs explicitons en 5.4
le cas g = S¢(2).

5.1. — Commencons par un lemme technique. Notons U4™(m) (resp.
U™(g)) la filtration habituelle de I’algébre enveloppante de m (resp. de g).

LEMME 5.1. — Soient g une algébre de Lie graduée, p > 1, X € g, et
Yeg_p. Alors,V€>1, ona

[X, Y] e Ut (m) + Un_ + Un’.

Démonstration. — Posons H = [X,Y] € m et notons ad I’action
adjointe. On a

adY (X% = £X*7 Y, X] mod U ()
(2dY)2(X% = £(£ - X2V, X)? +eX LY, [V, X]]  mod U 2 (g)
=0l -1)X*?[Y,X]? mod U (g)+Un_
(ad Y)Y X = &Y, X)*  mod U*~(g) +Un_
Or (adY)! (X% = 3 pc;cr(-1)CIY XY = V!X modUn_.On a
donc T

H® = (-1)*/0Y*X* mod U* *(g) +Un_.

ToME 116 — 1988 — ~° 4



MODULES LOCALEMENT NILPOTENTS 421

Dot HY € U*~(g) + Un_ + Un’. Chacun de ces espaces est gradus,
donc H* € (U*71(g))o + UN_)o + (Un)y. Le théoréme de Poincaré-
Birkoff-Witt donne ’égalité U(g) = U(n) @ U(m) @ U(n_), on en déduit
U~1(g)o C U (m) ® Un_. Finalement, H® € U*~1(m) + Un_ + Un*.

5.2. — Voici I’étape principale dans la démonstration de 4.2.a.

LEMME 5.2. — Soit g une algebre de Lie graduée vérifiant (A1), (A2)
et (A3), alors Yk,£ > 1 dimU [ynx 1y4nt < 0.

Remarque. — Lorsque n et n_ sont engendrés par des éléments ad-
localement nilpotents, ce lemme est une conséquence de la proposition 3.8
de [Ka 2].

Démonstration. — Par récurrence sur k. Soit 1 I'image de 1 € U dans
le g-module gradué M =U/yux 1yne-

a) Sik=1. — Considérons I'idéal bilatere I, = (Un_ +Un’)NU(m)
de U(m). Montrons que dimU(m)/I, < co.

D’aprés (A2) et (A3), on peut choisir une base de m H; = [X;,Y]]
t =1,...,n avec X; € @gp,, Y; € g_p,,p; = 1. On en déduit I’égalité
U(m) = U™V (m) + I,. En effet, montrons par récurrence sur d que
Ut(m) c U= (m) + I,. Cest clair sid < n(¢ —1). Sid > n(f —1), il
suffit de voir que si ¢4 + -+ -+ £, = d alors HY* ... Hé» € U4~ (m) +I; or
il existe 4 tel que £; > £, ce qui permet de conclure car HY € U*~1(m)+ I,
(LEMME 5.1). Ceci prouve que dim#(m)/I, < co.

Le module M est un quotient gradué des modules N = U/, yune €t
N' = U/ur,+un_. Comme espace vectoriel gradué, on a par le théoréme
de Poincaré-Birkhoff-Witt,

N =U(n_)® (U(m)/I;) ® U(n)/nU(n));

or dimU(m)/I, < oo et, comme n est une algebre de Lie de type fini
(LemME 2.2), dim#(n)/n‘U(n) < co. Donc N = @, Ny est un module
gradué tel que d’une part Vp € Z dim N, < oo et d’autre part Ipy > 0 tel
que Vp > py N, = 0. En raisonnant de méme avec N’, on en déduit que
M est un module gradué M = @, <,<,,, Mp avec dim M, < co.

b) Si £ > 1. — Soient (Y;);=1,. , une famille de générateurs ho-
mogenes de n_ (LEMME 2.2), p; = —d°Y;, v; = Y;1 et M; = Uv;. Le
module M/ pp, ...t m, = U/[yn_ +une €st de dimension finie.

Soient (Xj;);j=1,.,s une famille de générateurs homogenes de n et
b = sup(d°X;). Pour p' > bp, on a linclusion Uy C UnP; donc, en
posant g; = bl + p;, on a n%Y; C Unt et n%y; = 0; d’autre part
n’i—lvi = 0. Le module M; est donc un quotient du module de dimension
finie U/, 5-1, 1 ne; - On en déduit dim M < oo.
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5.3. La graduation de U/ xy1yne-

LEMME 5.3. — Soit g une algébre de Lie graduée vérifiant (Al) et

(A2). Soient k, £ > 1.

1) 3po > 0 tel que ¥p > po (U/wryuunt)p = 0.

ii) Vp € Z, I3m > 1 tel que (U/nryyunt)p est un quotient de
(u/UnTHJn‘)p'

Lorsque g vérifie en outre (A3), les LEMMES 5.2 et 5.3 prouvent que
’action de m dans U /n*U+Un’ par multiplication & gauche est localement
finie.

Démonstration. — Soient (X;);=1,... s une famille homogene de généra-
teurs de n et b = sup(d°X;).

(i) Soit py = bk; Vp > po on a U, C nkU.
(ii) Si p < po, soit m = po — p; on a UnT)y C (3,5p4mUrn™)p C
(n*U),.

Remarque 5.3. — Soit g une algebre de Lie graduée telle que n et n_

sont engendrées par g; et g_; respectivement, alors
(i) Vp> &k (U/nku+u“e)p =0.
(ll) Vp <k (u/nku+une)p = (u/Unli_p+Un£)P’

En effet, Vr > 0 on a n"U = (91)"U et U, = (g1)"Up. Donc si p > k on
a (n*U), = Uy; et si p < k on a (nFU), = Un*"P), :

(n*U)p = ((8)*U) , = (81) Up—k = (81)*Uo(8-1)*"?
=Up(g-1)" 7 = U (9-1)*77), = UnEP),.

5.4. Une formule dans S¢(2).

COROLLAIRE 5.4. — Soient S = S¢(2,C) de base (H,X,Y) avec
[H,X] = 2X, [HY] = -2Y, [X,Y] = H et k,£ > 1, on pose
PoyH)=(H-k+1)..(H-1H...(H+£-1). On a Py y(H) €
X*US)Y* + YU(S)XE.

On peut faire jouer & cette formule un roéle central dans la démons-
tration de certains cas particuliers des PRoPOSITIONS 4.1 et 4.2. Nous ne
P’utiliserons pas par la suite. Il serait intéressant d’en avoir une version
plus explicite (pour £ =1, ¢f. [Bo 2, VIII §12.5, lemme 4]).

Démonstration. — S est une algebre de lie graduée par d°Y =
-1, d°H = 0, d°X = 1. D’aprés le LEMME 5.2 le S-module N =
U(S)/u(s)y*+u(s)xt est de dimension finie. Soit v 'image de 1 dans N.

Décomposons N = P, < ;<,,, V; en somme directe de modules simples
et écrivons v = ), ;.. v; avec v; € Nj; on a X‘v; = Y¥v; = 0. Soit
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F,, le S-module simple de dimension n + 1; les valeurs propres de H
dans {z € F,/X‘c = Y*z = 0} sont dans {—£+ 1,...,k — 1}. Donc
Pk,g(H)'Uj =0et Py o(H)v=0.

On a donc Py o(H) € U(S)Y* + U(S)X®. Or Py 4(H) est un élément
de U(S) homogene de d°0, donc Py ((H) € U(S)Y*)o + (U(S)X%)o et
Pio(H) € XFUS)Y* + YU(S) X

6. Démonstrations de 4.1 et 4.2

6.1. Démonstration de 4.1.a. — Distinguons deux cas.

1% cas: M =U. — My e est égal U/ iyyqn2 1 et a donc une struc-
ture de (m, g)-bimodule. Il est gradué et de dimension finie (LEMME 5.2).
Il est donc semi-simple comme g-module d’aprés (A4). La décomposition
en composantes isotypiques s’écrit U/ wrzspnt yy— D;e 7, Ul weusnt usrs
I’isomorphisme est donné par I’application ¢. Remarquons que dans cette
somme, il n’y a qu’un nombre fini de termes non nuls.

2° cas: M est un g-module quelconque. — On a I’égalité de m-modules

Mnk,n’_':"(u/uku+n‘;u) ®u M
(U/ wrza4nt 1 €St un (m, g) — bimodule)

= @ U/ rrignt urr) QUM (daprés le 1% cas)
IEJg

= P (Mp) s e -

IEJg

On vérifie aisément que l'isomorphisme ainsi construit est donné par
I’application .
Remarquons que lim (M Dakne = My VI € J, et que Vk,£ es-

pace (Mf)ux ne est nul sauf pour un ensemble fini de valeurs de I. On
en déduit hm (®Ing(Mf)n’° nt) = Il;ez, M1. D’ou lidentification

}Ek M e = Tlje 7, M1 qui est clairement une identification de g-

modules.

6.2. Démonstration de 4.1.b. — Distinguons quatre cas.

1°¥ cas : M est un g-module gradué de dimension finie. — D’apres
(A4), M est un g-module semi-simple donc d’aprés la dernie¢re Remargque
de 3.1, on a M~ @ ; M et le résultat s’en déduit.
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2° cas: M = U/Un’. — M est un g-module gradué. Pour montrer que
¢ induit un isomorphisme :

u/n’cu+unt—:’ @ (u/nku+Unl+1)a
IEJg
il suffit de voir que, Vp € Z, ¢ induit un isomorphisme :
(u/nku+1»ln‘)p':" @ (u/nku+u-¢+1)p-
IEJg
Fixons p € Z.

D’apres le LEMME 5.3, on peut trouver m € N tel que

(U/n'cu+unl)p = (u/nku+Un’_"+Lln‘)p'

Le premier cas appliqué au module de dimension finie U/ynm 1yne
(LEMME 5.2) donne

(u/nku+L1n'_"+Un‘)p’_~" @ (u/nku+un'_"+unl+1)p°
IEJg
C’est-a-dire

U/ wusun) = D U/ wrrunes 1),

1€7,
qui est I'isomorphisme souhaité.

3° cas : M = ®M,, ot M,—U /Un’~. — Cela résulte immédiatement
du deuxiéme cas.

4° cas : Ym € M, In > 0 tel que n"m = 0. — On peut trouver une

suite exacte de g-modules P! — P° — M — 0 ou P! et P° sont comme
dans le troisieme cas. Le diagramme commutatif

PY, — Mo — 0

@IEJQ(PO)"" - HIEJg(MI)nk
prouve que ¢(Myr) C @ ¢ 7 (M7)ar. Le fait que ¢ est un isomorphisme

de M sur L(M),~ est une conséquence du diagramme commutatif

P‘}k —_— ng _— M — 0

‘DOt
L(PY)y —— LP)p —— L(M)yw —— 0
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dont les lignes sont exactes et dont les deux premieres fleches verticales
sont des isomorphismes.

6.3. Démonstration de la proposition 4.2.

a) Pour tout F' dans g, le morphisme de (g, g)-bimodules ¥ :
U/Ip— Homc(F, F) donné par Up(u)(x) = uz est un isomorphisme.
Par passage aux quotients on obtient un isomorphisme de (g, m)-bimo-

_ ~ k €
dules Wr : U/ynk yynt41, — Home(F"="" , F). On a donc, comme en
6.1
u/uu’3+unl—’ @ u/un'1+unt+.rp
Feg)
= €D Home (F"™,F).

Feg)

L’isomorphisme ainsi construit est I’application .
b) L’affirmation est une conséquence de la ProposiTiON 4.1.b pour

le module U /Un* et de 'isomorphisme de (p, p)-bimodules que I'on déduit
de ¥ VF € g)

: ~ £
Up : U/ wirryunt 1, — Home (F™, Fyx).

7. Applications aux algébres de Lie semi-simples

Reprenons les notations de 1.1.

7.1. — Pour ) dans P*, on note F) le g-module simple de plus haut
poids A et Iy son annulateur dans . Soient Ay, C A les racines de b dans
m, At = At NAn, Wy le groupe de Weyl de m, w; ’élément de Wi, tel
que AL NAEL =0 et PE = {) € bh*/Va € AL, () a) € N} D P*. Pour
A dans P}, on note E) le m-module simple de plus haut poids A.

THEOREME. — Soient g une algébre de Lie semi-simple, p = m @ n
une sous-algébre parabolique, M un g-module n-localement nilpotent et
k,2>1.

On suppose que n rencontre tous les idéauz simples de g. On a alors
des isomorphismes canoniques (donnés comme en 4.1 et 4.2)

a) de p-modules : Moy — @, cp+ (M1, )t
b) de (p, p)-bimodules : U/ yiyyiyunt— @yrep+ Home (FY', (F)) )
c) de (m, m)-bimodules : U/ nyurun— @y p+ Home (Ex, Ewywor)-

Démonstration.
a) et b) sont des conséquences des PROPOSITIONS 4.1.b et 4.2.b et du
LeMME 3.1.
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c) Cela résulte du b) car Fy est un m-module simple de plus haut
poids A et (F))n est un m-module simple de plus bas poids wyA.

Remarques. —  Soit pn 1’élément de h* donné par : (pn,a) = 0
pour « dans B’ et (pp,a) = 1 pour a dans B\B’, alors comme -
module (F,\)“l est la somme des espaces de poids g de F) pour p tel
que 0 < (pn, A — p) < £ —1 et (Fy)nr est la somme des espaces de poids
u de F pour u tel que 0 < (pn, 0 — woA) < k — 1.

La méme méthode permet d’obtenir une description analogue pour
U/ eyt o0 1’ est une sous-algebre de g adh-invariante telle que n' et
n_ engendrent g (par exemple, si n = ng, on peut prendre n’ = g*° ol
oy est la plus grande racine).

7.2. Une base de U/njui+1n,-

Pour a € A, on note s, la symétrie de h* : s,(A) = A — (N, a")a et
on choisit un S4(2)-triplet (Hy, X,,Ys) associé 4 a : Hy € b, X, € g%,
Y, € g7% et [Hy, Xo] = 2X4, [Ha,Ys] = —2Ya, [Xa,Ys] = Ha. On note,
pouri=1,...,7 8 = 84, €t (H;, X;,Y;) = (Hy,, Xo; Ya,)-

Rappelons la construction due & D. N. VERMA [Ve], pour w € W et A €
P* d’un élément U, 5 de U(ng_) : soit w = s;, ... s;, une décomposition
réduite de w et, pour j = 1,...,d, soit n; = (s;;_, ...si,(A), ), alors
’élément Uy, x = Y;*¢...Y;"" ne dépend pas de la décomposition réduite
choisie. On pose U, = Uwo, A~

COROLLAIRE 7.2. — Soient g une algébre de Lie semi-simple, A € pt
et Uy Vimage de Uy dans le (h, h)-bimodule U/ nguu+tin, 5 alors Uy est un
vecteur de poids (woX, ). La famille (Uy)rep+ est une base de U/ nyui-+1un, -

Démonstration. — D’apres le théoréme, on a un isomorphisme de
(b, h)-bimodules

\i’ Iu/nwu+un,,,-1' @ C(wo)\,)\)
AEPT
ou

Cwor,n) = Home (Fy°, (F)n,)

est un (b, h)-bimodule de dimension 1 de poids (wgA, A).

Choisissons, VA € P*, un vecteur non nul vy € F\ de poids . Pour
montrer que U, est un vecteur non nul de poids (wo), ) il faut et il suffit
de voir que

(i) Vp # A Usv, € ngF,

(ll) U)"U)‘ ¢ n@F,\.
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Remarquons que Uy, »v,, est un vecteur de poids u+wA— A. Supposons
que Uyv, & npF,. On en déduit p + woX — A = wop. Soit ¢ € {1,...,7},
choisissons une décomposition réduite wy = s;, ...s;, telle que i3 = 7;
on en déduit Yi()"a‘v)vu # 0 dou (A a)) < (p,)), pour tout ¢, puis
(“WO/\’GZ) < (“’ll)o/.t, a%/)’ pour tout i’ et (’\ - w0A7 a;/) < (ﬂ, — Wolt, a;;/)a
pour tout ¢. Or A — woA = p — wop, donc ces inégalités sont des égalités
et A = p. Ceci prouve (i).

Choisissons une décomposition réduite wo = s;,, ... s;,, posons vp,x =
vy et, pour d = 1,...,m, posons wy = S8;,...8; €t vgx = Uy, ava.
Montrons par récurrence sur d que vg,» est non nul; vy, est un vecteur
de poids extréme wgA, il est donc annulé par X;,,, ; donc si vg\ # 0, le

(war,a)

41)

vecteur g1\ = vg,x est non nul. Ceci prouve (ii).

td41 '
On en déduit que la famille (Uy) e p+ est une base de U/ u+1in,-

7.3. ng-coinvariants de certains modules induits. — Soient
S(h) = U(h) lalgebre symétrique de h qui est aussi l’algebre des po-
lynémes sur b* et VA € b* M, = {P € S(h)/P()\) =0}.

COROLLAIRE 7.3. — (g semi-simple). Soient E un h-module (que
lon considére comme un b-module avec une action de ny triviale), M =
U(8) Qu(p) E le g-module induit et, pour p dans b*, My, (u) = {m €
M,,/VH € b, Hm = p(H)m} ; alors

a) Mn, = ®A6P+ M, (wo)
b) VA € P*, Uapplication x) : E — M donnée par x,(e) = Uye
induit un isomorphisme d’espaces vectoriels x» : E/M ,\E%Mno (woA).

Démonstration. — Considérons le (g, h)-bimodule U /Uny; on a I'éga-
lité de g-modules M = U ®yp) E = (U/Ung) ®y(y) E. Donc, comme
h-module, on a I'égalité M/ngM = (U/nyu+uny) u(y) E- Le résultat est
alors une conséquence du COROLLAIRE 7.2.

8. Remarques sur les algébres de la classe 4

Reprenons les notations du 2.
8.1. Modules graduables de dimension finie.

COROLLAIRE 8.1. — Soient g une algébre de Lie graduée de la classe
A et F un g-module simple de dimension finie, les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(a) F est graduable.

(b) F* #0 = (resp. (b') F"- #0).

() F/ar #0  (resp. (¢') F/u_p #0).
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(d) Ir est un idéal gradué.

Remarques. —  Ceci explique, a posteriori, pourquoi les modules
simples non graduables ne contribuent pas dans les diverses formules des
ProPOSITIONS 4.1 et 4.2.

Il peut exister des g-modules simples de dimension finie non graduables.

Ezemple. — g = S€(2,C[t,t~!])= algebre de Lie des matrices 2 x 2 de
trace nulle & coeflicients dans ’anneau des polyndomes de Laurent. g est un

quotient gradué de I'algebre §'(A) pour A = ( _g —22) (cf- 3.2¢et [Ka 2,
théoréme 7.4]. La graduation induite est donnée par go = C (1) __(1] ,

0 ¢ 00 _ 00 01
gl—C<0 O)GBC(I 0>etg_1—C<t_1 O)GBC(O 0).Ona

donc v = 56(2, tCl)oC ]

2 donné par le morphisme d’algebres de Lie g — S€(2, C) qui envoie M (&)
sur M(1). On a F" = 0.

Les g-modules de dimension finie qui ne sont pas graduables ne sont
pas forcément semi-simples; en particulier, si t est un idéal gradué de
codimension finie de g, alors l’algébre de Lie g/t n’est pas forcément
semi-simple.

. Soit F'le g-module simple de dimension

Ezemple. —  Soient g et n comme ci-dessus et F’ le g-module de
dimension 4 donné par le morphisme d’algébres de Lie g — S¢(4,C) qui
envoie M(t) sur

(Mél) ]]‘\44'((11))) ob M’(l):%M(t)

L’hypothése (A4) n’est pas inutile dans ce corollaire, comme le prouvent
I’algebre de Lie commutative de dimension 1 g = g_; = CY et son module
de dimension 1 F = Cv avec Yv = v.

,t:1'

Démonstration. — (d)=(a)=>(b) est clair.

(b) ¢ (c) est clair. — Dans ce cas, la réunion (J,~, F™ est un
sous-module de F qui est donc égal & F. -
(b) et (c) = (d). — La ProrosrtioN 4.1.b prouve qu’il existe

IeJ,telque F1 #0.Onadonc F;=Fet I CIpdoulr=1I.

8.2. — Pour une algebre de Lie graduée simple de dimension infinie, la
ProprosITION 4.2 est moins jolie que pour une algebre de Lie semi-simple
de dimension finie : on comparera le corollaire suivant au THEOREME 7.1.
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COROLLAIRE 8.2. — Soit g une algébre de Lie graduée vérifiant (A1),
(A2), (A3) et n’ayant pas d’idéal gradué de codimension finie autre que g.
Alors Vk, £ > 1

Ulunk yunt = U/gU—C
et U/nkz,”_unl = Ll/gb(—l»C

Démonstration. — Soit I € J, alors I N g est un idéal gradué de
codimension finie de g, donc INg = g et I = gl{. On utilise alors la
ProposITION 4.2.
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