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INTERACTION CONTRÔLÉE DANS LES EQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES NON LINÉAIRES

PAR

J.-Y. CHEMIN (*)

RÉSUMÉ. — Avec un calcul symbolique bilinéaire de type paradifférentiel, on
démontre, pour une solution d'une équation aux dérivées partielles non linéaires
strictement hyperbolique, une majoration de son front d'onde relatif à l'espace de
Sobolev H ^ , à partir de sa connaissance dans le passé, cr allant jusqu'au triple de la
régularité globale de la solution.

ABSTRACT. — With a bilinear symbolic calculus of paradifferential type, we prove,
for a solution ofa strictiy hyperbolic non linear partial differential équation, an estimate
of its Jï^-wave front, a going up to three times thé global regularity of thé solution.

0. Introduction

0.0. Nature du problème. — On cherche à décrire la régularité
microlocale d'une solution réelle u ç Iï^ç(Q), s étant suffisamment grand,
et n étant un ouvert de R77', de l'équation

(E) f{x^u^au)^^=0 sur H,

où / est une fonction C°° de ses arguments. On supposera dans tout ce
travail que pm (x,^) = Y,^m9f/^u^x^u^9f3u)\(3\<m^a est un polynôme
strictement hyperbolique par rapport à ^i et que l'on a une situation
d'évolution, c'est-à-dire que toute bicaractéristique de pm issue d'un point
de ^+ = fl H {.ri > 0} coupe ïï- = ïï H {.ri < 0}.

J.M. BONY a démontré dans [6], grâce à la construction du calcul para-
différentiel, que les singularités microlocales H°', pour a < 2s — 5o, avaient
un comportement linéaire vis à vis de la géométrie des bicaractéristiques

(*) Texte reçu le 8 janvier 1987, révisé le 11 juin 1987.
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Cedex, France.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/1988/341/$ 5.00
© Société mathématique de France



342 J.-Y. CHEMIN

de pm' De nombreux résultats s'affranchissant de cette limitation ont été
obtenus, d'une part sous des hypothèses de régularité conormale par rap-
port à une ou plusieurs hypersurfaces par S. ALINHAC (voir [l], [2], [3]) par
J.M. BONY (voir [7] et [8]), et par R. MELROSE et N. RITTER (voir [13}),
d'autre part, en dimension 2 par J. RAUCH et M. REED dans [16], par P.
GODIN dans [12], ainsi que dans [9] et [10].

On s'intéresse dans ce travail au phénomène de la propagation de la
régularité jusqu'à 3s — 2<so, qui a été observé pour la première fois par
M. BEALS dans [4], où il démontrait que si u est solution Hs de

92 V- 92 ^ ^
Q^U-^Q^U=f^u^

1 î=2 î

avec s > SQ et / polynomiale en H, la régularité se propageait jusqu'à
l'ordre 3s — 2so et que ce résultat était essentiellement optimal. Puis,
dans [5], il en donnait une généralisation au cas de l'équation Pu =
f(x,u,9u), l'opérateur P étant un opérateur strictement hyperbolique
d'ordre 2.

On se propose ici de démontrer, pour une solution réelle H8 d'une
équation (E) strictement hyperbolique, s > SQ, un théorème général
de régularité donnant une majoration de son front d'onde H^ à partir
de la connaissance de ses directions caractéristiques dans un domaine
d'influence, avec a < 3s - 2so. Ce théorème contient la conjecture faite
dans [5] sur la propagation des singularités jusqu'à l'ordre H3^280 pour
les équations quasi-linéaires strictement hyperboliques d'ordre 2.

On peut introduire, pour une solution u d'une équation (E) strictement
hyperbolique, la notion d'hypersurface lente, c'est-à-dire d'hypersurface
caractéristique telle qu'en tout point (x,^) de son conormal, l'hyperplan
tangent en $ à Car^y^ ne recoupe Car^y^ qu'en R*$. Remarquons que
ceci est toujours le cas à l'ordre 2.

Le théorème général de régularité assure que, si E est une hypersurface
lente, u étant solution de l'équation (E) supposée strictement hyperbo-
lique, si le front d'onde H " de u a ses directions caractéristiques dans
le conormal de E dans le passé, il en est de même dans l'avenir. C'est
le phénomène d'évolution d'une onde lente; on donnera également une
illustration géométrique de l'interaction de deux tels phénomènes.

De plus, on exhibera une solution u de
( s2 2 a2 2 y vQï 2 y 2 y \ . 2
[9^~C19^~C19^) [^~C29^~C29^)U=WU-

où ci > es et f3 e Coïo(IR+), telle que son front d'onde dans le passé soit
inclus dans le conormal de cône rapide C\ = {x2 -\-y2 = c^t2} et telle que,
dans l'avenir, u ne soit pas H28^81 sur {x2 + y2 e [cj^.c^2]}.
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CALCUL SYMBOLIQUE BILINÉAIRE ET INTERACTION CONTRÔLÉE 343

Ceci montre la dissymétrie entre la propagation des ondes lentes et
celles des ondes rapides.

Cet exemple montre le caractère essentiellement optimal du théorème
général de régularité que l'on peut résumer par le schéma suivant.

> s

SQ

L'obtention de ce théorème nécessitera la transformation de l'équation
non linéaire étudiée, non plus en une équation paradifférentielle linéaire
modulo un reste H28-81 comme dans [6] et [14], mais en une équation
paradifférentielle bilinéaire modulo un reste H38'281.

Pour démontrer que la partie bilinéaire du reste a la régularité micro-
locale nécessaire, il faut construire un calcul symbolique de type para-
différentiel bilinéaire, et l'appliquer par le biais du lemme de l'hyperplan
tangent 3.3.

0.1. Notations et rappels. — Soit F un espace norme, et si x ç F
on note (x) = (1 + |H|^)1^2. Dans ce travail, nous utiliserons la théorie
de Littlewood-Paley ; on appelle partition de l'unité dyadique la donnée
d'une couronne C de IR" et d'une fonction (^ de C§°(C) telle que la fonction
^(0 = 1 - E^S ̂ "^O soit à support compact. Pour u e S ' Ç H " ) on a :

+00

^{D)u + ̂ ^(ï-^^u = u.
q=0

On désignera (p(2~qD)u par Aç('a) ou bien par Uq lorsqu'il n'y aura pas
d'ambiguïté, ^(D)u par A_i(n) ou bien par n_i et ^{(l~qD)u par Sq (u)
(remarquons que l'on a Sq(u) = E^Li Up).

On supposera connues les diverses caractérisations de l'espace de
Sobolev 7P et de l'espace de Hôlder Cp par cette théorie. (Voir [6]). On
pose^^n^o^5"'-
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344 J.-Y. CHEMIN

On note | • \s (resp. || • \\p) la norme dans H8 (resp. dans C p pour
p / 0); on note || • ||o la norme dans L°°. Étant donnés une partition
de l'unité dyadique, et un entier positif No tel que 2~NO Supp'0 + C soit
une couronne, on appellera paraproduit l'application suivante de S ' x S '
dans S ' :

TuV = ̂ sq-No(u) ' V q .

q

On notera encore T l'application suivante de IR2^ dans H :

T^rî)=^{2-^N^)^2-^).
q

Lorsque, par exemple, u et v sont dans Z/2, on a

^^^)^)=(2^/^^-77^)^-^(^^•

On supposera connues les propriétés opératoires du paraproduit dans les
H8 et les CP (voir [6]).

Si u ç P'(n), WF(u} (resp. WF^(u)) désigne le front d'onde (resp. le
front d'onde H ^ ) de u.

Lorsque A ç Op^^), l'ensemble des opérateurs pseudodifférentiels
classiques sur ïï, SE(A) désigne le support essentiel de A.

Soit p un réel strictement positif non entier, on désignera par ^^(n)
l'ensemble des i(x^) somme, pour j variant de 0 à [p], de ij(x^) îelles
que £j soit homogène en ^ de degré m - j pour |^| > 1, et que, pour tout
^ e Co°°(n),

II^^^OlIp-^^)^-1".
et par Op^^(n) l'ensemble des opérateurs paradifférentiels associés;
pour les définitions complètes et les propriétés opératoires nous renvoyons
à [6].

De plus, dans ce travail, on dira qu'un espace de fonctions A est une
algèbre si et seulement si pour toute u et v dans A et toute /, C°° au
voisinage des valeurs de u, uv ç A et f(u) ç A.

1. Enoncé des résultats
L'énoncé du théorème de régularité 1.2 nécessite la définition préalable

des ensembles prenant en compte la propagation et l'interaction des
singularités.

On suppose donc donnée une solution u e HfocW et réelle de
l'équation (E) avec s>^n+m+l-d, l'entier d valant 2 si l'équation (E)
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CALCUL SYMBOLIQUE BILINÉAIRE ET INTERACTION CONTRÔLÉE 345

est semi-linéaire, valant 1 si elle est quasi-linéaire et 0 sinon. Remarquons
que si (E) est semi-linéaire, on peut supposer que la partie linéaire
est pseudodifférentielle ; dans ce cas, il faut supposer que pm(x,—ç) =
(-1)^,0.

Définition 1.1. — On notera Fy(u) (ou Fa- lorsqu'il n'y aura pas
d'ambiguïté) la réunion des bicaractéristiques tournées vers l'avenir issues
de points de WF^(u} D Càrpm H {x^ < 0}.

Remarquons que, d'après le théorème de propagation de Bony démontré
dans [6], si u solution de (E) sur un ouvert fî de R^, alors, pour tout
a < 2s - \n - m + d - 1, F^ = WF^u) H Carj^.

Il est bien connu que deux singularités de directions non opposées
interagissent par enveloppe convexe; pour a < 3s — 2so, M. BEALS a
démontré dans certains cas que deux singularités de direction opposée
interagissent dans l'hyperplan tangent à la variété caractéristique (voir
[4] et [5]). Cela conduit à définir G a où Ga\ est la réunion des ensembles
FO-J + FcrJ lorsque ((71,0-2) parcourt l'ensemble des couples tels que
o-i + 0-2 = a + jn et des plans tangents en ^ à Carp^J lorsque $ parcourt
Fa/2-\-n/^\ • De façon plus concise on a :

Ga = U (F,, + F,,) U ÎF^^/4 Car^.
0'1+CT2=0'+7Î./2

Malheureusement, cet ensemble est légèrement trop petit.
Définition 1.2.

(i) On désigne par G'J~ l'ensemble des (a;, $) dans r*f^ tels qu'il existe
^i et ^2 de directions non opposées, tels que $ e IR+ô- + ^4-<?2 et tels que,
pour tout (o-i, 0-2) tel que 0-1+0-2 = cr+ ^TZ, avec ^i ç F^ ] ou ^2 ^ F^^ \ .

(ii) On désigne par G^ l'ensemble des (rr, ̂ ) dans r*f2 tels qu'il existe
T} dans F^/2+7z/4 tel que $ ç r^Car^j^.

(iii) On pose enfin G^ = G^ U G^.

Remarquons que Ga C Ga C ^^Ga^e- Le théorème ci-dessous
fournit une première justification à cette définition.

THÉORÈME 1.1. — Si (E) est semi linéaire, si v solution H^(fÏ),
s > ï^n + m — 1 de PmV = 0, telle que, pour tout a < 3s — n — m + 1,
WFa(v) C Fa(v), alors, pour tout a < 3s — n— m+1 et toute g ç C°° on
a WF,g(v) C G,

Les singularités créées par interaction dans les Ga vont à leur tour se
propager; d'où la définition suivante :
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346 J.-Y. CHEMIN

Définition 1.3. — H^ désigne la réunion des bicaractéristiques tournées
vers l'avenir issues des points de G'a- H Carj?^.

On peut maintenant énoncer le théorème général de régularité :

THÉORÈME 1.2. — Si u est solution H^(fl) réelle de (E) avec
5 > ^ 7 i + m + l — d, alors pour tout a < 3s — n — 2m — 2 + 2d

WF^u) H Car^ C F, U H^^i-d

WF^(u) H (Carp^ C G^m^i-d'

Avant de démontrer les THÉORÈMES 1.1 et 1.2, ce qui sera l'objet des
paragraphes 2 et 3, nous allons en donner divers corollaires et illustrations.

Intéressons nous dans un premier temps aux équations d'ordre 2 :

COROLLAIRE 1.1. — Soit u solution réelle Hf^(^l) de (E), supposée
d'ordre 2, s > ^n + 3 — d, pour tout a < 3s — n — 6+ 2d/ si (x^) est
un point caractéristique de p, et si F désigne la bicaractéristique issue de
(rr, $) alors : si u est microlocalement îî0 en (;r, ̂ ), alors u l'est aussi tout
le long de F.

Le corollaire résulte du théorème par le fait que Carj?2| Gst convexe à
cause de la stricte hyperbolicité, donc si r < 3s—3—n-{-d', G^-nCar^ = 0-
Remarquons que ce corollaire contient les résultats et la conjecture de [5].

Pour donner quelques illustrations géométriques au THÉORÈME 1.2, on
pose la définition suivante.

Définition 1.4.
(i) Soit S une hypersurface caractéristique pour pm ç. ^^(Q), p > 1,

prrz strictement hyperbolique homogène de degré m. On dit que S est
lente^ si on a, pour tout (x,^) ç. 7V*S,

^(Carj^| )nCar^| = R*$.
1 X i X

(ii) On appelle onde lente d'ordre a une distribution u telle que :

(C^rpm^WF^u) C7V*S

f (Car^)' H WF^(u) C TN^ C^pm

avec r^s Car^ = {(x^) ç T^ \ 3rf ç 7V*S|^ ; ^ e Î^Car^[j.
L'expression hypersurface lente provient défait suivant : soît P^ =

DiD2 avec ci > ça. Soit E une hypersurface caractéristique pour Q^ ;
elle est lente au sens de (i).

On va maintenant énoncer deux corollaires, l'un décrivant l'évolution
d'une onde lente, l'autre l'interaction de plusieurs ondes lentes.
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CALCUL SYMBOLIQUE BILINÉAIRE ET INTERACTION CONTRÔLÉE 347

COROLLAIRE 1.2. — Soient u solution réelle H^(Q) de (E), s >
^ T Z + m + l — d, S une hypersurface lente, a < 3s — 2m — n — 2 + 2d. 5"%
u est une onde lente d'ordre a dans le passé, elle l'est dans l'avenir.

COROLLAIRE 1.3. — Soient u solution réelle H^(^ï) de (E) avec
s > ^n + m + 1 — d, (S) = (^z)z<i<N une famille de N hypersurfaces
lentes ne se coupant pas dans le passé. On suppose que u est une onde lente
d'ordre a par rapport à S^ dans le passé, et ce pour tout i ç {1 , . . . , N}.
Si a < 3s - 2m - n 4- 2d - 2, alors :

N

WF,(u) H Carp^ C (J ̂ *(E,) U ̂ +^+i_^
î=l

m

WF^(u) H (Carp^ C ((J î^(Car^)) H (Carp^)0.
i=l

Nous allons maintenant illustrer ces deux corollaires dans le cas de
l'équation des ondes semi-linéaires à deux vitesses.

Considérons Q^ == cÇ — c^A avec ci > 02 et l'équation

(E7) D^-A^9^)^-

Soit Ci le cône d'onde associé àQ^ issu de 0. D'après le COROLLAIRE 1.3,
si u solution de (E7), u réelle et Hf^ avec s > ̂ n + 3, est une onde lente
d'ordre a < 3s — n — 6 par rapport à C^ dans le passé, elle l'est aussi dans
l'avenir. Par contre, si WF(u) C A^*((7i) dans le passé on a dans l'avenir
la configuration de la Figure 1.

Nous montrerons au paragraphe 4, par le biais d'un exemple, que ce
phénomène se produit effectivement.

Pour illustrer le COROLLAIRE 1.3, on va considérer l'exemple suivant :
u solution de 0102^ = f^x.u.Qu.ô^u.O^u) = 0, u ç. Hf^(H3) avec
s > ï^n + 3. On suppose, par exemple, que u est une onde lente d'ordre
a par rapport aux deux cônes lents issus de (0, —a, 0) et (0, a, 0) sur
l'ouvert ]0, ^-[xR2; on représente alors le phénomène par le film suivant,
qui dessine les singularités à t = C .
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348 J.-Y. CHEMIN

Fig. 1

Î::-2^

U ç ^———2

^ < — rien ne se passe
C2

t == — c'est le début de l'interaction
C2

a a Ci
— < t < —-
C2 C2(^-C|)^
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Les singularités créées par interaction se propagent rapidement

t = ——,—1, ^ , c'est la fin de l'interaction.
C2 (df - CJ)1/2

Pour t > ——5—1 ̂ , ^ , chaque type de singularité se propage à sa
C2(cf - CJ)1/2
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350 J.-Y. CHEMIN

vitesse, il n'y a plus d'interaction.

--4--

Tous ces corollaires reposent sur le calcul des ensembles Hr définis ci-
dessus; cela est laissé au lecteur. Signalons cependant que l'interaction
cesse pour la raison suivante. Dans l'espace des fréquences, on a les
situations suivantes :

a ci . . .
sl t < ~7~>——2^T79^ û Y a interaction :C2 (Cf - CJ)1/2

CL Ci
si t > ——)——sTTTo'î il n'y a plus interaction

C2(^-ci) l /2-
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2. Calcul bilinéaire et paralinéarisation précisée

Le but de cette partie est de construire un calcul symbolique bilinéaire,
c'est-à-dire de définir les symboles, de les quantifier, et enfin de démontrer
propriétés opératoires et formules symboliques. Ensuite, on démontrera les
deux théorèmes de paralinéarisation précisée 2.4 et 2.5.

Dans toute la suite p désigne un réel positif non entier. Pour des raisons
techniques qui apparaîtront dans la suite, on est contraint de réduire la
classe des opérateurs paradifférentiels.

DÉFINITION 2.1.
(i) E^ est l'ensemble des fonctions a(x^), somme pour j variant de

0 à [p\, de fonctions aj(x^), homogènes de degré m—j en $ pour |$| > 1,
et telles que

c^(.,o ^c^r-3-^.
p-j+n/2

(ii) s^) = {a(^,0 | ̂  e C§°W ^a e E^}.
(iii) OpS^(^) est l'ensemble des opérateurs de OpS^(Q) dont le

symbole est dans E^(n).
Remarquons qu'il est clair que S^(n) C S^(Q) et que OpE^(Q) C

Ops^(n).
Définition 2.2. — On appelle S^'^ l'ensemble des fonctions a(x, ̂ , 77)

somme, pour j variant de 0 à [p], de fonctions aj(x,^rf) telles que :
(\\ |^Q „./ ç. ^\\ <C i^^l^-\-rî^'~^~\a\
W \u^,r]a3\^^)\p^n|2-j - (<?'0:\^ \S + 7?/ 5

(ii) II existe deux réels C et (7i, satisfaisant 0 < C < C\ et tels que :

Supp^a, C {(^) : C^| < \r) < C^TÎ\}.

Définition 2.3. — Soient T un paraproduit sur R" et a ç E^'. On
définit Ta(u^v), pour u et v dans 5, par :

^(r,(H,^))(0=^^yyr(c-^-^,$+^
xa(C - $ - r ] , ̂  rf) û($) virf) d^ dr]

où T et " désignent ici, ainsi que dans toute cette partie la transformée
de Fourier en la variable x.

Le premier travail à effectuer est de décomposer les symboles en séries
rapidement convergentes de symboles plus simples.

Soit a ç S^'^ ; on note encore par a l'une des fonctions aj de la
DÉFINITION 2.2. Posons à(.r, (9i, 02) = a(x,0^ -^i,^)- {0^)-^ . Soit M un
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352 j.-Y. CHEMIN

entier tel que M > n et soit (p ç C§°(C) réalisant une partition de l'unité
dyadique. Si l'on pose, pour k ç J^ et q ç N,

^(^) = l'(ïd-^e)Mà(x,^ye)e-i^e^(0)de

on a, d'après [11, pp. 46-48], l'existence d'une boule B de R71 telle que :
__ I C 1 rf)\m'

a^ ̂ ) = E -7^-^^^ ̂ 1^(2-^ + n))
+a-,(^,,)

avecSupp^(a-i(;r,^)) C {(^,77) | ̂  + 77 e 5} et

û-i(-^^) <C{r]r.
P+n/2

Or, a-i est négligeable; en effet, on a :

PROPOSITION 2.1. — Pour tout (s,t) tel que s + t > m, T a . envoie
H8 x^ dans H00.

Démonstration. — II est clair que SuppJ='(Ta_^(u,v)) C 5; il suffit
donc de démontrer que îa_i envoie H8 x H1- dans L2. Soit m ç L2; on a
alors :

l= j'in(c).F(r..,(<.,»))(()<i(

-/[/"''^y'^] *(î+•')/•(^)«^
»vec » e C,", A({) = (O'B({) et sM = ( '̂«(l)). D'où

l̂ H.sup !̂»^ )̂!!/..̂ ,
d'où le résultat.

Dans la suite, on se ramène donc à une série rapidement convergente
de symboles réduits du type :

a,0r, ̂ (2-^+77)). ̂ ,7y)

avec H^Ho < 2^m/-lal),Supp^ c Î-W = C,, Supp^ c {(^rî) :
C^ < \TÎ\ < C^\} et |^a,(.,77)|^/2 < C^H^.

TOME 116 — 1988 — N° 3
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THÉORÈME 2.1. — Soient a ç. Y^^', T et T' deux paraproduits sur
R71 ; pour tout (5, t) tel que s + 1 > m 4- \n (resp. s + 1 > m). Alors :
Ta envoie H8 x H1 dans H0 (resp. H0,) avec a = s +t — m— m'— ^n et
Ta-T^ envoie H8 x^ dans H a (resp. H^) avec a = s+t-m-m'-^n+p.

Démonstration. — Pour démontrer ce théorème, on a besoin du lemme
suivant, qui sera d'ailleurs utilisé constamment dans la construction du
calcul :

LEMME 2.1. — Soient f et g deux suites de L^R71) telles qu'il existe
une couronne K telle que pour tout r , Supp fr et Suppgr soient inclus
dans TK ; de plus fr et gr sont positives. On pose \f\^ = ̂ r^^fr 2.
Soit hq^r(0^r]) une suite de fonctions mesurables positives sur H71. Posons
N^(hq) = Sup^{2-^ Sup^ç^ \\hq(',r))\\^}. Soit ^q une suite de fonc-
tions positives supportées dans ^K tel que \\^q\\L°° < C2~q^ . Soit

-W- E /^(C-$-^^)^(^+^)/r(0^(^^^.
r^q^-N"

Sous ces conditions, on a, pour tout (s^t) tel que s + 1 > {i + \n (resp.
s + t > p,)

|A,|o < Cq2-^t-^'-n^N^hq)\fUg\t

avec Cq ç t2 (resp. C00).

Démonstration du lemme. — Etudions la quantité suivante :

Hq^= [[fm((:)hq^{(:-0^)^q(0)fr(e-ri)grWd0drîd(;.

D'après l'inégalité de Schwarz avec le poids /iç,r(C — ^5^) on a

[ / m(C)/i,(C - ̂ ) dC] è < N^hq)2^2 [( m\(:)hq((: - 0^) dç]2.

On applique maintenant l'inégalité de Schwarz avec la mesure dO, d'où :

Hq,r < (^(^))'2r^2y^(77)a^(77)^,,(77)^iq,r -i {^^^qn z- / yr\if )^r,q\il )^q,r\

r r -jl/2
a^qW= y ^qWf^e -r])d6\ ,

br^rf) = \ { ( m\Qhq^-e^)ded^
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On a déjà la majoration ||&r,ç||o < \m\QN^(hq)l/22rp'^.

Si 5 + ^ > ̂  on a ||a^||^i < 2^/2+^)1^ o d'où

\\Aq\Q<2^^N^hq)\f\,\g\t ^ cA2-^-^
r>q-^N

S[s+t> /^+n/2, posons c^ = 2-2^/22r5||a^||o. On a ̂ ^ c2^ < (7,
d'où

|A,|o<^(^)2^ ^ 2-^^-1-^,1/1,1^
r>^+A^

<c^(^)2-^+t-f-^')|/|,|^|,

avecc,=(E.<,)1/2.

Revenons à la démonstration du THÉORÈME 2.1 :

^(r,(n^))(c)=—^ ^ ^r(c-^-^^)a,(c-^-^^)
v / r>ç+7V ' /t/

^\<No x ^+rf)ûr^)vr-ÀTl)d^dr]

On a clairement Sp(Tq(u,v)) C Cq couronne d'ordre 2+9. Or, en posant
Vr = E|^|<^o v^-^ on a

\F{T,(u^m)\<C Y, /|a,(C-$- ̂ ^)| |^($+7y)|
^^^ X |^(0| VrWdfidïî

d'où le résultat d'opérance en appliquant le LEMME 2.1 avec

hq^{0,r]) = àq(6,r]), ^ = |^|, /^ = |̂ | et gr = Vr.

Pour l'invariance par changement de paraproduit, on étudie

^^=(2^ E lkT-T'}((;-^-^+^à^-ti-^}
v / r>q^N J J

M<No x (pq(^ 4- r])ûr(Ç)Vr-v(r])d^dr].

Vu que SuppAg C Cq, il suffit de démontrer que l'on a :

|Aç|o < cq2~q{s+t~n/s2~~rn~rnl+p}

avec ^c2 < +00.
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On découpe spectralement Og; vu le support de T — T', on a :

|A,(C)|< ^ ffh,((:-(i-rî^)^^+rî)f^)gr(rî)d^drî
r>ç+^Jv

avec 7i,(0,77) = E ^<N l^-9-^)^^)!, ^ = |(^ , /, = ûr\ et
^ = ^y,; le résultat découle alors de l'application du LEMME 2.1.

Définition 2.3. — Soient a e E^', 6 ç S^1 et c e S^2. Alors

(i) b#a= ^ ^9^,(^0|^^a,(3;^^),
H+^+j<[p] a'

(ii) a#(6,c) = ^ ——,^9^a,(rr,^ 77)^6, (^,ODfc,(^^).
|a|+|/3|+î+j+^<[p]

Remarquons qu'il résulte clairement du caractère d'algèbre de H8 pour
5 > \n que l'on a b#a C S^'m/+ml et a#(6,c) e s^77'14"7712'^.

On va maintenant énoncer le théorème fondamental du calcul symbo-
lique.

THÉORÈME 2.2. — Soient a ç ̂ m>, b ç OpS^1 et c ç S^2. On a :
(i) pour tout {s,t) tel que s + t > m + \n (resp. s + t > m),

l'application T^ o Ta — T^a envoie H8 x H1 dans H0 (resp. H^) avec
a = s - { - 1 — \n — m — m' — m\ + p,

(ii) pour tout (s,t) tel que s + t > m + m\ + m^, l'application
Ta o (Tb ^ Te) - îa#(6,c) envoie H8 x H1 dans H^ (resp. H0,) avec
0- =. s -\-t — \u — m — m\ — 777-2 — m' •}- p.

La démonstration de ce théorème, assez longue et technique, est
effectuée en appendice.

On va maintenant localiser de manière standard le calcul global obtenu.
Définition 2.4. — Soit fl, un ouvert de R71.

(i) On désigne par ^'^(Q) l'ensemble des fonctions a(x,^rj) telles
que, pour toute ^ dans C§°(fï) on ait ipa ç. S^'771'.

(ii) Soient a ç S^^), b ç S^(n) et c ç S^(^) :

b#a(x,^rî) = ^ ^Q^x^)\^D^{x^^}^
|û|+î+^<[p]

a#(&, c) (^, ̂ )= ^ -^QÎ9^ (^ ̂  ̂
|c.|+|/?|+z+j+^<[p] 'p< .

x D^x^D^c^r]).
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II est clair que b^a ç E^^^n) et que a#(&,c) appartient à
^m+mi+T^m^^

Définition 2.5. — Soit ^ un ouvert de H71 ; on dit que A e Op S^^^O)
si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées pour tout (<s, t)
tel que s -\-t > m -\- ^n (resp. s + t > m) :

(i) A envoie 2%,(n) x H^W dans P'(^);
(ii) A est à support propre au sens suivant : pour tout compact K de fî,

il en existe un K ' tel que : si Supp(n0z») C K x K , alors Supp A(u, v) C K ' ' ,
et si Supp(iA 0 v) C Cj^' x ^/, alors SuppA(H,v) C C-ftT;

(iii) II existe a ç ^^^ (Q^ ^el que, pour tout compact K de fî et
toute \ e ^(W ^l^ 1 au voisinage de X, l'application A — ^T^a
envoie Hj^ x H^ dans Tif^ (resp. H0,) avec ( 7 = 5 + ^ — ^ — m — m' -}- p.

Définition 2.6. — Lorsque (iii) est réalisé, on dit que a est un symbole
de A.

Le théorème suivant permettra une utilisation locale de ce calcul.
THÉORÈME 2.3. — Soit Cl un ouvert de W1.
(i) Pour tout a dans E^^^îî), il existe A dans OpS^7^) tel que

a soit un symbole de A.
(ii) Soient a un symbole de A ç. OpS7^'7^ (0) et b (resp. c) un

symbole de B ç OpS^(^) (resp. C € OpS^2^)). Alors B o A ç
OpS^+^n) et b#a est un symbole de B o A; A o (B 0 C) ç
Op^ni+mi+T^m'^ eta#(b,c) est un symbole de A o(B®C).

Démonstration. — Soit (wj, ̂ )^çN une partition de l'unité localement
finie de n, soit \j ç Ç§°(wj) valant 1 au voisinage de Supp^j. On pose

A(U,V) = ̂ ^iXjT^ja(^iU^jV).

Vérifier les points (i) et (ii) de la DÉFINITION 2.5 est facile. Pour montrer
que a est un symbole de A, il suffit d'appliquer le THÉORÈME 2.2 en suivant
la démarche de [6] lors du passage du calcul global au calcul local. Il en
est de même pour le point (ii).

Il faut maintenant préciser la définition des opérateurs paradifférentiels
en vue des THÉORÈMES 2.4 et 2.5.

Définition 2.7.
(i) Soit H un ouvert de IF^ ; on appelle P^(^Ï} l'ensemble des éléments

de S^(^) polynomiaux en ^.
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(ii) Soient T un paraproduit sur 1R77', ((pj^Wj)j^ une partition de
l'unité C°° de ïï, (^)^N une suite de fonctions Cg°(wj) telle que \j
vaille 1 au voisinage de Supp^ et a ç. 7^(0); on pose :

OPPT(a)u=^XjT^a^jU.
j'çN

II est clair que OPPr(a) opère proprement et continûment de V(fÏ)
dans P'(n). L'intérêt de cette définition apparait dans la proposition
suivante.

PROPOSITION 2.2.
(i) Pour tout compact K de fl et toute \ e Cg°(fl) valant 1 au

voisinage de K, OP Pr(a)—^r^a envoie les distributions à support dans K
dans C§° et ce pour tout a e P^W ; en particulier OP Pr(a) ç Op E^(n)
et OPPr(a) est indépendant de la partition de l'unité choisie modulo un
opérateur infiniment régularisant.

(ii) OPPr(a) est aussi microlocal que l'on veut i.e. pour tout e > 0,
il existe eo > 0 tel que, si SuppT C {(^rj) : |^| < eol^l} alors
WF(oppT(a)'u) c {(^o er*n d^/^WF^ns71-1) <e}.

Pour la démonstration, voir [10].

Nous pouvons maintenant énoncer les deux théorèmes de paralinéari-
sation précisée :

THÉORÈME 2.4. — Soient Cl un ouvert de R", u e HfocW avec

s > 7i/2, f C00 au voisinage des valeurs de u. Pour tout paraproduit T
sur H71, il existe R e OpS^/^) tel que

f(u) - OPPT{f\u)) . u - R(u,u) e H^W.

THÉORÈME 2.5. — Soient fl un ouvert de H" et u une solution i%c(^)
de l'équation

(E') f^u^w^=o

avec s > n/2 + m + 1 - d (d valant 2 dans le cas semi-linéaire, 1 dans le
cas quasi-linéaire, 0 sinon). Pour tout paraproduit T sur R", il existe R e

OpS^°^_^) tel que, si p(x,^ = E|»|<^ |̂ ( ,̂<^)(^)",
on ait :

OPPr(p) • u + R{u,u) € ffi^-"-3"^-1^).
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Remarques.
Il n'y a aucune hypothèse sur la nature de l'équation.
Le THÉORÈME 2.5 est très important; c'est lui qui transforme une

équation non linéaire en une équation paradifferentielle bilinéaire.
Nous démontrerons uniquement le THÉORÈME 2.4, la démonstration

du THÉORÈME 2.5, strictement analogue dans son principe à celle du
THÉORÈME 2.4, étant d'écriture lourde est omise.

Démonstration. — On convient, dans cette démonstration, que toutes
les égalités sont écrites modulo une fonction H3s~n.

D'après la PROPOSITION 2.2 et le calcul paradifférentiel bilinéaire il
suffit de démontrer un théorème global. On utilise le théorème d'ap-
proximation 1.3.1 de [10] à l'ordre 2; d'après ce théorème, on a f{u) =
E^i^W avec

^l\u)=^S^{ff(u))'u^
q>0

^\u) =-^u,S^(^u,S^(f(u))^
q>0 p>q

^3)W=^s^(f"(u)).
q>0

On a aussi A^(n) = T^) . u + R[f'{u),u) avec

RÇy^v') = ̂ (S^(v) - Sq-N,(v)) • <
q>0

Or î'(u) = Tf.ç^ ' u + p avec p e H28-71/2 donc

A^(n) = Tf.^ • u + R(Tf..^ . u^u).
Il est facile de voir que l'on a :

^2\u)=-^u,0(2-W)( ^ u,S^{f\u))).
Q \P-Q\<N

On met clairement les A^(n) sous la forme d'opérateurs paradifférentiels
de reste globaux grâce aux deux lemmes suivants :

LEMME 2.2. — Soient 0 et 0 deux fonctions de C§°(C), C étant une
couronne de IR72 ; posons

R^u^v) =^2-^0(2-W)u0(2-W)v . 5,-̂  (a)
q

R2(u,v) =^2-qk0(2-(ÎD)u0(2-qD)v, (k ç N).
q
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Pour tout r > k et tout (s, t) tels que s + t > n/2 -k, on a :

RsÇa.u.v)-TaR2(u,v) <C\\a\\r-k u\s\v\t.
s+t—n/2+r

Démonstration. — Posons Uq = 0(2~qD)u et Vq = 0(2~QD)v. Un calcul
très simple montre que l'on a R^ (a, u, v) = TaR^ (u, v) + E^=i P^ (û, u, v)
avec

RW{a,u,v)= ^ ^(2-p^5){(5p_^-^-^)(a)

l^11^ x^(2-î>lD)A2(u,^;)}

^^(a,^^) = ^ 2-"^(2-^) {(5,-^(a) - 5,_^(a))^} .
p^ç+A^'

Le terme R^ est sans problème. Pour R^\ posons

W,= ^ ^(2-^){(V^(a)-V^(a))2-^^}-
p^ç+JV7

Soit A tel que -k < \ - r < s + t - n/2 - k ;

IWXo^ E 2^(2~^){(V^(^-^-^(^)2-g^^}
p^ç+A^

^ ^ 2px2-p^-^\\a\\r-k2~~q{s+t~n/2^cq
p<q-^-N'

^c 2-g(5+t-7^/2+r-A)

avec Y^c^ < +00, d'où le résultat.

LEMME 2.3. — Soient 0 et 0 deux fonctions C§°(C), C étant une
couronne de H71, u ç H8 et a ç ̂  avec r > 0; on a alors, en posant
N = [ r ] ,

\0{e2-qD){Sq,^a)0{2-W)u}

~ Y. 2-^V^o(^û)^a)(2-^)n <cq2-^8^
\a\<N °

avec^c^CWu^.
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Démonstration. — C'est standard; on écrit une formule de Taylor à
l'ordre N + 1, et il vient, en désignant par Wq la différence à majorer et
par h la transformée de Fourier inverse de 6 :

W,(x)= ^ yyl(1^^2-^+l)V^(^^)^+^-l)2-^
H=N+1 x (e^D^u) (x - y)yah(y) dy dt

d'où [TVjo < cJ|a||,H,2-^+r), avec E^ < C.

3. Étude de la régularité microlocale du reste;
démonstration des théorèmes X.1 et 1.2

Après avoir démontré les THÉORÈMES 2.4 et 2.5, le problème est
d'obtenir, lorsque u est solution de (E), des propriétés microlocales sur
R(u,u). Cela nécessite la considération d'algèbres I I S ( P ) (P désignant
le linéarisé de / pour u), destinées à contenir u. Elles permettent, par
le biais du lemme de l'hyperplan tangent 3.3, qui dit qu'une dérivation
elliptique en un point n'appartenant pas au plan tangent à Carj^l se
factorise à travers les opérateurs bilinéaires, de préciser l'interaction de
deux singularités de directions caractéristiques antipodales.

Définition 3.1. — Soit P ç Op S^(Q) ; on pose

H^P) ={uç H^W | P^u ç H^-^W \/j < [p],

P^e^^-^, s i j = [ p ] + l \ .

Avant d'entamer l'étude de ces espaces, on donne le lemme de commu-
tation suivant.

LEMME 3.1. — Soient P ç OpE^(n) et A ç. OpS^(O). Pour tout
entier j , on a la propriété (Cj) suivante :

( il existe des opérateurs paradifférentiels Bi,
((7.) avec 0 < i < inf(j, [p]) == N, tels quep3^ = E^o B^P3~^ et Bz ^ op ̂ y^'w.

Démonstration. — On procède par récurrence sur j. La propriété (Ci)
est clairement vraie. Soit j < [p] et supposons (Cj) vraie. On a alors

j
pj+lA=^PB^Pj~~^

i=0

J'+l

= ̂ (B, + [P.^-i])?^1^ +^oPJ+l + [P.B^
1=1
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d'où (C^+i); d'où (C'[pj) par récurrence.
Si j > [p] ; supposons (Cj) ; on a alors

[?}
P^lA=^PBiPj~l

i=0

[P]-l

= ̂  ([^-l,P] + î )?^ + JE^P^1-^,

i=0

d'où (C^'+i) et le lemme.

COROLLAIRE 3.1. — Soient P ç OpS^(^) et A ç OpE^(n). A^r5
A enwze H^P) dans ^-^(P).

La proposition suivante justifie l'introduction de ces espaces qui, vu
que Hs~{~p C H^P), et vu le COROLLAIRE 3.1 sont des algèbres.

PROPOSITION 3.1. — Soit u solution de fÇx.u.Q^u)^^ = 0 sur Q
ouvert de IR^ u étant I%c(^) û-yec s > ^Tz+m+l-d, alors :

si a{P^)(x^)= ^ ^(^^ alors uçH8^).
QUa

\a\=m

Démonstration. — Posons p = s — \n — m + d . Considérons l'énoncé

(A,) pour tout z < ^ P> e ̂ ^-^(îî).

La formule de paralinéarisation standard assure (Ai). Cette formule,
jointe au LEMME 3.1 assure que (Aj) entraîne (^4j+i) pour j < [p}\ d'où
le résultat.

On va maintenant microlocaliser ^(Py^) au voisinage d'un point
(«^o^o) € CoiTpm et se ramener dans le même temps au cas de l'ordre 1.

Quitte à faire un changement de coordonnées, on peut supposer que
$o = (1.0, . . . , 0). Soit ^ e ^(IFT), homogène de degré 0 pour |$| > 1,
supportée dans un petit voisinage conique de ^o? et nulle pour |^| < ^ ; on
définit alors Q ç OpE^(n) par

^^(^^^^(o+^-o)^-^.
si

II est très facile de voir que l'on a :
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LEMME 3.2. — H^P) C H^Q).
On peut maintenant énoncer le lemme de Phyperplan tangent :

LEMME 3.3 (lemme de Phyperplan tangent). — Soit gi e OpS;1^) tel
que, pour tout (x^ç) ç T*n et tout a ç. H, on ait çi(;r,a$) = açi^,^).
Soit (xo^o) e T*n tel que :

Qi{xQ^o) = 0 et d^qi{xo^o) / 0.

Soient K et K' deux ouverts coniques de W1 tels que :

' K ' C K et Xnr^Carçi| =0;

II existe alors : un voisinage ouvert f^o ae XQ, un voisinage conique KQ
de f^o, un symbole pseudodifférentiel \ d'ordre 1, supporté dans f2o x K,
et elliptique sur Qo x K ' , tels que pour tout a± e Op5'°(0o) tel que
SE(a^) C ïïo x ±Ko, il existe r ç I;^°(^o) tel que Suppr C Oo x KQ x
-KQ et

(3.1) A(^$+77)a+(^0a_(a; ,77)=r(rr ,^77)(gi(a; ,0+çi(^77)) .

Remarques.
(a) Un lemme analogue est énoncé dans [5] dans le cas où le symbole

ci provient d'un opérateur différentiel d'ordre 2 strictement hyperbolique.
(b) Le lemme signifie qu'il existe une dérivation A elliptique sur

HO x K ' telle que, module les localisations convenables, elle s'exprime
au travers d'un opérateur de reste, par des dérivations en ci qui seront
bien supportées par une fonction de -^(Çi).

(c) Le terme de droite de l'égalité (3.1) est dans S^°(no); par contre,
le terme de gauche est dans S^^o) (c'est-à-dire que l'on perd sur l'un
des indices ce que l'on gagne sur l'autre). En effet, considérons la famille
fondamentale de voisinages coniques de ^o? supposé de norme 1, définie
par K^ = {^ e ̂  | 0 < |^| - (^ | ̂ o) < 6\^\}. Vu la localisation de K, il
existe C < 1 tel que, si < ç K, alors |(C | ̂ o)| < C'|C|. Il est alors facile de
voir que l'on a, pour tout (^, 77) dans K^ x -K^ tel que ^ + rf e K

(3-2) |̂ | < ̂ (1^1 +b|),

(3.3) ^|<|$|<CiH.

dès que 6 est assez petit.
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Démonstration. — Quitte à faire un changement de coordonnées,
on peut supposer que ^o = (1,0, . . . , 0) et que l'on a pour tout i e
{1,...^-!},

(3-4) 9^(xo^o)=0 et 9^i(^o)=l.

Posons K = {(^,77) ç Ko x -Ko | ^ + r] ç K}. D'après (3.2) et
(3.3), on peut supposer, quitte à restreindre KQ que, si (^,77) e K, alors
l ^ + ^ l < è l ^ l - D'après (3.4) on a ̂  = çi(rc,0 + 5(^,0 avec 5(r^o) = 0
et ^5(a;o^o) = 0. D'autre part, vu que s(x, -ç) == s{x,ç) on a

n .1

s(x^) + s{x, 77) = ̂  / (^ + 77,)(9^(rc, -$ + ̂  + 77)) ̂ .
J=l7 0

Soit (^, 7^) e K et posons

^^)=E^^^S(;^'-^+^+^•
j=i sn "' '/n

La première étape consiste à démontrer que, quitte à restreindre Ko, on a,
pour tout (^,77) e K, \b(x,^rf)\ < ̂ . En effet, il existe M > 0 tel que, si
(^,77) € K, alors |(^+7^)/(^+7^)| < M. Vu que 9^s(x,0) est homogène
en (9 pour |(9| > 1 et que Q^s(xo^o) = 0, il existe ^o voisinage de XQ, un
J^o voisinage conique de ^o tels que, pour tout (.r, 0) dans ïïo x KQ U -J^o
tel que \6\ > 1, on ait \9^s(x,0)\ < (l/2nM).

Quitte à restreindre à nouveau Ko, on peut supposer qu'il existe c > 0
tel que, pour tout ^ dans Ko U -Ko, et tout 0 ç ̂  tel que |0| < c|^|,
^ + 0 e XQ U -^o- Une ultime restriction de Ko permet de supposer,
d'après (3.2) que l'on a, pour tout (^,77) ç K, \ç + 77] < c|^|; d'où pour
tout (^,77) ç ̂  tel que \(^rî)\ > 1 on a :

\b(x^,rî)\<^

Soit ^ e ^^(R^ homogène de degré 0 valant 1 sur ~ K ' , pour |^| > 1,
supportée dans K H {|^| > i}, on a pour tout a± e Op5'°(no) tel que
SEç^ c^ox ±Ko

X(^rî)^n+i1n)a^(x^)a,(x,ri)=r(x,^rf){q^x^)+q^x,rî)),

avec r(x, ç, 77) = (^(^ + 77)0^ (a;, Oa_ (a;, 77))/(1 - b(x, ̂  77)).
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La deuxième étape consiste à démontrer que r ç E050^)- La fonction
b : K —> H^^ÇÇto), qui à ($,^) associe b(x,^rf), est une fonction C°°
s u r { ( ^ ) | ( ^ + 7 ? ) > ^ } .

D'après la formule de Faa di Bruno, il suffit de démontrer que l'on a,
pour tout t ç. [0, l],

^A^-^+^+^l , <^+7?)-H.lp+n/2

Or \a^s^-{i + ̂  + 7?)|^/2 < C(-d + ̂  + 7y))-H. Or, si
($, 77) e X, | - <^ + ̂  + rf) | % |^|, d'où le résultat.

COROLLAIRE 3.2. — Les Ga et Ga de la DÉFINITION 1.2 sont fermés.
On va maintenant donner une traduction de ce lemme en termes

d'opérateurs bilinéaires.

COROLLAIRE 3.3. — Soient Q ç OpS^(Q), (^o) e T^, K ' et
K deux ouverts coniques tels que 0-1 (q), (xo^o), K ' et K vérifient les
hypothèses du LEMME 3.3; il existe alors : un voisinage ouvert SÎQ de XQ,
un voisinage conique ouvert KQ de Q.Q, un opérateur pseudodifférentiel
A d'ordre 1, elliptique sur ïïo x K ' , supporté dans fîo x K , tels que, si
N =[/?]+ 1, pour tout R ç OpS^^no) vérifiant

/-r c\ f ^ existe un symbole r de R tel que{ ^ ' ) { S u p p r c { ( ^ ) e ^ o x - ^ o | $ + ^ e ^ } '

on ait la propirété LN suivante

f il existe (^/)o<w<^ avec R^ ç OpE^^'^-^+^^no)
\ vérifiant (L.S.) tels que A^ = Eo<z+z'<^ ̂  (Q1 ® Q1'} •

Démonstration. — On va procéder par récurrence. La propriété (Li)
est vérifiée; c'est la traduction du lemme de l'hyperplan tangent en termes
d'opérateurs. Si l'on suppose (Lj-i) pour j < 7V, on a :

A^R= ^ AR^(Q^Q^)^
0<i+i'<j-l

l'application de (Li) aux opérateurs R^ assure alors (Lj) et donc le
résultat.

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition clé qui donne
les propriétés microlocales du reste.
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PROPOSITION 3.2. — Soit u solution réelle H^(fl) de (E) avec
s > \n + m + 1 - d, alors pour tout R ç O p E ^ / ^ ^ ^ ) , avec
p. < 2s, et tout a-Os-n-m-1+d, WF^(R(u, u)) C Ga+^

COROLLAIRE 3.4. — On obtient le THÉORÈME 1.1.

COROLLAIRE 3.5. — Soit u solution réelle H{^(fl) de (E), s > \n +
m + 1 - d, a < 3s - 2m - n + 2d - 2, on a alors :

WF.-^+i(OPPr(rt -u) C G^m+i-d.

Démonstration de la PROPOSITION 3.2. — On va procéder par partition
de l'unité microlocale de la manière suivante : soit (a*o,$o) ^ Gcr+^ et soit
(^1,6) dans (Car^l^H^-1)2.

Premier cas : $1 / -$2 et $o e 1R+<?1 + IR+6-
Soit (0-1,0-2) tel que o-i + a^ = a + \n + /^ d'après la Définition 1.2,
pour z valant 1 ou 2, ^ ^ F^rj ; donc il existe un ^ voisinage de XQ, des
voisinages coniques Ki de ^ tels que u ç H^^^l x Ki).

Deuxième cas : $1 / -^ et ^o t IR+^i + H+^2.
11 existe des voisinages coniques Ki de ^, un voisinage conique K de <^o
tels que K^-\- K^nK =9.

Troisième cas : ̂  = —^ et î ^ Fa^.
Il existe un voisinage conique K^ de <^i, voisinage ^ de .TQ tels que
u ç ^i/2(a+^+n/2) microlocalement sur Çlx K^U -K^.

Quatrième cas : ̂ i e ^72 •
On applique le COROLLAIRE 3.3 du lemme de Phyperplan tangent. On a
aussi construit une famille d'ouverts coniques (K^ x K^) formant un
recouvrement ouvert du compact (Carp^ H 5'7^-l)2. On en extrait un

_ XQ / ,

sous recouvrement fini; soit ïï l'intersection de tous les voisinages de XQ
apparaissant alors, et soit Ko l'intersection de tous les voisinages coniques
de $o apparaissant.

En utilisant une partition de l'unité microlocale basée sur ce recou-
vrement de (C^ïpm H S"-1)2, les résultats d'ellipticité microlocale et les
propriétés opératoires des opérateurs bilinéaires, on obtient le résultat.

Les deux corollaires résultent clairement de la proposition; signalons
cependant pour le COROLLAIRE 3.4 que, lorsque a- < 3s - 2m - n + 2d - 2,
sicri+(72 = cr+^n+m+1-d, vu que u ç ^focW avec 5 > jn+m+l-^,
on a o-i < 2s — ^n — m — 1 + d, ce qui est exactement la zone couverte par
le théorème de propagation de Bony (Voir [Bo.l]).

On peut maintenant démontrer le THÉORÈME 1.2.
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Soit a ç [25 — jn — m — 1 + d, 3s — n — 2m — 2 + 2d] et soit (XQ^Q)
n'appartenant pas à Carj?^ U Ga+m-^-i-d (resp. C une partie continue
quelconque d'une bicaractéristique r telle que Fa U H^^rn+i-d = 0); il
résulte du théorème d'ellipticité microlocale de Bony (resp. du théorème
de propagation de Bony) qu'il existe un réel 6 > 0, et deux opérateurs
pseudodifférentiels d'ordre 0, A et A' tels que : A soit elliptique près
de (xo^o) (resp. de C), A'u e H28-^2)-771^ (resp. ^.-(n^-m-i+rf^
pour tout (x^) ç S E ( A ) , d ^ / \ ^ S E ( I - A f ) \ ^ r \ S n - l ) > 26.

Soit T un paraproduit tel que le (h) de la PROPOSITION 2.2 s'applique
avec 6 = ë; quitte à restreindre SE(A), on peut, d'après le COROLLAIRE 3.4
supposer que AOPPrÇp) • u e Tï^-77^1^ et donc, d'après la PROPOSITION
2.2 (ii), AOPPrÇp) • A'u (E H"-^1 ; le théorème d'ellipticité microlocale
de Bony (resp. le théorème de propagation de Bony) assure alors que u
est Ha~}~l microlocalement près de (^05^0) (resp. 11er microlocalement près
de (7), d'où le théorème.

4. Etude d'un exemple d'équation des ondes
semi-linéaire à deux vitesses

Le but est maintenant de démontrer, au travers de l'étude d'un exem-
ple, que le THÉORÈME 1.2 ainsi que les résultats qui en découlent sont
essentiellement optimaux, c'est-à-dire que les phénomènes d'interaction
que l'on prétend limiter se produisent effectivement, avec une intensité
proche de la limite qui leur est fixée par le théorème.

On va considérer, pour i valant 1 ou 2, les opérateurs suivants :

_ a2 0 ( y y\
^^^-^WQx2,) ^C^>C2'

On appellera rapide tout ce qui sera relatif à Q^ et lent tout ce qui sera
relatif à Q^. On va démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 4.1. — Soient s et e tels que 0 < e < -(s - j) ; il existe
f3 ç Co50(R+) et u e ^foc^3) solution de Di Û2 u = ̂  telles ̂  :

(i) WF(u) H (t < 0) = 7V(Ci) H (t < 0),
(ii) SuppSing2,+7/2+e(^) H (t > 0) = [CI.C^L

(iii) ^eI:f3s+ l-e(C2)•
Ce théorème est illustré géométriquement dans la Figure 4.1.
Remarquons que ce théorème légitime l'introduction de la notion

d'onde lente et montre que lorsque l'hypersurface caractéristique dans
le conormal de laquelle est localisé le front d'onde de la solution n'est pas
lente, il apparaît des singularités du type H28^81.
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*'l
u^C°° ; 7

- i H2^

uçH^^

On va maintenant mettre en place les outils nécessaires à la démons-
tration de ce théorème; ils sont construits à partir de ceux utilisés par
M. BEALS dans [4].

Définition 4.1. — Soient s et r deux réels tels que s < r :
(i) ^(DJ = [u ç S' \ {r^)Y{\r\ - c^Y-8^^ ç L2^3)},

(ii) ^=^(01)+^(02).
(iii) H^ = {u G V \ V^ e C§°^u ç H^}.

Ces espaces sont des analogues des espaces 7P(P) introduits précédem-
ment. Mais, travaillant ici à coefficients constants, on peut, grâce à l'ana-
lyse de Fourier, définir et étudier des espaces plus précis. Cette précision
supplémentaire est nécessaire à la démonstration du théorème.

Il convient maintenant d'introduire les nécessaires ajouts microlocaux.

Définition 4.2. — Soient 5, r, r, g quatre réels tels que s < r < r < g ' ,
soit Ci le cône de lumière rapide issu de 0; on définit de Ci\{0} dans S1

l'application uj qui, à p = (t,x) ç Ci\{0} associe uj{p) = -x/c-^t. Posons
n0)_= R*(ci,o;(j?)) pour p ç (7i\{0}, Q(0) = R3 et fl(p) = 0 si p ^ Ci ;
H^'9 désigne l'ensemble des distributions v de H^ telles que

(i) v soit microlocalement H9 aux points (p ; r, ̂ ) tels que :
ou bien (r,<0 ç CarDi et (r,^) ^ ^p),
ou bien (r,^) ç CarQ^ et si F^ désigne la bicaractéristique lente

issue de (p ; r, <^), ou bien F^Ci = 0, ou bien [ p ' } = rsH^i et alors (r, <^)
n'appartient au plan tangent en 77 à Car[]i pour aucun (a,rf) e Q(p/).

(ii) v est microlocalement ^^ aux autres points caractéristiques lents.
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Cette définition rappelle, dans un cas très particulier, les Définitions
1.2 et 1.3.

Définition 4.3. — Soit f3 ç CS°(H) ; soit v ç S ' ; on définit Ef3 par :

Wf3v)^ 0 = ̂ 2_\2)|^3 ̂  sin(c^ - ̂ |)/3(.)^(w)(., 0 ̂

1 ( t

- . ^2 .2M.|3 / ^(^(^-^I^D/Î^^^W)^,^)^.
C2^C^ — C^^ IÇ) J -oc

Le théorème suivant, permet l'utilisation de ces outils.
THÉORÈME 4.2.
(a) Ef3 envoieH^9 dans ^3,r+4,r+3,<^
(b) 5'% inf(5, 5') >j et si Inf(r - 5, r ' - s ' ) > ̂  alors

Tj-s,r,r,g TJ -S ' , r ' , r ' , g ' n-s" , r " , r " , g "
^loc -"loc c -"loc 5

avec s" = Inf(5, s ' ) , r " = Inf(r, r', 5 + 5' - 1 - e),
r" = I n f ( r , r / , 5 + 5 / - l - 6 ) ,
^' = Inf(^, g ' , r' + 5 - 1, r + 5' - 1, r + 5 - 1, r + 5 - l).

Démonstration. — La facile vérification de (a) est laissée au lecteur.
Pour démontrer (b), on utilise une caractérisation de ̂ ^(DJ à l'aide de
la théorie de Littlewood-Paley.

Soit (p une fonction C°° supportée dans une couronne et réalisant une
partition de l'unité dyadique; on a :

uçH^^^^-cW^^^c^ avec ^<0

On voit facilement que, pour obtenir H8^ ' H 8 ' ^ ' c H 8 " ^ " , il suffit
de démontrer que si 5i > 1, ri - 5i > ^ et 7-2 < 5i + s^ - 1,
alors, tout paraproduit T sur H3 envoie ^^(Q •) x H82^2^) dans
^'^(DJ; en effet, posons /ç = Sq-N^{u)Vq : vu que (|r| - c^|) <
(IT - a\ - Ci\ç - rf\) + (o-, 7^), on a :

(\r\-c^\)f < ^ ||^^r2-52û,||^(|T|-c,|^|p-s^, .
P<(?-M) 0

Or

]]/^\r2-^ ]] <2p(r2-52) /' (l°'l -Cjl^l)^"51^^^)^^

Ll- ^ (1^1-^-M)^-5 !
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D'après une inégalité de Schwarz et vu que ri — <si > |-

{(T^Y2-82^^ < y^2-82-81-^. D

Par une localisation et par une partition de l'unité microlocale ana-
logue à celle faite pour démontrer la PROPOSITION 3.2, on est ramené à
démontrer le lemme suivant.

LEMME 4.1. — Soit (ïo,$o) ^ ^(ci,^) CarQi ; il existe un voisinage
conique K de (ci,^) tel que si (u,v) ç ^^(Di) x ^'^(Di) et si
Sp(u) C K, et Sp(v) C —K alors uv est H^ microlocalement en (ïo^o);
avec 7 = ïïiîÇr' + s — 1, r + s' — l).

Démonstration. — Nous renvoyons à [4] pour la démonstration de
l'inégalité de convexité suivante : il existe un voisinage conique Ko (resp.
K) de (TO,^)) (resp. de (ci,cj)), et une constante C > 0 tels que, pour
tout ((r, 0 ; (cr, ^)) ç (-K) x K tel que (r + o-^ + T)) ç Ko on ait :

r+^+77 <C(T+c i | ^ |+ (o - -c i

Remarquons que c'est cette inégalité qui est à l'origine du lemme de
l'hyperplan tangent 3.3.

La théorie de Littlewood-Paley donne alors trivialement le lemme et
ainsi le théorème.

Le résultat clé pour la démonstration du THÉORÈME 4.1 est la propo-
sition suivante.

PROPOSITION 4.1. — Soient to, e et s trois réels tels que to < 0 et
0 < 6 < ï^Çs — 1); il existe alors une solution H8 de Qi v = 0 et une
fonction /3 ç. C^^to, \to\[) telles que :

(i) WF(v) = {(^-ci^; rci,r^) | tçH', r ç H*}
(ii) II existe Y^ et 1^ deux bicaractéristiques lentes issues de points

de type (r, -c^tuj) avec t dans ]to,\ro\[ et telles que E/3v2 ne soit pas
^25+(7/2)+e rnicrolocalement le long de T^ U T^ pour t> \to\.

La figure 4.2 fournit une illustration géométrique de cette proposition.

Remarque. — La raison du décalage en to < 0 est technique. On
veut en effet rendre compte de ce qui se passe au voisinage d'un point du
cône d'avenir avec des fonctions de localisation à transformée de Fourier
positive pour pouvoir minorer commodément; l'origine est bien sûr le seul
point justiciable d'un tel traitement.

Démonstration. — Elle est assez longue. Elle utilise la même fonction
de base que celle de [4].
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Fig. 4.2

Soit yo > 1, on pose cr(p) = 5 + (5 - l)p + 2(^0 - 1). Remarquons que
cr(p) > 1. Soient <I> € (^(IR2) telle que Supp<Ï> soit un voisinage de 0,
$ > 0, ê > 0 et 0(0) > 0, et uj ç 51 : posons

+00

^) = E ̂ $(fca;)et(fcpa:l<
k^

Â;=l

La singularité de ̂  en 0 est décrite par le lemme suivant.

LEMME 4.2.
(i) WF(g)={^ru;)\rçR^},

(ii) 0 < ̂ (0 < (C/^))^^ avec a{p) > 0 et a{p) = 0(p - 1),
(iii) ^ |̂ | - ̂ | < C^ - 1)/((0^) alors ̂ (0 > (C-/^))^^0^-1).
Pour la démonstration, nous renvoyons à [4].

Soit v définie par :

^)(^) = e^g^H) + e-^l%(-0 ;

on a donc Qi î; = 0 et donc i; ç ^^(R3). Le lemme suivant va mettre
en évidence les singularités de v2 sur le plan tangent à CarQ^ en (ci,ù;).
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LEMME 4.3. — Soient AQ^BQ^A^B quatre réels tels que :

(4.1) Ao < Bo, A < B et 16 < A- < ̂ ;
JD A

soit {3 e C^G^o, N[) telle que f3 > 0 e^ /3(0) > 0; î7 existe une constante
C > 0 ̂ e çne sz (r, ̂ ) vérifie

c^-T^tAol^Bol^l2] et r-ci^l^e^AI^-^^l2-^]

a^rs ̂ (r, 0 > (2Cs)/(^} + 2 + 0(p - 1).
Démonstration. — Vu le LEMME 4.2 et les propriétés de f3 on a :

0y\r^) > m^XC/^})2^2^-1),

-DT,$ désignant l'ensemble des rf de IR3 tels que :

T-Cl|^-7?|+CiH|<Ci,

||^|-Cl^-7y||^-^,

l^+cil^l^H1^ et ^|^|P<|^|<^|^.

Il s'agit donc de minorer la mesure de Dr,^ Si S désigne la projection
orthogonale de 0 sur l'orthogonal de GJ, Dr^ contient l'ensemble D_^ ̂  des
rf tels que :

|T-ci|^-^|+ci|^||<C7i, ^-n\<2\^

\rj\<^ et ^|^<|^|<^|^.

Soit ^(r, 0 = —A(ï,^)c<;, avec

W-r2

A(T• î )-2(T-Cl(^|a,)) '

On a T - ci|^ - î?(r,0| + ci|7?(T,^)| = 0. D'après (4.1) et (4.2) on a
(Ao/B)|^ < A(r,0 < (Bo/A)|$r Or î,(r,0 = 0, donc r,(r,^ € D,^.
D'autre part, il est clair qu'il existe 6 > 0 tel que, pour tout (r,^) tel que
1^1 > 1, Î?(T,O + B(0,ê) C D(^), d'où le lemme.

Revenons à la démonstration de la PROPOSITION 4.1 en E/Sy2 sur
[\to\, +oo[. Soit 7 € C§°([ \to\, +oo[) ; un calcul très simple assure que l'on a

^^-w^w^-^
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où l'on a posé, pour simplifier,

p^^^-^i^D^^i^i^^-^^+^l^l)^2^^^),
^-^(T-ClI^D^^Cil^l.^-^^+ClI^D^^-Cil^l,^.

Soit \ e ^^(n^), homogène de degré 0 pour |^| > 1, à support dans
un voisinage conique de (02, û/), valant 1 au voisinage de (02, c</) avec
(c2,^) e CarD2nr(c^)CarDi. Or, x(T^)7(^ + ̂ |) et ^T,07(r±
ci |^|) sont à décroissance rapide donc si 7 e /3v2 est IIe1 microlocalement
en d=(c2,ci/), alors, en posant

^a(r^)=(ç)a-3^{r-c^\}\^2{c^^))^

on a f^, Aa(r, ̂ )2 dr ̂  < +00, si K1 désigne l'ensemble des (r, $) tels que

|T-C2|^||<a|^| et |c2|$|-ci($M|<a|^|.

Posons cr = T — C2|$| ; soit K l'ensemble des $ tels que \c^\ — ci($ | uj)\ <
a |$| ; il vient alors :

/• r r /•^l^l i .̂
/ A^T.^dT^/ / l^)!2^^)"3^2^^!^)^.

7j</ JK Uo J

II existe C et -R > 0 tels que, si |^| > -R, alors

r^\ .
(4.3) / \-f(a)\ da > C > 0.

J o

Soient Ao et BQ tels que 0 < Ao < c2 — c2 < BQ et A et B vérifiant (4.1) ;
si K{R) désigne l'ensemble des |^| tels que

\^\>R : |c2^|-c^M|e [^l2-^,^!2-^,

d'après le LEMME 4<3, et (4.3), on a

^A;(.,0^^^^^^.^^_.,

On fait alors le changement de variables :

^ = 1 ^ 1 , 6v=c^\-c^\^.
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Son jacobien est clairement contrôlé d'où :

r /l+oc F ^-c^r-Arl~p 1 drL^^-L IL-B.-, ̂ JH^-.^-).-
Donc, si p est assez proche de 1, la projection en (r,0 du front d'onde
^+(7/2)+e ̂  E/3v2 contient T(^) CarDi n CarD2-

D'autre part, supposons que, pour toute bicaractéristique Fs issue de
Supp/3 x H2 H Supp Singv, E/3v'2 soit ^+(7/2)4-6 ^ L^g ̂  P2. Si r^ est
une bicaractéristique lente telle que Supp/0 x R3 H SuppSingv n r^ = 0,
le théorème de propagation de Hôrmander assure Eftv2 ç. C°°{r1^), donc
E/3v2 e ^-25+(7/2)+e çg q^ gg^ absurde; d'où la proposition.

Cette localisation est importante pour démontrer la proposition sui-
vante :

PROPOSITION 4.2. — Soient s et e tels que 0 < e < ^(s — |). Il existe
f3 ç Co)o(n+) e^ v ç ^ç solution de Di ̂  = 0, ^eHes çne ; TyF(v) =
7V*((7i), 5% (^0,^0) ^ ̂  que \xo\'2 e [c|^,c2^2], sî (r2,6) ^ CarQ^
es^ ^e/ que (xo \ ^2) + to^ = 0;' 50^ fs la bicaractéristique issue de
(to,XQ ; T2,$2); 0^ a ^Or5

Efîv2 i ^25+(7/2)+e(^2).

Démonstration. — On suit la même démarche que dans [4]. Il suffit
de translater et de dilater la PROPOSITION 4.1, puis de condenser le
tout à l'aide du théorème de Baire. Le fait que l'on remplisse l'entre
deux cônes de singularités et seulement l'entre deux cônes, résulte de la
remarque suivante : soit (^o^o ; 7-2,^2) un point caractéristique lent et
soit (^i,a;i) le point d'intersection, supposé distinct de l'origine, entre C\
et la bicaractéristique T^ issue de (to.xo ; r'2^2)- Un calcul facile laissé
au lecteur montre l'équivalence des deux énoncés

f ( T 2 ^ 2 ) € 2 / ^ \ CarDi H CarD2.
(T.C.) < l01'-^

l XQ^ + tQT2 = 0.

On peut maintenant démontrer le THÉORÈME 4.1.
Soit f3 et v comme à la PROPOSITION 4.2. On résoud le problème de

Cauchy suivant :

DlD2n=^25 7^ = 7^ avec îe{0, l ,2,3}.

D'après le théorème d'existence des solutions d'un tel problème démon-
tré dans [15], quitte à multiplier v par une petite constante, on peut
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supposer la solution u définie sur Supp f3 x R2 ; vu qu'alors u = v + Ef3u2,
u est définie sur R3. D'après le THÉORÈME 4.2, on obtient par un gagne
petit standard :

-, /- u-5,25+3-6,2s+2-e,35+l-e , , „^ ^ -"loc pour tout e > 0.

On procède maintenant de manière classique : u2 = v2 + 2vE(3u2 +
(E/3u2)2. D'après le THÉORÈME 4.2 que l'on utilisera systématiquement
ici, on a Efîu2 G ^3,2.+3-e,25+2-e,35+i-e ̂  ̂  (E/^2)2. Vu que
Y ç.H^00-00 on a u2 -v2 e j^3-6'2^2-6'3^1-6 donc £;/3(^ -^) ç
rrs+3,25+7-e,25+5-e,35+4-e -r» . . i . / . . ,-"loc • ^our toute bicaractenstique lente r, on a
donc :

£;/î(n2-^;2)çA^25+5-e(^).
Soit alors (to.xo ; T2,^2) un point caractéristique lent tel que (rco | ^2)
+ ^o7'2 = 0, et soit r la bicaractéristique issue de ce point. D'après la
PROPOSITION 4.2, on sait que

E/3v2 ̂ ^^/^(r).

Or u = v + Ef3u2 = v + Ef3v2 + Ef3(u2 - v2).

Appendice
On se propose ici de démontrer le THÉORÈME 2.2 qui dit que si

aeS^.&çE^.ceS^ 2 on a :

(i) pour tout (5, t) tel que s + t > m + ̂ n (resp. s +1 > m)

Tb o Ta - T^aH8 x H 1 —— H" (resp. H^)

avec a = s +t — ^n — m — m' — m^-\- p.
(ii) pour tout (s,t) tel que s + ^ > m + mi + m^ + ^n (resp.

5 + ^ > m + m i + 772,2)

îa(r& ^ Te) - T^^H8 x ̂  — ^ (resp. H^

avec cr = s + ̂  — ^n — m — m' — m\ — m^ + p.

Démonstration
i) II suffit de démontrer le résultat pour a et & vérifiant

\w^^_^<(çr-^^
|^X-^^)|,_,+,/2 < W^^-^',
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avec î -\- j < [p\. Comme lors de la démonstration du THÉORÈME 2.1,on
se ramène à des séries rapidement convergentes de symboles réduits pour
a et 6, i.e. aq(x,rf)(pq(^ + rf) avec Supp^ç C Cq,

yw\\o<C2^m'-\a\\

l^,(,^)^^<^r2--i,
et M^i,^(0, avec ||̂ ||o < C^^-l^l), Supp^ç C Cq et \bq,\^ <
C, d'où, en posant Tq^(u,v) = T^q(2-W){Ta^,^,(u,v)}

^(T^(u^))(Q=-_—— ^ /{ri(C-0,0)r2(0-^-7^+77)
v / r>q-^N J

\y\<N

x ^(C - ô)^(0)à^ (0 - $ - T^)^ + rî)ûr(^Vr-.W) d^dr].

SuppTî C {(0i,02) ; |0i| < ^l^l} avec e^ < |p ce qui peut être supposé
vu le THÉORÈME 2.1. On a alors :

| C - ^ - ^ | < I C - 0 | + | 0 - ^ - ^ 1
< (€ l62+6i+C2) |^+77|< j|^+7?|.

Soit T un paraproduit sur R71 tel que T{0^^6^} vaille 1 au voisinage de
{(01,02) ; |0i| < j|02|} d'où en posant

X(C, 0,^) = ri(C - 0,0)T2(0 -fi-rî^-rf)

on a T(^ — $ — 77, ^ + rf)X = X ; il vient alors

^(r^(^^))(c)=-— ^ /r(c-^-^^+ry)
v / r>q-{-N J

\v\<N

x <W (C, <?, ̂ )^ ($ + r])ùr(^}vr-v{r]) df. drf
avec

^W (C^,^) = / ̂ (C, 0,^)^ (C - 0 - ̂  - ̂  î?)^(C, 0)^i,ç(0) d0.

En posant 0' = 0 — ^ — 77, et en écrivant une formule de Taylor à l'ordre
M = [p] - z - j + 1 pour ^i,g entre ^ + r] et 0' + ^ + r] il vient cr^ç/ (<;, ^, 77)
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== E^o^^C^^) avec

^(C^)= ^ ^^^)^(^^))|(.c_.)-^^
I l ^ ' a ^ ' i V a S / / Ct • '
0![<M—1

^'(C^'^ E [(i-x)b,(<:-0'-^-n)
|a|<M-l" ri'"

XA)^+'?)-^,-<V(^)^'

^'(C^)= E If^-Q'-H-^^+^+te'}
i i _ ,^- «/ J o

x^a,/^^)^-^^^.
a!

Remarquons que (T^/(C,<^) = Wq^q # a^) | (C - ̂  - ̂ ,^77), et
que ̂  œrrespond au terme Sq(a)Sq(b) - Sq(ab) dans la construction
du calcul paradifférentiel linéaire.

Reste à étudier T^?\u,v) avec 7 € {1,2} et

rt7^))^ E /^(c-$-^^+^)^,/(c^^)
r>ç+^ l/

|^[<N,|^|<^ x ^q'^+rî)ûr^)vr-^(rî)d^dri

car n est clair que \q - q'\ < N dans les définitions de Tqi.
Il est clair que Sp(T^?\u,v)) c Cq. Reste à majorer leurs normes ï?

pour démontrer que l'on a

^Tq^(u,v) -Tb#a(u,v) ç ^+^-(^/2)-m-ml-m/+p^

q,Q'

Majorons \T^\u,v)\o. Sur Supp(l - X), on a ou bien |C - 6 ' - ̂  - r]\ >
e|^ + 77] ou bien |(9'| > |^ + r]\ ; d'où, en découpant spectralement aq'(x,rj)
ou bien bq(x) on a :

^ (C, ̂ , ̂ ) < C (C - ̂  - ̂ , ̂ ) + h^, (C - ̂  - r,, r,)

avec
/lSlî'(<T'î?)= E v'(^-i-w}

K&1 x /l^(2-p(^ - <?))^ - ̂ ^â,,(ri, ̂ | dri

A%(^»?)= E y'^-1-^ l\b^- ew^^a^e^de.
\a\<,M-l "
Ip-î'I^JV
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On a donc, vu les régularités respectives de bq et dqi (•,?;) :

V z ç { l , 2 } , V | ^ | < 7 V Sup^J|^)-^(•^)Ll<^2-^^-^)2rm.

L'application du LEMME 2.1 avec

h , - V //1) -^//2)
^ — / . 'V-i^ "r l ^ q ' - ^ ,q ' ->

\^'\<N

^q' = \^q' ^ fr = Ùr\ et Qr = Ê I^TvI^ I , assure :

\RP(U^)^ < ̂ 2-<?/(ô+t-(7^/2)-m-m/-ml+^

V(s, t) tel que l'on a 5 +1 > m ; et ce avec ̂  c2 < (7.

Majorons |^ç(2)(^,'^;)|o.
Si 1 < ^ J + H < [p] < /), donc ^a^,^) ç L^d^). De plus, on a :

<^+^+^)| < cy^-^-^,

d'où |cr^ (C, ̂ rî)\< hq^ (Ç - ^ - T)^) avec

^(^^= E 2^-H-1)/* ^ 6,(^-0)^a,/(0,77)^
1 ^ 1 — A / f ~ 1 . / / 1 < ^ ^

'(mi —|a|—î)

a|=M '/ I^'I^A^"

Sup,̂  ||̂ -^(^)||̂  < C2rm2-^(ml-lûl-^).

On applique le LEMME 2.1 avec :

M^7?) = E hq'-^qr(a,rj) ; ^/ = 1^ /1 ;
|i/|<N

fr = \Ûr\ ; ^r = E
H<7V

ryr-i. ;

d'où I^^.^IQ < ̂ ,2-ç/(s+t-(n/2)-m-ml-m/+la'+^+J)

avec ;̂̂  c2 < C\u\s v\t, or |a| + i + ̂ ' =[/)]+ 1 > p.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



378 J..Y. CHEMIN

Si i = 0 , j + |a| = [p] + 1 et alors Q^à^O'^) i L^dë'). On découpe
spectralement a,{. ,r,) d'où |<7 ,̂ «, ̂ ) | < h^, (C - ̂  - ̂ ) avec

h^g,(o-,rf)= ^ a^'^-M+J-1)
H<JV /• ^

P'«?'+JV xy |&<,((r-^y(2-^)||0|M-^i|â,(0^)|^.

Vu que [p] - j - \a\ < 0

Sup^çc. Il hg-^y, (;r)) || < c'2rm2-î(p-J-l"l)
|^|<AT

d'où, comme précédemment, l'application du LEMME 2.1 assure

J^^^IQ ^ Cg-2-î'(s+t-(Tl/2)-"^-m'-"^^+'t))

avec E4^ ̂ KHt d'où (i).

Démontrons maintenant (ii).
Comme précédemment, il suffit de démontrer le résultat pour a b c

vérifiant ' '

l^'X-'^lp-^/a) < W^+^r'-^-H.

Iw.o^/^^r1-^',
^(•^-w^^r2-^.

Comme précédemment, il suffit de considérer les symboles réduits; on se
ramène donc à considérer cig(x, rj)yy^ + rj) avec

II^II^C^"1-!"!), Supp^cC,,

\D^(•^)\^^<C2-^(r^)m,

Wy, (0 avec H^Ho < C2^-\-\) et \b,\^^ < Cet c,(x)^ ̂ )
avec H^Ho < C2^-\-\) et |cJ,_^(^ < C

r{T,{u, v)) (C) = ̂  /{^â,(C - ̂  - T), r,)^ + r,)b^ - 0)
r^g+N J

\vt<N

x c^v - a^AOW^^aW}^^
ï (Z7r)
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avec X(^e^^^)=To{(:-^-rf^-^rî)T^-0,0)T^rî-a^)
avec SuppT.C {(^2) \\0i\<^\02\}

Supp(l - F,) C {(^2) | \0i\ > W}
avec 0 < èi < €i < 1. _

Une difficulté surment : sur SuppX, on n'a pas, comme précédemment
la bonne localisation spectrale, c'est-à-dire

|C - 0 - a\ < e\0 + cr\ pour e < 1.
Pour obtenir cela, il faut procéder à une troncature dont on montrera bien
sûr qu'elle est négligeable, c'est-à-dire p-régularisante. _

Soit 1 > e > 0 tel que 0 < (eo +2e)/(l - 2e) < 1. Soit T un paraproduit
tel que SuppT C {((9i ,6>2j; \0i < e\e^\}. Posons X(C,0, cr, $, 77) =
X(C, 0, ̂  ̂  r])T^-e^ ^rî)T(rî-a^ ^+77). Sur Supp X on a |0+^7| ^ |^+77|
et \Ç-e-a\ < (eo+2e)/(l-2e)|(9+o-|. En effet on a \^rf-e-a\ < 2e|$+77|
donc \6 + cr| w \ç + 77!. De plus

^-0-a\<\Ç-^-rî\+^+ri-0-a\
< (60 + 2e) |^+77|.̂ i»-i.

Soit T un paraproduit sur IR^ tel que T vaille 1 sur {{0^,0^} ; |0i| <
(co + 2e)/(l - 2e)|6>2|}. On a alors

T [ Ç - 0 - a , 0 + a ) X = X .

De plus, on choisit e assez petit de manière à ce qu'il existe A ç Cg°(K)^
K couronne de Rn telle que

\{2-^0 + a))X^ + 77) = X^(^ + 77).

En faisant apparaître X, puis T, puis en posant ^/ == ^ — 0 et 77' = 77 — cr,
puis enfin en écrivant une formule de Taylor à l'ordre M = [p] —i—j—f.^-1
entre (0, a) et (^ + 0,77 + cr) on a
(i) T,(u^) = E^o^M avec

(r^M)(c)= ^ [T(ç-0-^e+a)a^((:-e-^e^)^rW
r^N^
^\<N - / / ï \ -/ \ d^d^x u{6)^^-vv(r])-

'(27^)+2n

^(^^<r) =^J E ^ô?2^^, cr)^(0+(T)
L 1^, _L/^- 1<^ A/f 1|û!i+a2|<M-l -,

x^1^^)^2^-,^) (r).
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(ii)(^(^z;))(C)= ^ f(X-X)â,(Ç-fi-rî^)^+rî)b^-0)
r>q-}-N J

\v\<N

XCr-^ - ̂ ,̂,(0)û(0) ,̂.-^(^ ,̂̂
( ZTT )

(iii)7={2,3} v J

^(rM(^))(C)= ^ [T{C-6-a,0+a)a^{Ç-0-a)\,(0+a)
r>.q+N J

M<JV Xyl,rW^)y2,r-.(<T)^'((T)-^d(7

(27r)+4"

où (TÎ^,^(CÏ^;O") et (7-^,i/(C;^îO") sont donnés par les formules suivantes111 ̂ (C,^^-^

<r^(C, 0, a) = ^ y d '̂ drf'ô^ô^2 [â,(C - ̂  - r,' - 0 - a^)
|o:i+a2|<M-l '

X^(A+/,)] ^W^^Cr-.Ml-X)
J (>,p.)=(ff,a)

,̂.(C, ̂  ̂  = ^ I ! d^' dr,1 dt\Q^9^à\ (C - $' - ̂  - 0 - a,fi)'q,r,^^^i- ^ i l ^'dr]'dt{Q^Q^à\ (/- el -'
la i+aal^M"' 7 0 ^ ?In.^+^^IOK'-'"0 I- q

x ^(A +^))^^^^l^(^)^-c,^(^)X(^^^ y

La sommation des termes du type r^n,^) donne Ta#(6,c)(^). D'autre
part, il est clair que Sp{T^\u,v)) C Cq pour tout 7 e {1,2,3}.

Reste donc à majorer \T^\u,v)\Q.
Premier cas : 7 = 1. Vu la définition de X et de X, en découpant

spectralement br et c^_^ on a :

l^^xoi < ̂ (^_L(^)) E /^(c-^-^w^)
^t? x/W(O^M^^

les fonctions f^ et ^ étant données par les formules
fW ^ 2^m^)|^|, gW = y{m^ ̂  ^_^

|^|<^v

/^^ = Sup,<,_^2-^-^') 1(^(2-^") - ̂ (2-^+^))6, 2^ml-^|û,|,

^1) = Sup,<,_^2-(?^-^ 1^(2-^^°) - ̂ (2-(?+^o)c,_,
\y\<N __

x2r^-^ ̂  |i)̂ |.
\v\<N
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On applique le LEMME 2.1 d'où, vu que i + j + £ + p — Inf(j, t) > p, on a :

\T^\u,v)\^ < c^-^^-^^-^-^-^-^H,!^

avec ̂  c'q < C.
Deuxième cas : 7 = 2. Vu la localisation du support de 1 — X, avec

un découpage spectral de Og( • , 77), de br et Cr-y on a :

|(r^M)(c)| < ^ [h^a(Ç-o-^0+a)\,{e+a)
|o;|<M-l
r>q^-N xfr(0)grÇo')d6da

avec /, = 2r^-^|û,|, ^ = 2^^-^) Z\.\<N l^-.l, et

^,.,a(^, ̂  = E E 2^m/-^-l^l+a21)^l-^l {(A^(rr, (ï))
l^l^^ P>Î ^i<ûi

|ûii+0;2|<M-l

x | fo(û i ) | |,.(û;2)| , - / ^ ^ I f A f o ( ^ i ) ^ | l^^l + l^^i)! ||A c^^ll
^\^r \\cr-v\ia(î\^u)\\L-JkPur ) \ \ c r - ^ \ l \ u r 1 1 \L-JtPLr-^ \ f 5

d'où ||^,r,a(-^)||Li < 2^m/-^-lal)2-^^-Inf^^))((7}m d'où, par applica-
tion du LEMME 2.1 on a :

\T^(n ?^1 < r 9-9(5+^-(n/2)-m-ml-m2-m/+/?)( \ \ \
\-'-q v ^ î ^ / l o — -9- ("'l.sl^lt

avec ̂  c^ < C et ce pour tout (5, ^) tel que 5 + ^ > m + m i + ms.
Troisième cas : 7 = 3. On découpe spectralement ^ et Cy-; vu le

support de X on a :

|(r^(^,^))(C)|< ^ fh^a(Ç-0-^a)\,(0+a)frÇ0)gr(a)d0da
\a\=M J

r>q-}-N

«,,-pp ^ _ 97'(mi—j)[., | „ — 9r(m2—^) Y^ |<,, [ pfavec Jy — Z v |"'r|î Qr — L 2^\y\<N \vr—v\ el

hq^a(^^) = E

/?i<û;i, |^|<A^
p<q-^-N, p'<q-\-N

<•!
^(m'-.-l^l-M) y1/1 [^i-/3i^(^_^_^^+^]

x|^^(2-T)6,(0| x rî^^-^'^cr-^d^dri'dt
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d'où on a :

^Paecjl^a^^lki
^ y{m'-i-\a\)^rm V^ ^-p{p-J-\ai\)^-p'(p-£-\a2\)

p<q-^-N
p'<q-^-N

Si ai = [p] - j + 1 : a2 = i = i = 0 et |a| =[/)]- '̂ + 1

Sup,̂  IÎ O ÎlLi < 2^2-^-^),

de même si a^ = [p] — i + 1.
Si ai < [p] - j, \a^\ < [p] - t on a :

SUP^C. ll^,r,a(^)||Li < 2rm2^m-^-IQI)

d'où par une ultime application du LEMME 2.1 on a pour tout (s,t) tel
que 5 + ^ > m - + - m i + m 2

l^^^lo ^ Cç2-^s+^-^/2)-m-ml-m2-m/+P)|^|^|/y|^

avec Y^c^ < C d'où le THÉORÈME 2.2.
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