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INTERACTION CONTROLEE DANS LES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRES

PAR

J.-Y. CHEMIN (*)

RESUME. — Avec un calcul symbolique bilinéaire de type paradifférentiel, on
démontre, pour une solution d’une équation aux dérivées partielles non linéaires
strictement hyperbolique, une majoration de son front d’onde relatif & 1’espace de
Sobolev H?, & partir de sa connaissance dans le passé, o allant jusqu’au triple de la
régularité globale de la solution.

ABSTRACT. — With a bilinear symbolic calculus of paradifferential type, we prove,
for a solution of a strictly hyperbolic non linear partial differential equation, an estimate
of its H-wave front, ¢ going up to three times the global regularity of the solution.

0. Introduction

0.0. Nature du probleme. — On cherche & décrire la régularité
microlocale d’une solution réelle u € H{ (1), s étant suffisamment grand,
et Q étant un ouvert de R”, de I’équation

(E) f(z,u,0%) =0 sur €,

le|<m
ol f est une fonction C* de ses arguments. On supposera dans tout ce
travail que p,,(z,§) = ZM:m Of J0ua(z,u, Bﬂu)mSmE“ est un polynéme
strictement hyperbolique par rapport & £; et que 'on a une situation
d’évolution, c’est-a-dire que toute bicaractéristique de p,, issue d’un point
de 4y = QN {x1 > 0} coupe N_ = QN {z; <0}.

J.M. Bony a démontré dans [6], grace & la construction du calcul para-
différentiel, que les singularités microlocales H?, pour o < 2s — sg, avaient
un comportement linéaire vis & vis de la géométrie des bicaractéristiques

(*) Texte regu le 8 janvier 1987, révisé le 11 juin 1987.
J.-Y. CHEMIN, Ecole Polytechnique, Centre de Mathématiques, 91128 Palaiseau
Cedex, France.
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342 J.-Y. CHEMIN

de p,,. De nombreux résultats s’affranchissant de cette limitation ont été
obtenus, d’une part sous des hypotheses de régularité conormale par rap-
port & une ou plusieurs hypersurfaces par S. ALINHAC (voir [1], [2], [3]) par
J.M. Bony (voir [7] et [8]), et par R. MELROSE et N. RITTER (voir [13}),
d’autre part, en dimension 2 par J. RaucH et M. REED dans [16] par P.
Gobin dans [12], ainsi que dans [9] et [10].

On s’intéresse dans ce travail au phénomene de la propagation de la
régularité jusqu’a 3s — 25, qui a été observé pour la premiere fois par
M. BeaLs dans [4], o il démontrait que si u est solution H® de

02 02
B_Q:fu— Z @U = f(z,u),
i=2 Tt

avec 8 > $o et f polynomiale en wu, la régularité se propageait jusqu’a
Pordre 3s — 2sg et que ce résultat était essentiellement optimal. Puis,
dans [5], il en donnait une généralisation au cas de l’équation Pu =
f(z,u,0u), Vopérateur P étant un opérateur strictement hyperbolique
d’ordre 2.

On se propose ici de démontrer, pour une solution réelle H® d’une
équation (E) strictement hyperbolique, s > 3o, un théoréme général
de régularité donnant une majoration de son front d’onde H? & partir
de la connaissance de ses directions caractéristiques dans un domaine
d’influence, avec ¢ < 3s — 2sy. Ce théoréme contient la conjecture faite
dans [5] sur la propagation des singularités jusqu’a I’ordre H3~2% pour
les équations quasi-linéaires strictement hyperboliques d’ordre 2.

On peut introduire, pour une solution u d’une équation (E) strictement
hyperbolique, la notion d’hypersurface lente, c’est-a-dire d’hypersurface
caractéristique telle qu’en tout point (z,£) de son conormal, I’hyperplan
tangent en £ & Car p,|, ne recoupe Car py,, qu’en R*{. Remarquons que
ceci est toujours le cas a l'ordre 2.

Le théoreme général de régularité assure que, si ¥ est une hypersurface
lente, v étant solution de 1’équation (E) supposée strictement hyperbo-
lique, si le front d’onde H® de u a ses directions caractéristiques dans
le conormal de ¥ dans le passé, il en est de méme dans ’avenir. C’est
le phénomeéne d’évolution d’une onde lente; on donnera également une
illustration géométrique de l'interaction de deux tels phénomenes.

De plus, on exhibera une solution u de

0? A o? 0? 2 0? , 02 . 2
(w_cl@_lay)(gﬁ 262 c2ag)u_6(t)u
ol ¢; > ¢y et B € C§°(R4), telle que son front d’onde dans le passé soit
inclus dans le conormal de cone rapide C; = {22 +y? = c3t?} et telle que,
dans Pavenir, u ne soit pas H2571 sur {22 + y? € [c2t?, c}t?]}.
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CALCUL SYMBOLIQUE BILINEAIRE ET INTERACTION CONTROLEE 343

Ceci montre la dissymétrie entre la propagation des ondes lentes et
celles des ondes rapides.

Cet exemple montre le caracteére essentiellement optimal du théoréme
général de régularité que 'on peut résumer par le schéma suivant.

s —s
Interaction s'=2s— 30
w /

(a) Chocs
(b) Comportement

linéaire

Y
®

So

L’obtention de ce théoréme nécessitera la transformation de I’équation
non linéaire étudiée, non plus en une équation paradifférentielle linéaire
modulo un reste H2~°1 comme dans [6] et [14], mais en une équation
paradifférentielle bilinéaire modulo un reste H35~2s1,

Pour démontrer que la partie bilinéaire du reste a la régularité micro-
locale nécessaire, il faut construire un calcul symbolique de type para-
différentiel bilinéaire, et I’appliquer par le biais du lemme de ’hyperplan
tangent 3.3.

0.1. Notations et rappels. — Soit F' un espace normé, et si x € F
on note (z) = (1 + ||z||%)'/2. Dans ce travail, nous utiliserons la théorie
de Littlewood-Paley; on appelle partition de 'unité dyadique la donnée
d’une couronne C de R™ et d’une fonction ¢ de C§°(C) telle que la fonction
P(E)=1- Z;ﬁg ©(279¢) soit a support compact. Pour u € S'(R™) on a :

+00
Y(D)u+ Y (27 D)u =u.

q=0
On désignera (279D)u par Ag(u) ou bien par u, lorsqu’il n’y aura pas
d’ambiguité, ¢(D)u par A_;(u) ou bien par u_; et ¥(277D)u par Sy(u)
(remarquons que l'on a Sy(u) = Zg;l_l Up).

On supposera connues les diverses caractérisations de l’espace de

Sobolev H*® et de ’espace de Hélder C* par cette théorie. (Voir [6]). On
pose H® = (), H*".
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344 J.-Y. CHEMIN

On note | - |5 (resp. || - ||,) la norme dans H® (resp. dans C” pour
p # 0); on note || - |jo la norme dans L. Etant donnés une partition
de Punité dyadique, et un entier positif Ny tel que 2=N° Supp v + C soit
une couronne, on appellera paraproduit application suivante de S’ x &’

dans &' :
Ty = ZSQ_NO(u) - g.
g

On notera encore T I’application suivante de R*” dans R :

T(&m) =Y (277 Ng)p(27).

Lorsque, par exemple, u et v sont dans L?, on a

FTw)(€) = / T (€ — m,m)a(€ — n)o(n)dn.

(2m)
On supposera connues les propriétés opératoires du paraproduit dans les
H? et les C* (voir [6)).

Siu e D'(Q), WF(u) (resp. WF,(u)) désigne le front d’onde (resp. le
front d’onde H?) de u.

Lorsque A € Op S™(Q), ensemble des opérateurs pseudodifférentiels
classiques sur 2, SE(A) désigne le support essentiel de A.

Soit p un réel strictement positif non entier, on désignera par EZ‘(Q)
I’ensemble des £(z,£) somme, pour j variant de 0 a [p], de £;(z,§) telles
que ¢; soit homogene en ¢ de degré m — j pour || > 1, et que, pour tout
¢ € C§°(Q),

;S ogmlel

188 t; (-, )],
et par Op Z;n(Q) I’ensemble des opérateurs paradifférentiels associés;
pour les définitions completes et les propriétés opératoires nous renvoyons
a [6].

De plus, dans ce travail, on dira qu’un espace de fonctions A est une
algebre si et seulement si pour toute u et v dans A et toute f, C* au

voisinage des valeurs de u, uv € A et f(u) € A.

1. Enoncé des résultats

L’énoncé du théoréme de régularité 1.2 nécessite la définition préalable
des ensembles prenant en compte la propagation et l'interaction des
singularités.

On suppose donc donnée une solution w € H{ (Q) et réelle de
Péquation (E) avec s > tn+m+1—d, entier d valant 2 si ’équation (E)
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CALCUL SYMBOLIQUE BILINEAIRE ET INTERACTION CONTROLEE 345

est semi-linéaire, valant 1 si elle est quasi-linéaire et 0 sinon. Remarquons
que si (E) est semi-linéaire, on peut supposer que la partie linéaire
est pseudodifférentielle; dans ce cas, il faut supposer que pn,(z,—§) =

Définition 1.1. —  On notera F,(u) (ou F, lorsqu’il n’y aura pas
d’ambiguité) la réunion des bicaractéristiques tournées vers I’avenir issues
de points de WF,(u) N Car pn,, N {z1 < 0}.

Remarquons que, d’apres le théoreme de propagation de Bony démontré
dans [6], si u solution de (E) sur un ouvert @ de R™, alors, pour tout
0<2s—in—m+d-1, F, = WF,(u) N Carpy,.

Il est bien connu que deux singularités de directions non opposées
interagissent par enveloppe convexe; pour ¢ < 3s — 2sg, M. BEALs a
démontré dans certains cas que deux singularités de direction opposée
interagissent dans I’hyperplan tangent & la variété caractéristique (voir
[4] et [5]). Cela conduit & définir G, ol é"'z est la réunion des ensembles
Fo,|, + Fo,|  lorsque (01,02) parcourt ’ensemble des couples tels que
o1+oy =0+ %n et des plans tangents en £ & Car Pm| lorsque £ parcourt

Fa/2+n/4| o De fagon plus concise on a :

@a = U (F,,1 + Fal) U TF6/2+n/4 Car p,.
o1+o2=0+n/2

Malheureusement, cet ensemble est légérement trop petit.

Définition 1.2.
(i) On désigne par GV I’ensemble des (z,€) dans T*Q tels qu’il existe
&1 et & de directions non opposées, tels que € € Ry & + R4 & et tels que,
pour tout (o1,02) tel que o1 +02 = o+ %n, avec ¢ € Fy, [, ou & € F"le‘
(ii) On désigne par G'? I’ensemble des (z,€) dans T*Q tels qu’il existe
n dans F, /51,4 tel que £ € T,,Carpm]x.

(iii) On pose enfin G, = ¢ uc?.

Remarquons que G, Cc G, C Neso 5a+e. Le théoreme ci-dessous
fournit une premiére justification & cette définition.

THEOREME 1.1. — Si (E) est semi linéaire, si v solution HE (),
s> %n+m—1 de Ppv = 0, telle que, pour tout 0 < 3s—n—m +1,
WF,(v) C Fy(v), alors, pour tout 0 < 3s—n—m+1 et toute g € C*® on
a WF,g(v) C G,

Les singularités créées par interaction dans les G, vont a leur tour se
propager; d’ou la définition suivante :
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346 J.-Y. CHEMIN

Définition 1.3. — H, désigne la réunion des bicaractéristiques tournées
vers I’avenir issues des points de G, N Car p,,.

On peut maintenant énoncer le théoreme général de régularité :

THEOREME 1.2. — Si u est solution Hf () réelle de (E) avec
s> %n+m+1—d, alors pour tout 0 <3s—n —2m — 2+ 2d

WFy(u) N Carpp C Fo UHsymi1-d
WEF;1(w) N (Carpr)® C Goymt1—d-

Avant de démontrer les THEOREMES 1.1 et 1.2, ce qui sera l'objet des
paragraphes 2 et 3, nous allons en donner divers corollaires et illustrations.
Intéressons nous dans un premier temps aux équations d’ordre 2 :

COROLLAIRE 1.1. —  Soit u solution réelle HE () de (E), supposée
d’ordre 2, s > %n +3—d, pour tout ¢ < 3s —n — 6+ 2d, si (z,€) est
un point caractéristique de p, et si I' désigne la bicaractéristique issue de

(z,&) alors : siu est microlocalement H? en (x,§), alors u l'est aussi tout
le long de T.

Le corollaire résulte du théoréme par le fait que Car 21 est convexe a
cause de la stricte hyperbolicité, donc si 7 < 3s—3—n+d; G,NCar p, = 0.
Remarquons que ce corollaire contient les résultats et la conjecture de [5].

Pour donner quelques illustrations géométriques au THEOREME 1.2, on
pose la définition suivante.

Définition 1.4.
(i) Soit ¥ une hypersurface caractéristique pour p,, € £7*(Q2), p > 1,
Pm strictement hyperbolique homogene de degré m. On dit que ¥ est
lente, si on a, pour tout (z,£) € N*X

T; (Carpm|m) N Carpn| = R"E
(ii) On appelle onde lente d’ordre o une distribution u telle que :

{ Carp, NWF,(u) C N*T
(Carpm)c NWF,11(u) C Tn+x Car py,

avec T~y Carp,, = {(z,8) € T*Q | In € N*E| ; €T, Carpm| }.
L’expression hypersurface lente provient du’ fait suivant : soit P, =
[, [, avec ¢; > cp. Soit ¥ une hypersurface caractéristique pour [, ;
elle est lente au sens de (i).
On va maintenant énoncer deux corollaires, 'un décrivant ’évolution
d’une onde lente, 'autre l'interaction de plusieurs ondes lentes.

ToME 116 — 1988 — ~° 3
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COROLLAIRE 1.2. — Soient u solution réelle Hf (Q) de (E), s >
%n +m+1—d, ¥ une hypersurface lente, 0 < 3s —2m —n — 2+ 2d. Si
u est une onde lente d’ordre o dans le passé, elle l’est dans ’avenir.

COROLLAIRE 1.3. —  Soient u solution réelle HE (2) de (E) avec
s>in+m+1—d, (Z) = (Zi)i<i<n une famille de N hypersurfaces
lentes ne se coupant pas dans le passé. On suppose que u est une onde lente
d’ordre o par rapport ¢ ; dans le passé, et ce pour tout i € {1,...,N}.
Sio <3s—2m —n+2d -2, alors :

N
WF,(u) N Carp,, C U N*(Z)UHsymy1-a

=1

W Ey11(4) N (Carpn)° € (| Tw-s.(Carpn)) N (Carpm)°.

=1

Nous allons maintenant illustrer ces deux corollaires dans le cas de
I’équation des ondes semi-linéaires & deux vitesses.
Considérons [, = 82 — c2A avec ¢; > ¢ et I'équation

(E) L0 = f(x’“7aﬁu)|ﬁ|g3‘

Soit C} le cone d’onde associé a[]; issu de 0. D’apres le COROLLAIRE 1.3,
si u solution de (E'), u réelle et H . avec s > in + 3, est une onde lente
d’ordre 0 < 3s —n — 6 par rapport & Co dans le passé, elle ’est aussi dans
Pavenir. Par contre, si WF(u) C N*(C;) dans le passé on a dans ’avenir
la configuration de la Figure 1.

Nous montrerons au paragraphe 4, par le biais d’un exemple, que ce
phénomene se produit effectivement.

Pour illustrer le COROLLAIRE 1.3, on va considérer I’exemple suivant :
u solution de [J;[J,u = f(z,u,0u,8%u,8%u) = 0, u € H (R®) avec
s > %n + 3. On suppose, par exemple, que u est une onde lente d’ordre
o par rapport aux deux cénes lents issus de (0,—a,0) et (0,a,0) sur
Pouvert 0, %[sz; on représente alors le phénomene par le film suivant,

qui dessine les singularités a t = cte,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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Zs—ln—l

u ¢ Hloc 2

u€E HSs—n—2

loc

C:

26-1n_g

Cl u ¢ Hloc z

a . ; . .
t < — rien ne se passe t = — c’est le début de l'interaction
C2 C2

C1

@ <1<l
R

[
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CALCUL SYMBOLIQUE BILINEAIRE ET INTERACTION CONTROLEE 349

Les singularités créées par interaction se propagent rapidement

t= ——————, C(’est la fin de 'interaction.

acy

Pour t > ————,
ca(cf — 3)'/?

chaque type de singularité se propage a sa

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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vitesse, il n’y a plus d’interaction.

~4——
- -~ -
- '

-
-

”~

Tous ces corollaires reposent sur le calcul des ensembles H, définis ci-
dessus; cela est laissé au lecteur. Signalons cependant que l’interaction
cesse pour la raison suivante. Dans l’espace des fréquences, on a les

situations suivantes :
//_\\

. a C .
sit< — !

— il y a interaction :
9
Co (C% — C%)l/2

a c
sit>— ! il n’y a plus interaction : PN

e (¢} — )M
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2. Calcul bilinéaire et paralinéarisation précisée

Le but de cette partie est de construire un calcul symbolique bilinéaire,
c’est-a-dire de définir les symboles, de les quantifier, et enfin de démontrer
propriétés opératoires et formules symboliques. Ensuite, on démontrera les
deux théorémes de paralinéarisation précisée 2.4 et 2.5.

Dans toute la suite p désigne un réel positif non entier. Pour des raisons
techniques qui apparaitront dans la suite, on est contraint de réduire la
classe des opérateurs paradifférentiels.

DEFINITION 2.1.
(i) 2:,” est l’ensemble des fonctions a(z,€), somme pour j variant de
0 a [p], de fonctions a;(x,§£), homogénes de degré m—j en & pour €] > 1,
et telles que

2a,(-8)| < Chalem 71,

p=j+n/2
(i) ZP(Q) = {a(z,8) | Vg € C(Q) pa € £}

(iii) Op Z7* () est l’ensemble des opérateurs de OpX'(S2) dont le
symbole est dans X7'(02).

Remarquons qu’il est clair que X77(€2) C X7*(2) et que OpX7*(Q) C
Op XM ().

Définition 2.2. — On appelle Eg"m/ Pensemble des fonctions a(zx, &, n)
somme, pour j variant de 0 & [p], de fonctions a;(z, &, n) telles que :

(1) |ag,7]aj(‘7§’7})lﬂ+’n/2 j S C (é‘)m(g + n)m'—j—lod,
(ii) Il existe deux réels C et C’l, satisfaisant 0 < C < C et tels que :

Supp; , a; C {(&,7) : Cl¢] < |0l < Calnl}.

Définition 2.3. — Soient T' un paraproduit sur R” et a € E;n’m'. On
définit T,(u,v), pour u et v dans S, par :

FTw,0)€) = gz [[T(C-€=me+n)
xa (¢ —&—mn,&mn) @(€)d(n) dE dy
ol F et ~ désignent ici, ainsi que dans toute cette partie la transformée
de Fourier en la variable x.

Le premier travail a effectuer est de décomposer les symboles en séries
rapidement convergentes de symboles plus simples.
. / .
Soit a € X7»™ ; on note encore par a l'une des fonctions a; de la

DerINITION 2.2. Posons a(z, 61,602) = a(z, 8y —61,05) - (02)“’”'. Soit M un
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352 J.-Y. CHEMIN

entier tel que M > n et soit ¢ € C§°(C') réalisant une partition de 'unité
dyadique. Si I’on pose, pour k € Z™ et g € N,

ak,q(z,n) = /(Id —Ag)M &(cc,n,2‘10)e_i(k'0)<p(0) de

on a, d’aprés [11, pp. 46-48], l'existence d’une boule B de R™ telle que :

a(z,&n) = %ak,q(x, e FlE o (279(¢ + 1))

k. +a (%5»77)

avec Supp; ,(a—1(z,&,m)) C{(&,n) | {+n € B} et

jaaCuem| | <om™

p+n/2

Or, a_; est négligeable; en effet, on a :

PROPOSITION 2.1. — Pour tout (s,t) tel que s+t > m, T,_, envoie
H® x Ht dans H™®.

Démonstration. — 1 est clair que Supp F(T,_, (u,v)) C Bj il suffit
donc de démontrer que T,_, envoie H® x H' dans L2. Soit m € L?; on a
alors :

I= /m« To (u,0))(Q) dC

/[ m<+£+)nz )_ 1(¢,&m)

avec ¥ € C5°, f5(§) = (€)*@(€) et g-(n) = (n)"@(n). Dol

1< mloSup (2620 ) 7, 4,

dc] B(E + 1) fs ()9 (n) de di

d’ou le résultat.

Dans la suite, on se raméne donc & une série rapidement convergente
de symboles réduits du type :

aq(z,me(279(E +mn)) - x(&,m)

avec [|p§™ ]l < 240m'~1eD Suppgp, € 279C = C, Suppx C {(&7) :
ClEl < Inl < C1lé]} et {Daaq( Ml ptns2 < C27AlKp)m,

ToME 116 — 1988 — ~° 3
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THEOREME 2.1. — Soient a € o m' T et T' deuz paraproduits sur
R™; pour tout (s,t) tel que s+t >m+ in (resp. s+t > m). Alors :
T, envoie H® x H* dans H° (resp. H”) aveco =s+t—m—m'—in et
T,—T. envoie H*x H' dans H° (resp. H?) avec 0 = s+t—m—m/’ —§n+p

Démonstration. — Pour démontrer ce théoréme, on a besoin du lemme
suivant, qui sera d’ailleurs utilisé constamment dans la construction du
calcul :

LEMME 2.1. — Soient f et g deux suites de L?(R™) telles qu’il existe
une couronne K telle que pour tout r, Supp f, et Supp g, soient inclus
dans 2"K ; de plus f, et g, sont positives. On pose |f|> = >, 227¢|f,|2.
Soit hq r(6,m) une suite de fonctions mesurables positives sur R™. Posons
Nu(hg) = Sup, {277 Sup,ck, [lhg(-;n)|lLr}. Soit ¥, une suite de fonc-

tions positives supportées dans 27K tel que ||¥q||L~ < C2-%' . Soit

= Y [ a6 €= mm (e + A (©)arn) de

r>q+N

Sous ces conditions, on a, pour tout (s,t) tel que s+t > u+ %n (resp.
s+t>p)
|[4glo < 042~q(s+t_ﬁ—# _n/Q)Nu(hq)|f|s|gtt

avec ¢q € €% (resp. £°).

Démonstration du lemme. — Etudions la quantité suivante :
Hyr = [[ [ 1©har (6 = 0.1) 24(0)1(0 - mgrmidoandc.
D’apres I'inégalité de Schwarz avec le poids hq,-({ — 6,7) on a
[ mmatc -6, &)’ < M2 [/ memac - 6. a]’.

On applique maintenant ’inégalité de Schwarz avec la mesure df, d’ou :

Hyp < (Nuha) 272 [ e n)arn)bus () d

avec

oraln) = | [ 0, 0)720 - as] "

brq(n) = [//m her (¢ — en)dangm.
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On a déja la majoration ||b, 4|0 < |m|oN,(h,)1/227#/2.

Sis+t>p, onalangp <2026, 10 dot

I Aglo < 29E ¥ IN, (Be)Iflslgle Y erd,2- ("
r2q+N

Si s+t > pu+n/2, posons cg, = 27294 2275|g, [lo. Ona ¥
d’ou

<C,

q,r qr—

|Aglo < Nu(hg)2t Y~ 27rls+t=8=me, | f,|gl,
r>q+N

< €N, (hg)2~ 1 H=F =110 £ gl
avec ¢g = (30, ¢2 )V/2
Revenons & la démonstration du THEOREME 2.1 :
F(T(.9))(©) = e > / T(¢~g=n,&4n)aq(¢~E~n.n)
lvl<No X 0q(& +m)ir(§)0,—0(n)dE dn

On a clairement Sp(7,(u,v)) C C, couronne d’ordre 2*7. Or, en posant
Uy = ZIV[<N0 |Ur—u], o0 &

F(T, o) <0 S /laqc € —n,m)| lpal€ + 1)
r29+N X Iur(§)| v'r(n) d¢ d’)

d’oli le résultat d’opérance en appliquant le LEMME 2.1 avec
her(0,m) = aq(0,m), ¥q=lpgl, fr=I0r| et gr=or.

Pour l'invariance par changement de paraproduit, on étudie

80 =G & [Jf@-T)(c-e=nern)alc-e-nn

r>q+N
[V]<No | X @q (& + )i (§)0r—u(n)dE dn.

Vu que Supp A, C Cy, il suffit de démontrer que ’on a :
'AqIO < cq2——q(s+t—n/2—m—m’+p)
avec Y ¢z < +oo0.
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On découpe spectralement aq; vu le support de T'— 71", on a :

INGED> / / ha(C — € — 0.m) Wa(€ + 1) £ (€)gy (1) dE di

r>q+N

avec hq(e,'l)) = E|V|SN |<p(2_q_u(0)&q(0,77)l, ‘Pq = 1‘Pq|; fr = |’&r| et
gr = Ur; le résultat découle alors de ’application du LEMME 2.1.

Définition 2.3. — Soient a € E;"’m', be X" et c€ ). Alors

1
) b#a - |+§<[p] —08bi(=, )], D3as(2,€,1),
(i) a0 = Y m080fe(s & mDEY (e, Deulz )

la|+|B]+i+5+£<[p]

Remarquons qu’il résulte clairement du caractére d’algebre de H® pour
s> in que 'on a b#a € T™ ™ et a#(b,c) € T tmatmam,

On va maintenant énoncer le théoréeme fondamental du calcul symbo-
lique.

THEOREME 2.2. — Soienta € X7™ b€ OpZ™ etc € Z7. Ona:

(i) pour tout (s,t) tel que s+t > m + in (resp. s+t > m),
Uapplication Ty o T, — Tyo envoie H® x H' dans H° (resp. H%) avec
c=s+t—3in—m—m'—my +p,

(ii) pour tout (s,t) tel que s +t > m + my + ma, lapplication
T, 0 (Ty ® Te) — Top(n,e) envoie H® x H' dans H (resp. H?) avec
0:s+t—%n—m—m1—m2—m’+p.

La démonstration de ce théoréme, assez longue et technique, est
effectuée en appendice.

On va maintenant localiser de maniére standard le calcul global obtenu.

Définition 2.4. — Soit 2 un ouvert de R™.

(i) On désigne par 7™ (Q2) I'ensemble des fonctions a(z,&,n) telles
que, pour toute ¢ dans C§°(2) on ait pa € 2;"’"‘/.

(ii) Soient a € X7™ (), b€ 71 (Q) et ¢ € Z72(Q)

1
ba(e, &)= Y, —OEbi(x€)|,,, Dias(z,6m),
lal+i+i<[o]

a#(b,o)(z,&m) = Y

|| +|8]+i+5+£<[p]

L

X ngj(w,ﬁ)che(waﬂ)-
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Il est clair que b#a € E;’”ml‘*ml(ﬂ) et que a#(b,c) appartient a
E;n+m1+mz,m'(g).

Définition 2.5. — Soit  un ouvert de R”; on dit que A € Op Z:,”*m'(Q)
si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées pour tout (s, t)
tel que s+ ¢ > m+ n (resp. s+t >m) :

(i) A envoie HE () x HE.(2) dans D'(Q);

(ii) A est & support propre au sens suivant : pour tout compact K de 2,
il en existe un K’ tel que : si Supp(u®v) C K x K, alors Supp A(u,v) C K',
et si Supp(u ® v) € 0K’ x K, alors Supp A(u,v) C 0K ;

(iii) 11 existe a € E;"’m’(ﬂ), tel que, pour tout compact K de Q et
toute x € Cg°(R?) valant 1 au voisinage de K, l'application A — xT,
envoie Hj, x Hf, dans H (resp. H?) avec 0 = s+t —tn—m—m'+p.

Définition 2.6. — Lorsque (iii) est réalisé, on dit que a est un symbole
de A.

Le théoreme suivant permettra une utilisation locale de ce calcul.

THEOREME 2.3. — Soit Q un ouvert de R™.

(i) Pour tout a dans E;n’ml(ﬂ), il existe A dans Op E;"’m’(ﬂ) tel que
a soit un symbole de A.

(ii) Soient a un symbole de A € Op EZ”’”’(Q) et b (resp. ¢) un
symbole de B € OpX]"(Q) (resp. C € OpX)*(Q)). Alors Bo A €
OpIT™+m(Q) et b#a est un symbole de Bo A; Ao (B® C) €
Op E;”l“’ml"'mz’m’(ﬂ) et aft(b,c) est un symbole de Ao (B® C).

Démonstration. — Soit (wj, ¢;)jen une partition de I'unité localement
finie de (2, soit x; € C§°(w;) valant 1 au voisinage de Supp ¢;. On pose

Au,v) = E XinTx,'xja(@an QOj’U)-
,J

Vérifier les points (i) et (ii) de la DEFINITION 2.5 est facile. Pour montrer
que a est un symbole de A, il suffit d’appliquer le THEOREME 2.2 en suivant
la démarche de [6] lors du passage du calcul global au calcul local. Il en
est de méme pour le point (ii).

Il faut maintenant préciser la définition des opérateurs paradifférentiels
en vue des THEOREMES 2.4 et 2.5.

Définition 2.7.
(i) Soit 2 un ouvert de R™; on appelle P}*(2) ’ensemble des éléments
de X7*(2) polynomiaux en &.
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(ii) Soient T' un paraproduit sur R", (¢;,w;)jen une partition de
P'unité C*®° de Q, (x;)jen une suite de fonctions C§°(w;) telle que x;
vaille 1 au voisinage de Supp ¢; et a € P*(2); on pose :

OP Pr(a)u = Z X Tx;api-
JEN

Il est clair que OP Pr(a) opére proprement et continiment de D'(f2)
dans D'(R2). L’intérét de cette définition apparait dans la proposition
suivante.

PROPOSITION 2.2.

(i) Pour tout compact K de Q et toute x € C3°(Q) valant 1 au
voisinage de K, OP Pr(a)—xTy, envoie les distributions d support dans K
dans C§° et ce pour tout a € P;* () ; en particulier OP Pr(a) € Op Z7*(02)
et OP Pr(a) est indépendant de la partition de l'unité choisie modulo un
opérateur infiniment régularisant.

(ii) OP Pr(a) est aussi microlocal que l’on veut i.e. pour tout € > 0,
il existe ¢ > 0 tel que, si SuppT C {(&n) : |&] < en|} alors
WF(OP Pr(a)-u) C {(z,€) € T°Q | d(¢/|€l, W F(u) 1 S*1) < e},

Pour la démonstration, voir [10].

Nous pouvons maintenant énoncer les deux théoremes de paralinéari-
sation précisée :

THEOREME 2.4. — Soient 0 un ouvert de R", u € Hf (Q) avec
s > n/2, f C*®° au voisinage des valeurs de u. Pour tout paraproduit T

sur R™, il existe R € Op Eg’on/2(ﬂ) tel que

f(u) — OP Pr(f'(u)) - u — R(u,u) € HZS"™(Q).

loc

THEOREME 2.5. — Soient Q un ouvert de R™ et u une solution Hg (Q)
de l’équation

(E") f(z,u,0°) 0

|Bl<m =
avec s > n/2+m+1—d (d valant 2 dans le cas semi-linéaire, 1 dans le
cas quasi-linéaire, 0 sinon). Pour tout paraproduit T sur R™, il existe R €
2m—d,0 ) 0 .
Op EsTn/Z—m-}-d—l(Q) tel que, st p(xaé) = Z|o¢|§m %%(x,u,aﬁu)(zf)a,
on ait :
OP Pr(p) - u + R(u,u) € H3S m=3m+2d-1())

loc
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Remarques.

Il n’y a aucune hypothese sur la nature de ’équation.

Le THEOREME 2.5 est trés important; c’est lui qui transforme une
équation non linéaire en une équation paradifférentielle bilinéaire.

Nous démontrerons uniquement le THEOREME 2.4, la démonstration
du THEOREME 2.5, strictement analogue dans son principe a celle du
THEOREME 2.4, étant d’écriture lourde est omise.

Démonstration. — On convient, dans cette démonstration, que toutes
les égalités sont écrites modulo une fonction H3°~".

D’aprés la ProposiTioN 2.2 et le calcul paradifférentiel bilinéaire il
suffit de démontrer un théoreme global. On utilise le théoreme d’ap-
proximation 1.3.1 de [10] & Vordre 2; d’aprés ce théoréme, on a f(u) =
Y% A (y) avec

AD ) =Y " Sy w, (£ () - ug,

q>0
A (u) = Z“q q+N> (Z up S, +N1 )))
q>0 p>q
A(3) Zu Sq+N2 'LL))
a>0

On a aussi AN (u) = Ty - u + R(f'(u),u) avec
R(v,v') = Z(Sq-l-Nz (v) — SQ—NO(U)) ’ ’U;
q>0
Or f'(u) = Tyr(y) - u+ p avec p € H>*~™/2 donc
A(l)(u) = Tf’(u) U+ R(Tfu(u) < U, u)
1l est facile de voir que ’on a :
(2) Zuq ~D) ( Z UpSp—Ny (fl(u)))
|[p—ql<N

On met clairement les A(’)(u) sous la forme d’opérateurs paradifférentiels
de reste globaux grace aux deux lemmes suivants :

LEMME 2.2. — Soient 8 et 8 deuz fonctions de C°(C), C étant une
couronne de R™ ; posons

Rs(a,u,v) Zz *9(272D)ub(279D)v - S,_n,(a)

22 *9(279D)uf(279D)v, (k€ N).
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Pour tout r > k et tout (s,t) tels que s+t >n/2—k, ona :

le (a,u,0) — TaRz(u,v)ls+t_n/2+T < Cllallr—r luls [v]s-

Démonstration. — Posons u, = 6(2-9D)u et v, = §(2-9D)v. Un calcul
trés simple montre que I'on a R3(a, u,v) = T,Ra(u, v)+2?:1 R® (a,u,v)
avec

RV (a,u,v) = Y 9(277D) {(Sp-No — Spy—,)(@)

lp—p1|<N x¢(2*p1D)R2(u,v)}
RP(a,u0) = Y 27%p(277D) {(Sg-n(a) = Sp-no(a))ugvy} -
p<g+N'

Le terme R(1) est sans probleme. Pour R), posons

W, = Z @(277D) {(Sq-no(a) - Sp—NO(a))Q_qkuqvq} .

p<g+N’

Soit A tel que —k < A—r<s+t—n/2—k;

I(D)Aquof» Z 21)/\90(2_?1)){(Sq—No(a)*Sp—No(a))Q—qkuqvq}
p<q+N’
< Z 2p)\2—p(r—k) |la‘lr_k2——q(s+t—n/2+k)éq
p<g+N’
SéqQ—q(5+t-—n/2+r—)\)

avec ) & < +00, d’out le résultat.

LEMME 2.3. — Soient 8 et 6 deuz fonctions C°(C), C étant une
couronne de R", w € H® et a € C" avec T > 0; on a alors, en posant
N = [r],

lé(z‘qD) {Sq—no(2)0(279D)u}
9—4lal

— Y SN (D*a)0f*) (27T DYu| < 279N
lajen & 0

avee 2 < Ollal2/uf2.
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Démonstration. — C’est standard; on écrit une formule de Taylor a
Pordre N + 1, et il vient, en désignant par W, la différence & majorer et
par h la transformée de Fourier inverse de 6 :

Wy(z) = Z / (1 2 q(N+1)5 _No(D%a)(z + (t — 1)27%)
e x (6(277D)u)(z — y)y*h(y) dy dt
dolt [Wolo < cgllall|uls279¢+), avec 32 < C.

3. Etude de la régularité microlocale du reste;
démonstration des théoréemes L.1 et 1.2

Apres avoir démontré les THEOREMES 2.4 et 2.5, le probleme est
d’obtenir, lorsque u est solution de (E), des propriétés microlocales sur
R(u,u). Cela nécessite la considération d’algebres H®(P) (P désignant
le linéarisé de f pour u), destinées & contenir u. Elles permettent, par
le biais du lemme de I’hyperplan tangent 3.3, qui dit qu’une dérivation
elliptique en un point n’appartenant pas au plan tangent a Car pm| se
factorise a travers les opérateurs bilinéaires, de préciser Vinteraction de
deux singularités de directions caractéristiques antipodales.

Définition 3.1. — Soit P € Op X7*(2); on pose
H*(P) = {ue By () | Plue B, ") v <[,
Piu € H*P=mi | sij=[p] + 1}.

Avant d’entamer 1’étude de ces espaces, on donne le lemme de commu-
tation suivant.

LEMME 3.1. — Soient P € OpX7*(Q2) et A € Op Z:,”'(Q). Pour tout
entier j, on a la propriété (C;) suivante :
il existe des opérateurs paradifférentiels B;,
;) avec 0 <3 <inf(4, [p]) = N, tels que
PiA=Y " BiP/~" et B; € OpTi™ VT Q).
Démonstration. — On procede par récurrence sur j. La propriété (C)
est clairement vraie. Soit j < [p] et supposons (C;) vraie. On a alors

pPHa= ZPBin‘i
=0
Jj+1 . , _
=Y (Bi+[P,Bi1]) P"T171 + ByPI+! + [P, By,
i=1
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d’ott (Cj41); d’ott (Cy,)) par récurrence.
Si j > [p]; supposons (C;); on a alors

[o]
Pj+1A — ZPBin_l
1=0
[p]-1 o '
= Z ([Bz‘—l,P] + BZ»)PJ‘z + B[p]PHl—[p]’
=0

d’ol (Cj41) et le lemme.
COROLLAIRE 3.1. — Soient P € OpX}*(Q?) et A € Op E?’(Q). Alors
A envoie H*(P) dans H*=™ (P).

La proposition suivante justifie I'introduction de ces espaces qui, vu
que H**t? C H*(P), et vu le COROLLAIRE 3.1 sont des algebres.

PROPOSITION 3.1. — Soit u solution de f(z,u,8%u)5<m = 0 sur Q
ouvert de R", u étant HE, (Q) avec s > in+m +1—d, alors :

loc

si o(Pn)(2,8) = ) of (i€)*, alors wu € H*(Pp,).

Oug
la|=m
Démonstration. — Posons p = s — %n —m + d. Considérons I’énoncé
(A;) pour tout i<j, Plue Hl‘z;(m_l)i(ﬂ).

La formule de paralinéarisation standard assure (A4;). Cette formule,
jointe au LEMME 3.1 assure que (A;) entraine (A;11) pour j < [p]; d’ol
le résultat.

On va maintenant microlocaliser H*(P,,) au voisinage d’un point
(zo,&0) € Carp,, et se ramener dans le méme temps au cas de ’ordre 1.

Quitte & faire un changement de coordonnées, on peut supposer que
& = (1,0,...,0). Soit x € C*(R"), homogeéne de degré 0 pour |¢| > 1,
supportée dans un petit voisinage conique de &p, et nulle pour || < %; on
définit alors Q € Op £1(?) par

o(Q)(x,€) = (x(€) + x(~©) P28,

1

Il est tres facile de voir que ’on a :
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LEMME 3.2. — H*S(P) C H*(Q).
On peut maintenant énoncer le lemme de ’hyperplan tangent :

LeMME 3.3 (lemme de hyperplan tangent). — Soit ¢; € Op 2},(9) tel
que, pour tout (z,€) € T*Q et tout o € R, on ait ¢1(z,aé) = aq(z,§).
Soit (xo,&) € T*Q tel que :

q1(z0,&) =0 et deqi(zo,&) #0.
Soient K et K' deux ouverts coniques de R™ tels que :

K'CcK e Kn Tg,Carq|, = 0;
0
1l existe alors : un voisinage ouvert o de xo, un voisinage conique K
de &, un symbole pseudodifférentiel A d’ordre 1, supporté dans Oy x K,
et elliptique sur Qo x K', tels que pour tout ax € OpS°(Qy) tel que
SE(ax) C Qo x Ky, il eziste 7 € £9°(Qp) tel que Suppr C Qo x Ko X
—Ko et

(31) )\(CE,& + 77)“+(93,§)a—(55,77) = T(xa£>n) (q1($,£) + (I1(33,"7))

Remarques.

(a) Un lemme analogue est énoncé dans [5] dans le cas ol le symbole
¢1 provient d’un opérateur différentiel d’ordre 2 strictement hyperbolique.

(b) Le lemme signifie qu’il existe une dérivation A elliptique sur
Qo x K' telle que, modulo les localisations convenables, elle s’exprime
au travers d’un opérateur de reste, par des dérivations en q; qui seront
bien supportées par une fonction de H*(Q1).

(c) Le terme de droite de ’égalité (3.1) est dans Z},’O(Qo); par contre,
le terme de gauche est dans $%!(Q) (c’est-a-dire que 1’on perd sur I'un
des indices ce que 1’on gagne sur l’autre). En effet, considérons la famille
fondamentale de voisinages coniques de &, supposé de norme 1, définie
par KO = {6 e R* | 0 < |¢] — (€ | &) < 6)€|}. Vu la localisation de K, il
existe C' < 1 tel que, si ¢ € K, alors |(¢ | &)| < C[¢]. 1l est alors facile de
voir que l’on a, pour tout (¢,7) dans K x —K©) tel que é +n € K

(3.2) e+ al < =2 (161 + ),
(3.3) Clil < ¢l < Cilnl.

des que 6 est assez petit.
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Démonstration. — Quitte & faire un changement de coordonnées,
on peut supposer que & = (1,0,...,0) et que 'on a pour tout ¢ €
{1,...,n =1},

(34) af.'ql (x0,€0) =0 et 8§nq1 (x0760) =1

Posons K = {(&,m) € Ko x =Ko | € +1n € K}. Dapres (3.2) et
(3.3), on peut supposer, quitte & restreindre Ky que, si (§,7) € K, alors
€ + 7| < 31€]. D’apres (3.4) on a &, = q1(x, &) + s(z, &) avec s(zo,&) =0
et des(xo,&o) = 0. D’autre part, vu que s(z, —§) = s(z,£) on a

no 1
Jj=1
Soit (£,7) € K et posons

b(z,&,m) = Zén_‘_nias T, —€+t(E+n))dt

La premiére étape consiste & démontrer que, quitte & restreindre Ko, on a,
pour tout (£,7) € K, |b(z,&,n)| < % En effet, il existe M > 0 tel que, si
(¢,m) € K, alors |(€+m;)/(€n+nn)| < M. Vu que 8, s(,0) est homogene
en 0 pour |0] > 1 et que J¢, s(wo, &) = 0, il existe {2 voisinage de zo, un
K|, voisinage conique de & tels que, pour tout (z,6) dans Qp x K{ U — K]
tel que |6] > 1, on ait |0¢;s(x,0)| < (1/2nM).

Quitte a restreindre & nouveau Kg, on peut supposer qu’il existe ¢ > 0
tel que, pour tout £ dans Ko U —Kj, et tout € R™ tel que 6] < c[¢|,
&+ 0 € KjU—Kj. Une ultime restriction de Ky permet de supposer,
d’apres (3.2) que 'on a, pour tout (£,7) € K,|¢ + 7| < cl¢]; dot pour
tout (£,m) € K tel que [(§,m)|>1ona:

|b(z,&,m)| < L
Soit x € C*(R"), homogene de degré 0 valant 1 sur K ', pour |£| > 1,

supportée dans K N {|¢| > %}, on a pour tout ax € OpS°(Qy) tel que
SE(,H:) C oy x £K)

X +n)(&n + M) (z,)a—(z,n) =r(z,& 1) (01 (2,6) + a1z, ),
avec 7”(33,&77) = (X(E + ﬂ)a+(ﬂ3,§)a—(m,n))/(1 - b(%fﬂ?))
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La deuxiéme étape consiste & démontrer que r € £°(€). La fonction
b: K — HT™?(Q), qui & (€,7) associe b(z, £, n), est une fonction C*

loc

sur {(§,n) | (€ +n) > 3}-

D’aprés la formule de Faa di Bruno, il suffit de démontrer que l'on a,
pour tout ¢ € [0,1],

0205 (=€ 16+ m)| < Cle+m)hl
Or |08, 0, 8(z, =€ + (€ + Mlprnsz < C(=€ + (€ + m)71°L Or, si
(& mn) e K,|—&+tE€+n)| = |, d’ot le résultat.

COROLLAIRE 3.2. — Les G, et 6’0 de la DEFINITION 1.2 sont fermés.

On va maintenant donner une traduction de ce lemme en termes
d’opérateurs bilinéaires.

COROLLAIRE 3.3. — Soient @ € OpZL(Q), (w0,&) € T*Q, K’ et
K deux ouverts coniques tels que o1(q), (zo,&0), K' et K vérifient les
hypothéses du LEMME 3.3 ; il existe alors : un voisinage ouvert Qg de xg,
un voisinage conique ouvert Ko de Qq, un opérateur pseudodifférentiel
A d’ordre 1, elliptique sur Qo x K', supporté dans Qo x I%, tels que, si
N = [p] + 1, pour tout R € Op Eg’“'(ﬂo) vérifiant

(LS) { il existe un symbole r de R tel que

Suppr C {(&,n) € Ko x —Ko |E+n€ K}’

on ait la propirété Ly suivante

il existe (Ri,i/)0<¢+¢l§N avec Ri,i' € Op Zﬁi—x_:;z, s —N it (Qo)
vérifiant (L.S.) tels que ANR =3, .oy Riv (Q'® Q).
Démonstration. — On va procéder par récurrence. La propriété (L;)
est vérifiée; c’est la traduction du lemme de ’hyperplan tangent en termes
d’opérateurs. Si I'on suppose (Lj_;) pour § < N, on a:

NMNR= 5 AR (Q'®Q"),

0<i+i' <j—1

l'application de (L;) aux opérateurs R;; assure alors (L;) et donc le
résultat.

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition clé qui donne
les propriétés microlocales du reste.
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PROPOSITION 3.2. —  Soit u solution réelle H () de (E) avec
s > %n +m + 1 —d, alors pour tout R € Op E‘s"_on/2_m_1+d(ﬂ), avec

u<2s, ettoutd <3s—n—-—m-1+d, WFE,(R(u,u)) C Goip.
COROLLAIRE 3.4. — On obtient le THEOREME 1.1.

COROLLAIRE 3.5. — Soit u solution réelle H ,(Q) de (E), s > tn+

m+1-—d,o0<3s—2m—n+2d—2, on a alors :

WEFy _m+1 (OP PT(p) . U) C Ga+m+1_d.

Démonstration de la PrRoPosiTION 3.2. — On va procéder par partition
de I'unité microlocale de la maniére suivante : soit (2o, &) ¢ Go4, €t soit
(61,€2) dans (Carpp| N ST

Premier cas : & # —& et & € Ry & + R &,
Soit (o1,02) tel que o1 + 02 = 0 + %n + u, d’apres la Définition 1.2,
pour ¢ valant 1 ou 2, §; ¢ F,, |5 donc il existe un € voisinage de xg, des
voisinages coniques K; de &; tels que u € H (2 x Kj).

Deuziéme cas: & # —&s et & ¢ Ryp&y + Ry &e.
11 existe des voisinages coniques K; de &;, un voisinage conique K de &
tels que K1 + Ko N K = 0.

Troisiéme cas: & = —&z et & ¢ F,.
Il existe un voisinage conique K; de &;, voisinage Q2 de z( tels que
u € HY/2(0+1+n/2) microlocalement sur Q x K3 U —Kj.

Quatrieme cas : & € F,.
On applique le COROLLAIRE 3.3 du lemme de 'hyperplan tangent. On a
aussi construit une famille d’ouverts coniques (K él; x K ?73 ) formant un
recouvrement ouvert du compact (Car P, N S?~1)2 On en ext’rait un

sous recouvrement fini; soit Q l'intersection de tous les voisinages de zg
apparaissant alors, et soit K ’intersection de tous les voisinages coniques
de &, apparaissant.

En utilisant une partition de 'unité microlocale basée sur ce recou-
vrement de (Carp,, N S"~1)2, les résultats d’ellipticité microlocale et les
propriétés opératoires des opérateurs bilinéaires, on obtient le résultat.

Les deux corollaires résultent clairement de la proposition; signalons
cependant pour le COROLLAIRE 3.4 que, lorsque o < 35 —2m —n +2d — 2,
sioy+oy = o+ gn+m+1—d, vuqueu € H () avec s > in+m+1-d,
onao; <2s— %n —m — 1+d, ce qui est exactement la zone couverte par
le théoreme de propagation de Bony (Voir [Bo.1}).

On peut maintenant démontrer le THEOREME 1.2.
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Soit 0 € [2s — in—m —1+d,3s — n — 2m — 2 + 2d] et soit (o, &)
n’appartenant pas & Carp,, U Gy4m+1—4 (resp. C une partie continue
quelconque d’une bicaractéristique I' telle que Fy, U Hyqpmy1-g = 0); il
résulte du théoréme d’ellipticité microlocale de Bony (resp. du théoréme
de propagation de Bony) qu’il existe un réel § > 0, et deux opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre 0, A et A’ tels que : A soit elliptique prés
de (z9,&) (resp. de C), A'u € H?s~(n/2)=m+d (regp, H2s—(n/2)—m—1td)
pour tout (z,¢) € SE(A), d(§/|¢], SE(I — A")|_NS"~1) > 26.

Soit T un paraproduit tel que le (ii) de la ProPosIiTION 2.2 s’applique
avec € = §; quitte & restreindre SE(A), on peut, d’aprés le COROLLAIRE 3.4
supposer que AOPPr(p)-u € H°~™*1 et donc, d’aprés la PROPOSITION
2.2 (i), AOPPr(p) - A'u € H?~™*1; le théoréme d’ellipticité microlocale
de Bony (resp. le théoréme de propagation de Bony) assure alors que u
est H°*t! microlocalement prés de (zg, &) (resp. H’ microlocalement prés
de C), d’ou le théoreme.

4. Etude d’un exemple d’équation des ondes
semi-linéaire a deux vitesses

Le but est maintenant de démontrer, au travers de I’étude d’un exem-
ple, que le THEOREME 1.2 ainsi que les résultats qui en découlent sont
essentiellement optimaux, c’est-a-dire que les phénomenes d’interaction
que on prétend limiter se produisent effectivement, avec une intensité
proche de la limite qui leur est fixée par le théoreme.

On va considérer, pour ¢ valant 1 ou 2, les opérateurs suivants :

2 2 2
Di 0 —Qz(a +6) avec ¢y > cs.

=52 %\t 3a2

On appellera rapide tout ce qui sera relatif & []; et lent tout ce qui sera
relatif & [],. On va démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 4.1. — Soient s et € tels que 0 < € < £(s — 3); il existe

B €CPRy) etue HE (R solution de [];[1yu = ﬂu% telles que :
(i) WF(u)N(t<0)=N(Cy)n(t<0),

(ii) Supp Sing2s+7/2+e(u) Nn(t>0)=I[C1,C,

(i) u € H3+1-<(Cy).

Ce théoreme est illustré géométriquement dans la Figure 4.1.

Remarquons que ce théoréme légitime l'introduction de la notion
d’onde lente et montre que lorsque I’hypersurface caractéristique dans
le conormal de laquelle est localisé le front d’onde de la solution n’est pas
lente, il apparait des singularités du type H2s+s1,
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u€C™®

z' l
L
I 28+%+e
& \‘ ' u ¢ Hloc
I Lu € HisH—e
- t
| c,
]
' 2a+z+5
C I ug¢ H 2

loc

Fig. 4.1

On va maintenant mettre en place les outils nécessaires a la démons-

tration de ce théoréme; ils sont construits & partir de ceux utilisés par
M. BeaLs dans [4].

Définition 4.1. — Soient s et r deux réels tels que s < r :

(i) B () = {u € 8" | {1,)*(I7| — cilé)"*a(7, €) € L*(R®)},
(i) Ho" = H>"([0y) + H*>"([y),
(i) H ={u e D' |Vp € C°,pou € H>T}.

loc

Ces espaces sont des analogues des espaces H*(P) introduits précédem-
ment. Mais, travaillant ici & coefficients constants, on peut, grace a ’ana-
lyse de Fourier, définir et étudier des espaces plus précis. Cette précision
supplémentaire est nécessaire & la démonstration du théoreme.

Il convient maintenant d’introduire les nécessaires ajouts microlocaux.

Définition 4.2. — Soient s,7,r, g quatre réels tels que s <7 <r < g;
soit C le cone de lumiere rapide issu de 0; on définit de C;\{0} dans S*
Papplication w qui, & p = (¢t,z) € C1\{0} associe w(p) = —x/c;t. Posons
Q(p) = R*(c1,w(p)) pour p € C1\{0}, 20) = R3 et Q(p) =0 sip ¢ Cr;
H>7™9 désigne ensemble des distributions v de Hyw telles que

(i) v soit microlocalement HY aux points (p; 7,£) tels que :
ou bien (7,¢) € Car[]; et (1,£) ¢ Qp),
ou bien (7,&) € Car[], et si 'y désigne la bicaractéristique lente
issue de (p; 7,&), ou bien I';NCy = 0, ou bien {p'} = I'2NC; et alors (7,§)
n’appartient au plan tangent en 1 & Car[]]; pour aucun (o,7) € Q).
(ii) v est microlocalement H™ aux autres points caractéristiques lents.
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Cette définition rappelle, dans un cas trés particulier, les Définitions
1.2 et 1.3.

Définition 4.3. — Soit 8 € C§°(R); soit v € §’; on définit ES par :

fx(Eﬁv)u,a):m / sin(cy (£ — 5)|€[)B(s)Fo(w)(s, €) ds

- e | Sl = DA w)(s. O ds.

02(’3% -G

Le théoréme suivant, permet 'utilisation de ces outils.

THEOREME 4.2. . _
(a) EB envoie H ™Y dans Hlso*c”3”“+4ﬁ+3,y+3'

(b) Siinf(s,s') > 3 et si Inf(r —s,7" — ¢') > %, alors

"o oS

8,779 s g ST T g
Hloc Hloc - Hloc ’
avec 8" = Inf(s,s"), r" =Inf(r,r',s+s —1—¢),
" =Inf(F,7' s+ —1—¢€),
" =Inf(g,¢',7' +s— 1,7+ -1, Fr+s—1r+5—1).
Démonstration. — La facile vérification de (a) est laissée au lecteur.
Pour démontrer (b), on utilise une caractérisation de H*"([];) a l’aide de
la théorie de Littlewood-Paley.
Soit ¢ une fonction C* supportée dans une couronne et réalisant une
partition de I'unité dyadique; on a :

we H'([0,) <= [(I7] = cilél) "*aq|, < 279 avec Y i <C.

On voit facilement que, pour obtenir H®" - H"™ HSI/’T”, il suffit
de démontrer que si s7 > 1, ry — 8 > % et 1o < 81 + 89 — 1,
alors, tout paraproduit 7' sur R® envoie H**"([];) x H*>™([],) dans
H*>"2([],); en effet, posons f, = S;—n,(u)v, : vu que (7] — ¢;[¢]) <
(lT - UI - ci|§ - 77]) + (0777)7 on a:

.(IT| -Ci|§|)fq‘05 Z |[(z7,n)”“”a,,||L1 (Ir] = eilé))> 24,

p<g—No

Or

”(a.’n)rz—sz,ﬁp” . <‘2p('r2—82)/ <|U|_¢j|n|>rl_slﬁp(0,77)d0d77.
L (lof = cjlnl)r =
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D’apres une inégalité de Schwarz et vu que r; — 51 > %
e —s2—s1-1
”(0‘,77)7“2 ssz,up”L1 < 2?(7‘2 8S2—81 ) D

Par une localisation et par une partition de 'unité microlocale ana-
logue a celle faite pour démontrer la PROPOSITION 3.2, on est ramené &
démontrer le lemme suivant.

LEMME 4.1. —  Soit (70,&) ¢ T\, ) Car[]; ; il existe un voisinage
conique K de (c1,w) tel que si (u,v) € H>"([(],) x H" " ([(1,) et si
Sp(u) C K, et Sp(v) C —K alors wv est HY microlocalement en (1o,&),
avecy =1Inf(r' + s — 1,7+ 5 —1).

Démonstration. — Nous renvoyons & [4] pour la démonstration de
I’inégalité de convexité suivante : il existe un voisinage conique Ko (resp.
K) de (19,&) (resp. de (c¢y,w)), et une constante C > 0 tels que, pour
tout ((1,€); (o,m)) € (—K) x K tel que (1 + 0, + 1) € Ky on ait :

[T+ 0,6 +n| < C(1+ calé] + (o — erlnl)).

Remarquons que c’est cette inégalité qui est a l’origine du lemme de
I’hyperplan tangent 3.3.

La théorie de Littlewood-Paley donne alors trivialement le lemme et
ainsi le théoreme.

Le résultat clé pour la démonstration du THEOREME 4.1 est la propo-
sition suivante.

PROPOSITION 4.1. — Soient tg, € et s trois réels tels que tg < 0 et
0 < €< 2(s—3); il existe alors une solution H® de [],v = 0 et une
fonction B € C§°(]to, |tol[) telles que :
(i) WFE(v) = {(t,—c1tw; re1,mw) [t €R; r € R*}
(ii) Il existe Ty et Ty deux bicaractéristiques lentes issues de points
de type (1,—citw) avec t dans lto, |1o|[ et telles que EBv? ne soit pas
H2s+(7/2)%€ microlocalement le long de Ty UTY pour t > [tol.

La figure 4.2 fournit une illustration géométrique de cette proposition.

Remarque. —  La raison du décalage en t; < 0 est technique. On
veut en effet rendre compte de ce qui se passe au voisinage d’un point du
cone d’avenir avec des fonctions de localisation & transformée de Fourier
positive pour pouvoir minorer commodément ; ’origine est bien siir le seul
point justiciable d’un tel traitement.

Démonstration. —  Elle est assez longue. Elle utilise la méme fonction
de base que celle de [4].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



370 J.-Y. CHEMIN

|t0|wc1

to

— . CE———— S S— G C—— - — e S— ——  GE— - — . — GE—

Z €
\ E,B’UZ ¢H_2@+2+

T2n(t>t0))

7
284+ 5+¢
| EBv* ¢ Hry il o))

Fig. 4.2

Soit p > 1, on pose a(p) = s+ (s — 1)p + 2(p — 1). Remarquons que
o(p) > 1. Soient ® € C$°(R?) telle que Supp ® soit un voisinage de 0,
®>0,&>0et &(0) >0, et we S : posons

+00 1 .-
go(z) = Z W‘I‘(kw)e’( zlw)
k=1

La singularité de g, en 0 est décrite par le lemme suivant.

LEMME 4.2.

(i) WF(g) ={(0,rw) | r € R} },

(i1) 0< g,(8) < (C/(€))*++2?) avec a(p) >0 eta(p) = O(p—1),
(ii) i |¢/]€] —w| < Clp—1)/((€)p) alors §,(€) > (C/(€))sF1+0=1),

Pour la démonstration, nous renvoyons & [4].

Soit v définie par :

Fo(v)(t, &) = erllg, (&) + emeklg, (-¢);

on a donc [J; v = 0 et donc v € H;°(R3). Le lemme suivant va mettre

en évidence les singularités de v? sur le plan tangent & Car[], en (c1,w).
g 1
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LEMME 4.3. — Soient Ag, By, A, B quatre réels tels que :
B
(4.1) Ay < By, A<B et 165%<7°;

soit B € C§°(Jto, to|[) telle que B > 0 et B(0) > 0; il existe une constante
C > 0 telle que si (1,&) vérifie

Alel* — 72 € [Aolél*, Bolé”] et T —ci(é|w) € [FAIEP?, 5BIE*]

alors Bv2(r, &) > (2Cs)/(€) + 2+ O(p — 1).
Démonstration. — Vu le LEMME 4.2 et les propriétés de 5 on a :

B*(7,€) > m(Dy,g)(C/(€))>*+*+0eY),
D, ¢ désignant Pensemble des 7 de R® tels que :
T =l —nl +alnl| < C1,
|I€ = nl = cxwlé —nl] < [€ = nl'/*,
i+ el <hl? et 20el < ol < e
11 s’agit donc de minorer la mesure de D, .. Si @ désigne la projection

orthogonale de @ sur l'orthogonal de w, D, ¢ contient '’ensemble D . des
7 tels que :

|7 —clé —nl+ el <Ci, [€—nl <20,
_ Ao B,
< P < |nl < =2€)P.
Il <2 et l€l” < fnl < —I¢
Soit n(1,€) = — (7, §)w, avec

N gl
) =3 — (€| w))

On a 17— | — n(7,8)| + c1|n(1,&)| = 0. D’apres (4.1) et (4.2) on a
(Ao/B)l§I° < M, ) < (Bo/A)[|?. Or 7(7,€) = 0, donc n(7,§) € D,
D’autre part, il est clair qu’il existe § > 0 tel que, pour tout (7, &) tel que
1€l > 1, n(r,€) + B(0,6) C D, ), d’ott le lemme.

Revenons & la démonstration de la PRopPOSITION 4.1 en EBv? sur
[lto], +00[. Soit v € C§°([ |to], +00[) ; un calcul tres simple assure que ’on a

FOBA)r) = s (£ - 9,

2% -DEP\e o
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ou 'on a posé, pour simplifier,

P=’7(T—Cz|§|) (C2l§| 5) (T+02|§|)ﬁv ( C2|§|,f),
Q = A(r — c1l€]) Bo* (culé], €) — A(r + cul€]) Bo? (~culél, €).
Soit x € C*°(R"), homogene de degré 0 pour |£| > 1, & support dans

un voisinage conique de (cg,w'), valant 1 au voisinage de (cz,w’) avec

(e2,0") € Carl ], NT(ey w) Carll;y. Or, x(r, (1 + eaf€]) et x(r, (7 +
c1)€]) sont & décroissance rapide donc si vy € Bv? est H* microlocalement
en *(cq,w’), alors, en posant

Ao (1,8) = (&) 2|3 (7 — c2lé]) |ﬂv (c2lél,€)),
on a [y, Ay(7,€)? dr dé < 400, si K' désigne 'ensemble des (7, €) tels que

|7 —calél| < alé] et |ealé] — (€ |w)| < efél.

Posons 0 = 7 — cp||; soit K ’ensemble des £ tels que |c2|€] — 1 (€ | w)| <
alél; il vient alors :

al¢] —
2 2 a—313,2
| Ba(r)? drde > /K [ f [3(0)| da] (€)°~3Bv? (cale] €) de

1l existe C' et R > 0 tels que, si |¢] > R, alors
oAel
(4.3) / 4(0)|Pdo > C > 0.
0

Soient Ag et By tels que 0 < Ay < ¢? — 2 < By et A et B vérifiant (4.1);
si K(R) désigne ’ensemble des || tels que

>R eslel -] w)| € [LalgP, LBl

d’apres le LEMME 4.3, et (4.3), on a

dg

K(R) <§)2(2s+5—a)+0(p—1)’

A2(r,€)drdE > C
Kl

On fait alors le changement de variables :

r=1[, 6 =clf—ci(l|w).
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Son jacobien est clairement controlé d’ou :

) 400 —cor—Ar?Te dr
» Aa(T7 £)drdé > / l:/ dgl:l (7.>2(2s+5—a+0(p—1)) )

R —cor—Br2-r

Donc, si p est assez proche de 1, la projection en (7,£) du front d’onde
H2s+(7/2)+¢ de EBv? contient T|,, ) Car[]; N Car[],.

D’autre part, supposons que, pour toute bicaractéristique I'y issue de
Supp B x R? N Supp Sing v, EBv? soit H2T(7/2)t¢ Je long de Ty. Si T est
une bicaractéristique lente telle que Supp 8 x R® N Supp Singv NT% = @,
le théoréme de propagation de Hormander assure Efv? € C*(T%), donc
EBv? € H25t(7/2)%¢ ce qui est absurde; d’oti la proposition.

Cette localisation est importante pour démontrer la proposition sui-
vante :

PROPOSITION 4.2. — Soient s et € tels que 0 < € < 2(s — 2). Il existe
B € C°(Ry) et v € HY solution de [],v = 0, telles que : WF(v) =
N*(C1), si (to,m0) est tel que |zo|? € [c3t3,c3tE], si (12,&2) € Car[l,
est tel que (zg | &) + tome = 0; soit I'y la bicaractéristique issue de

(to,To; T2,&); on a alors

E,B’Uz ¢ H23+(7/2)+5(F2).

Démonstration. — On suit la méme démarche que dans [4]. Il suffit
de translater et de dilater la ProprosiTiON 4.1, puis de condenser le
tout & l'aide du théoréme de Baire. Le fait que I'on remplisse I’entre
deux cones de singularités et seulement ’entre deux cones, résulte de la
remarque suivante : soit (fp,Zo; 72,&2) un point caractéristique lent et
soit (t1,x1) le point d’intersection, supposé distinct de 1’origine, entre C;
et la bicaractéristique I'y issue de (to,zo; 72,&2). Un calcul facile laissé
au lecteur montre ’équivalence des deux énoncés

{ (12,&2) € T(ch_%) Car[], nCar[,,
Zoé2 + tom2 = 0.

(T.C.)

On peut maintenant démontrer le THEOREME 4.1.
Soit 3 et v comme a la ProposIiTION 4.2. On résoud le probléme de
Cauchy suivant : ‘

O, Oy v = Bu?, yiu =vv avec i€ {0,1,2,3}.

D’apres le théoreme d’existence des solutions d’un tel probleme démon-
tré dans [15], quitte & multiplier v par une petite constante, on peut
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supposer la solution u définie sur Supp 8 x R?; vu qu’alors u = v + Efu?,
u est définie sur R3. D’apreés le THEOREME 4.2, on obtient par un gagne
petit standard :

25+3—€,25+2—€,35+1—¢
Hsy ) )
loc

u € pour tout € > 0.

On procede maintenant de maniére classique : 4?2 = v? + 20EBu? +
(EBu?)?. D’aprés le THEOREME 4.2 que ’on utilisera systématiquement

. —€,2 2— — . .
ici, on a Efu? € HE32+37e242=63417¢ qingi que (EBu?)?. Vu que

ve Hls,go,oo,oo on au2—v2 € Hs,23+3—e,2s+2—e,3s+1—e donc Eﬂ(uz_vz) €

o loc
Hit32etTme2st5me3sta=¢ pour toute bicaractéristique lente T, on a

donc :
E,B(u2 _ ,02) € H2s+5_—€(1—‘).

Soit alors (to,Zo; T2,€2) un point caractéristique lent tel que (zgy | &)
+ tor2 = 0, et soit I' la bicaractéristique issue de ce point. D’apres la
ProprosITION 4.2, on sait que

Eﬂv2 ¢ H2s+(7/2)+e(1-1).
Oru =v+ EBu? = v+ EBv? + EB(u? — v?).

Appendice

On se propose ici de démontrer le THEOREME 2.2 qui dit que si
a€Xp™ be X, ceX? ona:

(i) pour tout (s,t) tel que s+¢>m+ in (resp. s+t >m)
TyoT, — TopoH® x HY — H° (resp. H?)

aveco =s+t—in—m—m' —my +p.
(ii) pour tout (s,t) tel que s +t > m + m; + ma + %n (resp.
s+t>m+my+ms)

Ta(Tb ®T,) - Ta#(b’c)Hs x Ht — H° (resp. HU)

avecazs-f—t—%n—m—m'—ml——m2+p.

Démonstration
i) Il suffit de démontrer le résultat pour a et b vérifiant

[0 .’g)lp—i+n/2 < (gymizled
|6?,na(-,§,7l)]p_j+n/2 < (p)y™(¢ +n>m/_j_[a|,
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avec ¢ + j < [p]. Comme lors de la démonstration du THEOREME 2.1, on
se rameéne 3 des séries rapidement convergentes de symboles réduits pour
aet b, i.e. ag(x,n)pq(§ +n) avec Suppy, C Cy,

||()0(0t)||0 < 02+q(m'—IaI),
IDQG‘Q(W"?)lp —j+(n)2) = <Cn >m2—q|a|’

et by (2)1,¢:(£), avec [|i%) [l < C29(mi=leD Supp oy, C Cy et byr|p—i <
C, d ou, en posant Ty (u v) = Ty, 0q(279DHT0 4, (u,v) }

Fluo @)= oz X [{BC-0.0n6-¢-nc+n)

r>q+N
lv|<N

X bg(C = 0)p1,4(0)ag (8 — & = n,m)qr (€ +m)ir(€)or—, (n) } d€ .

SuppT; C {(61,62); |61] < €62|} avec €; < %, ce qui peut étre supposé
vu le THEOREME 2.1. On a alors :

[C—€&—n|<I¢—6]+16—&—n
< (61€2+€1 +e)|¢+n < %|€+77|-

Soit T' un paraproduit sur R” tel que T'(6;,62) vaille 1 au voisinage de
{(61,62) ; 161] < %|62|} d’ott en posant

X(C,e,ﬁ»ﬂ) :TI(C_070)T2(0_§—77’§_77)

onaT(¢—¢&—n&+n)X = X; il vient alors

FTo )0 = Gz 2 [T(C-¢-ne+n)

r>q+N
lv|<N

X 04,4 (¢, €,m)pq (€ 4 M)itr (§)0r—u(n) d€ dn
avec

Ta (C.6m) = [ X(G.6,6, g (¢ =0~ € = 1.1)B0(C,6)i14(6) .

En posant 8’ = 0 — £ — 5, et en écrivant une formule de Taylor & ’ordre
= [p] =i —j+1 pour ¢; 4 entre { +n et 0’ + & +n il vient 04,4 (¢, €, 1)
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= ZLO oi7(¢,€,m) avec
MGEM =Y Falby@ag (e, M -¢- n)éwif;«m
la]l<M—1
af,f}(c,f,n) = Y /(1 — X)by(¢— 8 — € 1)
= x 1% (6 + n)ﬁ—faq«(ec 1) o’

o2 em= // Xby (¢~ 0 — €~ n)¢§“3(£+n+to')

la|=M (1 — t)

x 6'%aq (8',m) do' dt

Remarquons que 0 (C &m) = Fu(bgpr,q # agpg) | (¢ =& —n,&,m), et

que a; 3, correspond au terme S;(a)Sy(b) — Sq(ab) dans la construction
du calcul paradifférentiel linéaire.

Reste & étudier T(f’)(u,v) avec v € {1,2} et

T @© = > [1e-e-ne+nofl, &

r>qg+N
[V|<N,|V' |<N X g (€ + n)ir(§)dr—u(n) d€ dn

car il est clair que |¢ — ¢'| < N dans les définitions de T .

Il est clair que Sp(T;fY )(u,v)) C C,. Reste & majorer leurs normes L?
pour démontrer que 'on a

ZT‘M’(U’ V) — Tyua(u,v) € HoHE—(7/2)=m=—mi—m'+p

Majorons |T( )(u v)]o. Sur Supp(l — X), on a ou bien |[( — 6’ — & — 7| >
€|§ + n| ou bien |6’ > 1€ +n|; d’ot, en découpant spectralement a, (z,n)
ou bien by(z) on a :

o (¢,6m) <RI (¢ —€~mm) + R (¢ - € —n,m)
avec
W= Y 2etmicle)
AET / |P(277(0 — 6))by(c — 0)8%ay (6,17)| d6
o = 30 2/l [l (o - 0)p(2776)6%y (6,1)] .
[a|<M-1
lp—¢'|<N
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On a donc, vu les régularités respectives de by et ag (-, 7) :

; (#)
Vie {1,2}, V[//| <N Sup,cc, ||y 4

(‘,77)“,;1 < C92-4 (p—m1)grm

L’application du LEMME 2.1 avec

1 2
hg = Z hg')—v,q' + hg’)—v,q’ )
[v'|<N

‘I'Q' = |‘Pq’|a fT = I'ar| et gr = E|VI§N I’{ITI, assure :
|Rg})(u,v)|o < cq'2_ql(s+t—(n/2)“m'm'—m1+1’)

Y(s,t) tel que 'on a s+t > m;et ce avec > c2 < C.
¢

Majorons |Tt§,2)(u,v)|0.
Sil<i,j+]|al <p] < p, donc 0%a(6,n) € L*(df). De plus, on a :

|01 (t6 + € + )| < C2ama—lel=i)
dou [0, (¢, &,m)| < hgy (¢ — € —n,m) avec

hog (@) = 3 200mlal=d / S by(o — 0)6%y (6, ) do,
|a|=M |[v'|<N
Subyerc. v (m)lls < CZm2 (malel=i)

On applique le LEMME 2.1 avec :

hg (o,n) = z hg—vg(a,m);  Tg =logl;

[v|<N
fr=lrls g = Z |Or—v];
[v|<N
d’ott lRSﬁ)(u,v)lo < Cq'2_"((s““("/?)‘m‘ml‘m’“"‘l“ﬂ)

avec 3, c; < Cluls|v]s, or |a] +i+j = [p] + 1> p.
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Sii=0,j+|al =[p] +1 et alors §'“G,(0',m) ¢ L*(dF’). On découpe
spectralement aq(-,7n) d’olt |oq,q,(C,§,n)] < hg,q (¢ —&—m,m) avec

hq q'(O',’I}) = Z 2ql(m1“[l7]+.7"1)
<N ; -pg)||g|le-i+15
P'<d+N x [ |bg(o — 6)p(2776)]|6] laq(6,m)| db.
Vu que [p] = j — |a| <0

Sup neC ”hq g ||L1 < cormo—a(p—i—lal)
lv|<N

d’oll, comme précédemment, ’application du LEMME 2.1 assure

qu(?)(’U/,U)Io < Cq’2_ql (s+t—(n/2)—m—m'—m1+p)

avec ) cZ < Clulfvl; dou (i).

Démontrons maintenant (ii).
Comme précédemment, il suffit de démontrer le résultat pour a, b, c
vérifiant

108700 €M) iy g2y < ClO)™(E +m)™ 71,
|a? €)|p —j+(n/2) = C<§>ml—] |04|
Ia?c( : ’£)|p—l+(n/2) S C<§>m2 _—Z—lal'

Comme précédemment, il suffit de considérer les symboles réduits; on se
ramene donc & considérer a,(z,n)p,(€ + 1) avec
el < c29m=1el, Supp g, C Gy,

nga(',ﬂHp_H(n/z) < CQ‘anl("»m
be(z)e1, q(ﬁ) avec [|o{%) [l < C290m=1eD) et by |, 4 (n/2) < C et cg(@)p2,q(€)

avec ”902 a ”0 < c2atma=lal) et |, ,— —t+(ny2) £ C

F(Ty(u,0)) = 3 / Rag(C — € — 1,m)pq (€ +1)bs(€ - 6)
r>q+N
lv|<N
d€ dndo df

X & (v = 0)p1,r (O)20)p2,r-(0)(0)} (2m) =i
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avec X ((,60,0,6,1) =To(C — € =, 6 +n)T1(€ - 6,0)Tz(n — 0,0)
avec SuppT; C {(61,62) | |61] < €62}

Supp(1 —T3) C {(61,62) | |61] > 62|}
avec 0<é€ <e <1

Une difficulté survient : sur Supp X, on n’a pas, comme précédemment
la bonne localisation spectrale, c’est-a-dire

[(—0—0| <€l +0| poure<]l.

Pour obtenir cela, il faut procéder a une troncature dont on montrera bien
siir qu’elle est négligeable, c’est-a-dire p-régularisante.
Soit 1 > € > 0 tel que 0 < (&g +2¢) /(1 —2¢) < 1. Soit T un paraproduit

tel que SuppT C {(61,02); 161 < €lfa|}. Posons X(¢,6,0,6,m) =
X(¢,0,0,¢mT(E—6,6+n)T(n—0,&+7). Sur Supp X on a [§+0]| = [¢+1)
et |(—0—0a| < (e0+2¢)/(1-2¢)|0+0|. Eneffet on a |E+n—0—0| < 2¢|é+7|
donc |0 + o| = |£ + n|. De plus
l§—0-0ol<[¢(—&—nl+|{+n—0-0]
< (eo + 2¢)|€ + 7|

€0 + 2¢
< T 10+l

Soit T un paraproduit sur RY tel que T vaille 1 sur {(61,602); 161] <
(€0 + 2€)/(1 — 2¢€)|62]}- On a alors

T((-0-0,0+0)X=X.
De plus, on choisit € assez petit de manieére & ce qu’il existe A € C{°(K),
K couronne de R telle que

A2790 +0)) Xpg (€ + 1) = Xpg(€ +m).-
En faisant apparaitre X, puis T, puis en posant ¢’ = -0 et ' =n— o0,
puis enfin en écrivant une formule de Taylor & 'ordre M = [p]—i—j—£+1
entre (f,0) et ((+60,n+0) on a
(i) Ty(u,v) = 23_ T (u, v) avec

(TO(u,v))(¢) = Z/ (C—0-0,0+0)0),(¢—0-0,6,0)p1,.(8)

" N d¢ d
X “(0)‘P2,r’—uv(77) (2f)+2n

US?Q,V(T,G,U) =Fe Z 33‘3?2%(9?,0)%(94-0)
|ortaz|<M-1
xD* b, (z)D** ¢, ()| (7).
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(i) (T2 0))(O) = 3 / (X = X)ag(C — & — 1 1)a(€ + mbr(€ — 0)
TN

do df d€ d
Xérs(n — o)sol,xe)a(o)wz,r_w(o)%_%—"

(iii) v = {2,3}

FIM @)=Y / T(C=0=0,0+0)0;7,(C—0-0)A(8+0)
r>q+N
[v|I<N x@17T(0)ﬁ(0)<p2’r_,,(0)17(0)(Td:%

ol af,?,?,,,(c ,0,0) et a((,,?’r),y(( ,0,0) sont donnés par les formules suivantes

w200 = X [dgaraverfuc—¢ - -6-0uw)

|a1+a2|§M—1

xeeA )] | B ()1~ X)

1
o), (0,0)= //0 df'dn'dt{aglagza|q(<_g'_nf_9_0—,”)

leitaz|<M
IO‘IA ' /042" ’ (]. _t)M'_l

X 0q(A+ 1)) g e gem€ < 0r(E)n *2Er(n )X'm -
La sommation des termes du type 7Ty (u,v) donne Tou(s c)(u,v). D’autre
part, il est clair que Sp(Té’Y)(u,U)) C C, pour tout v € {1,2,3}.

Reste donc & majorer |T4" (u, v)]o.

Premier cas : v = 1. Vu la définition de X et de X , en découpant
spectralement b, et ¢,_, on a :

1
|Tl§1)(u,'v)(C)' < 20 =Tt G0 E /&q(C —&=n,mpe(€+n)
r>q+N
AFu=1 x FN (€)™ (v) € dn

les fonctions f¢ et g’ étant données par les formules
fﬁo) — 27(m1—j)|ar|’ g£0) — gr(mz2—f) Z [or_|,
lv|<N

1) = Supy<,—n 9—4(p—7) l(\y(g—T+No) - \P(2_q+N°))13T 27(mi=9) |, |

)

gf.l) = SupqST_Nz—Q(p—t’) l\p(2—r+No) _ ‘1’(2_q+N°)5r—u|

V<N
x 2m=h N p, ).
[v|<N
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On applique le LEMME 2.1 d’ot, vu que i+ j + £+ p — Inf(5,£) > p,on a :

|75 (w,0)] < cg2m o (/2 mmemmmam i)y o,

avec Y, c2 < C.
Deuziéme cas : v = 2. Vu la localisation du support de 1 — X, avec
un découpage spectral de aq(-,7n), de b, et ¢,—, on a:

(TP @) Q< Y /hqmc 0—0,0+0)A\(0+0)
IigAle X fr(0)gr(c) df do

avec fr = 2T(m1—j)|a'r|; gr = 27(m2—£) ZIV|<N Iﬁ'l‘—llla et

hQ,r,a(,u’ o) = Z Z 2q(m'—i—|ﬁ1+a2|)ag1—-ﬁ1 { (Apaq (z, 0'))

[V|[EN, p>¢g Bi<on
lar+az|<M-1

X[B 678)] + g )| (b)) el + 60 ] Apef72)]
A0t ||hg ra(- o) < 2007 —i=lalg—ale=Inf(i.3.6) (7)™ {’oh1, par applica-
tion du LEMME 2.1 on a :

|Tq(2)(u, v)|0 < cqz—q(s+t—(n/2)—m—m1—mz—m'+p)Iulslvlt

avec Y c2 < C et ce pour tout (s, t) tel que s+t > m + my + mo.

Troisiéme cas : v = 3. On découpe spectralement b, et c,; vu le
support de X on a :

(@P@NO] s X [ henalc=0-0,0)2(0+ ), @)gn(o) d0do
J‘;'q+ﬁll\f

avec f, =27 (Mg, |, g, = 2r(m=O |\ 0y | et

hg,ra (wy0) = Z

Bi<as, [V[SN
p<qg+N, p'<g+N

9¢(m' —i—|B1|—|az) //1 |3§‘1_ﬁ1dq (# ¢ —p o+ tf')l
0
x|€21p(27P€)b, (&) x |12 0(277 )e,_ (n')| dE' dny' dt
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d’oi on a :

SupaGCT “hq,r,a('a U)”Ll
< galm'=i=laltrm  §™ g=p(p=i=lai)g=p (p—t-azl),
p<g+N
p'<g+N
Siau=[p|—-j+1l:am=i=¢=0et|a|=[p]—j+1
Sup,ec, llhgralo)llp < 27m2mee=m),

de méme si ay = [p] — £+ 1.
Sia; <[p]—7, o] <[p]—fona:

Sup,ec, lhg,ra(- o)l < grmoa(m’—i=lal)

d’ou par une ultime application du LEMME 2.1 on a pour tout (s,t) tel
que s+t >m+my + mo

T4 (w,v)]y < 27 oHt=(n/Ammmmmma )y | o,

avec ), c2 < C d’oli le THEOREME 2.2.
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