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REPRÉSENTATIONS SPHÉRIQUES DES GROUPES
AGISSANT TRANSITIVEMENT SUR

UN ARBRE SEMI-HOMOGÈNE

PAR

FERDAOUS BOUAZIZ-KELLIL (*)

RÉSUMÉ. — Le groupe F des automorphismes d'un arbre semi-homogène est ana-
logue à SL2(H) et admet des séries dites principales et complémentaires de représenta-
tions unitaires sphériques.

Nous étudions les sous-groupes fermés unimodulaires A de F agissant transitivement
sur l'arbre et montrons qu'à part un nombre fini d'entre elles, les représentations
précédentes se restreignent en des représentations irréductibles de A.

ABSTRACT. — Thé automorphism group F of a semi-homogeneous tree is similar
to SL2(R) and admits so called principal and complementary séries ofspherical unitary
represent at ions.

We are studying hère closed unimodular sugbroups A of F which act transitively
on thé set of vertices of thé same index, and we prove that opart from a finite number
among them, thé previous représentations restrict to irreducible représentations of A.

Introduction
Un certain nombre d'articles de A. FIGA TALAMANCA, M.A. PICAR-

DELLO et d'autres ont été consacrés à de l'analyse harmonique sur des
groupes discrets, plus particulièrement des groupes libres ou des produits
amalgamés : voir en particulier [7], [8], [l], [11] et les références citées dans
ces articles.

Une notion importante dans ce cadre est celle de fonction radiale sur le
groupe. Mais comme l'a remarqué F. CHOUCROUN dans [3] pour le groupe
libre, ce groupe A agit simplement transitivement sur un arbre homogène
X et l'algèbre de convolution des fonctions radiales sur A se définit
entièrement grâce à l'arbre X. En fait X est "l'espace symétrique" F / K
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256 F. BOUAZIZ-KELLIL

d'une paire de GUELFAND (F, K) où F est le groupe des automorphismes
de X. Ainsi beaucoup de notions d'analyse harmonique sur A, F ou X
sont identiques.

Parmi ces articles certains s'intéressent plus particulièrement à l'étude
des représentations sphériques unitaires d'un groupe discret A et à leur
irréductibilité : ces représentations peuvent se définir sur le plus gros
groupe F qui possède une paire de GUELFAND (T,K), mais le problème
est de montrer que la restriction des représentations à A est encore
irréductible.

Cette étude a été initiée par A. FIGA TALAMANCA et M.A. PICARDELLO
[7], [8] pour le cas du groupe libre à r générateurs (r fini) qui agit
simplement transitivement sur un arbre homogène X^r d'indice 2r.

Par la suite leurs travaux ont été généralisés par W. BETTORI et M.
PAGLIACCI [1] qui ont traité le cas du produit amalgamé (Z*7') * (Z/2Z)*5

agissant simplement transitivement sur X^+s' De plus ils ont démontré
que ces groupes sont les seuls agissant simplement transitivement sur un
arbre homogène.

D'autre part A. lozzi et M.A. PICARDELLO [11] ont démontré des
résultats analogues dans le cas du produit amalgamé *(Z/A;Z) qui agit
simplement transitivement sur un graphe symétrique.

Dans cet article, on se propose de généraliser ces résultats au cas
de certains groupes agissant sur un arbre semi-homogène Xq^ d'indice
(q + 1,^ + 1) avec q > 1 et £ > 1. Ces arbres sont aussi appelés arbres
de Bruhat-Tits ou immeubles affines de rang 1, les représentations du
groupe de leurs automorphismes ont été étudiés par G. I. OL'SHANSKII
[15]. Comme un graphe symétrique peut être considéré comme un arbre
semi-homogène, on retrouve ainsi tous les cas particuliers déjà étudiés.

Les résultats et ingrédients principaux sont les suivants :
On calcule le noyau de Green et le noyau de Martin de l'arbre Xq^

comme cela est fait par P. CARTIER [2] dans le cas d'un arbre homogène.
L'algèbre de convolution des fonctions radiales est la même pour tout
groupe A agissant sur Xq^ transitivement sur l'ensemble Sq des sommets
d'indice q + 1. Ceci évite le calcul (un peu technique) des fonctions
sphériques puisqu'il suffit de traduire les résultats de [11] faits pour un
cas particulier. Ces fonctions sphériques définissent des représentations
unitaires irréductibles (série principale et complémentaire) du groupe Yq^
des automorphismes de Xq^.

Le groupe A agissant toujours transitivement sur S(î on donne, relative-
ment à un système particulier de générateurs, une décomposition de tout
élément de A analogue à celle des groupes libres ou produits amalgamés.

Sauf pour un nombre fini de représentations, on obtient l'irréductibilité
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REPRÉSENTATIONS ET ARBRES SEMI-HOMOGÈNES 257

de la restriction des représentations unitaires ci-dessus de Tq^ à tous les
sous-groupes A fermés unimodulaires de Fq^ transitifs sur Sq. Le principe
de la démonstration est le même que celui de [7] (déjà utilisé dans [1] et
[11]). Le travail est de montrer qu'un lemme technique sur A est encore
vrai pour ces groupes A très généraux, on utilise alors la décomposition
déjà signalée.

Un exemple à la fin du chapitre II montre que si l'on affaiblit l'hy-
pothèse "A transitif sur 5'9," quelques autres restrictions de représenta-
tions deviennent réductibles.

1. Le groupe F des automorphismes d'un arbre
semi-homogène X

1.1. Arbres semi-homogènes. — Soient X un arbre, S l'ensemble
des sommets. L'ensemble S est muni d'une distance : si <s, t e S d(s, t) est
la longueur de la géodésique joignant s à t.

L'indice d'un sommet est le nombre d'arêtes ayant pour extrémités ce
sommet.

Un arbre semi-homogène Xq^ est un arbre d'indice (q + 1,^+ 1) (avec
Q > 1 ; t- > 1)- C'est-à-dire que tout sommet est soit d'indice q + 1, soit
d'indice £ + 1 et si un sommet est d'indice q + 1, tout sommet voisin est
d'indice £ + 1 et réciproquement. (Il est clair que Xq^ est unique à un
isomorphisme près).

On considère alors deux cas :
a) q ̂  i : on définit Sq comme l'ensemble des sommets d'indice ç+1

et 5^ comme l'ensemble des sommets d'indice -^ + 1. On a 5^ D 5^ = 0 et
S = 59 U S1.

b) q = i : on définit une subdivision de S en deux, on choisit SQ ç S
et on pose :

6" = {s € S ; d(5,5o) est pair}
S" = {s ç S ; d(s, 5o) est impair}.

Ainsi 5" et S " sont les classes d'équivalences pour la relation :

s r^ s ' <==^ d(s^ s ' ) est pair.

Dans la suite chaque fois que l'on parlera de 59 ou 5^, il faudra lire 5"
(resp. S " ) à la place de 59 {resp. S^ si q = L

Si Xq est un arbre homogène, d'indice q + 1 (où q > 2), d'ensemble de
sommet S, c'est aussi un arbre semi-homogène de type Xq^ où Sq = S
et 5'1 = (milieux des arêtes de S). Cependant les distances sur S sont
doubles dans Xq^.
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258 F. BOUAZIZ-KELLIL

Xq est aussi un arbre semi-homogène de type Xq^q.
On peut relier cette notion d'arbre semi-homogène à celle de graphe

symétrique définie dans [11] : si on a un arbre semi-homogène Xq^,
l'ensemble Sq est l'ensemble des sommets d'un graphe symétrique obtenu
en joignant par une arête deux sommets de Sq à distance deux.

Réciproquement à partir d'un graphe symétrique, on construit un arbre
semi-homogène : l'ensemble Sq est l'ensemble des sommets du graphe.
L'ensemble Si est l'ensemble des barycentres des polygones du graphe.
Un élément de 59 et un élément de S1 sont joints par une arête si le
sommet correspondant appartient au polygone correspondant.

Le dictionnaire permettant de traduire les résultats de [11] dans nos
notations est donc :

k i-^+l; ri->ç+l; çi-^g; *Z^ ̂  Xq,t

(les distances sur 8e1 ou S diffèrent cependant d'un facteur 2).
Fixons un sommet SQ et considérons une géodésique infinie d'origine

SQ. C'est une suite infinie [SQ, 5 i , . . . , Sn , . . . ] où les 5, sont différents deux
à deux et où Sn est lié à Sn-i pour tout n > 1. On introduit une relation
d'équivalence : deux telles géodésiques infinies définissent le même bout
si elles ne diffèrent que par un nombre fini de sommets. Donc un bout ne
dépend plus de l'origine.

Soit S = S U B, où B est l'ensemble des bouts. On définit 6t{s,s') =
d(s,t) - d( s ' , t ) pour tout s , s ' , t ç S. De même ^{5,5') = S t Ç s . s ' ) où t
est le point d'intersection des géodésiques [5,<s']; [.§,&]; [5', b}. La relation
6b(s, s ' ) = 0 est une relation d'équivalence entre sommets 5, 5'. Les classes
d'équivalences s'appellent les horocycles associés à b [2].

De manière plus explicite, choisissons un sommet SQ de référence et pour
tout entier 71, notons Hn l'ensemble des sommets s tels que <^(.s,<so) = n.
Les Hn sont les horocycles associés à b. On a SQ ç Ho et S = Y[°°^_ Hn,
les Hn sont deux à deux disjoints.

On note aussi Sn == {s ç S \ d{s, s^) = n} la sphère de centre SQ et de
rayon n.

THÉORÈME 1.1 : [2]. — // existe une topoîogie compacte sur S telle
que :

1) S est un ouvert, dense, discret de S ;
2) B est un compact;
3) Si b = {so, 5i,..., Sn,...} e B, alors les ensembles :

v,^ ={bfçB\bf= {^o,. . . ̂ ,4^,...}} u {^' e s | sn e [^']}

forment, quand n varie, une base de voisinages de b.
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REPRÉSENTATIONS ET ARBRES SEMI-HOMOGÈNES 259

1.2. Groupe des automorphismes. — On considère le groupe des
automorphismes r^ (ou F) de l'arbre Xq a. Il stabilise automatiquement
59 et S^ si q ^ L

Si q = £, on appelle Tq^ le groupe des automorphismes de Xq^q qui
stabilisent 5" et 5"' (c'est un sous-groupe d'indice 2 du groupe Tq de tous
les automorphismes de Xq = Xq^q).

Le groupe r agit isométriquement sur 5.

PROPOSITION 1.2. — Soit Xq^ un arbre semi-homogène, alors :
1) F opère transitivement sur Sq x B ;
2) Si SQ ç S(3, le stabilisateur KQ de SQ opère transitivement sur

l'ensemble B et sur Sn pour n > 1 ;
3) F opère doublement transitivement sur 59 relativement à la dis-

tance, c'est-à-dire que les orbites de F dans Sq sont formées de tous les
couples de sommets à la même distance.

Démonstration. — C'est évident par transport de structure.

THÉORÈME 1.3 (cf. [2]). — II existe une topologie sur F telle que :
1) F soit localement compact;
2) Si on fixe SQ ç S et si on considère Ko le stabilisateur de SQ, alors

KQ est un compact, ouvert;
3) L'application

F x S —^S
(7,5) i—> 75

est continue.

COROLLAIRE 1.4. — (T,Ko) est une paire de GUELFAND.
Démonstration. — F agit doublement transitivement sur 59 relative-

ment à la distance.

COROLLAIRE 1.5. — II existe une unique mesure ^so de masse totale 1
sur B invariante par KQ .

Démonstration. — La mesure de V^ H B est nécessairement :
[{q + Wq)?-1]-1 si 2p = n et [(q 4- 1)W-1]-1 si 2p - 1 = n. Il est
facile de voir que ceci définit une unique mesure [2].

Remarques 1.6.
1) D'après [2], si on change SQ, on a :

d^(b)=K^(b)d^Çb)

°ù Ks'^soW 681 la fonction qui va être définie et calculée par la suite.
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260 F. BOUAZIZ-KELLIL

2) II existe une métrique sur r définie de la façon suivante : on fixe
SQ ç S et g , h G r, alors :

6(g,h) =Y,d^^hs)a~2d(soïs^ a > ̂ PO?^) + L

sçS

Cette métrique induit sur r la topologie ci-dessus.

1.3. Groupes transitifs sur Sq. — On considère un sous-groupe A
de r, un élément SQ e S(l et le stabilisateur Ao de SQ dans A.

Pour 6 C F, on pose \ë\ = d(so^Sso).
Pour une partie As de A, on considère la condition (*) suivante.

{ l'application As —> 5s définie par S ^—> SSQ est une bijection
(*) de As sur l'ensemble 5s des sommets à distance deux de

SQ.

PROPOSITION 1.7 (comparer à [4]). — S'il existe une partie As C A
vérifiant (*) alors :

1) Pour tout s e Sq avec d(s^so) = 2n, il existe 6^^...,6n € As
uniques tels que :

s = ë\ .. .SnSo.

2) Pour tout 6 ç. A tel que \8\ = 2n, il existe ^i,...,<^i € As et
60 e Ao uniques tels que :

6 = Si ...SnSo.

De plus <?i,..., en sont déterminés par SSQ.
3) Si ^i,...,^ 6 As et SQ e Ao, on a |^i...<în^o| = 2n si et

seulement si |^^+i | = 4 pour tout i = 1 , . . . , n — 1.

Remarques.
1) Comme Card [s ç 5 | d(s, so) =2}= (ç+1)^, on a |As| = (ç+1)^.
2) Si As vérifie (*) et si S 6 A, alors ^As vérifie l'analogue de la

condition (*) obtenue en remplaçant SQ par ÔSQ où *^As = ^As^"1.
3) Si ^ i , . . . , en e As, notons 5^ = ( 5 i . . . SiSo. Pour 1 < î < n, on a

d(^î, 5^-1) = 2. Donc d(5o, 5^) = 2n si et seulement si [^o, 5 i , . . . , Sn] est
la géodésique dans Sq joignant SQ à S n '

Démonstration.
1) Soit s ç 5'9; d(5,5o) = 2n, on considère la géodésique dans SQ

joignant SQ à 5, soit [5o ,5 i , . . . Sn = s}. D'après la Remarque 3, les^i, . . . ,Sn
cherchés sont tels que 6^ ... SiSo = s^ pour 1 < i < n.
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REPRÉSENTATIONS ET ARBRES SEMI-HOMOGÈNES 261

Par récurrence, on peut supposer qu'on a trouvé ($1, . . . ,6n-i uniques
tels que 6\ ... <^5o == «s^, avec l < î < n — 1 . 1 1 faut trouver ̂  ç As unique
tel que 61 . . . ^n^o == 5n = 5. Soit S^ = ( < S > i . . . ̂ n-i) ^n(^i . . . Sn-i)~1, on a
donc ^ i . . .^n<so = 6'^Sn-i- Comme on cherche Sn C As, l'élément ^ doit
être dans ^•••^-iA2. Comme de plus d(sn^Sn-i) = 2, on conclut grâce à
la Remarque 2 ci-dessus.

2) La seconde partie est une conséquence évidente de la première
partie.

3) Pour la troisième partie, il suffit d'après la Remarque 3 de re-
marquer qu'une suite «SQ, « S i , . . . , s^ de points de Sq à distance 2 est une
géodésique si et seulement d(si^s^) = 4 et que

d(S^ ...ëi^SQ.S^ .. .^+i5o) = d(so,Si6i^So) = |^^+i|.

COROLLAIRE 1.8. — A agit transitivement sur Sq si et seulement s'il
existe un As C A vérifiant (*).

PROPOSITION 1.9. — Soit Â2 une partie de F vérifiant (*). Soient A
^e sous-groupe de F engendré par As (^A a^ transitivement sur Sq) et
AQ l'ensemble des éléments de A ^m fixent SQ. Alors Ao e5^ /a réunion
(croissante) des sous-groupes AQ définis par récurrence comme suit :
A§ = {1}. Si AQ est défini, on note A^ l'ensemble des conjugués d'un
élément de Aa par un élément de AQ et A^1 le groupe engendré par AQ
et les éléments de l'une des deux formes suivantes :

S6' avec S, S' G A^ et |(W'|=0;

66'6" avec 6, S1\ 8 1 1 C A^ ^ {ëS'ô^ = 0.

Cette proposition (non essentielle pour la suite) se démontre par la
même méthode que la précédente.

1.10. Exemples de sous-groupes A de Fq^ transitifs sur S q .
Le but de ce travail est de généraliser un certain nombre de travaux se
situant dans le sillage de [7].

Ceux-ci traitent de cas particuliers de groupes agissant sur un arbre
semi-homogène.

a) Le groupe libre à r générateurs agit simplement transitivement sur
X^ (cf. [7], [8], [13]).

b) Le produit libre Z* r*(Z/2Z)*5 agit simplement transitivement sur
^2r-\-s (cf. [1]). D'après [1] ou [14], ces groupes sont les seuls agissant
simplement transitivement sur un arbre homogène.
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262 F. BOUAZIZ-KELLIL

c) Le produit amalgamé (Z/^Z)*7' agit simplement transitivement sur
un graphe symétrique (cf. [11]), c'est-à-dire qu'il agit sur X^_i^_i, avec
une seule orbite dans S 7 ' ' 1 . Les r sous-groupes Z/A;Z engendrant ce groupe
sont les stabilisateurs de r voisins d'un sommet s d'indice r. Ils permutent
chacun transitivement l'ensemble de leurs sommets voisins.

d) Le produit amalgamé (Z/rZ) * ( î / k î ) qui contient le groupe
précédent, agit transitivement sur un graphe symétrique (cf. [11]), c'est-
à-dire sur Xr-i,k-i transitivement sur â^"1 et S^"'1. Les groupes Z/rZ
et Z/A;Z sont les stabilisateurs de deux sommets voisins de Xy—i^-i
respectivement d'un sommet d'indice r et d'un sommet d'indice k. Ils
permutent chacun transitivement l'ensemble de leurs sommets voisins.

e) On peut trouver dans [13] la classification de tous les groupes
agissant sur des arbres. Si on exige que cet arbre soit un arbre semi-
homogène Xq^ et que le groupe A agisse simplement transitivement sur
59 et sur 5^, on trouve que le seul exemple est le suivant : q = i et A
est le groupe fondamental du graphe formé de deux sommets et de q 4-1
arêtes joignant ces deux sommets. Le groupe A est donc un groupe libre
à q générateurs agissant sur l'arbre Xq^q qui est le revêtement universel
du graphe précédent.

Si q = 2r — 1 est impair, le groupe libre F à r générateurs agit sur Xq
(simplement transitivement sur tous les sommets) et A est le sous-groupe
de F formé des mots de longueur paire.

f) On peut construire (grâce à la PROPOSITION 1.9) un exemple
de groupe discret A agissant transitivement sur Xq, qui ne possède
pas de sous groupe agissant simplement transitivement sur Xq. Ainsi la
démonstration au chapitre 3 de l'irréductibilité de la restriction à A de
certaines représentations de r ne se déduit pas trivialement de la même
démonstration dans [1] pour le cas b).

2. Analyse harmonique sur Xq^

2.1. Noyaux sur Xq^. — Un noyau est une fonction

P : S x S -^ [0, +oo]
(s,t)——P(s,t).

Si on a deux noyaux P, Ç; o11 définit leur produit de convolution

PQ(s,t)=^P(s,u)Q(u,t).
uçS

Si Q est un noyau, on note Q(3 (resp. Q1) le noyau dont la valeur en (s,t)
est Q(s, t) si s e 5'9 {resp. S^) et 0 sinon. On a donc Q = Q^ + Q^.
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REPRÉSENTATIONS ET ARBRES SEMI-HOMOGÈNES 263

a) Noyau de GREEN. On arrive à trouver explicitement le noyau de
Green G" et à démontrer qu'il est fini, grâce à des calculs analogues à ceux
de [2].

PROPOSITION 2.1. — Le noyau de GREEN est fini et mut G1 + 0e1,
avec

p(g+i)
^-1 (^-n s i s . t ç S ^ etd(s,t)=2n

G\s^t)={ ç + i
(iqy si s e S^t e ̂  et d(s, t) = 2n + 1

sinon.
q i - 1

1 0

f ^+1) (^r" sz 5^ e 59 et d(s, t) = 2nêq-1
Gq(s,t)= < ^ + 1

^^y(^)-n si s ç S ^ t ç S ^ et d(s, t) = 2n + 1

.0 sinon.
b) Noyau de MARTIN associé à P. On veut définir une fonction

localement constante sur S prenant la valeur :

Ks,sf(t) = v ' ) pour tout t ç S.G(s ',t)
On obtient selon les différents cas :

f(^)-^')/2 Sl(s,S',t)ç

S^ x S ^ x S t

S1 x 8e x S"
S9 x Si x S9

S" x S9 x S1

K^,(t) = ! g+1 (^(-^,.-)+i)/2 ^ / , . f 8e x S^ x S1

qçe+ir^ ( s î s î t ) e { s t x s ' ' x s t '
e+l Ug)(-WW/2 ^ (, „, ,. , 1' ̂  x ̂  x ̂

l^ç+l)^ "^ ' ^ t^x^x^
On prolonge ̂ ^' sur S par :

^,.'(6)=^,.'(f)
où t est un point d'intersection des géodésiques [s,b] et [a',&]. D'où :

^q\-St,(s,s')/2 si (s, s') e ' 8e x 8e

S9 x S "

Q+l (^)(-^(^')+i)/2 s i ( s , s ' ) e^x5î

(^(-^(.,.')+i)/2 s i ( a , s ' ) € ^ x ^

K^,(b)={
î^+l)
e+i

l^+l)
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264 F. BOUAZIZ-KELLIL

Ainsi le noyau de MARTIN se détermine en choisissant un sommet SQ
de référence.

Le noyau de MARTIN est Kso(s,b) = Kg.soW' D'où :

f (^-n/2 si. e Hn(V) et (., .0) e { ̂  f,

Ks^b) = [ —__(^)(-+i)/2 si s e ^,(6) et (^.o) ç ̂  x S^

£ + 1 (^ç)^^^72 si s ç ̂ (6) et (5,50) € ̂  x 5^.
l ^+ l )

Remarques 2.2.
1) Dans le cas i = q ou t = 1, on retrouve les résultats de [2] pour

un arbre homogène.
2) Dans le cas (s,so) ç Sq x Sq on retrouve les formules de [11] où

Kso(^so^) est note -P(7^) et appelé noyau de Poisson.
3) Si 5,5' appartiennent au même horocycle relatif à &, on a

K^b)=K^s^b).

Si t > 1 ou q > 1, on peut démontrer que la réciproque est vraie, ce
qui généralise un résultat de CARTIER [2] dans le cas homogène.

2.2. Fonctions radiales et fonctions sphériques

Définition 2.3. — Une fonction radiale sur Xq^ x Xq^ est une fonction
invariante par F, soit F(s,t) = F(^s^t) pour tout 7 e F. L'espace
vectoriel R des fonctions radiales est une algèbre pour le produit de
convolution. Une fonction radiale F s'écrit de la façon suivante :

F{s, t) = F^(s, t) + F^(s, t) + F^{s, t) + F^(s, t)

avec
F^(^)={^W) si.,fe^;

10 sinon.
F' i t^fF(s,t) s i s ^ ç S 1 ;

<-;•(' \ 7 / } r\ •{ 0 sinon.

F^t)=fF^ s i s ç S ^ t ç ^ ;
10 sinon.

F^(^)=J^W) s i^e^e^;
10 sinon.
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D'après la PROPOSITION 1.2, les fonctions Fq^q', Fq^\ F^^q et F^^ (res-
treintes à leur support) ne dépendent que de d(s, t). Ainsi R est la somme
directe de quatre espaces vectoriels

R = Rq^q © Rq^ © R^q C R^(,

définis par F ç R^^y <^ F = F^^y.
PROPOSITION 2.4. — Rq^q et Ri^ sont deux sous-aîgèbres commuta-

tives et commutant entre elles de R.
Démonstration. — II est clair que le produit de convolution de deux

éléments de Rq^q et R^^ est zéro.
En utilisant le même genre de calcul que [7] on arrive à démontrer que

Rq^q est une sous-algèbre commutative engendrée par F1 où

)-1F^S^) = {^+ 1^'1 si s î t e sq et ̂ ^= ̂
10 sinon.> 0 sinon.

Dans la suite on ne s'occupe que de l'algèbre commutative

R = Rq,q © F^i,i

et, sauf indication contraire, que de Rq,q. On choisit SQ ç 6'9.
Définition 2.5. — Soit A un sous-groupe de r transitif sur Sq. Une

fonction radiale sur A est une fonction telle que

f(S)=f{\S\) où \ë\=d(s^ëso).

On note T^A l'ensemble des fonctions radiales sur A.
COROLLAIRE 2.6.

1. L'application F —>• f de Rq^q vers T^A définie par f(6) = F(so,êso)
est une bijection entre fonctions radiales.

2. Cette bijection conserve le produit de convolution.

Démonstration. — La première partie est claire. Pour la seconde on
utilise les mêmes genres de calculs que [3].

Remarque 2.7. — L'algèbre de convolution des fonctions radiales est
donc la même qu'on la considère sur Sq x Sq ou sur n'importe quel groupe
A transitif sur SQ.

En particulier, pour A = F, le couple (T,Ko) est une paire de
GUELFAND OÙ A = * Z^+i.
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Tous les résultats d'analyse harmonique sur les fonctions radiales
démontrés pour l'un de ces exemples s'étendent donc à tous les cas
envisagés ici.

Fonctions sphériques.

Définition 2.8. — Une fonction sphérique (p est une fonction radiale
telle que :

1. ^(5o,5o) = 1.
2. (p est un vecteur propre de l'opérateur de convolution à droite

par F1.

Remarque 2.9. — Grâce à la Remarque 2.7 et au dictionnaire qui nous
permet de passer d'un graphe symétrique à un arbre semi-homogène, on
trouve :

1. Les fonctions sphériques sont, pour z / ^ + (ki7r) /\og(iq), données
par la formule

^Pz(so,s) = c^(5o, s) + ci-^/ii-^Oo, s)

où l'on a posé, pour simplifier,

, _ [l+WW-^ ^ ^ / . _ (^-^o,.)/2.
'" (ç+l)[W2-^] ti.{so,s)-{tq)

Pour z = ^ + {kivj log(^ç) et k ç Z, elles sont données par la formule

_ \ liq + (-l)^^ - l)V£q - t(q + 1) d(so, s)^
V^s)-^l+———————^-^———————^—j

^f_^\kd(so,s)/2/^ \-d(5o,5)/4^

La valeur propre de l'opérateur de convolution associé à (pz ^st

.. ̂  i-i+W-^W
n ) ^+1)

et, pour 6 e F tel que \6\ =2, on a ^((^) = ̂ zÇso.ëso) = 7(2:).
2. ̂  est bornée si et seulement si 0 < Rez < 1.
3. On a les équivalences

^z = ̂ z' ^=^ 7(^) = 7(^') ^==^ z =- z' ou 1- z' à 2/mr/ log(^g) j?rè5.

4 . 0 n a ^(5o,5)=J>^^(5,^)d^(a;).
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5. Soit (pz une fonction sphérique. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) (pz est de type positif;
b) 7(20 est réel et 0 < Rez < 1 ;
c) Re z = \ ou Im z = k7r/ \og(tq), avec k ç Z et 0 <Rez < 1.

2.3. Représentations sphériques. — Soit E(s) l'ensemble des
bouts b tels que la géodésique de SQ à b passe par s.

On note Xs = X^Çs) la fonction caractéristique de E(s). Ces fonctions
engendrent un espace vectoriel K(B).

Pour tout z ç C, on considère la représentation TT^ de A (supposé
transitif sur 5^) dans K(B) défini par :

7T,(7)^) = ̂ (7^0, ̂ (7-^).

On note par 1 la fonction identiquement égale à 1 sur B. On remarque
que ^pz(so^so) = (^(7)! | 1) où ( | } est le produit scalaire usuel dans
(L2^),^).

PROPOSITION 2.10. — Le sous-espace K^ de K(B) engendré par la
fonction 1 et l'action de TT^ est K(B) l'espace tout entier si et seulement
si :

(z^2ik7r/\og(iq),

f^(log^+(2Â;+l)^)/log(^),

avec k cl. En particulier le vecteur 1 est cyclique pour la représentation
-KZ si et seulement si z est différent des valeurs ci-dessus.

Démonstration. — II suffit d'adapter la démonstration de [11] à notre
cas en remarquant que seule la transitivité de A sur Sq intervient. On
notera que si z = 2km/\og(iq), on a K^SQ,UJ) = 1 et donc K, = Cl.

Si z -= \Qgi + (2k + l)i7r/ log(^), l'espace K^ est engendré par 1 et les
fonctions iXg - Xs- pour s e 59 et d{s,so) > 0 (on note 5_ le sommet
de Xq^ tel que d(s,so) = 1 et d(so,s-) = d(s,so) - 1). Il n'est pas dense
dans K(B) car son orthogonal pour la norme L2 contient les fonctions
X,, - Xs" pour s ' , s" e ̂  et s'_ = s"_.

COROLLAIRE 2.11. — Soit la transformation de Poisson définie par
^(7) = (^(7~1)^ I 1) pour tout ^ ç K(B). Si z / 1 + 2ki7r/ log(^) ou
s i z / 1 - (log t + (2k + l)i7r)/ log(^) = (log q + (2k + l)î7r)/ log(^), a^r5
P̂ ; ^st injective.

Démonstration. — La démonstration est la même que celle de [11] en
s'appuyant sur la proposition précédente et en notant que l'adjointe de
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7^(7) est 71-^(7)* = 7Ti_^(7-1) et donc que P^(7) = (^^1-^(7) • 1) =
^^).^-z(75o^)^,(^.

Remarque 2.12.
1. La transformation de Poisson applique l'espace Kz sur l'espace des

combinaisons linéaires de translatés à droite de la fonction sphérique ( p z -
Puisque

(P,7^,(7.)1)(7)=(^(7-1)^(7.)1 1)
={7^^-l^)l\l}=^^-l^).

2. En utilisant le fait que ^(7) = Jg 71-^(7)1^50 (ù;) et que ^(P)
est dense dans L^ÇB), on prolonge TT^ en une représentation unitaire dans
(L2^), d/^so) dans le cas Re z = ^ (quitte à noter par TT^ le prolongement)
et c'est la série principale.

D'autre part pour 0 < Rez < 1, ïmz = k7r/\og(£q) et k ç Z, on
sait, d'après le THÉORÈME 2, que (^ est de type positif, ce qui va nous
permettre de prolonger TT^ en une représentation unitaire sur un espace
de Hilbert H^ défini comme suit : pour ^ e Kz tel que ^ = ̂  (7î7r^(7^)l,
on considère la fonction

ll^lli-Ew^71^)-î^'
Alors I I ||^ définit une structure préhilbertienne sur Kz et "Hz est le séparé
complété de Kz pour || ||^.

Si de plus Pz est injective, 7^^ est le complété de Kz pour la norme
I I ||^. Ce qui correspond à la série complémentaire (si Res / 0,1).

Cas particuliers 2.13.
a) z = 2ki7r/\og(£q), k ç Z, 7^) = 1, ^(7) = 1, alors ̂  = Cl et

(^z^z} est la représentation triviale.
b) z = 1 + 2ki7r/\og(tq), k ç Z, 7^) = 1, ^(7) = 1, alors

^ = K{B)\ ImP^ = C^, la structure préhilbertienne sur Kz n'est
pas séparée et (^z^z) est la représentation triviale.

c) z = (\ogi + (2k + l)z7r)/log(^), ^ ^ ç, fc e Z, 7(^) =
-l/^; ^,(7) = (-1/^)1^1/2, alors ̂  ^ ^(5) et P, est injectif, c'est-
à-dire que Kz est séparé pour la structure préhilbertienne.

d) z = (logç + {2k + l)z7r)/log(^), £ + g, k ç Z, 7^) =
-l/^; ^(7) = (-1/^)H/2^ alors ̂  = ^(P), mais P, n'est pas injectif,
la structure préhilbertienne sur Kz n'est pas séparée.
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e) i = q, z == ^ + (2k + l)z7r/(21ogç), k e Z, 7^) = -l/^,
(^(7) = (-1/^)H/2^ alors K, / X(5) et P, n'est pas injectif. Donc
Hz est un sous-quotient de L<2(B) : le quotient de l'adhérence de Kz par
l'adhérence du noyau de Pz.

f) En dehors de ces cinq cas, on a Kz = K(B) et Pz est injectif,
donc Uz est soit L2(B) si Rez = |-, soit le complété de K{B) pour || \\z
si 0 < Rez < 1, Im^ = k7r/\og(£q), k ç Z.

g) 2; = (2Â; + l)27T/log(^) OU ^ = 1 + (2Â; + l)î7T/log(^), 7^) =
(2(^-1))(^+!))-!.

Par analogie avec la théorie des groupes de Lie (cf [11]), ces cas sont
exclus de la série complémentaire (de même les cas a) et b)).

COROLLAIRE 2.14. — Dans le cas A = F, Ao = KQ. Si Rez = \ ou
si ïmz = k7r/log(£q), avec k ç l e t O < R e z < l , alors la représentation
(7T^,7-^) est irréductible.

Démonstration. — Comme (T,Ko) est une paire de GUELFAND, l'en-
semble des fonctions sphériques de type positif est équivalent à l'ensemble
des représentations sphériques unitaires irréductibles. D'après [6], l'espace
de Hilbert associé à ^pz est le complété de l'espace préhilbertien des com-
binaisons linéaires des translatés à droite de (^, on voit donc que c'est
bien l'espace que nous venons de construire.

Remarques 2.15.
1. On s'intéresse au chapitre 3 à l'irréductibilité de la restriction de

-KZ à un sous-groupe A de F (elle est claire dans les cas a) et b)) et on
se restreindra pour cela aux séries principales et complémentaires (c'est-
à-dire tous les cas sauf a), b), g)).

2. Considérons le cas d'un arbre homogène Xq. Il correspond au cas
d'un arbre semi-homogène avec i = 1. Les résultats ci-dessus permettent
donc de retrouver les formules de [7] et [8], si on se rappelle que les
distances dans Xq^ sont doubles de celles dans Xq. Mais on peut aussi
considérer Xq comme un arbre semi-homogène Xq^q (les distances sont
alors les mêmes dans Xq et dans Xq^q). On a donc le sous-groupe Yq^q de
r^ = r^i des automorphismes conservant la parité des sommets.

D'après la Remarque 1.6, le noyau de MARTIN est le même pour les deux
points de vue. L'expression intégrale des fonctions sphériques montre que
la fonction sphérique <y^ ne dépend que de l'arbre. On peut d'ailleurs
vérifier directement cette égalité des fonctions ̂  pour Xq^ et Xq^q (en
se rappelant le facteur 2 sur les distances). De plus, les représentations TT^
dans K(B) sont restrictions l'une de l'autre.

Par contre les opérateurs de convolution *F1 et donc la valeur propre
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7(2^) sont différents. De plus le COROLLAIRE 2.9 montre que la période de
la fonction z ^ (pz est ZTT/logç pour Fq^q et 2iir/\ogq pour Fç et qu'il
y a plus de fonctions sphériques (pz de type positif pour Tq^q que pour
Tq : une représentation de la série principale {resp. complémentaire) de
Tq se restreint à Yq^q en une représentation de la série principale (resp.
complémentaire), mais deux représentations non isomorphes peuvent avoir
des restrictions isomorphes; d'autre part certaines représentations (la
moitié) de la série complémentaire de Tq^q ne sont pas des restrictions
de représentations de la série complémentaire de Yq.

Intéressons-nous maintenant au cas ZQ = ^ + (2k + l)î'7r/logç. La
représentation correspondante (série principale) TT^ de Fq dans ^(B)
est irréductible (d'après le corollaire ci-dessus avec i = 1) et, comme on
le verra plus tard, sa restriction à un sous-groupe fermé unimodulaire
de Tq transitif sur Xq est encore irréductible. Par contre d'après le cas
particulier e) ci-dessus l'espace engendré par 7r^(Tq^)l n'est pas dense
dans K{B\ donc la restriction de la représentation TT^ de Tq dans L^ÇB)
à Yq^q (ou à tout sous-groupe de Tq^q unimodulaire transitif en respectant
la parité des sommets) ne l'est pas.

Ceci permet de répondre négativement à une question énoncée dans [9].

2.16 Noyau reproduisant. — Soit Az = {P^ | ^ e L2 (£?)}. Dans le
cas z ^ 1 + 2kî7r/\og(£q) ou z / (logç 4- (2k + l)î7r)/log(^) et, du fait
que Pz est injective, on définit une norme sur Az par :

11^11 = 11^11^(5) .

L'espace A^, muni de cette norme, est un espace de Hilbert. De plus il est
évident de voir que :

|̂ (7)| ̂  sup|^(7so,^)| ll^l^^) V7 € A.
( j j ç _ B

Donc d'après ARONSZAJN-BERGMAN (c/YosiDA [16], p. 96), il existe
pour Az un noyau reproduisant, c'est-à-dire une fonction Hz définie sur
A x A, telle que pour tout 7' fixé dans A :

a) La fonction 7 i-̂  ^(7,7') est dans Az,
b) Pour toute F ç Az, on a ̂ (7') = (F(^) \ ^(7,7')}^ où le produit

scalaire est pris dans Az sur les deux fonctions de la variable 7.

PROPOSITION 2.17. — Dans le cas z / 1 + 2km/ log(^) ou z /
(\ogq+(2ki)i7r)/\og(tq)

H^Y)= ( K^^s^K^^'s^d^)
J B
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défini sur A x A est un noyau reproduisant sur Az.

Démonstration.
a) 7^^(7.7') ^ A, car ^(7) = P^) avec <^) = K^^'SQ^).
b) Pour toute F ç A^, il existe / ç 1/2(5) telle que F = P,f et d'où

(F(7) | ^(7,7')) = W7) 1 ^(7)) = SBÎWs^d^d^) =
PzîW = F(1).

Remarque 2.18. — Dans le cas Rez = ^-, on a ̂ (7,7') = y?^"^)
pour tout 7,7' ç A. On obtient ainsi l'analogue au résultat de P. EYMARD
dans le cas de Su(l, 1) [5].

Démonstration. — Comme

H^^so^) = ̂ i_,(7)l(^), K^^SQ^) = TTi-^y)!^),

on a ^(7,7') = (7Ti-^(7)l | 7ri-^(y)l)^2(5) et comme pour Rez = ̂
7Ti_^ est unitaire dans L2^), il vient

^(7,7')= (^-.(y-^)! 11)^^)= ^-.(Y-^) = ^(y"-^)
car ̂  = ^i_^.

3. Sous-groupes fermés unimodulaires de F transitifs sur X

1. Caractérisation des sous-groupes fermés unimodulaires.
On considère un sous-groupe fermé A de F, ce groupe est donc localement
compact. On appelle ^ la mesure de Haar à gauche telle que /^(Ao) = 1
(c'est possible puisque Ao est un compact ouvert). On suppose toujours
que A agit transitivement sur SQ.

PROPOSITION 3.1. — A est unimodulaire si et seulement si il existe
une partie Â2 de A telle que Â2 et A^"1 vérifient la condition (*) du 1.3).

Démonstration. — Considérons 5'2/Ao. Si s ç ^/Ao, on note mult(5)
le cardinal de s (comme orbite de Ao dans S^).

Soit A2 = {6 e A : \ë\ = 2}. Il est stable à gauche et à droite
par Ao. L'application 6 ^ ë~1 induit une bijection involutive sur A2

et, par passage au quotient,_une bijection involutive ^ : Ao^/Ao -^
Ao\A2/Ao telle que S •-> 1F1. L'application Ao\A2/Ao-^52/Ao telle
que 6 •-> 6^ est évidemment bijective (puisque A est transitif). Alors
(p = TT o ̂  o 7r-1 : 52/Ao -^ 5'2/Ao telle que ~6so ̂  ë-iso est une bijection
involutive.
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La proposition résulte du lemme suivant :

LEMME. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) A est unimoduîaire,
2) mult(5) = mu\t(^(s)) pour tout s ç S^/^o,
3) II existe Â2 C A tel que As et A^1 vérifient (*).

Démonstration.
1 <^ 2. — Soit (9 la fonction module : A -^ R^. On a (9(Ao) = 1 et

donc ^ passe au quotient par Ao\A/Ao.
Démontrer que fi est invariante à droite revient à démontrer que

0(6) = 1 pour tout 6 e A2 (car A2 et Ao engendrent A). Or
[6' e A 1 S'^SQ = 6-^0} = /\o6 donc 0(6) = ^({ë9 ç A 6f-lso =
6~1SQ}) et comme 0(6) ne dépend que de la classe de 6 dans AoVA^Ao
on a

^)=—————/.({^çA ^.oe^o}).
mult^-'^o) v /

Or 6f~lso e 6-lso ̂  6 ' S Q e (^-^o). Donc

0(6) = ___J{^ ç A | <^o C ^(^50)})
mult(^-15o) v ^

_ m}lh(p(6~lSQ)

mult(^-15o)

On a donc bien 0(6) = 1 pour tout 6 ç A2 si et seulement si
mult(5) = mult(^(5) pour tout s ç 5'2/Ao.

2^3. — Considérons A^ C A2 vérifiant (*) (qui existe puisque A
est transitif). Alors A^ est réunion disjointe des A^ 5 = {6' ç A^ | ̂ 5o € ^}
pour s ç 52/Ao. Par définition l'application A^ ^ -> s telle que ^ i-̂  6so est
une bijection. Donc [A^l = mult(5) = mult(^(5)) = /i. Soit alors A^ 5 =
{ ^ i , . . . , <?/,}. On définit Â2,j = {^^,î | ^0,2 C Ao, ̂  e A^, 1 < î < h} où
les ^o,î sont choisis de telle façon que l'application (As^)"1 —^ (^(5) telle
que 6 ^ ^5o soit une bijection. C'est-à-dire que les ,̂1^7"1 soient tous
différents. C'est possible car (p(s) est une orbite de Ao'et les ensembles
ont les mêmes cardinaux. Alors Â2 == II As,s et A^1 = ]_[(A2 s)~1.

3 => 2. — Considérons les bijections 71-1 : As —^ 52 et TT^ : A -^ 52
définies par 6 \-^ 6so et 6 \-^ 6~lso. On a ^(^(6)) = 7^(6) et donc
mult(5) = mult((^(5)).

2. Irréductibilité de TT^.

Remarque 3.2. — Si on regarde la démonstration de l'irréductibilité par
lozzi et PICARDELLO [11], on voit que tout repose sur les faits suivants :
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a) q2nU^.y) = l/(ç + Wqr~1 ^{61 e A ; \6\ = 2n ; l^/-1^ =
M + bl + 2n — 2j'}) a une limite ̂ (^, y ) quand n tend vers l'infini. Cette
limite ne dépend que de |.r[, \y\ et de j. De plus q^n(j^^y) ~Pj{x^y) ==

0(9-").
b) Les résultats analogues à 2.10 et 2.11.

Pour étudier a), considérons :

Aj(n,x,y) = \uj : <^| = 2n ; l^"1^! = 2n + |^[ + |2/| - 2^.

On a q2n(^x,y) = l/(q + Wq)71-1 ̂ {A,(n,x,y)).
On peut supposer d'autre part que n > \x\ 4- \y\ + 4 puisqu'on veut

estimer fi(Aj(n,x,y)) pour n grand.
On définit aussi pour u^v ç. As et k e N l'ensemble C^(n, v) des uj ç. A

qui satisfont la condition |(^| = 2k, avec ù; = c<;̂  . . . û;^ et cjj^ = u, uj^ = v,
l^.cj^+il = 4 pour 1 < j < h — 1 et uji ç As.

LEMME 3.3. — |(7^(n,v)|/(ç + l)^^)^"1 converge quand h tend
vers rinfini vers une limite L indépendante de u et de v. De plus
\Ck{u, v)\/(q + 1)W-1 = L + O^-^).

Démonstration. — Nous allons adopter la démonstration dans [8] ou
[11] de ce genre de résultat au cas qui nous intéresse.

Comme [As = (q + l)-^, écrivons As = { < î i , . . . ,^(ç+i)^}. Considérons
la matrice carrée S d'ordre (ç + l)ê dont les coefficients sont donnés par
la formule :

S,j = [ 1 si dÇô^so.ôjSo) = 4,
i 0 sinon.

Si uj == ̂  . . . ̂  ç (As)^, on a ^ ç C^('ÎA, v) ce qui signifie uj^ = u et
c<;̂  = v ainsi que 5^,^+i / 0 pour 1 < j < h — 1, ce qui équivaut encore
àn^,,^=i.

Donc, si u = 6^ et v = 6^, on a

(ç+l)^ /^-li^^^i- E n5^
î2,..-,^=l J=l

et donc |C^('u,'y)| est le coefficient ('S^"1)^^ de la matrice 5'/l-l.
D'autre part on remarque que la somme des coefficients de la matrice

S dans chaque ligne ou dans chaque colonne est £q. D'où A = iq est une
valeur propre pour la matrice 5'. De plus le vecteur (1, . . . , 1) = 1 est un
vecteur propre associé à la valeur propre £q.
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Donc IR^4-1)^ = 1 © 1^ et l1- est stable par 5 puisque si v ç l-1, alors
^E^^avecE^^^O.

(ç+i)^
5^= ^ SijVj

.7=1
(ç+l)^ (ç+l^(ç+l)^

E sv^ E E 5^-
î=l i=l j=l

(g+1)^ (ç+1)^ (g+1)^
= E ̂  E ̂  = ̂  E ̂  = °-

^'=1 î=l J=l

Soit alors T == 5 '— (1) où (1) est la matrice dont tous les coefficients
sont égaux à 1. Comme (1) est nulle sur l-1-, l'action de S sur I-1- est la
même que celle de T. La somme des modules de coefficients de T dans
chaque colonne ou dans chaque ligne est ê.

On considère alors la norme || ||oo sur H^1^ définie par ||^||oo =
maxi<^<(ç+i)^ \Xi\. On a

r=(^ Y=TX
(<?+i)^ (<?+i)^

Vi = ̂  t i j X j ==^ \yi\ < ̂  \tij \\Xj\

J=l .7=1

(9+1)^

< ^ |^|||X||oo=^||X||

J=l

donc |i/,| < ^||X|| pour tout 1 < i < (q +1)£.
Par conséquent ||y||oo < i\\X\\^ implique ||r||oo < ^ Or le coefficient

(Sh~l)i^ est le coefficient sur e^ de 5r/l-le^ (si ei désigne la base
canonique de R^+1^). On a e^ = l/((g + 1)^)1 + v avec î; e l-1 et
IHloo < 2 et 5r/l-le„ = W-1/^ + 1)^)1 + r^-1^, puis

ll^"1^-^^1!!-^!!^"1^!-
^ni^iHloo.

Il en résulte la majoration

(^-1)^ 1 | . 2^-1

(ç + IVW-1 (q + l)2^ | - Çq + l)^g) < ^4-ivr^^-i ~o(g )5
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ce qui prouve le résultat avec L = l / ( q + 1)2-^2.

3.4 Exemples de matrices S .
1) Soit Â2,m = {6 e A d(5.so, 5yn) = 1 où 5^ G S^ et d(>o, 5^) = 1}.

Alors A2=U^t\A2^.
Si on suppose que (A2,^)-1 = (A^)^ = {6' (E A^-1 | c^o, Sm) = 1},

la matrice S est formée de coefficients égaux à 1 sauf pour des blocs
diagonaux t x i formés de 0.

Dans ce cas S est une matrice symétrique, trouver (5^-l)^^ revient
à diagonaliser 6'. On retrouve ainsi la démonstration de [11].

2) Si Â2 = in^î A^ et s'il y a une bijection d'ordre deux de :

{ l , . . . , ( ç + l ) } - . { l , . . . , ( ç + l ) } ; j ^ j '

de façon que (A^)~1 = (A^1)-7'.
On obtient encore une matrice symétrique formée de 1 sauf pour les

blocs diagonaux carrés de dimension i x £ ou 2É x 2t. et de la forme (0^)
( 1^ OAou .. . respectivement.
\ ̂  1^ )
3) L'exemple 1.10 e) montre que l'on ne peut pas toujours se ramener

au cas 2. En particulier S n'est pas toujours symétrique. Cependant dans
tous les exemples calculés jusqu'ici elle est diagonalisable.

THÉORÈME 3.5. — Soit A un sous-groupe fermé de r, transitif sur
Sq et unimodulaire. Alors q2n(j,x,y) a une limite p j ( x , y ) quand n tend
vers l'infini. De plus cette limite ne dépend que de \x\, de \y\ et de j et
l'on a

Q2nU, x, y) - p^(x, y) = OÇq-").

Démonstration. — Soit 6 ç A avec \ë\ = 2n. Ecrivons 6 = S'SQ où
60 ç A o etë' =6i...Sn e (A2)n.

y=6Ï...6^ë^ <^Ao; ^eA2 ,
ëo=6î...6^6XQ où % e A o ; ^eA^-1

(car A^"1 vérifie (*)).
D'après ce qui précède, les Sf ne dépendent que de OQXSQ, donc que de

x et de la classe de SQ dans le quotient de Ao par le sous-groupe :

A^' = {6 ç A | es = s si d(so,s) < \x\}.

Soit Bn(i^i^ = {ë ç Â2 : \6\ = 2n,\y-lS\ = 2n + \y\ - 2i^6x\
= 2n + \x\ - 2îi}. Alors Aj(n,x,y) est la réunion disjointe des ^(zi,^)
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pour zi + î'2 = j avec i < \x\ et ^2 < M. Il suffit donc d'estimer
^Bniii^^/Çq+Wq)71-1.

L'hypothèse \y-16\ = 2n + |T/| = 2z"2 se traduit par d(yso,6so) =
2n + \y\ — 2^2. Donc selon les cas :

{ Si = 6^ pour î < ?2,
si ^ 2 = 2 ^ 2 par ^ , . . -/25

llV+l^+ll-4 SI 1 ^ / 1 > 22.

f <^ == ̂  pour i < J 2 ,si 2 2 = 2 ^ 2 + 1 par^ , - . - J 2 ?

l l^+i^+i l - 2 -

L'hypothèse \6x\ = 2n + |.r| - 22i se traduit par dÇxso.S^so) =
dÇëoxso.ë'^so) = 2n + :r| - 2î'i. Donc selon les cas :

si h=2j, par { 6nl1- = 6Î P^i < ̂
[l^-ji^i+il=4 si|a;|>î'i

si z^+1 par {^ l-^ ' f , p o u r î < 2 1 5

l l̂ -^+i I-2.

Les conditions ne portent donc que sur 6 ' et sur ^ e Ao/A^1. Donc

Bn(zi^) = _LJ ^ • • • %^-^-^(^^)(^)-1... (^-^oA^
^Oî'^î 'y

où la réunion disjointe porte sur 60 ç Ao/A^ et les n,î; e Â2 vérifient
les conditions suivantes :

' 1%"1=4=K%)- 1 ! ,
lît^+i^ si î'2=2j2 et i2<\y\,

< |^Ji+il=4 si ti=2^i et ti < |a;|,
lu'̂ +l̂  Si Î2=2j2+l ,

lb%+il=2 si îi=2ji+l.

Ainsi ̂ (B^îi,^)) = E^ [^-^-^(u.^l^A^)

^ /^(^nfa,^)) ^ ̂  ^ |^|
n-^oo (q + l)^ç)"-i _2^ Çeq)Ji+j2 ̂  "o ^

^0)^»'y
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Si par exemple i\ = 2j'i + 1 ; ^2 == 2^2 < \y\ cette limite est

E^x(^^l)=^x(^•
ôo

Tous les autres cas se démontrent de la même façon et on a donc un
théorème analogue à celui de [11].

THÉORÈME 3.6. — Soit A un sous-groupe de Y, transitif sur Sq et
unimodulaire. Alors la restriction de TTS a A est irréductible dès que TT^
est dans la série principale ou complémentaire et satisfait à ̂ {z) 7^ —1/i
si £ > q .

Remarque. — Pour un groupe A discret vérifiant les hypothèses ci-
dessus, la réciproque du théorème est également vraie, car si 7(2;) = —1/£
et i > q, alors le coefficient (^ de TT^ est dans ^(A) et donc TT^ est
réductible.
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