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REPRESENTATIONS SPHERIQUES DES GROUPES
AGISSANT TRANSITIVEMENT SUR
UN ARBRE SEMI-HOMOGENE

PAR

FERDAOUS BOUAZIZ-KELLIL (*)

RESuME. — Le groupe I' des automorphismes d’un arbre semi-homogene est ana-
logue & SL2(R) et admet des séries dites principales et complémentaires de représenta-
tions unitaires sphériques.

Nous étudions les sous-groupes fermés unimodulaires A de I' agissant transitivement
sur 'arbre et montrons qu’a part un nombre fini d’entre elles, les représentations
précédentes se restreignent en des représentations irréductibles de A.

ABSTRACT. — The automorphism group I' of a semi-homogeneous tree is similar
to SL2(R) and admits so called principal and complementary series of spherical unitary
representations.

We are studying here closed unimodular sugbroups A of I' which act transitively
on the set of vertices of the same index, and we prove that opart from a finite number
among them, the previous representations restrict to irreducible representations of A.

Introduction

Un certain nombre d’articles de A. FicA TaramaNnca, M.A. PICAR-
DELLO et d’autres ont été consacrés a de l'analyse harmonique sur des
groupes discrets, plus particuliérement des groupes libres ou des produits
amalgamés : voir en particulier [7], [8], [1], [11] et les références citées dans
ces articles.

Une notion importante dans ce cadre est celle de fonction radiale sur le
groupe. Mais comme ’a remarqué F. CHOUCROUN dans [3] pour le groupe
libre, ce groupe A agit simplement transitivement sur un arbre homogene
X et l'algebre de convolution des fonctions radiales sur A se définit
entierement grace a 'arbre X. En fait X est “I’espace symétrique” I'/ K

(*) Texte recu le 28 juin 1985, révisé le 18 avril 1988.
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256 F. BOUAZIZ-KELLIL

d’une paire de GUELFAND (I, K') ou I" est le groupe des automorphismes
de X. Ainsi beaucoup de notions d’analyse harmonique sur A, I" ou X
sont identiques.

Parmi ces articles certains s’intéressent plus particulierement a 1’étude
des représentations sphériques unitaires d’un groupe discret A et a leur
irréductibilité : ces représentations peuvent se définir sur le plus gros
groupe I' qui possede une paire de GUELFAND (I, K), mais le probléme
est de montrer que la restriction des représentations & A est encore
irréductible.

Cette étude a été initiée par A. F1cA TALAMANCA et M.A. PICARDELLO
[7], [8] pour le cas du groupe libre & r générateurs (r fini) qui agit
simplement transitivement sur un arbre homogeéne X, d’indice 27.

Par la suite leurs travaux ont été généralisés par W. BETTORI et M.
Pagriacct [1] qui ont traité le cas du produit amalgamé (Z*") x (Z/22)**
agissant simplement transitivement sur X, . De plus ils ont démontré
que ces groupes sont les seuls agissant simplement transitivement sur un
arbre homogene.

D’autre part A. Iozzi et M.A. PicaArRDELLO [11] ont démontré des

résultats analogues dans le cas du produit amalgamé ;(Z/kZ) qui agit
simplement transitivement sur un graphe symétrique.

Dans cet article, on se propose de généraliser ces résultats au cas
de certains groupes agissant sur un arbre semi-homogene X, , d’indice
(g+1,£+1) avec ¢ > 1 et £ > 1. Ces arbres sont aussi appelés arbres
de Bruhat-Tits ou immeubles affines de rang 1, les représentations du
groupe de leurs automorphismes ont été étudiés par G. I. OL’SHANSKII
[15]. Comme un graphe symétrique peut étre considéré comme un arbre
semi-homogene, on retrouve ainsi tous les cas particuliers déja étudiés.

Les résultats et ingrédients principaux sont les suivants :

On calcule le noyau de Green et le noyau de Martin de ’arbre X,
comme cela est fait par P. CARTIER [2] dans le cas d’un arbre homogene.
L’algebre de convolution des fonctions radiales est la méme pour tout
groupe A agissant sur X, , transitivement sur I’ensemble S¢ des sommets
d’indice ¢ + 1. Ceci évite le calcul (un peu technique) des fonctions
sphériques puisqu’il suffit de traduire les résultats de [11] faits pour un
cas particulier. Ces fonctions sphériques définissent des représentations
unitaires irréductibles (série principale et complémentaire) du groupe Iy,
des automorphismes de X, ;.

Le groupe A agissant toujours transitivement sur S? on donne, relative-
ment & un systeme particulier de générateurs, une décomposition de tout
élément de A analogue & celle des groupes libres ou produits amalgamés.

Sauf pour un nombre fini de représentations, on obtient 1’irréductibilité
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REPRESENTATIONS ET ARBRES SEMI-HOMOGENES 257

de la restriction des représentations unitaires ci-dessus de I'; ; & tous les
sous-groupes A fermés unimodulaires de Iy ¢ transitifs sur S9. Le principe
de la démonstration est le méme que celui de [7] (déja utilisé dans [1] et
[11]). Le travail est de montrer qu’un lemme technique sur A est encore
vrai pour ces groupes A trés généraux, on utilise alors la décomposition
déja signalée.

Un exemple & la fin du chapitre II montre que si 'on affaiblit ’hy-
pothése “A transitif sur §9,” quelques autres restrictions de représenta-
tions deviennent réductibles.

1. Le groupe I' des automorphismes d’un arbre
semi-homogeéne X

1.1. Arbres semi-homogénes. — Soient X un arbre, S ’ensemble
des sommets. L’ensemble S est muni d’une distance : si s,t € S d(s,t) est
la longueur de la géodésique joignant s a ¢.

L’indice d’un sommet est le nombre d’arétes ayant pour extrémités ce
sommet.

Un arbre semi-homogéne X, est un arbre d’indice (¢ + 1,£+ 1) (avec
g>1; £>1). Cest-a-dire que tout sommet est soit d’indice ¢ + 1, soit
d’indice £ + 1 et si un sommet est d’indice ¢ + 1, tout sommet voisin est
d’indice £ + 1 et réciproquement. (Il est clair que X, est unique & un
isomorphisme pres).

On consideére alors deux cas :

a) g # £ : on définit S? comme ’ensemble des sommets d’indice ¢ + 1
et S¢ comme I’ensemble des sommets d’indice £+ 1. On a S7N S¢ = ( et
S =857u 8"

b) ¢ = £ : on définit une subdivision de S en deux, on choisit sg € S
et on pose :

S ={s€S; d(s,so) est pair}
S" ={s€S; d(s,s0) est impair}.
Ainsi S’ et S” sont les classes d’équivalences pour la relation :

s~38 <= d(s,s) est pair.
Dans la suite chaque fois que I’on parlera de S¢ ou S¢, il faudra lire S’
(resp. S") a la place de S (resp. S*) siq = L.

Si X, est un arbre homogene, d’indice g + 1 (ol ¢ > 2), d’ensemble de
sommet X, c’est aussi un arbre semi-homogene de type X;; ou §¢ = X
et S! = (milieux des arétes de ¥). Cependant les distances sur ¥ sont
doubles dans Xg ;.
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258 F. BOUAZIZ-KELLIL

X, est aussi un arbre semi-homogene de type X ,.

On peut relier cette notion d’arbre semi-homogene & celle de graphe
symétrique définie dans [11] : si on a un arbre semi-homogéne X, .,
l’ensemble S9 est ’ensemble des sommets d’un graphe symétrique obtenu
en joignant par une aréte deux sommets de S? d& distance deux.

Réciproquement & partir d’un graphe symétrique, on construit un arbre
semi-homogene : ’ensemble 57 est ’ensemble des sommets du graphe.
L’ensemble S¢ est I’ensemble des barycentres des polygones du graphe.
Un élément de S9 et un élément de S¢ sont joints par une aréte si le
sommet correspondant appartient au polygéne correspondant.

Le dictionnaire permettant de traduire les résultats de [11] dans nos
notations est donc :

k—f4+1, r—qg+1; qw— Ly ;Zkv—»Xq,g

(les distances sur S? ou X different cependant d’un facteur 2).

Fixons un sommet sy et considérons une géodésique infinie d’origine
3p. C’est une suite infinie [sp, 81,...,8p,...] ou les s; sont différents deux
& deux et ou s, est lié & s,,_; pour tout » > 1. On introduit une relation
d’équivalence : deux telles géodésiques infinies définissent le méme bout
si elles ne different que par un nombre fini de sommets. Donc un bout ne
dépend plus de lorigine.

Soit § = SU B, ou B est I’ensemble des bouts. On définit é;(s,s’) =
d(s,t) — d(s',t) pour tout s,s’,t € S. De méme &,(s,s’) = 8;(s,8’) ou t
est le point d’intersection des géodésiques [s, s']; [s,b]; [s',b]. La relation
8p(s,8') = 0 est une relation d’équivalence entre sommets s, s’. Les classes
d’équivalences s’appellent les horocycles associés a b [2].

De maniere plus explicite, choisissons un sommet sy de référence et pour
tout entier n, notons H,, 'ensemble des sommets s tels que &(s, sg) = n.
Les H,, sont les horocycles associés & b. On a sg € Hp et S = ]_Iflo:_oo H,,
les H, sont deux a deux disjoints.

On note aussi S, = {s € S| d(s,s0) = n} la sphére de centre sg et de
rayon n.

THEOREME 1.1 : [2]. — 11 eziste une topologie compacte sur S telle
que : R
1) S est un ouvert, dense, discret de S ;
2) B est un compact;
3) Sib={s0,81,--s8n,...} € B, alors les ensembles :

Voo = {b' EB|Y = {so,..,,sn,s;“,‘..}} U {3’ €5 |sn€ [s{,s']}
forment, quand n varie, une base de voisinages de b.
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1.2. Groupe des automorphismes. — On considére le groupe des
automorphismes I'; , (ou I') de 'arbre X ,. Il stabilise automatiquement
59 et St siq# L.

Si ¢ = ¢, on appelle I'y , le groupe des automorphismes de X, , qui
stabilisent S’ et S” (c’est un sous-groupe d’indice 2 du groupe I'; de tous
les automorphismes de X = X 4).

Le groupe I' agit isométriquement sur S.

PROPOSITION 1.2. — Soit X, un arbre semi-homogene, alors :
1) T opére transitivement sur S? x B
2) Si sg € 959, le stabilisateur Ky de so opére transitivement sur
l’ensemble B et sur S, pourn > 1;
3) T opére doublement transitivement sur S9 relativement d& la dis-
tance, c’est-a-dire que les orbites de I' dans S9 sont formées de tous les
couples de sommets a la méme distance.

Démonstration. — C’est évident par transport de structure.

THEOREME 1.3 (cf. [2]). — Il existe une topologie sur T' telle que :
1) T soit localement compact;
2) Sion fixe sgp € S et si on considére Ky le stabilisateur de sq, alors
Ky est un compact, ouvert;
3) L’application

I'xS—§
(7,8) — s
est continue.
COROLLAIRE 1.4. — (', Ky) est une paire de GUELFAND.
Démonstration. — T agit doublement transitivement sur S? relative-
ment & la distance.
COROLLAIRE 1.5. — Il existe une unique mesure ps, de masse totale 1
sur B invariante par K.
Démonstration. — La mesure de V% N B est nécessairement :

[(g+ 1)e(tg)P~1" L si2p = n et [(g + 1)(@21)"_1]“1 si2p—1=mn.1lest
facile de voir que ceci définit une unique mesure [2].

Remarques 1.6.
1) D’apres [2], si on change sg, on a :

d:u/sa (b) = Ks(),so(b) d/—Lso(b)
ou Ky s,(b) est la fonction qui va étre définie et calculée par la suite.
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260 F. BOUAZIZ-KELLIL

2) 1l existe une métrique sur I' définie de la facon suivante : on fixe
sop € Setghel, alors:

6(g,h) = Zd gs, hs)a~2d(50:9) a > sup(q,?) + 1.
SES

Cette métrique induit sur I' la topologie ci-dessus.

1.3. Groupes transitifs sur S9. — On considére un sous-groupe A
de I', un élément sy € S7 et le stabilisateur Ag de so dans A.

Pour é§ € T, on pose |§] = d(so,830)-

Pour une partie A, de A, on considere la condition (*) suivante.

Uapplication Ay — So définie par § — 3¢ est une bijection
(%) {de Ay sur lensemble Sy des sommets a distance deuz de
So.-
PROPOSITION 1.7 (comparer & [4]). — S’il existe une partie Ay C A
vérifiant (*) alors :
1) Pour tout s € S? avec d(s,80) = 2n, il eziste 61,...,0, € Ay
uniques tels que :
s = 51 ...(SnSO.

2) Pour tout § € A tel que |6| = 2n, il existe 61,...,6, € Ag et
8o € Ag uniques tels que :

5=51...6n(50.
De plus 61, ...,6, sont déterminés par 6sg.
3) Si b1,...,6n, € Ag et by € Ay, on a |61...6,00] = 2n si et
seulement si |6;6;11| = 4 pour touti=1,...,n — 1.

Remarques.
1) Comme Card {s € S | d(s, s0) =2} = (g+1)¢,0on a [As| = (g+1)L.
2) Si A, vérifie (*) et si § € A, alors ’A, vérifie 'analogue de la
condition (*) obtenue en remplacant sy par §sg ot Ay = §Ax67 1.
3) Siéy,...,0, € Ag, notons s; = 8;...6;80. Pour 1 <i < m, on a
d(s;, 8;—1) = 2. Donc d(sg, s,) = 2n si et seulement si [sg, s1,. .., Sy est
la géodésique dans S? joignant sg & S;.

Démonstration.
1) Soit s € S7; d(s,s0) = 2n, on considére la géodésique dans S?
joignant sg & s, soit [sg, 81, .. .S, = 8]. D’aprés la Remarque 3, les &1, ...,6,

cherchés sont tels que 61 ...6;80 = s; pour 1 <i < m.

ToME 116 — 1988 — ~° 3



REPRESENTATIONS ET ARBRES SEMI-HOMOGENES 261

Par récurrence, on peut supposer qu’on a trouvé é,...,6,_1 uniques
tels que 61 ...6;80 = s;, avec 1 < ¢ < n—1. Il faut trouver §,, € As unique
tel que 81 ...68,80 = 8, = 5. Soit 8, = (81 ...6n-1) 6n(61...6,—1) L, 0na
donc 6y ...6,80 = 8,,8,—1. Comme on cherche 8, € Aq, élément 4, doit
étre dans #1-9-1A,. Comme de plus d(s,, $,—1) = 2, on conclut grace &
la Remarque 2 ci-dessus.

2) La seconde partie est une conséquence évidente de la premiére
partie.

3) Pour la troisieme partie, il suffit d’apres la Remarque 3 de re-
marquer qu’une suite g, $1,...,8, de points de S? & distance 2 est une
géodésique si et seulement d(s;, s;+2) = 4 et que

d(61...6,-180,61...6:1180) = d(s0,6:8i4180) = |6:6i11].

COROLLAIRE 1.8. — A agit transitivement sur S? si et seulement s’il
existe un Ay C A vérifiant (x).

PROPOSITION 1.9. — Soit Ay une partie de I’ vérifiant (x). Soient A
le sous-groupe de T' engendré par As (A agit transitivement sur S7) et
Ag Uensemble des éléments de A qui fizent sq. Alors Aqg est la réunion
(croissante) des sous-groupes A} définis par récurrence comme suit :
AY = {1}. Si A} est défini, on note Ay l’ensemble des conjugués d’un
élément de Ao par un élément de A} et A5t le groupe engendré par A}
et les éléments de ['une des deux formes suivantes :

88 avec 6,8’ € AL et 68| =0;
66'6"  avec §,6',6" € Ay et 68'6"| = 0.

Cette proposition (non essentielle pour la suite) se démontre par la
méme méthode que la précédente.

1.10. Exemples de sous-groupes A de I'y, transitifs sur 9.
Le but de ce travail est de généraliser un certain nombre de travaux se
situant dans le sillage de [7].

Ceux-ci traitent de cas particuliers de groupes agissant sur un arbre
semi-homogene.

a) Le groupe libre & r générateurs agit simplement transitivement sur
Xor (Cf [7]5 [8]’ [13])

b) Le produit libre Z*" x(Z/2Z)*° agit simplement transitivement sur
Xorts (cf. [1]). D’apres [1] ou [14], ces groupes sont les seuls agissant
simplement transitivement sur un arbre homogene.
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262 F. BOUAZIZ-KELLIL

c¢) Le produit amalgamé (Z/kZ)*" agit simplement transitivement sur
un graphe symétrique (cf. [11]), c’est-a-dire qu’il agit sur X, _; x_1, avec
une seule orbite dans S”~!. Les r sous-groupes Z/kZ engendrant ce groupe
sont les stabilisateurs de r voisins d’un sommet s d’indice r. Ils permutent
chacun transitivement ’ensemble de leurs sommets voisins.

d) Le produit amalgamé (Z/rZ) x (Z/kZ) qui contient le groupe
précédent, agit transitivement sur un graphe symétrique (cf. [11]), c’est-
a-dire sur X, _; y_1 transitivement sur S"~! et S¥~1. Les groupes Z/rZ
et Z/kZ sont les stabilisateurs de deux sommets voisins de X,_1 x_1
respectivement d’un sommet d’indice r et d’un sommet d’indice k. Ils
permutent chacun transitivement ’ensemble de leurs sommets voisins.

e) On peut trouver dans [13] la classification de tous les groupes
agissant sur des arbres. Si on exige que cet arbre soit un arbre semi-
homogene X, , et que le groupe A agisse simplement transitivement sur
S9 et sur S%, on trouve que le seul exemple est le suivant : ¢ = £ et A
est le groupe fondamental du graphe formé de deux sommets et de ¢ + 1
arétes joignant ces deux sommets. Le groupe A est donc un groupe libre
& ¢ générateurs agissant sur l'arbre X, , qui est le revétement universel
du graphe précédent.

Si ¢ = 2r — 1 est impair, le groupe libre F' & r générateurs agit sur X,
(simplement transitivement sur tous les sommets) et A est le sous-groupe
de F formé des mots de longueur paire.

f) On peut construire (grace & la ProposiTION 1.9) un exemple
de groupe discret A agissant transitivement sur X,, qui ne possede
pas de sous groupe agissant simplement transitivement sur X,. Ainsi la
démonstration au chapitre 3 de l'irréductibilité de la restriction & A de
certaines représentations de I' ne se déduit pas trivialement de la méme
démonstration dans [1] pour le cas b).

2. Analyse harmonique sur X, ,

2.1. Noyaux sur X, ,. — Un noyau est une fonction
P:SxS—[0,+00]
(s,t) — P(s,t).

Si on a deux noyaux P, @, on définit leur produit de convolution

PQ(s,t) = Y P(s,u)Q(u,1).
u€S
Si @ est un noyau, on note Q9 (resp. Q*) le noyau dont la valeur en (s, 1)
est Q(s,t) si s € S (resp. S*) et 0 sinon. On a donc Q = Q4 + Q.

TOME 116 — 1988 — n° 3



REPRESENTATIONS ET ARBRES SEMI-HOMOGENES 263

a) Noyau de GREEN. On arrive & trouver explicitement le noyau de
Green G et & démontrer qu'il est fini, grace & des calculs analogues a ceux

de [2].

PROPOSITION 2.1. — Le noyau de GREEN est fini et vaut G + G9,
avec
| KZ—J—F?(M)'” sis,t € % et d(s,t) = 2n
Gs,t) = 9 i%%u@% sis€ S te S etd(s,t)=2n+1
L0 sinon.
( qéji- 1) (bg)™™ sis,t €S9 etd(s,t) =2n
Gi(s,t)=4¢ £+1

éq—_l(ffl)_" sis€ 8%, te S etd(s,t)=2n+1

\ 0 sinon.

b) Noyau de MARTIN associé & P. On veut définir une fonction
localement constante sur S prenant la valeur :

G(s,t

K q(t) = G((j” t)) pour tout t € S.
On obtient selon les différents cas : gﬁ x gﬁ X ge
_ ! . , X x S
((£g)~0(s51)/2 s (s,8',t) € $0 % G4 x S
59 x 89 x S¢
Ks,s’(t) =< 4+ 1 (=6¢(s,8")+1)/2 s ’ St x 81 x St
q(e_'_l)(zq) S1 (3’37t)€ SZXSQX‘S"]
£+1 _ ' . 59 x St x §¢

_sr- (—6:(s,8")+1)/2 ’

s @) i { o

On prolonge K  sur S par :
KS,S’(b) = Ks,.s’ (t)

ou ¢ est un point d’intersection des géodésiques [s,b] et [s’,b]. D’ou :

! Z e
( (£q)~0b(s:8)/2 si (s,8') € {gq : gq
Koo (b) = 4 qgeill)(Eq)“&b“”’)*”/? si (s,s') € 8¢ x 59
+1 :
(Lg) 0 (5)FD/2 i (s,5') € 9 x §¢
( Ug+1)
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264 F. BOUAZIZ-KELLIL

Ainsi le noyau de MARTIN se détermine en choisissant un sommet sg

de référence.
Le noyau de MARTIN est K, (s,b) = K, 5,(b). D’ou :

( . St x §¢
(£q)~™/? si s € Hy,(b) et (s,80) € {Sq < 4
K, (s,b) = < q(qé-:-ll) (Lg)="tV/2 s s € H,(b) et (s,50) € S¢ x 9
£+1

m(gq)(—nﬂ)/z si s € Hy(b) et (s,80) € S x S
\

Remarques 2.2.
1) Dans le cas £ = g ou £ = 1, on retrouve les résultats de [2] pour
un arbre homogene.
2) Dans le cas (s,89) € S x S7 on retrouve les formules de [11] ou
Ko (750, b) st noté P(v,b) et appelé noyau de Poisson.
3) Si s, s’ appartiennent au méme horocycle relatif a b, on a

K, (s,b) = K, (s',b).

SiZ > 1ougq>1, on peut démontrer que la réciproque est vraie, ce
qui généralise un résultat de CARTIER [2] dans le cas homogene.

2.2. Fonctions radiales et fonctions sphériques

Définition 2.3. — Une fonction radiale sur X4 o X X, , est une fonction
invariante par I', soit F(s,t) = F(vs,7t) pour tout v € T'. L’espace
vectoriel R des fonctions radiales est une algebre pour le produit de
convolution. Une fonction radiale F' s’écrit de la facon suivante :

F(s,t) = Fyq(s,t) + Fge(s,t) + Fpe(s,t) + Fy4(s,t)

avec
. .
Fq,q(S,t):{F(s’t) S}S,tES ;
0 sinon.
i ‘.
Fe[(87t):{F(svt) S?S,tES,
0 sinon.
i q L.
Fq,e(s,t):{F(S,t) sis€S, tes
0 sinon.
. ¢ .
Fg,q(s,t)z{F(S,t) S}SES’tGSq,
0 sinon.
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D’aprés la ProposITION 1.2, les fonctions F, 45 Fye; Foq €t Fpg (res-
treintes & leur support) ne dépendent que de d(s,t). Ainsi R est la somme
directe de quatre espaces vectoriels

R=R;(® Ry ® Ryg® Ry

définis par F € Ry y & F = Fy .
PROPOSITION 2.4. — R, , et R, sont deur sous-algebres commuta-
tives et commutant entre elles de R.

Démonstration. — 1l est clair que le produit de convolution de deux
éléments de R, 4 et Ry, est zéro.

En utilisant le méme genre de calcul que [7] on arrive & démontrer que
Ry, est une sous-algébre commutative engendrée par F* ot

-1 .
Fl(s, ) = { ((@+1))7" siste s et dist)=2;
0 sinon.

Dans la suite on ne s’occupe que de 'algébre commutative
g
R = Ry q® Ry

et, sauf indication contraire, que de R, 4. On choisit sg € 59.

Définition 2.5. — Soit A un sous-groupe de I' transitif sur S9. Une
fonction radiale sur A est une fonction telle que

f(6) =£(l6]) ou [8] =d(so,850).

On note Ra l'ensemble des fonctions radiales sur A.

COROLLAIRE 2.6.
1. L’application F — f de Ry 4 vers Ra définie par f(6) = F(so,850)
est une bijection entre fonctions radiales.
2. Cette bijection conserve le produit de convolution.
Démonstration. — La premiére partie est claire. Pour la seconde on
utilise les mémes genres de calculs que [3].

Remarque 2.7. — L’algebre de convolution des fonctions radiales est
donc la méme qu’on la considére sur 579 x 5S¢ ou sur n’importe quel groupe
A transitif sur 59.

En particulier, pour A = T, le couple (T',Kj) est une paire de

N q+1
GUELFAND ou A = "% Zp44.
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Tous les résultats d’analyse harmonique sur les fonctions radiales
démontrés pour 'un de ces exemples s’étendent donc & tous les cas
envisagés ici.

Fonctions sphériques.

Définition 2.8. — Une fonction sphérique ¢ est une fonction radiale
telle que :
L. ¢(s0,80) = 1.
2. ¢ est un vecteur propre de 'opérateur de convolution & droite
par F!.
Remarque 2.9. — Gréce a la Remarque 2.7 et au dictionnaire qui nous

permet de passer d’un graphe symétrique & un arbre semi-homogene, on
trouve :

1. Les fonctions sphériques sont, pour z # 3+ (ki) /log({q), données
par la formule

®2(80,8) = czh;(80,8) + c1-2h1-2(50,5)
ou l’on a posé, pour simplifier,

G @ b=

Pour z = % + (kiw/log(fq) et k € Z, elles sont données par la formule

20 + (=1)*(£ = 1)v/q — £(g + 1) d(s0, 5)
q+1) 2
X(_1)k:d(30,5)/2(eq)—d(SOvs)/4_

QOZ(SONS) = 1 +

La valeur propre de l’opérateur de convolution associé d ¢, est

1 () + ()
A PR

et, pour § € T tel que |6| =2, on a ¢,(8) = ¢,(s0,880) = ¥(2).
2. @, est bornée si et seulement si 0 < Rez < 1.
3. On a les équivalences

0, =y = Y(2)=7(7) <= z2=2" oul—2" d2hir/log(lq) pres.
4. Ona @.(s0,8) = [5 KZ (s,w) dps,(w).
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5. Soit ¢, une fonction sphérique. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) @, est de type positif;

b) v(z) est réel et 0 <Rez <1;

¢) Rez =3 oulmz = kr/log({q), avec k € Z et 0 < Rez < 1.

2.3. Représentations sphériques. —  Soit E(s) l’ensemble des
bouts b tels que la géodésique de sy a b passe par s.

On note X; = Xp(,) la fonction caractéristique de E(s). Ces fonctions
engendrent un espace vectoriel K(B).

Pour tout z € C, on considére la représentation 7, de A (supposé
transitif sur S9) dans K(B) défini par :

T (1)E(W) = KZ (vs0,w)E(v'w).

On note par 1 la fonction identiquement égale & 1 sur B. On remarque
que p,(80,780) = {m.(y)1 | 1) ol (| ) est le produit scalaire usuel dans
(L*(B),dps, ).

PROPOSITION 2.10. — Le sous-espace K, de K(B) engendré par la
fonction 1 et Uaction de 7, est K(B) l’espace tout entier si et seulement

" { z # 2ikw /log({q),
z # (log € + (2k + 1)ir) / log(¢q),

avec k € Z. En particulier le vecteur 1 est cyclique pour la représentation
T, si et seulement si z est différent des valeurs ci-dessus.

Démonstration. — 1l suffit d’adapter la démonstration de [11] & notre
cas en remarquant que seule la transitivité de A sur S? intervient. On
notera que si z = 2kin/log({g), on a K} (vyso,w) =1 et donc K, = C1.

Si z = log £+ (2k + 1)im/log(£q), Vespace K, est engendré par 1 et les
fonctions £X; — X, pour s € S9 et d(s,s9) > 0 (on note s_ le sommet
de X, tel que d(s,s0) =1 et d(so,s—) = d(s,s0) — 1). Il n’est pas dense
dans K(B) car son orthogonal pour la norme L? contient les fonctions
Xy — Xgn pour s',8" € Stets =s".

COROLLAIRE 2.11. — Soit la transformation de Poisson définie par
PE(y) = (m, (v~ 1)E | 1) pour tout & € K(B). Si z # 1 + 2kin/log(fq) ou
siz# 1—(logl+ (2k+1)im)/log(€q) = (log g+ (2k+1)ir)/ log(£q), alors
P, est injective.

Démonstration. — La démonstration est la méme que celle de [11] en
s’appuyant sur la proposition précédente et en notant que l’adjointe de
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() est m.(y)* = m_z(y~") et donc que P§(7) = (§,m-z(y) - 1) =
[ (W) - K52 (150, w) dpssy (w).-
Remarque 2.12.
1. La transformation de Poisson applique ’espace K, sur I’espace des
combinaisons linéaires de translatés a droite de la fonction sphérique ¢,.
Puisque

(Pzﬂ'z(%')l)('Y) = <7Tz(7—1)7rz(7i)1 I 1>
= (m.(y 1)1 [ 1) = . (v ).

2. En utilisant le fait que ¢.(y) = [57.(7)1dps,(w) et que K(B)
est dense dans L?(B), on prolonge 7, en une représentation unitaire dans
(L*(B),dps,) dans le cas Re z = 3 (quitte & noter par 7 le prolongement)
et c’est la série principale.

D’autre part pour 0 < Rez < 1, Imz = kn/log({q) et k € Z, on
sait, d’apres le THEOREME 2, que ¢, est de type positif, ce qui va nous
permettre de prolonger 7, en une représentation unitaire sur un espace
de Hilbert H; défini comme suit : pour £ € K, tel que £ =), C;m,(7:)1,
on considere la fonction

€13 =Y CiCie:(v ).

2%

Alors || ||, définit une structure préhilbertienne sur K, et H, est le séparé
complété de K, pour || ||,-

Si de plus P, est injective, H, est le complété de K, pour la norme
I Il Ce qui correspond & la série complémentaire (si Res # 0,1).

Cas particuliers 2.13.

a) z = 2kir/log(€q), k € Z, v(z) = 1, p,(vy) =1, alors K, = C1 et
(m,,H,) est la représentation triviale.

b) z = 1+ 2kin/log(fq), k € Z, v(z) = 1, p,(y) = 1, alors
K, = K(B); ImP, = Cyp,, la structure préhilbertienne sur K, n’est
pas séparée et (m,,H,) est la représentation triviale.

c) z = (logl + (2k + 1)im)/log(lq), ¢ # q, k € Z, v(z) =
—1/€; @, (7y) = (=1/0)M/2 alors K, # K(B) et P, est injectif, c’est-
a-dire que K, est séparé pour la structure préhilbertienne.

d) 2 = (logg + (2k + 1)im)/log(4q), ¢ # ¢, k € Z, v(2) =
—~1/€; ¢.(y) = (=1/&)M/2 alors K, = K(B), mais P, n’est pas injectif,
la structure préhilbertienne sur K, n’est pas séparée.
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e £ =gq 2z = L4 (2 +1)ir/(2logg), k € Z, 1(z) = —1/4,
©0.(7) = (=1/0)"/2 alors K, # K(B) et P, n’est pas injectif. Donc
H. est un sous-quotient de L?(B) : le quotient de I’adhérence de K, par
P’adhérence du noyau de P,.

f) En dehors de ces cinq cas, on a K, = K(B) et P, est injectif,

donc H, est soit L?(B) si Rez = %, soit le complété de K (B) pour || ||,
si0<Rez <1, Imz=kr/log(lq), k € Z.

g) z = (2k + 1)in/log(€q) ou z = 1 + (2k + 1)in/log(€q), v(z) =
(2(6-1))(€(g+1)) — 1.

Par analogie avec la théorie des groupes de Lie (cf [11]), ces cas sont
exclus de la série complémentaire (de méme les cas a) et b)).

COROLLAIRE 2.14. — Dansle cas A =T, Ag = Ky. Si Rez = % ou
si Im z = kr[log(£4q), avec k € Z et 0 < Rez < 1, alors la représentation
(ms, H,) est irréductible.

Démonstration. — Comme (T', Ky) est une paire de GUELFAND, l'en-
semble des fonctions sphériques de type positif est équivalent a ’ensemble
des représentations sphériques unitaires irréductibles. D’apres [6], ’espace
de Hilbert associé a ¢, est le complété de I’espace préhilbertien des com-
binaisons linéaires des translatés a droite de ¢,, on voit donc que c’est
bien I’espace que nous venons de construire.

Remarques 2.15.

1. On s’intéresse au chapitre 3 a I'irréductibilité de la restriction de
7, & un sous-groupe A de I' (elle est claire dans les cas a) et b)) et on
se restreindra pour cela aux séries principales et complémentaires (c’est-
a-dire tous les cas sauf a), b), g)).

2. Considérons le cas d’un arbre homogene X,. Il correspond au cas
d’un arbre semi-homogene avec £ = 1. Les résultats ci-dessus permettent
donc de retrouver les formules de [7] et [8], si on se rappelle que les
distances dans X, ; sont doubles de celles dans X,. Mais on peut aussi
considérer X, comme un arbre semi-homogene X, , (les distances sont
alors les mémes dans X, et dans X, ;). On a donc le sous-groupe Iy , de
I'; =T'y,1 des automorphismes conservant la parité des sommets.

D’apres la Remarque 1.6, e noyau de MARTIN est le méme pour les deux
points de vue. L’expression intégrale des fonctions sphériques montre que
la fonction sphérique ¢, ne dépend que de I’arbre. On peut d’ailleurs
vérifier directement cette égalité des fonctions ¢, pour X, ; et Xy, (en
se rappelant le facteur 2 sur les distances). De plus, les représentations ,
dans K(B) sont restrictions 'une de l'autre.

Par contre les opérateurs de convolution *F! et donc la valeur propre
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v(z) sont différents. De plus le COROLLAIRE 2.9 montre que la période de
la fonction z — ¢, est im/logq pour I'y, et 2iw/logg pour T'y et qu’il
y a plus de fonctions sphériques ¢, de type positif pour I'g, que pour
I'; : une représentation de la série principale (resp. complémentaire) de
I'; se restreint & I'y ; en une représentation de la série principale (resp.
complémentaire), mais deux représentations non isomorphes peuvent avoir
des restrictions isomorphes; d’autre part certaines représentations (la
moitié) de la série complémentaire de I'; , ne sont pas des restrictions
de représentations de la série complémentaire de I';.

Intéressons-nous maintenant au cas zp = 3 + (2k + 1)ir/loggq. La
représentation correspondante (série principale) 7., de I'; dans L%(B)
est irréductible (d’apres le corollaire ci-déssus avec £ = 1) et, comme on
le verra plus tard, sa restriction & un sous-groupe fermé unimodulaire
de I'y transitif sur X, est encore irréductible. Par contre d’apres le cas
particulier e) ci-dessus ’espace engendré par 7, (I'q4)1 n’est pas dense
dans K(B), donc la restriction de la représentation 7, de I'; dans L?(B)
a Ty 4 (ou & tout sous-groupe de I'; ; unimodulaire transitif en respectant
la parité des sommets) ne ’est pas.

Ceci permet de répondre négativement & une question énoncée dans [9).

2.16 Noyau reproduisant. — Soit A, = {P,£ | £ € L*(B)}. Dans le
cas z # 1+ 2kiw/log(dq) ou z # (logq + (2k + 1)im)/log(£q) et, du fait
que P, est injective, on définit une norme sur A, par :

1PNl = ll€llz2(B)-

L’espace A,, muni de cette norme, est un espace de Hilbert. De plus il est
évident de voir que :

[P£)] < sup | K3 (rs0, ) €lliesy Vv € A

Donc d’apres ARONSZAIN-BERGMAN (c¢f Yosipa [16], p. 96), il existe
pour A, un noyau reproduisant, c’est-a-dire une fonction H, définie sur
A x A, telle que pour tout 7' fixé dans A :

a) La fonction v — H,(v,7') est dans A,,
b) Pour toute F' € A,,on a F(y') = (F(v) | H,(7,7")), ou le produit
scalaire est pris dans A, sur les deux fonctions de la variable +.

PROPOSITION 2.17. — Dans le cas z # 1 + 2kin/log({q) ou z #
(log g + (2ki)im)/ log(£q)

Ha(y,7) = /B KL% (ys0,0) K& 7 (750, ) dtsy ()
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défini sur A x A est un noyau reproduisant sur A,.

Démonstration.
a) fvaHz('y, v') € A, car ®(7) = P,&(7) avec &(w) = K1y * (780, w).
b) Pour toute F' € A,, il existe f € L?(B) telle que F = P, f et d’ou
(F(y) | Ho(7,7) = (F() | @(7)) = [ f(W)K5*(7's0,w) dps, (w) =
P.f(y) = F(¥).

Remarque 2.18. — Dans le cas Rez = %, ona H,(7,7') = ¢.(v 1)
pour tout v,v" € A. On obtient ainsi ’analogue au résultat de P. EYyMARD
dans le cas de Su(1,1) [5].

Démonstration. — Comme
H} P (ys0,w) = m—(7)1(w),  K3?(¥'s0,w) = m—.(7)1(w),

on a Hy(7,7') = (m—2(7)1 | m—.(7")1)12(5) et comme pour Rez = 1,
71—, est unitaire dans L?(B), il vient

H.(7,7") = (m—.(Y'N1 D) re(my = o1-:(v 1) = 9. (v ™19)
car 9, = Q1.
3. Sous-groupes fermés unimodulaires de I' transitifs sur X

1. Caractérisation des sous-groupes fermés unimodulaires.
On considére un sous-groupe fermé A de I, ce groupe est donc localement
compact. On appelle p la mesure de Haar & gauche telle que u(Ag) = 1
(c’est possible puisque Ay est un compact ouvert). On suppose toujours
que A agit transitivement sur S9.

PROPOSITION 3.1. — A est unimodulaire si et seulement si il existe
une partie Ag de A telle que Ag et A" vérifient la condition (*) du 1.3).
Démonstration. — Considérons Sy /Ag. Si § € S3/Ag, on note mult(3)

le cardinal de 5§ (comme orbite de Ay dans S5).

Soit A2 = {§ € A : || = 2}. Il est stable & gauche et & droite
par Aq. L’application § — 6! induit une bijection involutive sur A2
et, par passage au quotient, une bijection involutive ¥ : Ag\A%/Ay —
Ag\A?/A, telle que § — §—1. L’application Ag\A2/A¢—8,/A, telle
que § — &, est évidemment bijective (puisque A est transitif). Alors
p=moWor™1:8,/Ag — S2/Ay telle que 8so +— 615y est une bijection
involutive.
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La proposition résulte du lemme suivant :

LEMME. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) A est unimodulaire,
2) mult(3) = mult(¢(3)) pour tout 5 € Sa/Ao,
3) Il emiste Ay C A tel que Ay et A" vérifient (*).

Démonstration.

1 2. — Soit 6 la fonction module : A — R*%. On a §(Ag) =1 et
donc 6 passe au quotient par Ag\A/A,.

Démontrer que p est invariante & droite revient a démontrer que
6(6) = 1 pour tout § € A? (car A? et Ay engendrent A). Or
{5/ €A | (5’_180 = 6_180} = Apd donc 0(5) = M({é/ e A I 5/—180 =
671s0}) et comme 6(8) ne dépend que de la classe de § dans Ag\A2/A,
on a

1 ———
06 = 5’6A 6/—1 66_1 N
(6) mult(&‘lso)“({ | S0 80})
Or §'tsg € 671sg & 6'sg € p(671sg). Donc
1 [
9(8) = _—_#({6’ €eA|bsg€ @(6—130)}>

mult(6-1sg)
_ multp(§—1sp)
mult(6-1sp)

On a donc bien 6(§) = 1 pour tout § € A? si et seulement si
-mult(3) = mult ¢(3) pour tout § € Sz/Ay.

2 = 3. — Considérons A} C A? vérifiant (*) (qui existe puisque A
est transitif). Alors A} est réunion disjointe des Aj ; = {6' € Ay | 8sg € 5}
pour 5 € Sy/A,. Par définition 'application A} ; — 5 telle que & — &5 est
une bijection. Donc |Aj 5| = mult(8) = mult(p(3)) = h. Soit alors A) ; =
{(51, ceey 6h} On définit Agyg = {(51(5(“‘ | 5072' € Ao, 6; € Aé,g,l << h} ou
les éy,; sont choisis de telle facon que I’application (Az )~ — ¢(3) telle
que § — 6s¢ soit une bijection. C’est-a-dire que les 6& }6{ ! soient tous
différents. C’est possible car ¢(3) est une orbite de Ay et les ensembles
ont les mémes cardinaux. Alors Ay = [[ Az s et Ayt = [[(Azs)~ "

3 = 2. — Considérons les bijections m : Ay — Sy et 1 : A — S5
définies par § — dsg et § — 6 1sp. On a @(m(6)) = m2(6) et donc
mult(3) = mult(¢(3)).

2. Irréductibilité de 5.

Remarque 3.2. — Si on regarde la démonstration de I'irréductibilité par
Iozz1 et PICARDELLO [11], on voit que tout repose sur les faits suivants :
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a) gan (4,2, 9) = 1/(g + 1)l(tg)" " p({6' € A5 [8] = 2n; |y~ '6z| =
|z| + |y| + 2n — 25}) a une limite p;(z,y) quand n tend vers l'infini. Cette
limite ne dépend que de |z|, |y| et de j. De plus ¢2,(j, 2, y) — pj(z,y) =
O(g™™).

b) Les résultats analogues a 2.10 et 2.11.

Pour étudier a), considérons :

Aj(n,z,y) = {w w|=2n; [y rwz| =2n + 2| + |y| - 2j}.

On a g2n(j,2,4) = 1/(q + 1)€(Lg)" " p(4;(n, z,y)).

On peut supposer d’autre part que n > |z| + |y| + 4 puisqu’on veut
estimer p(A;(n,z,y)) pour n grand.

On définit aussi pour u,v € A, et k € N ’ensemble C(u,v) desw € A
qui satisfont la condition |w| = 2k, avec w = wy, ... w;, €t w;;, = U, w;, =,
|wi;wijy1| =4 pour 1 <j < h—1etw €A,

LEMME 3.3. — |Ch(u,v)|/(q + 1)€(€g)"~1 converge quand h tend
vers l'infini vers une limite L indépendante de w et de v. De plus
|Cr(u,v)l/(a+ 1)e(lg)" ™ = L+ O(g™").

Démonstration. — Nous allons adopter la démonstration dans [8] ou
[11] de ce genre de résultat au cas qui nous intéresse.

Comme |Ay| = (g + 1)¢, écrivons Ay = {61,...,6(g4+1)¢}. Considérons
la matrice carrée S d’ordre (g + 1)¢ dont les coefficients sont donnés par
la formule :

Si,j — { 1 S% d((si_lS(),éjSo) = 4,
0 sinon.

Siw=uw;,...wi, € (A2)" onawe Chu,v) ce qui signifie w;, = u et
wi, = v ainsi que Sy, ;, ., # 0 pour 1 < j < h— 1, ce qui équivaut encore
s TTh—1 _

a Hj:l Sij iz = 1.
Donc, si u = §;, et v =§;,, on a

(g+1)¢ h—1

lC’h(u,v)|= Z HSi,-,z‘,-+1

12,0.th=1 j=1

et donc |Ch(u, )] est le coefficient (S#~1);, ;, de la matrice S"~1.

D’autre part on remarque que la somme des coefficients de la matrice
S dans chaque ligne ou dans chaque colonne est £g. D’ott A = £q est une
valeur propre pour la matrice S. De plus le vecteur (1,...,1) =1 est un
vecteur propre associé a la valeur propre £g.
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Donc R(4t1D€ =1 @ 1+ et 1+ est stable par S puisque si v € 1+, alors
v= ZESI)Z vie; avec 3Ty, = 0,

(g+1)¢
Sv; = Z Siiv;
(g+1)¢ (q+1)z(q+1
E Sv; = Z z S35
i=1
(q+1)€ (q+1)l (g+1)¢

= Z (i Z S¢j=€q Z Uj-‘:O.
Jj=1 i=1 Jj=1

Soit alors T' = § — (1) ou (1) est la matrice dont tous les coefficients
sont égaux & 1. Comme (1) est nulle sur 1+, P’action de S sur 1+ est la
méme que celle de T. La somme des modules de coefficients de T' dans
chaque colonne ou dans chaque ligne est 4.

On considére alors la norme || || sur R(4+1¢ définie par || Xl =
max; <i<(g+1)¢ | Xi|- On a

T = (tij)ij, Y =TX

(g+1)¢ (g+1)¢
= > X, = wl< Y ItslIxXl
Jj=1 j=1
(g+1)¢
< Y0 Gl X Nleo = €)1 X |
Jj=1

donc |y;| < ¢)|X|| pour tout 1 <14 < (g+ 1)4.

Par conséquent [|Y||oo < £||X||oo implique ||T'||oo < £. Or le coefficient
(S 1);,4, est le coefficient sur e; de Sh~le;, (si e; désigne la base
canonique de R4tV On a e;, = 1/((¢g + 1)€)1 + v avec v € 11 et
v]loo <2 et She; = (£g)"~1/((q+ 1)£)1 + Th~ v, puis

(£g)"1

[ (g + 1)t

7llleo < 17" 0|00
< TN vl oo-
Il en résulte la majoration

(Sh_l)il,ih 1 2¢h—1

(q+ D)1 ~ (g+1)202| = (g + 1)e(lq)—* — O(g™),
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ce qui prouve le résultat avec L = 1/(q + 1)2¢2.

3.4 Exemples de matrices S.

1) Soit Agm = {6 € A | d(6s0,8m) =101 sy, € S et d(so, 8m) = 1}
Alors Ag = [[2, Ag .

Si on suppose que (Agm) ™t = (A7 )m = {6 € AV | d(§'s0,8m) = 1},
la matrice S est formée de coefficients égaux & 1 sauf pour des blocs
diagonaux £ x £ formés de 0.

Dans ce cas S est une matrice symétrique, trouver (S"~1); ;. revient
a dlagonahser S. On retrouve ainsi la démonstration de [11].

2) Si Ay = ]_[‘IH A} et ¢’il y a une bijection d’ordre deux de :

{L....(@+D} = {1,....(¢+1)}; i =7

'

de facon que (A})~! = (A1)
On obtient encore une matrice symétrique formée de 1 sauf pour les
blocs diagonaux carrés de dimension £ x £ ou 2¢ x 2¢ et de la forme (0y)

ou Le O respectivement.
0, 1,

3) L’exemple 1.10 e) montre que ’on ne peut pas toujours se ramener
au cas 2. En particulier S n’est pas toujours symétrique. Cependant dans
tous les exemples calculés jusqu’ici elle est diagonalisable.

THEOREME 3.5. — Soit A un sous-groupe fermé de T', transitif sur
S7 et unimodulaire. Alors q2n(j,%,y) a une limite p;(z,y) quand n tend
vers l’infini. De plus cette limite ne dépend que de |z|, de |y| et de j et
lon a

a2n(J,2,9) — pi(2,9) = O(¢™).
Démonstration. — Soit § € A avec |6] = 2n. Ecrivons § = §'6, ol
(50 € AO et &' = 61 671. € (Az)n
Y= 6%’...5ﬁ1|/25g; 8y € Ng; 6 € Ao,
o =067...60,,565 ol 6F €Do; 6 €A;!
(car Ay! vérifie (*)).

D’apres ce qui précede, les 67 ne dépendent que de §pzsg, donc que de

z et de la classe de §y dans le quotient de Ag par le sous-groupe :

Al#l = ={6€ A|és=ssid(s,s)<|z|}.

Soit Bn(il,iz) = {5 € Ay : I(S] = 2n, |y‘16| = 2n + |y| - 2i2|6$]
=2n + [z| — 2i1 }. Alors A;(n,x,y) est la réunion disjointe des By, (i1, 1)
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pour i3 + iy = j avec ¢ < |z| et i < |y|. Il suffit donc d’estimer
#(Bn(i1,42))/ (g + 1)E(Lg)™ .

L’hypotheése |y~16] = 2n + |y| = 2i> se traduit par d(yso,8s0) =
2n + |y| — 2i,. Donc selon les cas :

i iy = 2 bi=6; pour i < ja,
Sl 19 = 2)p par _ ' :
16,5165 11 =4 siyl > ia.
i iy =2+ 1 bi=8 pour i < ja,
81 19 = 2)2 par . B
l6]2+16§,2+1| =2
L’hypotheése |6z| = 2n + |z| — 2i; se traduit par d(zsg,6 lsg) =

d(60xs0,6" "s9) = 2n + |z| — 2i;. Donc selon les cas :

si 4, =2j; par bntiei =0 pour ¢ < 41,
|6n—3, 65,411 =4 sifz[ > 1

§-1 =67 our <1t
si i1=2%+1 par 4 mH-i pout® =1,
‘677'—]1 j1+l| - 2

Les conditions ne portent donc que sur ¢’ et sur ) € Ag/ Al,zl. Donc

aini) = [ 6F.. 8% Cucgymgy (w,0)(65) 71 .. (65) oAl

50,’LL v

ot la réunion disjointe porte sur & € Ag /A}f' et les u,v € Ay vérifient
les conditions suivantes :

|65, ul =4 = |v(83)7],

]u‘léy +1l =4 si 1y = 2]2 et 19 < ]yl,
I’U ]1+ll =4 si 11=25; et i3 < I.Z‘l,
lu=t6%, +1| =2 si iy =252+ 1,
|v6h+1| = si 4 =25 + 1.

Ainsi p(Bn(i1,12)) = Y, w0 |Crmgi—is (u,0)] (AL

/'L(Bn(zlﬁh)) _ L |z
A C DT~ 2 gt )

sy
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Si par exemple 31 = 2j; + 1; 15 = 2j2 < |y| cette limite est

> ex g x —L—M(AL”‘) =€ x {q x
50

L
(Zq)jl +J2 (Zq)jﬁ-jz '

N

Tous les autres cas se démontrent de la méme facon et on a donc un
théoréme analogue & celui de [11].

THEOREME 3.6. — Soit A un sous-groupe de ', transitif sur S, et
unimodulaire. Alors la restriction de mo & A est irréductible dés que m,
est dans la série principale ou complémentaire et satisfait & y(z) # —1/4
sil>q.

- Remarque. — Pour un groupe A discret vérifiant les hypotheses ci-
dessus, la réciproque du théoréme est également vraie, car si y(z) = —1/¢
et £ > q, alors le coefficient ¢, de 7, est dans ¢2(A) et donc =, est
réductible.
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