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PROLONGEMENT DE LA VALEUR ABSOLUE DE GAUSS
ET PROBLEME DE SKOLEM

PAR

MaRrc POLZIN (*)

RESUME. — Dans cet article nous nous intéressons au probléme suivant : soit
(K,| - |o) un corps valué ultramétrique, non nécessairement complet, L/K un corps de
fonctions d’une variable sur K, {| - |i}19£ s des valeurs absolues sur L qui prolongent

| - o, telles que le corps résiduel (L, |- |;) de (L,] - |:) soit un corps de fonctions d’une
variable sur (K, |- o), le corps résiduel de K. Existe-t-il T € L, transcendant sur
K tel que {|-|;}1<i<s soit exactement les prolongements & L de la valeur absolue
de Gauss sur K(T) associée 3 T et & |- |o? Nous donnons une condition équivalente
en termes géométriques en utilisant la réduction analytique des courbes algébriques en
géométrie analytique rigide (THEOREME 1) et nous montrons (THEOREME 2) comment
ce probleme est relié & un probleme arithmétique étudié par Skolem.

ABSTRACT. — In this article we are interested with the following problem : let be
(K,| - |o) a valued field, non archimedean, not necesseraly complete, L/K a function
field of one variable over K, {| - |:}1<i<s a set of absolute values on L which extend | - |o
and such that the residue field (L, |- |;) of (L,]| - |;) is a function field of one variable
over (K, |- |o) the residue fields of K. Does it exist T € L, transcendental over K such
that {|-|;}1<i<s is exactly the set of all extensions to L of the Gauss valuation on
K(T) associated to T and |- |o? We give a geometrical equivalent condition, using
analytical reduction of algebraic curves, by help of technics providing from rigid
analytical geometry (THEOREM 1) and we show (THEOREM 2) how this problem is
connected with an arithmetical problem studied by Skolem.

0. Introduction

Soient (K,|-|o) un corps muni d’une valeur absolue ultramétrique,
L/K un corps de fonctions d’une variable dont le corps des constantes
est purement inséparable sur K. On s’intéresse aux valeurs absolues | - |
sur L qui prolongent |- |o et telles que

(A)  (L,|-D/(K,|-|o) soit un corps de fonctions ¢ une variable

(*) Texte regu le 23 juillet 1986, révisé le 17 juin 1987.
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104 M. POLZIN

ou (L,|-]) (resp. (K,|-|o)) désigne le corps résiduel de (L,|-|) (resp.
(K, - |0)).

Une telle valeur absolue est caractérisée par le fait qu’il existe T € L
tel que |T| = 1 et que I'image résiduelle de T soit transcendante sur

= (K,|-o); il suit de cela que |y, a;T*| = max |a;|, on dit alors que

| - | est la valeur absolue de Gauss sur K(T') associée a |-|o et a T.

Soient {|-|i}1<i<s des prolongements & L de |-|o satisfaisant (A).
L’objet de plusieurs articles [De 1,2], [Lal], [Ne], [Po] est d’établir une
relation entre le genre de L/K et les genres de (L,|-|;)/(K,|-|o); ils
obtiennent une relation sous la condition

(B) qu’il eriste T € L transcendant sur K tel que {|-|i}1<i<s soient
exactement les prolongements a L de la valeur absolue de Gauss sur
K(T) associée a T et a |- |o-

La question est donc de savoir si tout systéme de valeurs absolues sa-
tisfaisant (A) satisfait (B). La réponse est positive dans le cas ou (K, | - |o)
est complet [Ma2, théoréme 3]. En général la réponse est négative, ici nous
donnons une condition (C), nécessaire et suffisante sur {(K,|-|o); L/K}
pour que tout systéme {| - |;}1<i<s de valeurs absolues sur L (satisfaisant
(A)) satisfasse (B). Cette condition (C), que nous allons expliciter est ap-
pelée propriété de Skolem locale parce qu’elle est reliée au probléme de
Skolem. N

Soit K le complété de (K,| o), alors le nilradical 9 de K ®k L est
premier, de plus K et L s 'injectent canoniquement dans Fr(K QK L/ ‘Jt)
le corps des fractions de K ®x L/?M et que 'on note LK; ainsi LK /K
est un corps de fonctions d’une variable.

On dit que {(K,]|-|o);L/K} satisfait la propriété (C) si pour tout
f1,f2,.--, fr € L les propriétés i) et ii) suivantes sont équivalentes :

(C) 1) Il existe un anneau de valuation discréte R de LI?/I? (i.e. un
anneau de valuation discréte avec Fr(R) = LK et R D K) tel que
fi € R et que |fi(R)|o <1, pour 1 <i <, ou f;(R) désigne ’image
de f; dans le corps résiduel M de R (qui est fini sur K ) et ou |- ]o
désigne 'unique prolongement & M de la valeur absolue de K ,

ii) il existe un anneau de valuation discréte S de L/K ( i.e. un anneau
de valuation discrete avec Fr(S) = L et S D K) tel que f; € S et
que f;(S) soit entier sur K° pour 1 < i < r, ot K° est l’anneau
de valuation de (K, |- |o) et ou f;(S) est l'image de f; dans le corps
résiduel de S qui est fini sur K.
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VALEUR ABSOLUE DE GAUSS ET PROBLEME DE SKOLEM 105

Par suite la condition (B) sera en particulier satisfaite dés que (K, | - |o)
sera hensélien. Par ailleurs les travaux de RUMELY [Ru], ROQUETTE
[Ro2] et MORET-BAILLY, SzPIRO [Mo-Ba, Szp], [Mo—Ba| montrent que la
condition (C), donc (B) est assurée si (K, |- |o) est un corps de valuation
discréte dont le corps résiduel est algébrique sur un corps fini.

Terminons par quelques mots sur les démonstrations. L’équivalence
de (B) et (C), i.e., le THEOREME 2 du paragraphe 3 passe par une
interprétation géométrique de (B) en utilisant la réduction analytique des
courbes algébriques en géométrie rigide, en particulier des résultats de
[Fr-Ma], [Mal] et [Ma2].

Je tiens a remercier ici J. FRESNEL et M. MATIGNON, sans l'aide et le
soutien desquels cet article n’aurait pu aboutir a son terme.

1. Corps de fonctions valués, courbes, réduction analytique

1.1. Réduction des espaces analytiques, analytification des
variétés algébriques.

1.1.1. Réduction des espaces analytiques [Bo2|, [Fr], [Fr, vdP]. — Dans
tout ce paragraphe K désigne un corps valué complet. Soient A une K-
algebre affinoide, || - ||*° la semi-norme spectrale sur A,

A ={feA; |fIP<1}, A®={feA;|fI* <1}, A=A%/A",
alors A est une K-algebre de type fini, réduite. L’application
r: X =SpmA — X cngme

définie par (M) = s (VI N A% + A%) (ot1 s : A® — A est la surjection
canonique) est surjective. On dit que r : X — X est la réduction
canonique de l'affinoide X. Une partie U de X est appelée ouvert pur
(ou formel) de X si U = r~}(W) ou W est un ouvert (de Zariski) de X *;
un ouvert formel est en particulier une réunion finie de parties rationnelles
(donc affinoides) de X.

Une K-algebre affinoide A est distinguée si elle est réduite et s’il existe
un entier n > 0, un homomorphisme surjectif ¢ : K(Ty,...,T,) — A
tel que la norme spectrale || - ||°P sur A soit la norme induite par ¢ (Voir
[BGR, définition 2, p. 254]).

Si W est ouvert affine de X, U = r~1(W) est une partie affinoide
de X et la réduction canonique U° de U s’identifie canoniquement a W
(Voir [Bo2, théoréme 3.1, p. 20]); on dit dans ce cas que U est un ouvert
affinoide formel (ou pur) de X.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



106 M. POLZIN

Un recouvrement affinoide admissible U = {U;}ics de X est dit pur (ou
formel) si pour tout %, j € I la partie U; NU; est ouvert pur (ou formel) de
U;; on dit alors que (X,U) est un espace analytique formel (les situations
considérées dans la suite sont élémentaires en ce sens que le recouvrement
sera fini et que U; N U; sera affinoide). On dit que le recouvrement U est
distingué si les K-algeébres affinoides Ox (U;) sont distinguées.

Soient X un espace analytique, Y = {U;}; un recouvrement formel de
X tel que U; NU; soit un ouvert affinoide formel de U; pour tout 4,j. A
P’espace formel (X,U) on associe une réduction. Les variétés algébriques
affines réduites (sur K) U; se recollent le long des U; NU; en un
schéma localement de type fini réduit sur K, noté (X,{); les applications
réductions r; : U; — f]_,-c se recollent en une application r : X — (m)
(si U est fini, (X,U) est donc une variété algébrique réduite). On dit que
r: X — (X,U) est la réduction analytique de X associée au recouvrement
purld (ou la réduction analytique de Uespace formel (X,U)).

1.1.2. L’analytification des variétés algébrigues [Fr], [Fr, vdP]. — Dans
tout cet article le mot variété algébrique sur un corps K signifie schéma,
séparé de type fini sur K, par point d’une variété on entendra toujours
point fermé (lorsqu’il s’agira de schéma le mot point sera utilisé sans
restriction).

Dans tout ce paragraphe 1.1.2, K désigne un corps valué complet.
Pour analytifier une variété algébrique (X,Ox) sur K, on définit sur
X une topologie de Grothendieck G et un faisceau structural Oxan sur
(X,G). Une partie U de X est dite admissible si U = X ou s’il existe
Y C X un ouvert affine, fi1,...,fr € Ox(Y) tel que la K-algébre
Ox(Y) soit engendrée par fi,...,fr avec U = {z € Y'; |fi(z)] < 1 pour
1<i<r} Soit ¢ : K[T1,T3,...,T;] = Ox(Y) 'homomorphisme défini
par o(T;) = f; et A = ker ¢, on pose alors

st K(Th,...,T,)
UK(Ty,...,Ty)

ou K(Ty,Ts,...,T,) est 'algébre des séries convergentes sur le polydisque
unité [Fr, vdP p. 54], on peut montrer que Oxa=n(U) ne dépend pas
de la représentation de U par le choix des f;. Si V C U C X sont
admissibles, ’application restriction Oxan(U) — Oxan(V) est induite par
les applications restrictions du faisceau Ox. Enfin on pose Oxan(X) =
!LH_IOXan (U) ou la limite projective est prise sur tous les admissibles
U #X.

Soit U admissible, un recouvrement {U; };cs de U est dit admissible si
chaque U; est admissible, si pour tout V # X admissible, V C U, il existe
une partie finie Fyy C I telle que V C UiE Fy U;.

Oxan (V)

ToME 116 — 1988 — n° 1



VALEUR ABSOLUE DE GAUSS ET PROBLEME DE SKOLEM 107

Alors les admissibles et les recouvrements admissibles définissent sur
X une topologie de Grothendieck G. On montre alors que Oxan est un
faisceau sur (X, G) et que le triplet (X, G, Oxan) est un espace analytique.
C’est l’analytification de X et on le note X" ; selon ces définitions on voit
qu’un admissible U de X2" avec U # X2" est affinoide.

Soient X une variété algébrique intégre, ¥ C X un ouvert affine,
f19f2)""f1‘ € OX(Y) avec

OX(Y) =K[f11f2""’f1‘]a
U={zeY; |fi(X)| <1 pour1<i<r}.

déf

Alors || - |lu défini sur Ox(Y) par ||fllu = sup,cy |f(z)| est une norme
et on a canoniquement Oxan(Y) =~ (Ox(Y), |- |lu)" et || - ||v n’est autre
chose que la norme spectrale de ’algébre affinoide Oxan (U).

1.2. Réduction des courbes algébriques associées a un corps
de fonctions valué.

Définition 1. — Soient (K,|-|) un corps valué, K(T) le corps des
fractions rationnelles 4 une variable sur K. On appelle valeur absolue de
Gauss sur K(T') associée d | - | et a T la valeur absolue notée | - |4 et définie
par | Y, a;T%|y = max; |a;| pour tout a; € K.

PROPOSITION 1 [Ma2, proposition 3, § 2]. — Soient (K, |- |) un corps
velué complet, C une courbe algébrigue projective sur K, irréductible et
non singuliére, L = R(C) le corps des fonctions rationnelles sur C, C3®
Uanalytification de C. Soient T € L transcendant sur K,

ZT)={zeC; TeOc.}, Z(TY)={zeC; T' € Oc.},
U(T)={x € Z(T); |T(z)| <1},
UT ) ={zeZ(T™); T '(z)| <1},
R=0c(2(T)), S=0c(2(T™),

et || -7 (resp. || - H?}’(T_l)) la norme définie sur R (resp. S) par

”f”U(T) = max |f(z)| (7'651’- ”f”i?(T—l) = lf(z)|)

EU(T) GU(T 1)
=R TFz)  S=GT TFrr)-

Soient {|-|i}1<i<s les valeurs absolues sur L qui prolongent la valeur
absolue de Gauss |-|g sur K(T') associée ¢ T et d |-|,| - | la norme sur
L définie par || f|| = maxi<i<s |f|i. Alors on a les résultats qui suivent.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



108 M. POLZIN

1) Soient f € R (resp. S), ao(T) + a1(T)X + --- + X" (resp.
ao(T ) +a1(T7)X +---+ X") le polynéme irréductible de f sur K(T),
donc sur K[T] (resp. K[T™!]), alors

max [a;(T)}" = £

1/r—j5 _
resp. Ofgjafr la; (T~ ) ”f”U(T—l)-

2) OnaL=Fr(R)=F(S)=L xI' x---xL° o L' = (L,[-),
L = (L, - |l) ou Fr(R) désigne ’anneau total des fractions de R. (resp.
Fr(S) désigne I’anneau total des fractions de S).

3) Les parties U(T), U(T!) sont des parties affinoides admissibles
de C?",

Ocs (U(T)) = (B |- [Fz)"s  Ocon (UT™)) = (S, IFr—1))"
Ocn (U(T)) =R,  Ocan(U(T-1)) =5.

4) L’ensemble U = {U(T),U(T~')} est un recouvrement pur de
C3" et la réduction r : C® — (C2»,U) = &£ est une courbe algébrique,
projective, réduite, conneze. On a r(U(T) NU(T™')) qui est dense dans
EetR(E)=L= I'xIT’x---xI' (R(E) est ’anneau des fonctions
rationnelles sur &, cf. Définition 3, § 3).

5) Soient1 < i < s, & Uunique composante irréductible de £ telle que
L' =R(&), Wi = D(f,) C r(U(T)) N &; un ouvert principal non vide de
r(U(T)), |- 112, w;) la norme spectrale sur Uouvert affinoide admissible
r=1(W;). Alors on a pour tout f € R, |fl = |21 w,) ainsi || 721w,
induit sur L C Fr(Ocan(r='(W;))) une unique valeur absolue, c’est |- |;
(on a donc une bijection explicite entre les valeurs absolues {]|-|i}1<i<s

et les composantes irréductibles de £ (resp. les composantes irréductibles
de r(U(T))).

1.3. Le corps LK et ses valeurs absolues.

Définition 2. — Soient (K, |-|) un corps valué, K le complété de K,
L/K un corps de fonctions & une variable dont le corps des constantes est
purement inséparable sur K. Il s’ensuit que I'idéal 9t des nilpotents de la
K-algebre K ® L est un idéal premier [Bki, § 17.2, corollaire, p. 134],
ainsi M & Fr(K ®k L/M) est un corps (Fr A désigne ’anneau total des
fractions). Les corps KetL s’injectent canoniquement dans M en des

ToME 116 — 1988 — n° 1



VALEUR ABSOLUE DE GAUSS ET PROBLEME DE SKOLEM 109

corps toujours notés K et L; ainsi M est le compositum des corps K et
L, c’est pourquoi on note M par LK.

PROPOSITION 2. — Soient (K, |-|) un corps valué, K le complété de
K, L/K un corps de fonctions a une variable dont le corps des constantes
est purement inséparable sur K, W (resp. W") lensemble des valeurs

absolues | -|' sur L (resp. LK) qui prolongent |-| et telles que (L,|-|)
(resp. (LK |-1")) soit un corps de fonctions d une variable sur (K,[-])

(resp. (K,|- I)) Alors Uapplication |-|' — |-|}, de W* dans W est une
bijection (| - |7, désigne la restriction de |-|" a L).

Démonstration. — Montrons que I’application est injective. Soient | - |1,
|-]2 € Whavec |- |1 = |- |2L, x =) ;a:bi € LK, a; € K,b; € L,z #0.
1l existe a} € K avec |a; — a;||b;|; < inf(|z|1,|z|2). On a

T = Za,’bi = Z a;b,' + Z(ai — ag)b,’.

Ainsi |z|; = | Y, aibs|; pour j = 1,2. Comme a] € K on a |) ,a;b;|; =
| 3", aibil2, ainsi |z|; = |z|2. Ce qui montre que ’application est injective.

Montrons que l’application est surjective. Soient |-| € W et T € L
tels que |T|' = 1 et que T soit résiduellement transcendant sur K. Soit
L=(L,|-| )" Pinjection de K dans L se prolonge par continuité en une
Anjectlon de K dans L ainsi il existe un homomorphisme ¢ : K® kL —
L. De plus T € L est transcendant sur K puisque résiduellement
transcendant, ainsi K et L sont algébriquement disjoints sur K et kery =
N [Bki, §17.2, proposmon 1, p. 132). L’homomorphlsme v induit une
injection p : M = Fr(K ®k L/MN) — L. Par suite le prolongement
canonique de | - |" & L induit (via p) une valeur absolue | - |” sur M = LK
telle que |- |7 = |-/

2. Prolongement de la valeur absolue de Gauss
et réduction analytique

Le but de ce paragraphe, le THEOREME 1, est de montrer qu'une
valeur absolue |-| sur un corps de fonction L/K peut étre considérée
comme 'unique prolongement d’une valeur absolue de Gauss sur une
extension transcendante pure de K si et seulement si une propriété d’une
certaine réduction analytique de la courbe Cy, est satisfaite (Cr, est 'unique
courbe sur K, projective, non singuliére dont L est le corps des fonctions
rationnelles). ‘

Pour faire cela nous avons besoin de deux résultats préliminaires, le
LEMME 1 et la PROPOSITION 3.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



110 M. POLZIN

LEMME 1. — Soient k un corps, A une k-algébre de type fini, de dimen-
sion 1, intégre, B la normalisation de A dans Fr(A), {91, M, ..., M,}
lensemble des idéaur mazrimauz de B tels que Aanm, ne soit pas normal,
FeEM NM,y...NM,. Alors il existe un entier N > 0 tel que fN € A.

PROPOSITION 3. — Soient K un corps valué complet, X une variété
algébrigue sur K, projective, réduite, pure de dimension 1, X?" l’analy-
tification de X, U un recouvrement distingué pur, fini et r : X** — &,
la réduction analytiqgue associée. Soient z1,z9,...,2z, € X tels que r(2;)
soit régulier pour 1 <i < 7, que £ — {r(z1),...,7(z;)} soit affine et que
r(2;) # r(zir) pouri £14'. Alors il existe f € Ox(X —{z1,...,2-}) tel que
f¢Ox, pourl <i<rT etque

r Y€ = {r(z1),...,7(2:)) ={z € X; f € Ox,; et |f(2)| < 1}.

Démonstration. — Voir [Pz, Proposition 3, p. 21].

THEOREME 1. — Soient L/K un corps de fonctions d’une variable
dont le corps des constantes est purement inséparable sur K, | - | une valeur
absolue sur L telle que L/K soit un corps de fonctions d’une variable
ot L (resp. K) désigne le corps résiduel de L (resp. K); notons |-|o la
restriction de |- | @ K. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Il eriste T € L transcendant sur K tel que |-| soit lunique
prolongement ¢ L de la valeur absolue de Gauss sur K(T') associée d
| . |0 etaT.

ii) Il existe Z € LK transcendant sur K tel que || soit un prolon-
gement a LK de la valeur absolue de Gauss sur K (Z) associée 6 Z et a
| -lo et qui posséde la propriété qui suit. Soient r: C, & — € la réduction
analytique associée a Z, &1 la composante irréductible de £ correspondant
a|-|; alors pour tout ouvert non vide W C &1, il existe zw € Cr tel que
r(y) € W, pour tout point y € C, » au-dessus de Tw .

iii) Soit Z' € LK transcendant sur K tel que | - | soit un prolongement
¢ LK de la valeur absolue de Gauss sur K(Z') associée a [-]o et a
Z'. Soient v’ : C,. 5 — &' la réduction analytique associée a Z', & la
composante irréductible de E' correspondant & |- |; alors pour tout ouvert
non vide V C &1, il existe xy € Cr tel que 7'(y) € V pour tout point
y € C, 5 au-dessus de Ty .

Démonstration.
i) implique ii). Soient T' € L satisfaisant i),

p:Cr— Py (resp.p:C 5 — PI»K;)

ToME 116 — 1988 — n° 1



VALEUR ABSOLUE DE GAUSS ET PROBLEME DE SKOLEM 111

le morphisme défini par l'inclusion K(T') C L (resp. K (T)cL ]?), soient
Ul(T) = {z €PL; T €Op1 , et |T(z)| <1},
K

BT ™) ={zePL; T € Op, et [T'(z)| < 1},
K

UT)={z€Cpzg; T€Oc o et |T(z)| <1},

UT Y)={zeC,z; T '€ Oc .z et T (z)| < 1}.

Alors Uy = {Uy(T), Uy (T71)} (resp. U = {U(T),U(T~')}) est un recou-
vrement pur de P}? (resp. C; ). On a

U(T) = 51 (UW(T)) (resp. UT™) = 52 (U3 (T71))).
Soient r; : Plg — P-lk- la réduction définie par U, r : Cz‘;? — £ celle définie
par U, il suit que p induit un morphisme surjectif et fini p: £ — Plf avec
PoT = T10P-

~

cn, 2, pL
LK K

£ PL
Comme |- | est 'unique valeur absolue prolongeant la valeur absolue de
Gauss sur K(T) associée & |-|o et & T (§1.3, PROPOSITION 2), on a
E = &. Soit W un ouvert de &, non vide, il existe donc un ouvert
non vide V de Plf tel que p~}(V) c W. Comme V est dense dans
PI? il existe ¢ € V N Spm(K(T]), on a m¢ = p(T)K([T] ou p(T) =
po+p1T+ - +Pm-1T™ 1 +T™ est un polynéme unitaire et irréductible
de K[T]. Soit P(T) = ap+ a1T + -+ + am—1T™ ' + T™ € K°[T] avec
a; = pi, ou K° = {a € K tel que |a] < 1}. Clairement P(T) est un
polynéme irréductible de K [T] (donc aussi de K[T1]). Soit = € Cr, tel que
p(z) soit le point de Plk\ correspondant au maximal P(T)K[T] de K[T].

Comme P(T)I’(\' [T] est maximal, pour tout y € C, » au-dessus de z le

point p(y) correspond au maximal P(T)K[T] de K[T}]. Il suit de cela que
r1(p(y)) = € et comme r1,p = p,r, on a p(r(y)) = &, ce qui montre que
riy) ep (V) CW.

ii) implique iii). Soient Z € LK satisfaisant ii), Z’' € LK satisfaisant
les hypotheses de iii),
u={U2),0(z"}, U ={U(z)uz"y},
Vv ={U(Z)nU(Z"),U(Z)nU(Z'""),U(Z"")nU(Z"),U(Z"")nU(Z'"")}.
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Ainsi U, U', V sont des recouvrements purs de CZ“? Soient
. /an ! . pan / I . pan "
r.CLg—u‘,', T.C“?—HE' et r .CLK—>£
les réductions analytiques associées; comme V est plus fin que U (resp.

U’), il existe un morphisme ¢ : £’ — & (resp. ¢’ : £’ — &’) tel que
T = @or” (resp. v’ = pLr'").

an

LK
r! r’J r
" e £
¢’ !
8,
Soient &7, &},...,E! les composantes irréductibles de £” telles que

card(p(€!")) = 1. Soit & la composante de € correspondant a | - |, il existe
un ouvert non vide W de £ avec W C & et WNp(EYUEY...UEY)=0.
Alors W est affine (si s = 0 on peut toujours choisir W affine), montrons
que ¢~ (W) est affine; soit &} une composante irréductible de £”, on a
e Y(W)NE] # &, sinon p(E]') serait un point parce que £’ est projectif
puisque £” Vest [Fr, Ma, § 1.4, lemme 3] et que W est affine, or le choix
de W montre que c’est impossible. Ensuite

rirT W) = W (resp. 77 (g7 (W) — 7N (W)

coincide avec la réduction canonique, ce qui montre que ¢ : "} (W) - W
est un isomorphisme.

Soit £] la composante irréductible de £’ correspondant & |- |, pour les
mémes raisons il existe un ouvert non vide W’ de £’ avec W' C &/ tel que
@' 1 "1 (W') — W’ soit un isomorphisme.

Montrons que

eI W) N W) £ 0.
Supposons ¢~} (W) N '~} (W’) = §. 1l s’ensuit que =1 (W) U ¢'~1(W')
est ouvert affine de £”, que

,rll—l ((p_l(W)) U rll—l (QO,_I(WI))
est un admissible affinoide de 2'}{\, et on a
,rll—l ((P_I(W)) n T,,_I(QOI—I(W,)) — @
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avec ™71 (p71(W)) et r""1(¢'~1(W')) affinoides. Par suite il existe
f € LK avec

sp
=171, ()

et 1> |IfI%-. (¢ (W)

[Fr, Ma, Théoréme 4, §2.4]. Comme r""~1(p=}(W)) = r~}(W) (resp.
PG I W) = £-L (W), on a |f] = FIy (resp. |£] = IF1%apy)
(ProPOSITION 1, § 1.2) ce qui est une contradiction.

Soit V = ¢~ H(W) N '~} (W’), il suit que p(V) (resp. ¢'(V’)) est un
ouvert de & (resp. £'), que V = ¢~ (p(V)) (resp. V = ¢'"1(¢'(V))), que

:V = (V) (resp. ¢' : V — ¢'(V)) est un isomorphisme

Smt W! un ouvert de £ avec W} C £/, ainsi W; % <p( L' (U)NWY))
est un ouvert de £ avec W; C &;. Par ii) il existe z € Cy, tel que pour
tout y € C, > au-dessus de z on ait r(y) € W;. 1l suit facilement de ce qui
précede que 7'(y) € W] pour tout y au-dessus de z. Ce qui montre iii).

iii) implique i). Si L’/K’ est un corps de fonctions d’'une variable,
on note Cz/ 'unique courbe sur K’, projective non singuliere telle que

R(Cr/) = L', i.e. telle que Panneau des fonctions rationnelles sur Cy soit
le corps L'.

Par le théoréme 1, § 3 de [Ma2], il existe T € LK transcendant sur K
tel que | - | soit 'unique prolongement & LK de la valeur absolue de Gauss
sur K(T) associée & |- |o et T. Soient C, 7 la courbe associée a LK/K,
U ={U(T), U(T7')} le recouvrement pur de C deﬁm par

UT)={z€C
UTYH)={zeC

TeOc ~. et |T(2)] <1},
LK
-1
le OCL?‘Z et |T7(2)| <1}.

LK’

LK’

Soit r : C?2. — & la réduction analytique associée a U, alors £ est
irréductible (ProPosITION 1, § 1.3).

a) Il s’agit de démontrer qu’il existe un corps Ko normal fini sur
K tel que le recouvrement pur de Crk, associé ¢ T (selon le §1.2,
PROPOSITION 1), soit distingué (LK est le compositum pris dans (LI? )28
= cloture algébrique de LK).

Soient C;, la courbe associée & L/K, (CL) 2, la variété obtenue par

(K)
extension des scalaires & K et Z = ((CL)(Q))re 4 la variété réduite
canoniquement associée a (Cr) (R)’ ainsi C, » est la normalisation de Z,

soit p : C Pl Z le morphisme de normahsatlon.
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;) Soit E la cloture algébrique de K dans (LI? )8, 11 existe K| fini
sur K tel que LK 1/ K1 soit séparable, que K] soit algébriquement fermé
dans LK] et tel que [LK{ : K{(T)] = [LE : E(T)] = n. Il en résulte
que, pour tout corps intermédiaire K{ C M C E, on a [LM : M(T)] = n.
D’autre part, il suit que C, -, est géométriquement intégre [Bki, corollaire,
§17, n° 2, p. 134].

az) Soit A (resp. B) la cléture intégrale de E[T] (resp. E[T~!]) dans
LE. 1l existe ay,...,an € A (resp. by,...,b, € B) avec A = @], E[T]a;
(resp. B = @;_, E[T']b;). On peut écrire a; = ), Aiju; avec Ay € L,
ui; € E (resp. b; = Y. pijvij, pij € L,vij € E). Smt alors K; la cloture
normale de Kl[u”,v,]]?,,] dans LE. On a ai,b; € LK; pour 1 < i < n.
Soit K’ un corps avec K; C K’ C E, alors on a

ANLK' = @K'[T]a,— =K' Qk, (@KI[T]a,-)

LK’

resp. BNLK = @K' [T )b = K ®x, (@ K [T-l]b,-)

et, d’autre part, AN LK’ (resp. BN LK') est la cloture intégrale de K'[T)
(resp. K'[T~1]) dans LK’, ce qui montre que

Crx' = (Cok,) (k)
car Cp g est la normalisation de ((CLKI)(K'))red = (CLk,)(k")-
On a alors C3% = (Ci%,)(kx'); en plus CLk, géométriquement réduit
implique C} géométriquement réduit [Fr, exercice 20, p. 383).

a3) On rappelle le résultat suivant [Bol, lemma 2.7, p. 5] ou encore
[Fr, exercice 12, p. 375] :

Soit k un corps valué complet, Q2 le complete de la cloture algébrique de
k, A une k-algebre affinoide telle que A&y Q soit réduite. Alors il existe
un corps ko D k fini et séparable sur k tel que la kj-algébre Ay = ARy, kj
soit distinguée pour tout corps valué complet k{ contenant ko.

Si 'on applique ce résultat a

A=Ocy (Ur(T)) (resp.Ocy, (U (T71)

ou Uy = {Uy(T),Us(T~1)} est le recouvrement pur de C3% associé a T,
on voit qu’il suffit de prendre pour K3 la cléture normale de kj sur K.

B) Soit Uy = {U2(T),U2(T ")} le recouvrement pur de C3', associé
a T, il est donc distingué (par @)). Soit 2 : C}%, — & la réduction
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analytique associée a ng, ¢ CLk, — C le morphisme (sur K ) fini
induit par l'inclusion LK C LK,.

z L cp ——
£~ &

 induit un morphisme fini @ : &2 — £ tel que rop = Pors.

Soit Wa = (€2)reg, W = € — {@(E2 — W) Ur(¢ ™1 (Zsing))}, alors W est
un ouvert dense de €. Par ’hypotheése iii) du THEOREME il existe € C,
tel que r(y;) € W, pour 1 <i < o, ot y1,¥2,...,¥s €C 7 sont les points
de C, 7 au-dessus de z; ce qui veut dire aussi que 7(y;) ¢ 7(p™"(Zsing)) et

_l(r(y,)) est régulier pour 1 <i < 0.

) Soit U; = r=Y(€ — {r(y:)}). Alors il eziste h; € LK tel que
vy, (hi) <0, vy, (hi) =0 pour j # i et

Ui={yeC h; € (’)CL;,y et |hi(y)| <1}

LR’

(vy; est la valuation discrete de LK / K définie par le point Yi)-

1) Soit £ € g7 ({r(y1)}), alors il existe z € Cpk, avec ¢(z) = y; et
ro(z) = £ [Fr, exercice 4, p. 317]. Ainsi on peut choisir 211, 212, ..., 21+ €
o1 ({31}) tels que ra(21:) # ra(z1r) pour i # ' et que

{ra(z11),...,m2(217)} = 07 ({r(1)})-

Comme £ est irréductible de dimension 1, £ — {r(y1)} est affine, ainsi

Er — {ra(211),...,7r2(21)} = ¢~HE — {r(y1)}) est affine puisque @ est
fini. La PropPosITION 3 ci-dessus montre alors qu'il existe f; € LK, tel

que f1 € Ocpy, (CLk, — {211, -+, 217}), que v, (f1) < 0 et que
Vi € (&— ¢ ({r(wn)}) = {2 € CLi, 5 fi € Ocyu, = et |f1(2)] < 1}

~2) Soient G = Aut(LK2/LI?),q =[LK,: Ll?]ins, le degré d’insépa-
rabilité, g1 = ([[,¢q f7)9; alors g1 € LK. L’élément o € G induit un au-
tomorphisme ¢ de Cpg,; comme V; = ¢~} (Uy) ou Uy ==Y € - {r(v1)}),
on a (V1) = V4, de plus on a | f{(6(2))| = | f1(2)] si f1 € Oc,y,,=- 1 suit
de cela que pour z € V; on a |f{(2)] < 1 et que pour 2z ¢ V; on a, ou
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bien f{ ¢ Oc, x,,z, ou bien f{ € Oc, ., . et |f{(2)| > 1. Comme Cpk, est
régulier, on a facilement

={2€CLk,; 91 € Ocy, > et |g1(2)| < 1}.
Comme Vi = ¢~1(U;) et g; € LK on déduit que
Ur={y€C,z; 91 € Oc ~yet|gi(y) <1},

que g; € OcL,E(CLg — {v1}) et que vy, (1) < 0.

Il est facile de montrer qu'’il existe P(Z) € K°[Z] un polynéme unitaire
tel que |P(91)(y;)] = 1 pour tout y; € U;. Soit h; = P(g1), on a donc
vy;(h1) = 0siy; € Up;8ij # 1ety; ¢ Uponauvy(h)) > 0et
|h1(y;)| > 1, ainsi vy, (k1) = 0; enfin vy, (hy) < 0. Il est facile de montrer
que Uy = {y €C,ps € (’)cL;‘y et |hi(y)| <1}

8) Soient t € L un paramétre local en x (z est défini en B)), i.e.,
v(t) =1, U =r"YE - {r(n1),...,7(¥0)}), Z = ((CL)(Q))red. Alors il
eriste h € LK, £ > 0 un entier, tels que h € Oz(Z — p({y1,92,---,Ys})),
alors vy, (h) = vy, (t7¢) pour 1 <i<o et

U={yeCyz; h€Oc .y et |h(y) < 1}.

Par 7) il existe hy,...h, € LK tels que h; € O¢ A(CLR —{w:}), que
LK
vy, (hi) <OetqueU; ={yeC,z; h; € (’)cL;;,y et |hi(y)| < 1}. 1l existe

LR’
des entiers positifs, ny,ns,...,ns tels que
v (RY) _ by (1)
vy, () vy, (t)

et que vy, (hy")/vy, (t) soit un entier —d négatif. Soit h' = [], A7, on a
vy, (h') = —duy,(t), pour 1 < i < o et par v),

U= nU, = {y € CLQ; h e OCLI’(\"'I et 'h,(’y)l < 1},
K e OCL;(CLI? —{y1,---, Yo })-
Soit {uy,ug,...,u,} = p~(Zsing), par B) on a p~(Zsing) C U; ainsi

|W(u;)| < 1. Soit P,(Y) = irr(h'(us), K,Y), alors P;(h')(u;) = 0. 1 suit
du LEMME 1, ci-apres, qu’il existe N > 0 avec

, dét (HP (h )) €O0zpw,) pourl<i<w.

ToME 116 — 1988 — n° 1



VALEUR ABSOLUE DE GAUSS ET PROBLEME DE SKOLEM 117

Comme [[; B(Y)N € KO[Y] est unitaire on a facilement

U={y€Cz; heOc et |hy) <1},

LK’

he0z(Z - p({y1,---1Ys})) €t vy, (h) = —Luvy,(t) ou £ > 0 est entier.
€) Soit L (resp. L1) le faisceau inversible de Cy, (resp. Z) défini par
Ly = Ocpar, S o #x, Ly = t_IOCL,z (resp. Liy = Ozy sty # ¥i
et Lyy, = t_IOz’y‘). Alors pour tout n > 0 ’homomorphisme canonique
K ®K L™(CL) — LT(Z) est surjectif.
Il existen > 0 et Th € L™(CL) avec

U={yeCz; Ti €O et [Ti(y) <1}

LK’
€1) Le faisceau inversible £ sur Cy, est ample, donc aussi

Lz € Lo, (Oc, ®K)

défini sur (Cr) (R Soit N le faisceau des nilpotents de O(c,) . . De la
3
suite exacte 0 —» N — O(C,,) — Oz — 0, on déduit par tensorisation

la suite exacte 0 — N ® [,?K) LZ R LT — 0 ce qui donne I'exactitude

de la suite de cohomologie,

((CL)(K)’ (K)) — H%Z,L}) — Hl((CL)(K),N@)qK))

1
Comme £(K) est ample, on a H ((CL)(ﬁ), X
suit de cela que ’homomorphisme canonique K ®x L£(Cr) — L}(Z) est

surjectif.

N®£(I?))=0pourn>>0. Il

€2) Quitte & changer h défini par 6), en une puissance de h, en utilisant
€1)onah € LYZ)=KL"(CL) avec

(1) vy, (h) = vy, (t™") pour1<i<o,
U={yeC,z; h€Oc ~y et |h(y)| < 1}.
Ainsi il existe avec h = 3 A\w;

(2) w1, Wa,. .., W € LYCL), A,-..., A € K.

Il existe 61,02,...,03 € Oc¢, o, K-linéairement indépendants tels que
l’application canonique EB?=1 K6, — K(z) = Oc¢, o/m, soit bijective.
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1l suit que w; = Y 1 A% /t™ + w] avec A%, € @, Kb, w, € Oc, 4, et
par (1), (2) on a

®3) D NiAi(y;)#0 pour1<j<o.

Il existe un affinoide (admissible) W7 de C;‘;? tel que A%, w! soient
réguliers sur le pour 1 <i<a,1<m<netquey; € le, y; ¢ le,
pour j/ # j. Comme Y, A\;A%(y;) # 0 pour 1 < j < o, il existe un
admissible affinoide Wi c Wi tel que y; € Wi pour 1 < j < o et que
pour tout y € W3

() zi)AiA:xy)l =|;AfA%<yj) £0.

Soient 7 € K, Wi = {y € Wi ; |t(y)| < |r|}, en choisissant || assez
petit on a

Z,-f\iA'(y)I EAAin(y)l Z,-/\iAi,(y)I>
t"(y) t"(y)

(5)

pour tout y € Wj {yj}et1<m<n.
11 existe un afﬁnmde W' de C’"‘ tel que y; ¢ W/ pour 1 < j < o et

(U1ggga WJ) = CZ’}(
Comme w; est régulier sur W', pour p; € K et |u; — \;| assez petit on
a pour tout y € W’

(6) l; Aqwi(y) — ;ﬂiwi(y)l <l

Comme w; est régulier sur Wg , pour p; € K et |u; — \;| assez petit on
a pour tout y € W7

(7)

wl(s) = S wawl(n)| < 1

Comme A}, est régulier sur W} il suit de (5), (3) et (7) que pour p; € K
et |A\; — ;| assez petit on a

SN )| = [ 30 N )| = [ i (w)]|
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pour tout y € Wg et que pour tout y € Wg —{yj}etl1<m<nona

> Ay (y)‘ Xikidn (y)i ZmA’(y)‘ }

t"(y) t™(y) t"(y)
Il suit de (8) que vy; (3, piw;) = vy, (t™™) et que pour y € Wi - {y;}

©) |3 )] = | X mws)|.

Soit Ty = Y, piw; € L™(Cr) C L, il suit donc de (6), (9) que
U={yeC,; T1 €0 o et |T1(y)| < 1}. Ce qui montre 62).

(8)

LK

@) Lélément Ty € L défini en 7) est transcendant sur K et [
est l'unique prolongement & L de la valeur absolue de Gauss sur K(T})
associée a Ty et d |- |o.
Comme vy, (T 1) < 0 par la formule (9) de 72) on a bien T; qui est
transcendant sur K.

Comme U % r~ Y E - {r(y1),---,7(¥s)}) o0 E — {r(v1),...,7(ys)} est
affine et irréductible, 'ouvert U est affinoide et on a

U =r(U) =€~ {r(y1),---,r(¥o)}-

D’autre part U = U(Th) (par 7)) et la ProPosITION 1, § 1.2, montre
que la valeur absolue de Gauss sur K (T1) associée & Ty et & |- |o admet
un prolongement unique a LK parce que U°=U (Tl)c est irréductible.

Ainsi @) suit de la ProposiTION 2, §1.3.

COROLLAIRE 1. — Soient L/K un corps de fonctions d’une variable
dont le corps des constantes est purement inséparable sur K, {|-|j}1<j<s
des valeurs absolues sur L qui coincident sur K en une valeur absolue
notée |-|. On suppose que (L,|-|;)/(K,|-|) est un corps de fonctions
d’une variable pour 1 < j < s et que (L/K,|-|;) satisfait l'une des
propriétés équivalentes i), ii), iii), du THEOREME 1 pour 1 < j < s. Alors
il existe T € L transcendant sur K tel que {|-|;j}1<j<s soient exactement
les prolongements d L de la valeur absolue de Gauss sur K(T) associée a
|| etaT.

Démonstration.

a) Il existe Z; € L C LK tel que |Z; — 1]; < 1 pourj #+ 1,
que Z; soit transcendant sur K, que la restriction de |- |; ¢ K(Z; ) soit
la valeur absolue de Gauss |-|g sur K(Z;) associée & Z; et |-] et que
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|- )i soit Uunique prolongement de |-|g @ LK (on note aussi | - | j I'unique
prolongement de |- |; & LK, PROPOSITION 2, § 1. 3).

Il existe T; € L transcendant sur K tel que la restriction de || & K (Ty)
soit la valeur absolue de Gauss |- |, associée & T; et |- |, et que |- |; soit
'unique prolongement de |-|g & LK (Cest 'hypothése du COROLLAIRE
et la PROPOSITION 2, §1.3). Soit j # i avec |T;|; < 1, la restriction de
|-|; & K(T;) n’est pas | - |g; ainsi il existe P;(Y') € K°[Y] unitaire tel que
|P;(T;)| < 1. Soit @ = [] P;, le produit est pris sur les j # ¢ tels que
|T;]; < 1, alors on a |Q(T;)|; # 1 pour tout j # 1; si |T;|; > 1 on a bien
|Q(T:)| > 1. Soit R(Y) = (1+3Q +Q?)/(1+2Q + Q?), alors on a

|R(T:) = 1]; <1 pour j # 1.

Soit Z; = R(T;), on a [K(T}) : I?(_Z,)] = deg(Q?), 'image de Z; dans
(K(T3),| - ]i) est transcendante sur K et on a

[(K(T),[-1:) : (K(Zi),]-1)] = deg(Q?).

11 suit de cela que |- |4 restreint & K(Z;) est la valeur absolue de Gauss
|-|g associée & Z; et |-|, que |-|, est I'unique prolongement de |- [; &

K(T;) et que | - |; est Punique prolongement de | - lg & L.

B) Soit Z = Z1Z5...Zs. Alors Z est transcendant sur K et
{l - li}1<i<s est exactement l’ensemble des prolongements a L de la valeur
absolue de Gauss sur K(Z) associée & Z et d |-|.

Soient n; = [LK : K(Z;)], D; le diviseur des poles de Z; dans LK /K,
alors n; = deg D;. Soit D le diviseur des pdles de Z dans LK /K, alors on
a[LK : K(Z)] = deg D et comme degD < ), deg D;, on a
(1) LK : K(Z)] <ni+ng+---+n,.

Par a) on a [Mal, § 1.2, corollaire 2 de la proposition 5]

(2) (LR,|-1:)" : (B(Z:),|-1:)"] = [LK : K(Z:)] = ..

Comme (K(Z;),|-|;) = K(Z:) = (K(Z),|-]:), on a

(3) (LK) (K@) )] = (LK, |- 1) : (K(Z:), - |:)].
En plus
(4)  e(LK/K(Z), ;) = e(LK/K(Z:),|-|;) = e(LK/K,| - |;).
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Enfin
) NEENNE @)1 = ALK 10/ (Z),] 1))
= d(LK/K,|-1)

[Mal, §1.4.2, corollaire 1 de la proposition 8]; e(L/K, | -|) est I'indice de
ramification de L/K i.e.,

_1Lx
e(L/I(J |)-_|I(x|
d(L/K,|-|) est le défaut de L/K, i.e.,
[L: K(T)"]

d(L/K,|-|) =

e(L/K,|-|)..L : K(T)]

pour T € L avec |T| = 1 et résiduellement transcendant [Mal, corollaire
1,§1.4.2].
11 suit de (2), (3), (4) que

6) [(LK,|-1:)": (K(2),]-1:)"] = (LK, |- |:)" : (K(Z:), |- [:)"].

Soient |- |1,]|25--+,|1ss]* |s+1s---5] " |s+s les valeurs absolues de LK

qui prolongent la valeur absolue de Gauss sur K(Z) associée & Z et |- |.
On a

s+s’
(7) [LK : K(Z) > Y [(LK,|-1)" : (K(2),] 1))

=1

(en fait on a une égalité, [Mal, § 1.2, corollaire 2 de la proposition 5]). Il
suit de (1), (2), (6) et (7) que s’ = 0. Ainsi 3) est montré en utilisant la
ProposiTION 2, §1.3. -

COROLLAIRE 2 [La 2]. — Soient (L/K,|-|) un corps de fonctions
d’une variable valué tel que L/K soit un corps de fonctions d’une variable.
On suppose les propriétés suivantes satisfaites.

1) Le corps des constantes de L/K est K, celui de L/K est K.

2) genre (L/K)= genre (L/K).

3) e(L/K,|-|) = d(L/K,|-|) = 1. Alors (L/K,|-|) satisfait les
propriétés i), ii), iii), du THEOREME 1.

Démonstration. — Par la proprosition 6, § 7.1 de [Ma2], le corps de
fonctions valué (LI? / K, | - |) satisfait 1), 2), 3). On conserve les notations
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de la démonstration du THEOREME 1, iii) implique i), ainsi il existe T' €
LK qui définit une réduction analytique r : C L — € ou € est irréductible.
11 suit de 3) que X(OCL?) = x(O¢) ou OCL? (resp. Og¢) est le faisceau
structural de C, » (resp. £), x est la caractéristique d’Euler-Poincaré, on
a donc 1-genre (L/K) = dimg HY(€,0¢) — dimg H'(€,O¢). Soit &' la
normalisation de £, on a £’ = Cf, par 1) HY(€,0¢) = H°(£',0¢/) = K,
par 2) on déduit que dimy H'(£,0¢) = dimg H' (€', O¢), ce qui montre
que & est régulier.

Soit z € C, (quelconque), y1,¥y2,.--,Yo € CL;(; les points de CL}? au-

dessus de z; par la PROPOSITION 3, il existe h; € LK tel que vy, (h;) <0,
vy, (hi) = 0 pour j # i et

r(E—-r(y))={2€C,; hi€Oc o et |hi(z)| < 1}

Aiunsi §), €), ¢), de la démonstration de la partie iii) implique i) du
THEOREME 1 montrent qu’il existe T' € L satisfaisant la propriété i) du
THEOREME 1.

Remarque. — La démonstration de E. LAMPRECHT dans le cas ol le
corps K est muni d’une valeur absolue discrete s’adapte pour démontrer
le CorOLLAIRE 2. En revanche cette technique ne pourrait, & notre avis,
conduire au THEOREME 1.

3. Prolongement de la valeur absolue de Gauss
et propriété de Skolem

Définition 3. — Soient (K,|-|) un corps valué, K le complété de
K, K®# 1a cloture algébrique de K X une variété algébrique sur K,
géométriquement irréductible, F = { f1, .., fr} une partie finie de R(X),
Panneau des fonctions rationnelles sur X ; i.e., R(X) = lim Ox(U) ol la
limite inductive est prise sur tous les ouverts non vides. Si x € X est un
point (fermé), on désigne par f;(x) 'image de f; dans K(x) - Ox /M.
Soit

déf

UF)={ye Xz €O0xw e |fiy)<lpourl<i<r}

( K) ’ f T
ou | - | est 'unique valeur absolue de

OX ~,Y
= déf (K)
K(y) = ——
ml‘l
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prolongeant celle de K , fi(y) est l'image canonique de f; dans K (),
et X R désigne la variété algébrique sur K obtenue par extension des

scalaires a K.

Alors on dit que le triplet {(K,|-|); X (®) F} satisfait la propriété de
Skolem (locale) si U(F) = @ ou si U(F) # 0 implique qu’il existe z € X
(un point fermé) tel que f;(z) soit entier sur K pour 1 <i < r (K° est
Panneau de valuation de K); cette derniére condition veut aussi dire que
lo(fi(z})| < 1 pour tout K-homomorphisme o : K(z) — — K®& (ol |- | est
I'unique valeur absolue de K K2le prolongeant celle de K ); elle veut aussi
dire que tout point de X = (R) U -dessus de z est dans U(F).

On dit que le couple {(K,|-|); X} satisfait la propriété de Skolem
(locale) si pour toute partie finie F de R(X) le triplet {(K,|-|); X; F}
satisfait la propriété de Skolem.

On dit que (K, | - |) satisfait la propriété de Skolem (locale) si pour toute
variété X géométriquement irréductible, le couple {(K, |-|); X} satisfait
la propriété de Skolem.

Remarque. — La notion de propriété de Skolem est en général utilisée
et définie comme une notion globale, i.e., c’est une propriété satisfaite par
I’ensemble des valeurs absolues d’un corps K sauf pour une partie finie de
l’ensemble [Ro2], [Ru], [Ca, Ro].

Les propositions qui suivent sont élémentaires, en revanche le théoreme
est loin d’étre facile.

PROPOSITION 4. —  Soient (K,|-|) un corps valué, X une variété
algébrique, géométriqguement irréductible, S = {y € X; |-| admet un
unique prolongement ¢ K(y) = Ox ,/My}; on suppose que S est dense
dans X (R) Pour la topologie induite sur X %) bar celle de KL (clairement
S s’injecte dans X (®) ). Alors le couple {(K, | -|); X} satisfait la propriété
de Skolem locale. (Voir [Pz, § 3, Corollaire 1]).

PROPOSITION 4. —  Soient (K,|-|) un corps valué, C une courbe
projective, non singuliére, géométriquement irréductible sur K, de genre
zéro. Alors {(K,|-|); C} satisfait la propriété de Skolem (locale). (Voir
[Pz, § 3, Proposition 7]).

COROLLAIRE 1. — Soient (K,|-|) un corps valué, X une variété
algébriqgue sur K, birationnelle ¢ A% . Alors le couple {(K,|-|); X}
satisfait la propriété de Skolem (locale). (Voir [Pz, § 3, Proposition 6]).

COROLLAIRE 2. — Un corps (K, |-|) hensélien satisfait la propriété
de Skolem (locale). (Voir [Pz, § 3, Corollaire 2]).
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THEOREME ([Ru], [Ro2], [Mo-Ba, Szp], [Mo-Ba]). — Soit K un corps
valué avec une valeur absolue ultramétrique discréte (i.e., |K*| ~ Z) dont
le corps résiduel K est algébrique sur un corps fini. Alors (K,|-|) satisfait
la propriété de Skolem (locale).

PROPOSITION 5. — Soit (K, |-|) un corps valué. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.
i) Le corps valué (K, |-|) satisfait la propriété de Skolem,
ii) pour tout corps de fonctions d’une variable L/K dont le corps
des constantes est purement inséparable sur K, le couple {(K,|-|); Cr}
satisfait la propriété de Skolem.

Démonstration. — On a clairement i) implique ii). Montrons ii)
implique i). Soient X une variété algébrique sur K, géométriquement
irréductible, F = {f1, ..., fr} une partie finie de R(X) telle que U(F) soit
non vide; il s’agit de montrer que {(K,|-|); X ; F} satisfait la propriété
de Skolem. Soit Y un ouvert non vide de X tel que fi,...,f, soient
réguliers sur Y, il est équivalent de montrer que {(K, |- |); Y ; F} satisfait
la propriété de Skolem (COROLLAIRE 1 du LEMME 2). On a U(F )ﬂY( i 0
(LemME 2,1)), il existe z € U(F) N Y(ﬁ)
(LEMME 2,2)).

Par le LEMME 3 ci-apres il existe un fermé Z de Y géométriquement
irréductible, avec y € Z et dimZ = 1. Soit L = R(Z) (Z est muni
de la structure réduite induite), le corps des constantes de L est alors
purement inséparable sur K [Gro, chapitre IV, proposition 4.5.9, p. 62].
Soit g; la restriction de f; & Z. Comme {(K,|-|); CL; 91,---,9r} satisfait
la propriété de Skolem, il suit du COROLLAIRE 1 du LEMME 2 que
{(K,|-1); Z; g1,---,9r} satisfait la propriété de Skolem. Ceci veut dire
qu’il existe z € Z tel que g; € Oz, et que |6(g9i(2))] < 1 pour tout
K-homomorphisme o : (Oz./M,) — K*&. Comme (Oz./M,) =
(Oy,. /M) il suit que {(K,|-|); Y; f1,f2,... fr} satisfait la propriété
de Skolem.

LEMME 2. — Soient (K, |- |) un corps valué, X une variété algébrique
sur K, géométriquement irréductible, F = { f1, fa,. .., fr} une partie finie
de R(X). On suppose U(F) non vide. Alors :

1) L’ouvert U(F) est Zariski dense dans X (B

2) De plus, il existe un pointy € X (R) qui est au-dessus d’un point
(fermé) de X.
Démonstration.
1) Soit Z un fermé de Zariski de X(ﬁ) avec U C Z (ou U = U(F)).

au-dessus d’un point y de Y
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Ainsi Upeq est ouvert affinoide de Z2" (pour les structures réduites) et
on a dimU < dim Z*",dim Z®" = dim Z. [Fr, Théoréme 2, p. 118]. Soit
z€U,ona

dimOU@ = dimoXa}\ x = dimOx ~,x = dim X
(K) (K)

R = dim X
(parce que X (R est irréductible); d’autre part dim Oy, < dimU. 1l suit
donc que dim Z > dim X (R Ce qui montre que Z = X (R) Puisque X (R)
est irréductible.
2) On peut supposer X réduit (donc intégre). Il existe un ouvert affine

Y de X non vide tel que f; soit régulier sur Y. Par 1) ona U N Y(}?) #0,
ce qui montre qu’on peut supposer X = SpmA et f; € A. Il existe
Ty, Ts,...,T, € A, algébriquement indépendants sur K (n = dim A),
P e K[T| = K[Th,...,T,),P # 0,a € A tels que a soit entier sur K[T]
et que A[P~1] soit entier (purement inséparable) sur K[T, P!, a]. Par 1)
il existe zo € U et P ¢ M,, ou M, est le maximal de A @k K associé
a ZXg. . . .

Soient ¢ : AQ K — K€ un K-homomorphisme tel que ker p = 9,

uo+wZ+ -+ up_1Z2™ + Z™ = irr(a, K(T), Z)

(on a u; € K[T]). Comme ¢(P) # 0, quitte & changer P en AP* on peut
supposer que |p(P)| = 1.
Il existe des entiers g, r tels que (P f;)? € K|[T,a] et donc (P"f;)? =

Z;"z';)l v;ja’ avec v;; € K[T). Soit € > 0 tel que

e max{1, [p(vij)|, lp(a’)]} < 1.
Il existe £1,...,&, € K8 tels que

lo(vij) = vii ()] < & |o(P) = P(€)| <1, lp(ur) — ur(€)l lo(a)'| < ™.
Alors il existe a € K218 tel que 3, ux(£)a’ = 0 et |p(a) — a| < €2.

Il existe un K-homomorphisme v : K[T][a] — K*& c K®% avec
Y(Ti) = & et Y(a) = a, il suit que [Y(P)| = 1 et que |[Y((PTf;)?)| <
1. Comme A est entier sur K[T][a], ’homomorphisme v admet un
prolongement & A toujours noté ¢ et on a [¢(f;)| < 1. Ainsi ker(y ® 13)
est un point de U au-dessus d’un point de X.

COROLLAIRE 1. Soient (K,|-|) un corps valué, X une variété
algébrique sur K, géométriguement irréductible, Y un ouvert non vide de
X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) {(K,|-]); X} satisfait la propriété de Skolem,
ii) {(K,|-|); Y} satisfait la propriété de Skolem.
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Démonstration.
i) implique ii). Soient f1, f2,..., fr € R(Y) = R(X) tels que

V={ye¥z) fi €Oy yetfily) <1, pour 1<i<r)

soit non vide. Il existe g1, g2, ...9s € R(X) tels que

z2¥zeX; g,€0x,,1<i< s}

soit non vide et contenu dans Y (bien entendu Z est ouvert). Par le
LeEMME 2.1 il existe yo € V N Z3; soit m € K avec |9:(yo)| < |x|- Soient
hi =11 gs,
def
U= {:E €X; fi € Ox,z, hj € OX,m |f1(.'l,‘)| <1, h](.’l))l <1
pour1<i<r, 1<j<s}

OnaU C Z(,’g),yo € U, ainsi par i) il existe z € X tel que f; € Ox ¢, h; €

Ox ; et pour tout K-homomorphisme o : K(z) — K®& on a
lo(fi(z))] <1, |o(hj(z))]<lpour1<i<r,1<j<s.

Or z € Z C Y, ce qui montre ii).
ii) implique i) : résulte clairement de la partie 1) du LEMME 2.

COROLLAIRE 2. — Soient (K,|-|) un corps valué, X une variété
algébrique sur K, géométriguement irréductible,

S={ze X(}?) tel qu’il existe un point (fermé) de X au-dessous de z}.

Alors S est dense dans Xz, (pour la topologie de X, -, induite par celle

N (K) (K)
de K). (Voir [Pz, § 3, Corollaire 1]).
LEMME 3. — Soient K un corps infini, X une variété algébrique

sur K, géométriguement irréductible, avec dimX > 1 et x € X un point
fermé. Alors il existe un ferméY de X, de dimension 1, géométriquement
irréductible, avec x € Y.

Démonstration. — Soit n = dim X, si n = 1 il n’y a rien & montrer.
Supposons n > 2.

a) Supposons X affine, et le lemme montré pour les variétés Z avec
dimZ <n-1.
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Soient P O X une variété projective dont X est ouvert dense, 7 : P! —
P la variété obtenue en faisant éclater le point {z} [Gro, chapitre II,
définition 8.1.3, p. 153]. Comme 7 est projectif (idem définition 8.1.3),
on a P’ qui est projectif. Comme 7 est birationnel [Gro, chapitre II,
proposition 8.1.4 ii), p. 154] on a P’ qui est géométriquement irréductible.
Enfin 7-}({z}) est un fermé de P’ avec dim7m~!({zr}) = n — 1 [Gro,
chapitre IV, lemme 19.4.2, p. 198].

Soient f : P’ — P¥ une immersion fermée, Gr(1,N) la Grassman-
nienne des hyperplans de P¥. Il existe une partie S de Gr(1,N)(K),
Zariski dense dans Gr(1, N) telle que pour tout V € S, le fermé f=1(V)
de P’ soit géométriquement irréductible [Jo, corollaire 6.113, p. 89]. Il suit
de cela qu'il existe V € Gr(1, N)(K) avec

0# ' V)na i({z}) S (V) et dim(f'(V))=dimP' -1

Comme 7 est projectif, donc fermé, on a w(f~1(V)) qui est fermé;
comme 7 : P’ — 7 1({z}) — P — {z} est un isomorphisme il suit que
7n(f~1(V)) est géométriquement irréductible de dimension n — 1 et que
z € w(f~Y(V)). Cela implique que 7(f~}(V)) N X est un fermé de X
contenant z, géométriquement irréductible et de dimension n — 1. Ainsi
par notre supposition ), il existe un fermé Y de (f~!(V))NX, contenant
z, de dimension 1 et géométriquement irréductible. Ce qui montre «).

B3) Le cas général. — Soit z € U C X un ouvert affine, par «) il
existe £ € Z C U un fermé de dimension 1, géométriquement irréductible.
Il suit que Z I'adhérence de Z dans X satisfait le lemme.

THEOREME 2. — Soient (K,|-|) un corps valué, L/K un corps de
fonctions d’une variable dont le corps des constantes K, est purement
inséparable sur K,Cy, 'unique courbe sur K, non singuliére projective telle
que R(Cr) = L. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Le couple {(K,|-|); CL} satisfait la propriété de Skolem (locale).

ii) Pour toute valeur absolue |-|, sur L, prolongeant |-|, telle que
(L,|-1)/(K,|-]) soit un corps de fonctions & une wvariable, il existe
T € L — K; tel que |-|; soit l'unique prolongement & L de la valeur
absolue de Gauss sur K(T) associée ¢ |-| et ¢ T.

ili) Pour toute famille {|-|;}1<j<s de valeurs absolues sur L prolon-
geant | - |, telle que (L,|-|;)/(K,|-|) soit un corps de fonctions d’une va-
riable, il eriste T € L — K; tel que {|-|j}1<;j<s soient ezactement les
prolongements & L de la valeur absolue de Gauss sur K(T) associée d | - |
etaT.

Démonstration.
i) implique ii). Soit Z; € L — K; tel que | - |; soit un prolongement &
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L de la valeur absolue de Gauss sur K(Z;) associée a |- | et & Z;. Soient
T CZ“g — £ la réduction analytique associée & Z; (§1.2, proposition 1),
&1 la composante irréductible de £ correspondant | - |;.

Soient R (resp. Ry) la cloture intégrale de K[Z] (resp. K[Z,)]) dans L
(resp. LK ). Notons RK la sous-K -algebre de LK engendree par R; c’est
aussi (R®x K )rea. Comme Fr(RK) = Fr(R;) il existe P € K°[Z,] tel que
RK[P~!] = Ry[P~!] et P # 0. Soient U = U(Z;), on a By = Og(r(U))
et donc R1[P ~'] = R[P ] = Og(r(U))[P ] (§1.2, PROPOSITION 1).

Soit W un ouvert principal non vide de r(U) avec W C D(P) N &;.
Ainsi il existe f € R avec ||f|| =1 et W = D(f). On a donc

TW)={yeCz; [T 21 €0c ulf W < L1Z1(W)| <1}
Comme r~}(W) #0, et C, o = (((CL) 2\ )red)’, il existe x € Cr, avec
LK (K)

Fh21€0c,z, lo(f (@) <1, |o(Zi(2)) <1

pour tout K-homomorphisme o : K(z) — K#8_ Cela veut dire que pour
tout y; € C 17 au-dessus de z on a

42, €0c ~y,
LK

et 1F 7 (wa) < 1, [Z(wo) < 1, ey g € F1(W).

Ainsi ii) du THEOREME 1 est satisfait pour (L/K,|-|1). Il suit donc
de ce méme théoréme qu'’il existe T € L — K; tel que |- |; soit I'unique
prolongement & L de la valeur absolue de Gauss sur K(T') associée 4 | - |
etaT.

ii) implique iii) n’est autre que le THEOREME 1 et son COROLLAIRE 1.
iii) implique i). Soient fi, f2,...,fr € L, on suppose qu’il existe
Z € (CL)(I?) tel que f; € OCL(;)’Z et [fi(z)]<lpour1<i<r.

Soient U = {y € C,»; fi € OCL;,y»Ifi(y)l <1,pour 1l <i<r}
Comme C, » = (((CL)(I?)),ed)', i.e., la normalisation de ((CL)(ﬁ)),ed il
suit de ce qui précéde que U # 0. Ainsi U est un admissible non vide de
(€)™ (cf. §1.1. 2) SiU = C, & la propriété de Skolem est satisfaite pour
le triplet {(K, |- [);C, %5 fi, f2, ., fr}; sinon 'admissible U est affinoide
(¢f. §1.1.2), ce que l'on supposera désormais.

Chaque composante irréductible de U° (la réduction canonique de U )
définit une valeur absolue |- |; sur L telle que (L,]|-|;)/(K,]|-|) soit un
corps de fonctions d’une variable (§1. 2 propos1t10n 1). Soit {|-|;}1<j<s

cet ensemble de valeurs absolues, | - || max] | -|;, on a donc || f;]| < 1.
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Par iii) il existe T € L — K tel que {|-|;}1<j<s soient exactement
I’ensemble des prolongements & L de la valeur absolue de Gauss sur K (T')
associée & |-| et & T. Il existe P;(T) € K|T] tel que P;(T)f; soit entier
sur K[T] et que ||P;(T)|| = 1. Soient r : Cz’;? — & la réduction analytique
associée a T' (§1.2, proposition 1), P =[], P;

= ~ - <
UT)={yeC,;; Te€ Oc“(,y et |T(y)| <1},
D(P) I'ouvert principal de (U (T)) associé a P. Alorson a r~Y(D(P)) # 0,
fi € OCL?'y et |fi(y)| < 1 pour tout y € r~1(D(P)).

Soit £; la composante irréductible de £ qui correspond a L | -], on a
E1ND(P) # B, soit W un ouvert non vide £ avec W C £ N D(P). Comme
iii) est satisfait pour {|- |1} il suit que i) du THEOREME 1 I’est aussi, donc
iii) du THEOREME 1 est vérifié. Donc il existe z € Cy, tel que pour tout
Yi € C 7 au-dessus de z, on ait y; € 7~ (W) C r~'(D(P)). Ceci veut
dire que f; € O¢, , et que |o(fi(z))| < 1 pour tout K-homomorphisme
o:K(z) - K8,

Il suit que la famille {(K,|-|); Cr; fi,.-., fr} satisfait la propriété de
Skolem (locale). Ainsi i) est montré.

COROLLAIRE 1. — Soit (K,|-|) un corps valué. Alors les propriétés

sutvantes sont équivalentes.

i) Le corps valué (K, |-|) satisfait la propriété de Skolem (locale),

ii) pour tout corps de fonctions & une variable L/K dont le corps
des constantes est purement inséparable sur K et pour toute famille
{l - l;}1<j<s de valeurs absolues sur L prolongeant | - |, telle que le quotient
(L, - 1;)/(K,|-]) soit un corps de fonctions a une variable, la propriété
ii) du THEOREME 2 est satisfaite.

Démonstration. — C’est le THEOREME 2 et la PROPOSITION 5.

COROLLAIRE 2 [Ma, Oh]. — Soient (K,|-|o) un corps valué, K(X)
le corps des fractions rationnelles o une variable sur K,|-| une valeur
absolue sur K(X) qui prolonge | - |o et telle que (K(X),|-|) soit un corps
de fonctions d’une variable sur (K, |- |o). Alors il existe T € K(X)—K tel
que | - | soit Uunique prolongement ¢ K(X) de la valeur absolue de Gauss
sur K(T) associée ¢ T et |- |o-

Démonstration. — C’est une conséquence du COROLLAIRE 1 de la
PropPOSITION 4 et du THEOREME 2.

Remarque 1. — Soit g > 1 un entier. Alors il existe un corps valué
(K,]-]) et une courbe C projective non singuliére, géométriquement
intégre sur K telle que {(K,|-|); C} ne satisfasse pas la propriété de
Skolem.
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Rappelons tout d’abord qu’une courbe de genre zéro satisfait la pro-
priété de Skolem (ProposiTION 4’, §3). La construction d’un corps valué
(K,|-|) et d’une courbe C sur K qui ne satisfait pas la propriété de Skolem
nous a été suggérée par M. RAYNAUD et aussi aimablement commentée
par L. MoRET-BAILLY. Dans [Pz], §4, il y a une démonstration compléte
de cela.

Pour ¢ = 1 nous pouvons présenter ’exemple. Soient K = C(t) le
corps des fractions rationnelles sur le corps des complexes, | - | une valeur
absolue sur K défini par 0 < [t| < 1 et |A\| = 1 pour tout A € C — {0},
K° I'anneau de valuation de (K, |-|), kK = C le corps résiduel de (K, |-|)
(bien entendu le corps résiduel n’est pas algébrique sur un corps fini : cf.
théoréme [Ru], [Ro2], [Mo—Ba, Szp], [Mo—Ba]).

Soient

K[X,Y, Z]

A=z xX(x-2) (X = t2))

= K°[z,y,2],

la K°-algebre graduée par degz = degy = degz = 1, ¥ = Proj A,
Xk = Proj(A ®ko K) (la fibre générique de X), Xy = Proj(A ®ko k) (la
fibre spéciale de X). Il existe un point fermé a € X tel que {a} # XxN{p}
pour tout point fermé p € Xk (ici {p} désigne ’adhérence de {p} dans X).

Expliquons briévement l’existence de a € Xj. Par un théoréme de
LANG-NERON [La, théoréme 2, p. 139] on sait que X x(K) est un groupe
de type fini (X  est une courbe elliptique), donc dénombrable. Par ailleurs
X (k) est un groupe non dénombrable puisque quotient de C par un réseau
(X est une courbe elliptique). L

Ainsi il existe a € Xk(k) tel que {da} # Xi N {p} pour tout point p
de X(K) et pour tout entier d > 1 (da signifie 'addition dans la courbe
elliptique X ). Alors en utilisant que X i et X sont des courbes elliptiques
on peut montrer que {a} # X4 N {p} pour tout point fermé p de X . Le
point a de X(k) a pour coordonnées projectives [u,v, 1], u,v € C; soient
fi =t (z"lz —u), f = t71(27ly — v), on a donc f; € R(Xk) pour
¢ = 1,2, alors on peut montrer que {(K,|-|); Xk ; f1,f2} ne satisfait
pas la propriété de Skolem; sinon il existerait un point fermé g € X avec
{a} = xx N {q}.

Cela se traduit en termes de prolongement de la valeur absolue de
Gauss. Soit T' = f; € L = R(Xk), alors la valeur absolue de Gauss sur
K(T) associée & T et a |-| admet exactement deux prolongements 3 L
que l'on note || et | - |s.

Ce qui précede montre qu’il n’existe pas 77 transcendant sur K tel que
|- |1 (resp. |- |2) soit I'unique prolongement & L de la valeur absolue de
Gauss sur K(T}) associée a Ty et a |- |-
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Remarque 2. Les notions “Trdge” chez E. LAMPRECHT et P. ROQUETTE
[La2], [Rol]. —

Soient (L/K,|-|) un corps de fonctions d’une variable muni d’une
valeur absolue discrete (i.e., |[L*| ~ Z) tel que L/K soit un corps de
fonctions d’une variable.

Selon LaMPRECHT [La2], (L/K,|-|) satisfait la propriété “Trige” s’il
existe T € L — K avec |T| = 1, T résiduellement transcendant sur K et
[L:K(T)]=I[L:K(T).

Selon RoQUETTE [Rol], (L/K,| - |) satisfait la propriété “Irige” si pour
tout sous-K-espace vectoriel £ de L de dimension finie on a dimg F =

On peut montrer que “Trage” selon LAMPRECHT implique “Trige”
selon ROQUETTE. En revanche 'autre implication est fausse. En effet le
corps des fonctions (L/K,|-|;) de la REMARQUE 1 satisfait la propriété
“Trage” selon ROQUETTE et non celle selon LAMPRECHT.

En revanche si {(K,|-|); Cr} satisfait la propriété de Skolem (locale)
les deux notions de “Trage” sont équivalentes.
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