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FONCTIONS L ^-ADIQUES, THÉORIE D'IWASAWA ET POINTS
DE HEEGNER

PAR

BERNADETTE PERRIN-RIOU (*)

RÉSUMÉ. — On interprète (en partie conjecturalement) en termes de modules d'iwasawa
et de leurs séries caractéristiques le lien existant entre points de Hecgner et dérivées de
fonctions L. En appendice, on étudie la variation par isogénic de la fonction L /sadique
algébrique.

ABSTRACT. - Wc give (al least conjecturally) thé relation bctween Hcegncr points and
derivatives of L functions in icrms of Iwasawa modules and charactcnstic séries. In thé
appendix, we study thé variation by isogeny of thé algebraic /?-adic L function.

Soit £ une courbe elliptique définie sur 0 et k un corps quadratique
imaginaire. Dans le cas où E est modulaire et sous certaines hypothèses
sur le conducteur de £, Heegner a construit des points de E rationnels
sur k. Dans le cas où E(k) est de rang 1, Birch et Stephens ont observé
que l'indice des points de Heegner dans E(k) est essentiellement la racine
carrée du cardinal du groupe de Tate-Shafarevitch. Ce fait empirique se
déduit maintenant de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer grâce au
théorème de Gross et Zagier. Nous cherchons ici à donner une explication
de ce fait en termes de théorie d'iwasawa, ce qui fait apparaître de manière
déterminante la Zp-extension de k qui est diédrale sur 0.

Dans un premier paragraphe, nous énoncerons nos conjectures et les
théorèmes montrés dans le reste du texte. Dans le second paragraphe,
nous appliquerons les idées de [9] à l'étude de la fonction L /sadique
algébrique au voisinage d'une Zp-cxtcnsion où elle est nulle. Dans le
troisième paragraphe, indépendant du précèdent, nous construirons un
module d'Iwasawa associé aux points de Heegner et qui intervient dans
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400 B PERRIN-RIOU

les conjectures et nous montrerons en particulier qu'il est soit nul, soit
libre de rang 1 sur l'algèbre d'Iwasawa de l'extension diédrale de k. Enfin,
dans le dernier paragraphe, nous compléterons les démonstrations des
énoncés du paragraphe 1. Auparavant, nous avons réuni dans un
paragraphe 0 un certain nombre de définitions et notations. Dans l'appen-
dice. nous étudierons la variation de la fonction L p-adique algébrique par
isogénie.

L'idée de la construction du module d'Iwasawa associé aux points de
Heggner revient à B. Mazur (cours à Harvard en 1982-1983), [8]). Je tiens
d'autre part à remercier J. Coates pour son constant encouragement.

PLAN

0. Quelques notations et définitions.

\. Énonce des résultats et conjectures.

2- Théorie d'Iwasawa.
2 . 1 . Situation étudiée.
2.2. A-modules, nonnes universelles, groupes de Selmer.
2. 3 Hauteurs /sadiques attachées à un caractère de 0{F D^ ).
2.4. Groupes de Selmer ci séries caractéristiques.

2. 5 Conséquence sur le module de torsion de Sy{D^}.
2.6. Cas où la courbe £ est définie sur 0.

3. Points de Heegner et Zy-extensions.
3 . 1 . Généralités
3 2 Zp-extcnsions et corps de classes.
3.3. Points de Hecgncr relatifs à la Zy-cxtcnsion D^lk.
3.4. Modules d'Iwasawa associés aux points de Heegner.

4. Fin des démonstrations.

Appendice Variation de la fonction L /sadique algébrique par isogénie.

0. Quelques notations et définitions

Si G est un Z^-module, on note Aç son algèbre de groupe

AG=Z,[[G]]=limZ,(Gl/]

où la limite projective est prise sur les sous-groupes ouverts U de G. Si M
est un A(,-module, on note M° (resp. M^) le plus grand sous-Zp-module
(resp Zy-moduïe quotient) de M sur lequel G agit trivialement. Le dual
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THÉORIE D'IWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 401

de Pontryagin de M est noté M :

M=Hom^(M,Q^).

Enfin, on notera M le Aç-module dont le Zp-module sous-jacent est celui
de M et tel que l'action de G soit

g.m=g^lm.

II existe un Zp-homomorphisme naturel de Aç dans l'espace des fonctions
définies sur les caractères de G (à valeurs dans Z^) et à valeurs dans Zp
prolongeant

^eGh-»((p^(p(^)).

L'image de Aç est l'algèbre d'Iwasawa Iw(G) de G sur Zp. Si G est
isomorphe à Z^, Aç et Iw(G) sont isomorphes. Lorsque G est le groupe
de Galois d'une extension L/F, on notera

^L/F = Aç ̂ F)
Iw(L/F)=Iw(G(L/F)).

Soit F un corps de nombres. Si v est une place de F, le complété de F
en v est noté Fp, le corps résiduel de Fy est noté Fy. Si L est une extension
(finie ou non) de F, on désigne par Ly la réunion des complétions des Fy
pour F' extension finie de F contenue dans L.

Soit £ une courbe elliptique définie sur F. Si v est une place de F où £
a bonne réduction, on note par Ëy la courbe réduite de £ module i?.

Finalement, définissons les groupes de Selmer. Le groupe de Selmer de
£/L relatif à p" est défini comme le noyau des homomorphismes de
restriction

0 - S (L)^ - H1 (L, £^) ̂  fiH l (L- £)-

On définit de même le groupe de Selmer Sp(L) de £/L relatif à p^ :

0 - S,(L) - H1 (L, £^) - ri^ (L^ £)-

On définit à partir de ces groupes de Selmer des Zp-modules compacts :
si L est une extension finie de F, notons Sp(L) la limite projectivc des
groupes de Selmer S (L)^\ les homomorphismes de transition étant induits
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402 B. PERRIN-RIOU

par la multiplication par p. Si L est une extension de F, notons § (L) la
limite projective des S p ( F ) où F parcourt les sous-extensions finies de
L / F et où les homomorphismes de transition sont induits par la corestric-
tion (norme). Ce dernier Zp-module sera essentiel ici.

Si L/F est une extension finie de corps, on notera tr^ la trace de L/F.
Enfin, si a et b sont deux éléments non nuls d'un anneau tels que a=ub

avec u unité, on écrira a^b. On utilisera la même notation pour désigner
un quasi-isomorphisme (c'est-à-dire à noyau et conoyau finis).

1. Enoncé des résultats et conjectures

Soit k un corps quadratique imaginaire et p un nombre premier impair.
Il existe une unique extension k ^ d e k dont le groupe de Galois est
topologiquement isomorphe à Zp. L'action de l'automorphisme non trivial
T de G(k/Q} sur le groupe de Galois de k ^ / k décompose ce groupe en
somme de deux sous-espaces propres pour les valeurs propres -h 1 et — 1
et met donc en évidence deux Zp-extensions particulières : la Zp-extension
cyclotomique C^ de k et la Zp-extension diédrale D^; cette dernière peut
être définie comme l'unique Zp-extension de k galoisienne sur Q et dont le
groupe de Galois sur Q est pro-p-diédrale.

D'autre part, soit £ une courbe elliptique définie sur Q ayant bonne
réduction ordinaire en p. Soit S p ( k ^ ) le groupe de Selmer de E sur k^
relatif à p®. Son dual de Pontryagin S p ( k ^ ) est un A^/o-module de type
fini compact. Considérons les deux hypothèses suivantes :

HYPOTHÈSE (»). - Le \^,^module S p ( k ^ ) est de torsion.

HYPOTHÈSE ( * * ) Pour toute extension finie k ' de k contenue dans k y ,
le A^ c^ ^'module ^p(^ 'C^) est de torsion.

L'hypothèse (**) implique l'hypothèse (*). Nous ne ferons pour
l'instant que l'hypothèse (*) qui est fondamentale. Nous aurons besoin
de l'hypothèse (**) un peu plus tard. Remarquons qu'il est montré que
si la hauteur/>-adiquc relative à l'extension cyclotomique est non dégénérée
sur Sp(U le A^ ̂ -module Sp(C^) est de torsion.

Nous sommes intéressés ici par la série caractéristique ^ y ( E i k ^ ) de

Sp(ic^) en tant que A^^-module. C'est une fonction d'ïwasawa sur le
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THÉORIE D'IWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 403

Zp-module A(k^/k) des caractères continus de ©=G(k^/fe) à valeurs dans
Zp^; elle n'est définie qu'à une unité près. La restriction de JSf ( E / k ^ ) à
^(DJk) est la série caractéristique de Sp(D^) en tant que Ap /k-1110011!®
(paragraphe 2). De plus, au moins dans le cas où £ a multiplication
complexe par un corps quadratique imaginaire et sous l'hypothèse (^^)
(mais cela reste certainement vrai dans le cas général), if p ( E / k ^ ) vérifie
une équation fonctionnelle au sens suivant. Soit v (resp. p) un caractère
cyclotomique (resp. diédral) c'est-à-dire dont le noyau est G(k^/C^) (resp.
G(kJD^)) et soit i l'involution de îw(kjk) défini par

.WpW^p6).
Alors, il existe un représentant ^ p ( E / k ^ ) de la série caractéristique véri-
fiant

.^(£/^y=c^(£//cJ

avec £ p = ± l . En particulier, si £ p = = — l , la restriction de ^ p ( E / k ^ ) à
A(D^/k) est nulle et Sp(D^) n'est pas de A^ ^- torsion.

Exemples 1. — On montrera en utilisant les tables de [1] dans le
paragraphe 2.6 que :

£: y^x^x, k=Q(yT7), £ i3=c^= î

£: y^x^x, k-Q{^1), £5=-!

£: y^x^x, k=Q(^TT), e5=c,3=c^=l

k=Q(^T3), c ,=e^=-l

k=Q(^3), e5=c, ,=- l .

Pour les courbes précédentes, si l'on suppose que le groupe de
Shafarevitch-Tate de £ sur k est fini, la valeur de Cp est en fait indépendante
de p pour tout nombre premier p ordinaire pour £: d'autre part, toujours
pour les exemples précédents, on montrera que S y { D ^ ) est de rang 0 si
c^s= 1 et de rang 1 si e^= — 1.

Nous aimerions montrer que, de manière générale, c^ est en fait égal au
signe £3, de l'équation fonctionnelle complexe c'est-à-dire que

Cp=^=-cW
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404 B. PERRIN-RIOU

si N est le conducteur de £ et e le caractère quadratique associé à
l'extension quadratique k/Q (au moins lorsque N ne se ramifie pas dans k).

Revenons à la situation générale. Dans le cas où Sp(D^) n'est pas de
Ap^-torsion, il est intéressant de donner une interprétation de la dérivée
de ^ p ( E l k ^ ) dans la direction de D^. Par un raffinement des méthodes
de [9], dans le cas où £ est à multiplication complexe, on reliera au
paragraphe 3 cette dérivée à la série caractéristique ^ p ( E / D ^ ) du A^^-
module de torsion de S p ( D ^ ) . Énonçons le théorème obtenu dans ce cas
particulier. Nous définirons une forme bilinéaire sur Sp(D^) à valeurs
dans l w ( D ^ / k ) attachée à tout caractère v^ de G{kJD^) à valeurs dans
ly on la note « , »^ y

Plus précisément, soient x=(x^) et v==(jn) deux éléments de § p ( D ^ )
Posons

^Z»^. P=(rï777l^. ̂ (D^)<5^ 0'"\.. p S t ~ 1 ]
\ l1'» • M /n

où v, est un caractère de G ( k ^ / D ^ ) dont la restriction à G(kJD^} est v^
et où < , >^ p est la hauteur p-adique attachée à £ et à v^. On vérifie
que ceci est bien un élément de A^ ^ et donc de îw{D^/k).

THÉORÈME 1. — Soit TQ le rang des normes universelles de 5p(k) dans
S p ( D ^ ) . Pour tout caractère p de ^ ( k ^ l k ) se factorisant par G ( D ^ / k ) et
pour tout caractère v de A ( k ^ l k ) non trivial sur G ( k ^ / D ^ ) ,

( i ) la fonction J^^/^Kv'p) a un zéro de multiplicité supérieure ou
égale à r^;

( h ) ce zéro est de multiplicité exactement r^ 51 et seulement si la forme
bilinéaire « , »^ y est non dégénérée (v^ est ici la restriction de v à
G ( k , DJ):

(ni) on a dans ce cas

l^.o^^^^^^^disc^^^ , »^,(p)^(£/DJ(p).

Supposons maintenant que £ est une courbe modulaire de conducteur
.\' c*est-â-dirc qu'il existe un morphismc 71 non trivial de Ao(N) dans £
rationnel sur Q Notons c^ la constante de Manin associée à la paramétrisa-
tion n de £ (si œ est une forme différentielle de Néron sur la courbe
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THÉORIE DTWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 405

elliptique £, n * ( û / 2 i n c ^ d z est une forme modulaire normalisée). Suppo-
sons désormais que N vérifie la condition suivante que l'on appellera
hypothèse de Heegner :

tout diviseur de N se décompose dans k.

Pour toute sous-extension finie D, de D ^ / k , on construit des points de
Heegner appartenant à E(D^). Nous construirons à l'aide de ces points
un A^ ^-module H^ (dépendant du choix de la paramétrisation n de E)
et nous montrerons.

PROPOSITION 2. — Le AO ^-module H^ est libre de rang inférieur ou
égaî à \.

Ce Ajo^-module H, est un sous-module de 5p(D ̂ ). Nous construirons
deux éléments de l w ( D ^ / k ) à partir de H^. Le premier, de nature arithmé-
tique, est la série caractéristique I ( H ^ ) du quotient de 5 p ( D ^ ) par Hg, en
tant que A^ ^-module; il est non nul si et seulement si H^ et S p ( D ^ )
sont de même rang égal à 1.

Le second élément de î w ( D ^ k), de nature analytique, est construit à
l'aide des hauteurs /7-adiques associées à £ et à un caractère non trivial
v, de G(k^ D r ) dans Z^. Notons

disc^ « , »v.. p

le discriminant de « , »^ y sur le Ap^ ̂ -module H ̂  (défini à une unité
prés) vu comme élément de Iw(D^ik).

Nous proposons alors les conjectures suivantes :

CONJECTURE A. — Sous l'hypothèse de Heegner et pour tout élément p
de A(fc, fk} se factorisant par G ( D ^ ' k )

A, ^(£^,)(p)=0

, y.(Ek,)(^) \
^^ iim.^o-^——————— ^ -T-î H, « . »v^ p(P)

S CfU

dans l'algèbre d'Iwasawa lw(Dy^') pour tout caractère v de à(k^/k) dont
là restriction \\ à Gik^ D,) est non triviale.

(2 u est le nombre de racines de l'unité de k.)
COSJKTIRI B. - Si les Ap^ t-modulcs H, et 5^(D,) sont de rang 1,

jT^(£ D,)(p)-/(H,|(pn(H,)(p-1» cjïr

•l llPTî's. W I A ViTIPTy MATHFMATÎQl F DF FRANCF



406 B. PERRIN-RIOU

dansIw(D^).
On peut aussi écrire la conjecture A 2 en utilisant les caractères finis de

G(D^/k). Soit (/!„)„ un générateur de H^ (le module H^ est construit
comme limite projective de Z^(G(D,/fe)]-modules HJ. On voit alors facile-
ment que la conjecture A 3 est équivalente à

A,(x): Hm^o^^^^^D.^yKY^ ̂ \.. p/4«2

5

pour tout caractère ^ de G(DJk) d'ordre fini (et se factorisant par
G(DJk)).

Les conjectures A et B sont essentiellement équivalentes. Malheureuse-
ment, nous ne montrerons complètement les théorèmes suivants que dans
le cas où E est à multiplication complexe et sous F hypothèse (*^), bien
que nous pensons qu'ils sont vrais dans le cas général (cela car nous
maîtrisons mal la théorie d'Iwasawa dans le cas sans multiplication com-
plexe).

THÉORÈME 3. — Si les \o^^-modules H^ et Sp(D^) sont de rang 1, les
conjectures A et B sont équivalentes.

Examinons d'un peu plus près ces conjectures. Pour montrer que A^
est vraie, il suffit de montrer que le signe €p est —1. Le signe e^ de
l'équation fonctionnelle complexe est égal à — 1 sous l'hypothèse de Hee-
gner. Malheureusement, nous ne savons pas lier £p et e^o. Rappelons
cependant que la fonction L /sadique qui interpole les valeurs de la
fonction L de E / k tordue par un caractère en s=l admet une équation
fonctionnelle dont le signe est bien e^ [10]. Cette fonction est conjecturale-
ment liée à notre fonction ^ p ( E / k ^ ) bien qu'aucune conjecture précise
n'ait été pour l'instant écrite. Nous y reviendrons à la fin de ce paragraphe.
Pour montrer que Ai est vraie, nous pouvons aussi montrer que 5p(D^)
ou H^ sont nuls {cf. exemples numériques 1). En utilisant le module H^
de Heegner, on obtient par exemple :
si E vérifie Fhypothèse de Heegner et est ordinaire en /?, si k est égal à
Q ( / — p ) et est principal alors A, est vraie car H^ est non trivial.

Ces conditions sont en fait très restrictives et excluent le cas où £ a
multiplication complexe.

Exemples 2. — Donnons pour les courbes suivantes tirées de (12] les
valeurs de p vérifiant les hypothèses précédentes

11 B ^-hv^-x^lOx-^O, p=3,43
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THÉORIE D'IWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 407

17 C y^^xy^y-x3-xî-x-\^ p=7, 19,43,67.

Nous allons maintenant étudier la consistence de ces conjectures avec
la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

THÉORÈME 4.1. — Si la fonction de Hasse-Weil L ( E / k , s) de E / k a un
zéro simple en 5= 1, la conjecture A^ est vraie,

2. Supposons de plus que E(k) est de rang 1. Alors la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer implique que la conjecture A^( l ) est vraie si 1 est le
caractère trivial de G(D^lk).

Plus précisément, notons e^ un point de Heegner sur E défini sur le
corps de Hilbert H de k. L'étude précise du module H^ et de son module
de coin variants par le groupe de Galois de DJk permet d'écrire la
conjecture A^( l ) sous la forme

A,(l): lim^o^^"^ ̂ "^-^(tr^^), tr^(^)>, ,
5

où êp désigne le facteur d'Euler de £ sur 0 en p. On montre alors que si
E(k) est de rang 1, si L ( E / k , s) a un zéro simple en s== 1 et si la p-compo-
sante du groupe de Shafarevitch-Tate ]f^(k) est finie, la conjecture A^l)
est équivalente à

[£ (fe)®, î,: Z, U^e,] - 2Wo ̂ MWW^^

avec des notations que nous allons préciser. Auparavant, rappelons que
cette formule se déduit de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer grâce
au théorème démontré par GROSS et ZAGIER [5]. Ici, WQ est le produit des
nombres de Tamagawa de £ sur Q :

Wo=rL[£(Q.)^(Q.)]-
Remarquons que la condition que la fonction L(Elk, s) a un zéro simple

en 5= 1 est équivalente au fait que tr^(e,) n'est pas de torsion.
Remarque. — Comme il a déjà été dit, nous ne montrerons ce théorème

que lorsque £ a multiplication complexe (dans ce cas, uc^ est toujours une
unité (pour p^2, 3)). Dans le cas général, i) faudrait rajouter l'hypothèse
que la hauteur p-adiquc relative à l'extension cyclotomiquc d'un point
de E ( k ) est non nulle, ce qui, dans le cas CM., a été montré par
D. BERTRAND [2].
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408 . B. PERRIN-RIOU

Donnons une conséquence de ces conjectures.

PROPOSITION 5. — Si la conjecture A est vraie, Fune des affirmations
suivantes est vraie :

ou

ou

^H/k (^i) nlest /?ûs ae torsion

^(k)(p) est infini

le rang de E(k) est strictement supérieur à 1 .

Faisons finalement quelques remarques sur le lien entre ces conjectures
et celles présentées dans [10] sur la fonction L ^-adique notée L p ( E ' k ) .
Rappelons-en rapidement la définition. Soit/la forme modulaire normali-
sée associée à £. On a donc

TT* û) = c^ 2 i nf(z) dz.
Posons

Q^gît2) ^(z^dxdy.
J^O(N)

On choisit des plongements de 0 dans Qp et dans C et on considère
abusivement un caractère d'ordre fini de G ( k ^ / k } dans Q" comme une
fonction sur les idéaux de k. La fonction L p ( E / k } est alors un élément de
d ~ 1 lw[k^fk) (pour un certain entier à de Zp) vérifiant pour tout caractère
X d'ordre fini de G ( k ^ / k ) à valeurs dans Q" (et de conducteur f )

^(£ /^(X)==X(^)Nf l / 2cx^ l^(x) |D| 1 2H-(x) L < £^ x ' n .
\îf

Ici, L ( £ Â ; , ^ . 5 ) est la fonction de Hasse-Weil de E k tordue par le
caractère ^. T est la différente de k et D son discriminant, H'(yJ est
r«Artin Root number» associé à ^. Quand à i^ c'est la racine qui est
une unité du polynôme caractéristique de Pendomorphismc de Frobcmus
agissant sur £p(Fp). Enfin, ^(x) est un facteur du type fadeur d'Euier
(nous le retrouverons de manière naturelle dans l'étude des modules H.
sous la notation «^p(x) dans le paragraphe 3). On montrera que F ( 1 1 cl
<f2 ont même valuation.

TOME 1 1 5 - 1987 ~ s 4



THÉORIE D'ÎWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 409

II est alors naturel de proposer le lien suivant entre Lp(Efk) et
^(£/feJ:

L^E/fc^lDl-^-.^E/kJ^lDl-172

où tîf est la période complexe de £:

^-JJ E
î2f== (ùAiû)

J£(C)

(rappelons que tî^/Q^ est un rationnel égal à cj/degji). Toutes ces conjectu-
res mettent en évidence le fait que la fonction d'Iwasawa ^f p(Efk^} n'est
pas invariante par isogénie (alors que la fonction L p ( E / k ) l'est de manière
évidente par définition). Cest en effet le cas. Plus précisément, on montre
(voir l'appendice pour une formulation plus générale et la démonstration) :

PROPOSITION 6. — Soient deux courbes elliptiques E et £' définies sur Q
et isogènes ayant bonne réduction ordinaire en p. Alors, on a

n^(£7fcJ-"£^p(£/U.

Exemple 3. — Soit £ la courbe elliptique modulaire Xo(îl) (de conduc-
teur 11) et £i et £3 les deux courbes isogones à £ de conducteur 11 :

£,=£/Hs et £2=£/(Z/5Z).

Ces courbes ont bonne réduction ordinaire en p==5 et on a

tî n^ ti^=5ti,, ti^—t^.

On en déduit que 5 divise ^5 (£^J cl que 25 divise ^^(E^/k^).
Remarquons que les résultats du paragraphe 3 sont différents de ceux

annoncés dans [8]: des facteurs d'Eulcr s'introduisent dans le calcul des
coinvariants du module des points de Hccgncr. facteurs dont la présence
est tout à fait attendue dans la théorie p-adiquc.
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2. Théorie (TIwasawa

2 . 1 . SITUATION ÉTUDIÉE

Expliquons d'abord le but de ce paragraphe. Soit £ une courbe elliptique
définie sur un corps de nombres F et ayant bonne réduction ordinaire en
toute place au-dessus de p. Soit F^/F une Z^-extension. Le Ap^/p-module
S p ( F ^ ) est un A^ ̂ -module compact de type fini. Faisons l'hypothèse

HYPOTHÈSE (*). - Le A^ ̂ -module S p ( F ^ ) est de *A^ ̂ -torsion.
Soit -2^p(£ F^) sa série caractéristique dans Iw(F^ F) (définie à une

unité prés). Elle est donc non nulle par hypothèse. Supposons maintenant
qu'il existe une Zp-extension D ̂  de F contenue dans F^ telle que S p ( D ^ )
ne soit pas de Ap^-torsion (par exemple dans la situation du paragraphe
1, cela peut se produire si D^ est la Zp-extension diédrale d'un corps
quadratique imaginaire). Cette hypothèse se traduit de la manière suivante :
pour tout caractère p de G(F^/F) à valeurs dans I? définissant D^
(c'est-à-dire tel que le noyau de p soit égal à G(F^/Z)^)), la fonction
^ ' p ( E i F ^ ) est nulle en p. On désire alors l'étudier plus précisément dans
la direction de p, en particulier relier le début de son développement dans
la direction de p à des invariants arithmétiques de £ sur Dy. Ces invariants
arithmétiques seront le sous-module de torsion t ( D ^ } de S p ( D ^ ) et sa
série caractéristique ^ p ( E / D ^ ) dans Iw(D^/F) en tant que \^^F-modu\e,
le rang r^ des normes universelles de Ï p ( F ) dans les Sp(D») (pour D,
extension finie de F contenue dans D^) et la hauteur /sadique ^^v^.p
attachée à un caractère v^ de G(F^/D^) définie sur 5p(D^). Sans plus
définir les notations, on peut énoncer (avec les restrictions qui suivront le
théorème) :

THÉORÈME 1. — ( i ) Soit r?^ le rang à?s normes universelles de Sp(F)
dans 5p{D , ); la fonction d^Iwasawa -^(£/F^) a un zéro en p de multiplicité
supérieure ou égale à r^ pour tout caractère p de G(Fy F) dont le noyau
est G(F,/DJ.

(ii) Ce zéro est de multiplicité r^ si et seulement si la forme hilinéaire
<, ^> ̂  y est non dégénérée sur 5p (D ^ ).

(iii) On a dans ce cas

lim. ^ o ̂ f ( EFÏ ) (pvy> - disc^ ̂  < , ^^(p^E/D.np).
S X.
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pour tout caractère v de G(F^/F) dont la restriction v^ à G(FJD^) est
non triviale.

Nous ne montrerons malheureusement pas ce qui précède en toute
généralité, mais seulement dans le cadre de la multiplication complexe.
Cependant, le théorème 1 se montre à partir de quelques faits que nous
ne savons pas montrer dans le cas général mais qui sont certainement
vrais. Nous allons donc les énoncer de manière indépendante de la
démonstration du théorème. La démonstration de ces faits utilise le point
de vue de [9] : les hauteurs /sadiques se déduisent de pseudo-isomorphismes
entre groupes de Selmer relatifs à des ly ou Z^-extensions.

Nous supposerons donc que E est une courbe elliptique définie sur F à
multiplication complexe par l'anneau des entiers d'un corps quadratique
imaginaire K et que E a bonne réduction ordinaire en toute place au-dessus
de p. Dans le cas particulier que nous avons en vue, la Z^-extension F^
de F contient la Zp-extension cyclotomique Cgo de F et il y a un nombre
fini de places de F^ au-dessus de p. Nous le supposerons donc; dans
l'énoncé des faits qui suivent, L^ sera une Zp-extension de F contenue
dans F^, ramifiée en toute place de F au-dessus de p mais nous ne
démontrerons ces faits que dans le cas où L^ est la Z^-extension cyclo-
tomique Cgo.

Nous devons faire les hypothèses suivantes :
HYPOTHÈSE (**). — Pour toute extension finie F contenue dans F ,̂ le

^Loo F'/F'~ module Sy(LgQ F) est de A^ jp. ̂ 'torsion.

HYPOTHÈSE DE LEOPOLDT. — La conjecture de Leopoldt relative à chacun
des deux idéaux du corps de multiplication complexe au-dessus de p est vraie
pour toute extension finie contenue dans KF(Ep«>).

FAIT a. — Soit M go une extension de F contenue dans F^ telle que
G(F^IM^) soit isomorphe à ly on suppose que M^/F est ramifiée en toute
place divisant p. Alors r homomorphisme de restriction.

5,(MJ-S,(FJG<^/M^

est un quasi'isomorphisme. De plus, les noyaux et conoyaux sont S ordre
borné lorsque M^ varie dans F^.

Démonstration. — La démonstration se fait comme celle de la pro-
position 11.12 de [9]. On utilise les faits que les groupes
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H'(F^/M^, E p ^ ( F ^ ) ) sont finis (et d'ordre borné) de même que les
groupes H l ( F ^ JM^ ^ E(F^ ^,)) si v est une place de M^ ramifiée dans
^

Avant d'énoncer le fait fc, rappelons comment ayant choisi un générateur
topologique y de r'=G(L^/F), on peut construire un homomorphisme
de Z^-modules

(1) ^(^-^.(^(LJf

où a^ (Sp(L^)) est l'adjoint de S p ( L ^ ) c'est-à-dire par définition

Ext^(VL^),ÀF)

(on le notera aussi a^ (Sp(L^)). Pour cela, soit ̂  l'image de 5p(L^) dans
le quotient de S p ( F ) par son Z^-module de torsion; de la suite exacte de
Ap-modules

O-^Ap^Ar-^Z^O,

on déduit l'isomorphisme de Zp-modules

Hom^^Z^^û^W';

l'homomorphisme cherché est alors obtenu par composition des homomor-
phismes suivants :

Sp(F) - Hom^W Zp) - û^ W1' -" ̂ .(S^L^f.

Finalement, soit v un caractère non trivial de G(L^/F) à valeurs
dansZ;.

FAÎT b. — // existe un quasi-isomorphisme <I>^ injectif

S^)-û^(5^))

induisant sur Sp(F) x S^(F) la hauteur p-adique analytique < , \ p.

Expliquons ce que signifie le fait fc. Soit 7 un générateur topologique de
G(Ly/F)=P; des homomorphismes
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VLJ1- - ^a^(S^)f

1 t ,„
S,(F) S,(F)

lîom^(Sp(F). Zp)
on déduit une forme bilinéaire { , } y , p sur Sp(F) à valeurs dans Qp telle
que

\ 5 / v . ; ^ . ~ ~ ~ { » )y.plogpV(y)

ne dépend que de v. Le fait b est alors que < , \ p restreinte à E (F)®j Zp
est exactement la forme bilinéaire /?-adique définie dans [7] (voir aussi [9],
paragraphe III).

Démonstration. — Dans le cas où F contient le corps de multiplication
complexe X, cela est démontré dans [9] pour toute Z^-extension L^ de F
contenue dans F ( E p x ) telle que Sp(L^) soit de A^^-torsion (corollaire 3
du paragraphe V, paragraphe V.4) et donc en particulier pour L^=C^.
Lorsque F ne contient pas le corps de multiplication complexe, on introduit
le corps F' == FK et on fait la théorie avec F ' comme corps de base. On en
déduit le résultat pour la Zp-extension L^ de F en remarquant que le
groupe de Galois G (F /F) agit sur toute la situation et que Sp(L^) est le
sous-module de S p ( L ^ r ) fixé par G (F I F ) (le nombre premier p est ici
supposé impair).

Le quasi-isomorphisme <I>^ est fonctoriel par extension du corps de
base, c'est-à-dire que si F est une extension finie de F, le diagramme
suivant est commutatif, la flèche de gauche est induite par la restriction,
celle de droite par la corestriction.

S p ( F L ^ ) ^ L L ^ à ^ ^ . ( S , { F ' L ^ )

-i, . ^
S^) ^' . à^ (5^)):

Si M est un A^ ̂ -module, notons

û^(M)=Extj^,(M,A^).
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FAIT c. — Les homomorphismes 0^ induisent un Ajr ^-pseudo-
isomorphisme injectif O^ :

S^)^û^('S,(F^)).

De p/us, son conoyau T(F^) vérifie que T(F^)11 et T(F^)y sont finis
pour tout sous-groupe H de G ( F ^ / F ) dont le corps des invariants est ramifié
sur F en toute place divisant p.

Démonstration. — Par passage à la limite projective des homomor-
phismes ^F L pour ^ contenu dans F^, on obtient un A^^-homomor-
phisme injectif

S,(FJ-lmià^(5,(L,r)).

Montrons que ce dernier A^^-module est presque àp^(Sp(F^)). Du
fait û, on déduit que l'on a la suite exacte :

0 - a^ ,. (S, (L , D) - û^ r (V^JG (F^L, F'))

-+ (fini d'ordre borné) -^ 0.

Par passage à la limite projective, le dernier terme donçe un A^/,-
module fini. Quant au second terme, il est égal à a^ ^ ( S ( F ^ ) grâce au
lemme suivant {cf. corollaire 1.13 de [9]).

LEMME 2. — Soit M un /^'module de type fini compact de torsion. Soit
C, une suite décroissante Sidéaux de hauteur 1 premiers à la série caractéris-
tique de M. Alors

û^(M)=limû^.(M/C,M).

Démonstration. - Oc la suite exacte de A-modules

O - ^ A ^ A - ^ A ' C . - ^ O

(avec C. »( /,)) et du lemme 1 . 1 0 de (9], on déduit la suite exacte

Q^û^M}^û^M)^û^{MI^M)^^\{\{M. A)^
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(le dernier terme est le noyau de la multiplication par y, sur Ext^(M, A)).
Il suffit alors de montrer que la limite projective des Ext^(M, A)^ relative-
ment à la multiplication par/,+i//, est nulle. Comme f^^lf, appartient à
l'idéal maximal ̂  de A, cela se déduit du fait que, comme M est compact,
on a

H^A^O.

Nous ne donnerons pas les détails de la démonstration des propriétés
relatives au conoyau T ( F ^ ) (voir [9], paragraphe V. 1).

Remarque 3. — Si maintenant M ̂  / F est une Zp-extension contenue dans
F^ (que l'on supposera pour simplifier ramifiée en toute place au-dessus
de /?), on déduit comme au fait b une forme bilinéaire < , >„ p sur Ï p ( F )
attachée à un caractère X de G(F^ F) dont le noyau est G(F^ My). Plus
précisément on construit un homomorphisme naturel

S,(F)^(à^ (5^:))^^^^)GfM^)

dépendant du choix d'un générateur topologique y de G (M y. / F ) (cf. [9],
V 2, (7)). d'où comme pour le fait b une forme bilinéaire { . } y . p sur
5 y ( F ) à valeurs dans Qp telle que

< ' ̂ iog^ ' }T"'
ne dépend que de .̂

Les propriétés du conoyau T(Fy) de 0^^ impliquent que les formes
bilinéaires < . >,, y sont à valeurs dans Zp sur un sous-groupe de 5 p ( F W )
d'indice fini borné lorsque F parcourt les sous-extensions de M, I F et que
/.' est la restriction de /. à G(F^ F'Y

2.2. A-MODULES. NORMES UNIVERSELLES. GROUPES DE SELMER

Soit r un Z^-modulc isomorphe à î.y rappelons que Ar est l'anneau
Z^((r]] d r, ==?'". Soit M un Ar-module compact de type fini. Posons
X.»Afr.

LEMME 4. ( i ) Les A^-rûn^s de M et de Hom^(M, Ar) sont égaux.
( i i ) Le \^-miïduïe Hom^ (M. Ar) est èga! à la limite projective des

Hom^(M^ Z^)
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relativement aux homomorphismes de normes

M,-M,^.

(iii) Le Zp-module des coinvariants pour F de Hom^.(M, Ay) esî un
sous-Zp-module de Hom^ (Mo, Z^).

Démonstration. — (i) est évident. Pour (ii), on remarque que
Hom^ (M^, Zp) est canoniquement isomorphe à

Hom^(M,Z,[r/rj)

par l'homomorphisme

^^(^Z^nr.,^"1^)

et que l'homomorphisme de normes correspond par cet isomorphisme à
la projection canonique

z,[r7r,,j-z,[r/rj.
Comme Ar est par définition la limite projective des Zp(r/rj, on en

déduit la partie (ii).
Montrons maintenant (iii). Soit / un élément de Hom^(M, Ay) dont

l'image/o dans Hom^ (Mo, Zp) est nulle; on a donc si me M

0=/o(w modulo TM)=/(w)modulo TAr

si r = = Y — l pour un générateur topologique y de F. On en déduit un
unique élément g (m) de A^ tel que

f(m)=Tg{m).

La fonction g sur M est un élément de Hom^(M, A^). D'où (iii).
L'image de Hom^(M, A,-) dans Hom^ (Mo, Z^) est le sous-Zp-module

des normes universelles de Hom^ (Mo, Zp) relativement à M. Cest aussi
l'intersection des projections des Hom^ (M,, Zp) dans Hom^ (Mo, Zp).
Son Zp-rang est égal au Ar-rang de M.

Revenons à notre situation arithmétique. Le dual de Pontryagin Sp(f, )
de S p ( F ^ ) est muni d'une structure de A^ ^-module compact de type fini.
L'hypothèse (*) implique que S y { F ^ ) est un A^ ^-module de torsion grâce
au fait û. Soit ^ y i E ' F , } sa série caractéristique dans Iw(f , F). Soit
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maintenant D^ une Zp-extension de F contenue dans F^ ramifiée en toute
place v d e F et vérifiant les deux propriétés équivalentes suivantes :

(i) Sp(D^) nest pas de A^^-rorsïon.
et

(ii) £fp(E/F^) est nulle sur tout caractère p dont le noyau contient
G(FJD^) (l'équivalence de (i) et (ii) se déduit du lemme 1.4 de [9]).

On introduit les Ap^-modules suivant associés à S p ( D ^ ) . Soient
d'abord r(Z)J le sous-A^y-module de torsion de Sp(DJ et R(D^) le
quotient de S p ( D ^ ) par t(D^). Nous avons associé un autre A^j-module
sans torsion qui est §p(D^). Le lien entre R(D^) et ^(D^)°°est donné
dans le lemme suivant.

LEMME 5. — (i) Le A^F-module 5p(D^) est isomorphe à

Hom^^(R(DJ,A^)

et (non canoniquement) à

Extj^WDJ,A^).

(ii) Le A^^i-module R(D^) s'injecte dans

»orn^(5p(D^ A^)

avec un conoyau pseudo-nul.
Dans toutes les démonstrations qui suivent, nous poserons A = A ^ ,p,

r=G(D,/f).
Démonstration. — L'homomorphisme

(5^))r.-'S^(D7)

a un noyau et un conoyau finis et d'ordre bornés (ici D. est le corps fixé
par rj.

Il en est de même de l'homomorphismc

S,(D,)-T,(5,(D.))
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où Tp(Sp(D^)) désigne le module de Tate de Sp(D^) relativement à la
multiplication par p. On en déduit les égalités :

§p (D J = Imi Hom^ (Sp (Z\), Zp)

=lmiHom^(S^(DJ^^)

=Hom^(S^(D,), Ar)

=Hom^(Z)J,Ar).

Finalement, de la suite exacte

O^A^A-^Ar -^O

(dépendant du choix du générateur topologique h de G(F^/D^)), on déduit
que

Hom^(R(DJ, Ar)^Ext^(DJ, A)

et la partie (i) du lemme.
Pour (ii), on utilise Fisomorphisme

^(DJ^Hom^(J?(DJ,Ar).

On sait d'autre part par la théorie générale des Ay-modules que R(D^)
s'injecte dans

Hom^(Hom^(/?(DJ, Ar), Ar)

avec un conoyau pseudo-nul, ce qui termine la démonstration.

2..3. HAUTEURS /7-ADIQUES ATTACHÉES A UN CARACTÈRE DE G ( F f D , )

On déduit des propriétés fonctorielles des homomorphismcs <I)^ le
lemme suivant {voir aussi [7], 3.4.5). On désigne par \^^ la norme de
S ( L ) à S { F } .

LEMME 6. — Soit L F une extension finie et v un homomorphisme de
G (F, !F) dans 1 ^ . Si v' est la restriction de v à G {PL}, on a

( i» <^ y\-.^<^ ^LfO'Ov^POur xeS^F). i€^(U
(ii) <.x, v), ^=<N^/-(x), r\.p pour xeS^L). y ç S ^ F }
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Revenons à la Zp-extension D^ telle que S p ( D ^ ) ne soit pas de A^ ^
torsion. On note ici £>„ le sous-corps de degré p" sur F, p un caractère
définissant D^. Si v est un caractère de G(FJF) (par exemple définissant
Lgo), on note v, sa restriction à G(F^/jD,).

LEMME 7. — Soir (x,) un élément de 5p(D^\ alors

<x^y>p».pssQ

pour tout n et tout y appartenant à Sp (!)„).
Démonstration. — Grâce au lemme précédent, on a

<^ Y >?..?=< ̂ y>^.p

pour tout m^n. De plus, comme logp ?„ est à valeurs dans pmZy la
forme bilinéaire

\ ^ /pm.p

est à valeurs dans pm~CZp où c ne dépend pas de m grâce à la remarque 3.
On en déduit que < x^ y >p^ p appartient à p" Zp pour tout m et donc est
nul.

Les formes bilinéaires < , >^ y étant peu intéressantes pour l'étude de
5p(D^}, nous allons nous occuper maintenant de < , \

LEMME ET DÉFINITION 8. — Soit v un homomorphisme de G ( F ^ / F ) à
valeurs dans Z^ et v, sa restriction à G(f^/D^). Soit x=(x,) et v=0,)
deux éléments de 5p(D^). Alors le système Séléments de Zp(r/rJ (avec
r / r ^ G ( D J F ) )

(2) ^L^L...rT/5(^)^0.)\..^'^

est compatible avec les homomorphismes de projection
^[H1^ -1> Z^(r/r^, J et définit un élément de Z^((r]] qui ne dépend de v
que par v^ et que Fon note

Démonstration. — Montrons d'abord que les éléments (2| appartiennent
bienàZ^r/rj.
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On a

Ss.renr/5^ 0'n>v,pS- lr=[D„: ^E^r/r/T"1 ̂ ^v.pY.

La forme bilinéaire < , >^ p est à valeurs dans Zp sur un sous-groupe S,
d'indice fini borné par rapport à n de Sy(D^). Donc on a

lmi^=lmi^(D,)=^(DJ

et l'élément (2) appartient à Zp[r/rj.
Ensuite la compatibilité se déduit du fait que

<^n-^yn-l>^p=^D.:D^-l}<xn-^yn-i>^-l,P'

Finalement, si v et v' ont même restriction à G{FJD^\ on a

v=v' p0

avec ûeZ^ et la dernière affirmation du lemme se déduit alors du lemme
précédent.

Nous venons donc de définir une forme bilinéaire « , »v^.p sur

5p(D^} de manière analytique dans la mesure où les < , >^ p sont analy-
tiques au moins sur E(D^)®^îp. Nous allons maintenant passer à une
construction algébrique en utilisant le pseudo-isomorphisme <I>^.

2. 4. GROUPES DE SELMER ET SÉRIES CARACTÉRISTIQUES

Nous fixons un générateur h de G ( F ^ / D ^ ) = H . On identifiera AF^F
avec Ao Fll^l] P^ h^S-¥\. Nous noterons/^ la série caractéristique
de Sp(FJ vu comme élément de Iw(D^/F)[[S]]. Soit r^ le rang de
S ( D , ) en tant que Ap^F-1110^^. On a alors le fait trivial suivant.

LEMME 9 .— Lu série caractéristique de R ( D ^ ) en tant que \F^^-moduïe
est S^x.

Le Ao^ ̂ 'modu\e S p ( F ^ ) n est quasi-isomorphe à Sp(D^) grâce au fait
a cl rhomomorphisme

S , ( F J ^ R ( D ^ )

est donc quasi-surjectif. On en déduit un homorphisme

îOMt 115 - 1987 - N 4



THÉORIE DWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 421

a: 5^F>-.JÎ(D,).

PROPOSITION 10. — (i) La série caractéristique/F^ de S p ( F ^ ) est divisible
par S^« ;

(iï) Elle est exactement divisible par S^oo si et seulement si le conoyau de
a est de Ap ^torsion ;

(iii) Si cela est vérifié, a est injective et on a

/^(S)-S^^(£/û,)p(DJ:S^n,^^

modulo S r ^ ï î w { D ^ / F )

où ^ ~ p ( E / D ^ ) est la série caractéristique du A^^p-module t(D^) et où
[[/?(z)x):se(Foo)H]]Iw(D^/F) désigne la série caractéristique du ^^p-module
R ( D ^ ) / S p ( F ^ ) H (vue comme élément de Iw(DJF)).

Démonstration. — Soit B^ le noyau de rhomomorphisme

5^îj-^(Z)j.

La proposition se déduit alors des suites exactes à modules finis près
Q-BH.-^^)H-R^J^(BJH^S^)^R(DJ^O

et
0-.r(DJ-^(FJ^R(DJ-.0.

On remarque en particulier que (B^)n est de Ap^-torsion si et seulement
si ff^ est exactement divisible par S^x.

Il reste maintenant à interpréter l'indice

p( ĵ:5^n,̂
comme le discriminant d'une forme bilinéaire à valeurs dans lw(D,/F).

LEMME 11 .—( i ) Le pseudo-isomorphisme <î>p induit un quasi'
isomorphisme de A^ ^-modules

W>-E<^(/Î(Z)J, A,,^)

sous rhypothèse que S^» divise exactement fp .
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Démonstration. — De la suite exacte

0- B, - 5^(FJ - R{DJ - fini -0,

on déduit la suite exacte

O^Ext^(R(DJ, A)^Extj^(FJ), A)^Ext^(B,, A).

Comme S^x divise exactement/^ et que le A-module Ext^(By, A) n'a
pas de sous-module pseudo-nul non nul, Ext^(B^, A)^ est nul. Donc

(3) Extj,(R(DJ, A)^Ext^(FJ), A)"

Du pseudo-isomorphisme <!>( Fy), on déduit le quasi-isomorphisme

(4) S^ÎJ^ - Extj,(S,(FJ), A)^

En combinant (3) et (4), on en déduit le lemme 11.
En utilisant le lemme 5, on obtient ainsi le diagramme suivant

S^f ——:——. Extj^(/?(DJ, A^)

R(D.) ^x)

Hom^^(^(D,).Ao,r)

On en déduit une forme bilinéaire sur S p ( D ^ ) à valeurs dans ^"^Ap^/^
où H est un entier positif. Notons-la B^ ^ (elle dépend en fait du choix
du générateur h de G( F y / D ^ ) car rhomomorphisme

^(DJ-Ext^^,(R(D,),A^^

en dépend). Il nous reste à comparer Bp^ ,, avec la forme bilinéaire
« < ^^.r

LEMMF 12. — Les deux formes bUinéaires « , »v^.p et Bp^ ^ sonr
proportionnelles

<< - >>.,.r=Ioëpv^(^)BD,.*•
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Démonstration. — Par construction, on a le diagramme suivant :

^x)———— S^)" J^ Exti(5^),A)"=ExtJ,(R(D,),A)

limHom^(S,(D,),Q,)^——!!r——— HmS,(DJ ======== ^(DJ

Par définition même de <î>p , ^n est obtenu comme limite d'homomor-
- oo —oc

phismes

^: ^(D,)-Hom^($,(D^Q,)

tels que

^CVn)OCn)=.—————^^yn^P-
lûgpVj/1)

En utilisant l'isomomorphisme canonique décrit dans le lemme 4 entre

Hom^(S^D^), Z^)
et

Hom^^i(Sp(^n),Zp[r/rj),

et la formule (2), on en déduit le lemme 12.
Afin d'énoncer précisément le théorème 1, nous avons encore besoin

d'une notation. Si M est un A-module compact de type fini (où A sera ici
Zp ou Iw(D^/F)), le discriminant d'une forme bilinéaire B sur M est
défini par

disc^^^"^
[M:Î.Ax^

si (X() est un système libre maximal de M.
Le théorème 1 se déduit alors de la proposition 10, du fait que

P (DJ : S^FJ"]],,,,,̂ ) ~ discs^o,, B,,,,,
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et du lemme 12 (on rappelle que le lien entre /^ et ^p(EfF^) est donné
par

^(Ê/FJtvV)^ (p^v.W-l)).

2.5. CONSÉQUENCE SUR LE MODULE DE TORSION DE S p ( D ^ )

On donne ici une conséquence concernant le module de torsion de
S p ( D ^ ) ou plutôt sa série caractéristique ^ ~ p ( E / D ^ ) . On aura besoin pour
cela de la formule suivante qui lie j y ^ ( E I F ^ ) avec les hauteurs /sadiques
< , >^ p définies précédemment :

(5) ^(E/^Xp^^-^^^^D^/div)

disc^^« , > p . p 5 + < , \^s')modulo(5, sj^1.

Ici, tp est le Zp-rang de Sp(F), 6p le facteur dïuler en p

^-rLip^u
J< y le produit des nombres de Tamagawa aux places de mauvaise réduction
de £ F. Enfin, JUj F)(/?)/div est le quotient dej|j_( F ) ( p ) par son sous-Zp-
module divisible maximal. Cette formule se déduit formellement de la
définition des formes bilinéaires < , >^p telle qu'elle a été présentée au
paragraphe 2. 1 et du fait que la formule (5) est vraie pour 5=0 (démontrée
dans [9], V. 5 lorsque F contient le corps de multiplication complexe K, le
cas général s'en déduit facilement) : plus précisément, on montre comme
dans le paragraphe V. 3.2 de [8] que

i«^ l̂£^.cd,sc^<, >,„

où C est une constante indépendante de ^: la constante C est alors
déterminée par le cas où >.==v.

Remarquons que dans le cas de multiplication complexe, le facteur .^/p
est toujours une un i té : en effet. .//^ est une puissance de 2 sauf si
K = = Q ( -3ï où . / / y peut avoir aussi le facteur premier 3 mais 3 n'est
pas ordinaire pour une courbe elliptique à multiplication complexe par
0( -3} {cf. par exemple (4J, proposition 4. 5).

Finalement, introduisons la notation suivante : si B est une forme
bihncairc symétrique sur un 2^-module M et si K est le noyau de la forme
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bilinéaire B, on notera

—— Jdisc^B si M^K,dise M D = <
[ 1 si M=K.

Grâce au diagramme commutatif

5^(D,)r ————————- Sp (F) module torsion

^ ^ /-
Hom^(S^DJr, Zp)

on voit que le Zp-module L'p des normes universelles de 5p( F) pour les
S (D,) est isomorphe à ^p(Z)y)p Notons Kp le noyau de la forme bilinéaire
< ' >?.?•

PROPOSITION 13. — Supposons que :
( i ) les Zp-modules L'p et Kp ont même rang r^^,

(i i ï le discriminant de < , >^. ^ sur Kp e5f non nul.
Alors, on a

^-.^^^^^'l'^^^^j"
,^_^,(E,P. )(?•),„ ^ ^^_^

On utilisera pour la démonstration le lemme trivial suivant.

LEMMF 14. — Soient B^ et S; deux formes bilinéaires (symétriques) sur
un Ip-module M de rang t. Soit K le noyau de B^ et r son î. p-rang. Alors le
coefficient de ^ ̂  ~ f dans

disc^(/.B,+HB^)

disc,B,.disc^ B;.
est égal à
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Démonstration de la proposition 13. — II suffit de mettre ensemble le
lemme 14, la formule (5), le théorème 1 et la formule suivante

lim,^odisc^(D<,)<< , »^,p(ps)^disc^( , >^.

2.6. CAS OÙ LA COURBE £ EST DÉFINIE SUR Q

Supposons ici que E est définie sur Q, que F=k est un corps quadratique
imaginaire, que F^ ==k^ est la î^ -extension de k, et que D^ est l'extension
pro-^-diédrale de Q contenant k (plus généralement, on pourrait supposer
que F est de type C.M. et que E est définie sur son sous-corps maximal
totalement réel).

Du pseudo-isomorphisme <î\ , on déduit l'équation fonctionnelle

(6) ^.(E/k^^^^^E/k^O.-3)

si X est un caractère de G ( k ^ / k ) à valeurs dans Zp (cela est d'ailleurs vrai
en toute généralité). De plus sous les hypothèses précédentes, la conju-
gaison complexe T induit un automorphisme sur S p ( F ^ ) . Si v est le
caractère cyclotomique de G(k^lk) et p le caractère diédral (on a donc
Kerv=G(kJC^) et Kerp=G(^^/D^)), T agit sur v et p par

T(V)==V, T(p)=p" 1 .

Notons i Finvolution de A^ ^ définie par la formule

/'(VpWCv^P').

Alors ^ p ( E / k ^ ) vérifie l'équation fonctionnelle

^(£/^)'=uJ^(£/^)

où u est une unité de A^^^. En suivant une idée de Greenberg (non publiée
à ma connaissance), on peut alors définir le signe de l'équation fonction-
nelle de ^(£/^^).

Pour cela, on énonce le lemme suivant.

LEMME 15. — Le groupe de cohomoïogie

^( i l . i^A:^)

est d'ordre 2; la classe non triviale admet — 1 comme représentant.
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Comme conséquence, il existe un représentant de la série caractéristique
de Sp(k^), que l'on notera encore ^(£/feJ, vérifiant

(7) ^(f/M'^^f/fcJ
avec e^= ± 1, ou encore en explicitant i

(7)' ^(£/fcoo)(v^'pï)=c^^(£/^)(vI•pt).

Sous certaines hypothèses de non dégénérescence, Cp peut être facilement
lié à certains invariants de la courbe.

PROPOSITION 16. —(i ) Si < , \ p est non dégénérée sur Sp(fc), alors
^=(-1)^

(ii) Si « , »v^.p est non dégénérée sur Sp(D^), alors

£,=(-1)^0.

Démonstration. — La partie (i) se déduit de la formule (5) prise en s==0
et de (7)\ La partie (ii) se déduit de l'équation fonctionnelle (7)' et de la
formule (iii) du théorème 1.

Remarque. — Dans le cas où £ est à multiplication complexe par J<==Â:,
on voit facilement que ^ et r^ sont pairs. On peut cependant dans ce
cas utiliser la décomposition de Sp(k^) en S y ( k ^ ) ^ S ^ ( k ^ ) si p=w*
dans k et définir le signe à l'aide de l'équation fonctionnelle liant Sy(k^)
et Sy.(k^). Nous n'entrerons pas ici dans les détails.

COROLLAIRE 17. — Si £„ est égal à -1, le \^^rang de ^(DJ est
supérieur à \ et y ^ ( E I D ^ ) est nulle.

Revenons aux exemples 1 du paragraphe 1. Le calcul de c se déduit de
la proposition 16, (i) (l'étude de y2^x3-dx sur Q( /-D) se ramenant à
celles de y2=x3-dx et de y 2 ^ x 3 ^ d D x sur Q). Dsms tous ces exemples,
le rang de E(k) est égal à 0 ou 1 et la composante /^-primaire du groupe
de Shafarevitch-Tate est finie (cf. [1]). Oe plus < , \ p (ainsi que
« , >:>^.^) est non nulle car la hauteur d'un point qui n'est pas de
torsion est non nulle grâce à (2]. Donc r^ et ^ sont égaux par la
proposition 16, (ii) et on a donc

^.-A^-rangdeS^DJ^P sl ^3=~ l .
[0 si £„=!
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Dans tous les exemples précédents, en appliquant la proposition 13, on
trouve que ^ ~ p ( E / D ^ ) est une unité c'est-à-dire que le sous Ap^-module
de torsion de S p ( D ^ ) est fini.

Donnons des exemples dans le cas où le corps F est le corps de
multiplication complexe K de £. Soit la courbe y2=x3—226x et p=5. Le
corps K est Q (/^ï). Le rang de £ (Q) est 3 et on montre de la même
manière que ^ ~ p ( E / D ^ ) ( p s ) est égale à 54 à une unité près. Pour la courbe
y2 = x3 -h 3 x, p = 5, on a t^ = 2. Le calcul numérique montre que yp ( E / D ̂  )
est une unité. Mais S p ( D y ) n'a pas de sous-modules finis non nuls grâce
à [8] (le A^/j^-module S p ( k ^ ) est de dimension projective inférieure à 1
et S p ( D ^ ) est égal à Sp{k^G^^^). Donc S p ( D ^ ) est sans torsion et
même libre car SpÇD^ç^^^ est isomorphe à Zp. En particulier, si
]1[(D^)(/?) est fini pour tout n, le rang de E(D^) tend vers l'infini et^{D^)(p)
est nul ainsi que ]][(£> ̂  ){p).

3. Points de Heegner et Zp-extensions

3.1. GÉNÉRALITÉS [4]

Soit k un corps quadratique imaginaire de discriminant D. Soit C
Panneau des entiers de À; et si c est un entier positif, on note ̂  l'ordre de
C de conducteur c: on a donc C^Z+cC. Soit H, le Ringklassenkôrpcr
de k de conducteur c. Le groupe de Galois de Hç sur k est donc isomorphe
au groupe des classes Pic (^) de C^ En particulier. H = H ^ est le corps
de Hilbert de k.

Soit N un entier positif. On suppose vérifiée la condition qui assure
l'existence de points de Heegner :

// existe un C ̂ idéal . ^" contenu dans €ç tel que f ^ . < soit cyclique
(Tordre N.

Lorsque -V est premier à c, cette condition est équivalente a
// existe un C -idéal. < ' contenu dans C tel que C . < soit cyclique d'ordre A'
Cela est encore équivalent à :

Tout diviseur premier l de .F se décompose dans k ou se ramifie eî dans
ce dernier cas l 2 ne divise pas .F.
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Nous ferons en fait l'hypothèse :

HYPOTHÈSE DE HEEGNER. — Tout diviseur premier de N se décompose
dans k.

Si SI est un C^-idéal propre et si o, désigne son image dans Pic (^),
l'élément de XQ(N) (C) défini comme la classe d'isomorphismes de Fisogé-
nie cyclique de degré N

c/îi-.c/.r-1^

appartient en fait à XQ (N) (Hç) et est noté

y.^im
C'est un point de Heegner de niveau c. L'action de Fautomorphisme
complexe T est donnée par

[^^mY-^c.^w^
celle du groupe de Galois de H ^ / k est donnée par

[c^^mr9-^^^^1}]
si CT^ est l'élément du groupe de Galois de H J k associé à Ff\-idéal
propre S.

Soit y\ l'image de Fun des points de Heegner [C^ .r, [21]] dans la jaco-
bienne J o ( N ) de XQ(N) :

.^((^•^m]»-^»
où (oc) désigne la classe dans A'o(-V) de la pointe à l'infini. On notera lu
le cardinal des racines de l'unité de k et on pose

f u si r = 1
ô= <

[ I si c^l

PROPOSITION 1. — Soit \\ un pinnt de Heegner de niveau c. Alors, si T{p)
est F opérateur de Hecke agissant sur Jo(N),
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(i) 5i (p, c)= 1, on a

l ^ ^Hc ' H o Ocp) 5( P est ̂ ^ dans k.

T(p)y^
8tr^^0'cp)+^r,

si p est ramifié dans k : /?=p2

8tr«^Ocp)+^p3'c+<Wc
si p se décompose dans k : p=pp*.

(ii) Si p divise c, il existe un point de Heegner y\,p de niveau c / p tel que

T{?) Vc = Y c i p + ̂ H^'H, Ocp)-

3. 2. Z^-EXTENSIONS ET CORPS DE CLASSES

Fixons désormais un entier c et un nombre premier p premier à c N .
Considérons la tour d'extensions de k formée des H » pour n>0 et soit
HCP^ ^a réunion des Hep"- ^ar ^a théorie du Ringklassenkôrper, le groupe
de Galois de H^^llicp est isomorphe à Zp. Rappelons quelques formules
de nombres de classes. Soit h{C^) le nombre de classes de 0^. On a

m
h{CJ=h

[ € - : € ^ ] FL
D)'i i .

si h est h{€). Remarquons que

y :^]=-
si m^ 1
si w= 1

En particulier, on a

D

( 1 )
si c^l

hic,,)

^c) '(,.u\

P
D

SI C=

Le groupe de Galois de H<.p« 1k admet donc un quotient isomorphe à Z-.
Soit D, la Z^-cxtcnsion de À: correspondante. Cest l'unique ^-extension
de k prodiédralc sur Q, c'est-à-dire telle que l'aulomorphisme non trivial
x de G(k/Q) agit sur G(D^/k} par a^a~1. En général, H^ et D, ne
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sont pas linéairement disjointes sur fc. On pose pour n^O

D,=H^nD,.

Alors G(H^./D,) est isomorphe à G(H^D^ et le degré de D, sur D^ est
^<'~l. Lorsque p est non ramifié dans fc, Z>i et Do sont égales. Lorsque p
ne divise pas le nombre de classes de k, D^ (resp. Do) est e^ a ^ lorsque
p ne se ramifie pas dans k (resp. lorsque /? se ramifie dans k). En effet,
dans toute sous-extension de H J H ^ il existe au moins une place ne
divisant pas p et se ramifiant. Par contre, on peut montrer que si
k = Q ( / — 2 3 ) et si p est égal à 3, H^ est contenue dans D^. Enfin, comme
nous l'avons déjà dit, le groupe de Galois de Hçpac/H^ est isomorphe à
Zp. Lorsque p est non ramifié, c'est le plus grand sous-groupe de
G(H^jk) isomorphe à Zp. Lorsque p est ramifié et p>3 l'extension
H^IH^ est aussi une Zp-extension. Il suffit de montrer pour cela que
G (H^pii/H^) est cyclique d'ordre p". Or, par la théorie du corps de classes,
ce groupe de Galois est isomorphe à

(Olp" C)x KZ/p" Z)x (image des unités globales de (T,),

qui est d'ordre p" et engendré par

1 + ̂ /D (car ordp (^/D) > ordp (p)/(p -1 )).

Nous supposerons désormais p strictement supérieur à 3 si p est ramifié
dans k car pour p = 2 et 3, il peut se produire que H^ I H ^ n'est pas une
Zp-extension: cependant, la modification à faire est minime mais augmente-
rait les notations (l'hypothèse est en fait que H ^ I H ^ est une Zp-extension
si p est ramifié dans k).

Finalement, nous noterons F-=G(D^lk).

3.3. POINTS DE HEEGNER RELATIFS A LA Zy-EXTENSION D^lk

Fixons une courbe elliptique £ définie sur Q, de conducteur N tel qu'il
existe un morphisme de degré fini de XQ(N) dans £ rationnel sur 0 que
l'on peut supposer de degré minimal et notons e^ l'image de \\^ dans
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£ (H^p"). Soit dp la trace de Fendomorphisme de Frobenius sur £/Q modulo
p. L'opérateur de Hecke T(p) sur J o ( N ) correspond à la multiplication
par dp sur les points de £. On réécrit alors la proposition 1.

LEMME 1 — Soit bp F élément de Zp[G(H,/k)] défini par

1 dp si p est inerte
bp= ̂  ûp-a^ si (p)=p2

( dp - CT,, - Op. 51 (p) = pp*, p ̂  p*.

On a alors les relations
(i) ûpe^-i =^+^-2/^-1 (e^i) pour n^O;
(ii) fcp^=5tr^^(e^).

PROPOSITION 3. — 1. // existe des éléments y^ de Zp[G(HJk)] tels que

trH^^cp")^"1^

ïo-5
-Ï^bp

y2=ûp7i~5,5

ï,=ûpY^i-^^_2 P0^ n^3

{onaposé6^[H,p: H,]).
2. Si p est non ramifié dans k et si ^ est un caractère non trivial de

A;=G(H^),

il existe des éléments ?„ de Zp (indépendants de !;) tels que

^cp^cp (L c A, ̂ G) a ̂ ") ̂  Pn L ̂ ^ (CT) a ̂ p

ûyec

Pi-1

P^-û,

Pâ^^P.-i-PP.^ ^^ "^3-

Cette proposition se déduit facilement du lemme 2.
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Nous allons maintenant étudier les éléments "y^ et exploiter les relations
de' récurrence. Disons un mot du but recherché. On désire calculer
« l'indice » de la trace de H^n à H^ du I.p[G(Hçpn/k)]-modu\e engendré
par e^ dans le Zp[G(HJk)]-module engendré par ^ et de le comparer à
certains facteurs d'Euler généralisés.

Plus précisément, l'extension HJk est non ramifiée aux places divisant
p. Aussi le groupe fini

£„ (H^Q,) (P) = n. i p ̂  (HC. .) (P)
(où le produit est pris sur les places v de H^ au-dessus de p} est muni
canoniquement d'une structure de Zp[G(H<./fe)]-module; on peut le décrire
plus canoniquement comme

H,,, £., (H, „} (p) ®^ ,c (H^I Zp [G ( H J k ) ]

où p parcourt les places de k au-dessus de p et où r? est une place fixée
de H^ au-dessus de p. Il est annulé par l'élément suivant de Zp [G (Hç/k)} :

<ï>p=^U(Np-ÛNp^+^)
si <jp est l'automorphisme d'Artin associé à p dans G(H^lk}. Plus explicite-
ment, on a

1 /^—û^-hisï/^-hl+p—fl^ si p est inerte
(2) <D^= 1 P-a^^^Ï si {p)=p2

f 0?-a^ap-KT^)(^-ûpO^-t-cr^) si (/?)=pp111, p^p*.

Remarquons que dans le cas décomposé, <7p. est égal à a y l.
Posons

{ p 2 + l - ^ 2 p — û 2 si p est inerte dans AO' == -p <I>^ sinon.

On vérifie facilement que l'on a

^p-ripip^-^xa^p,,)
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQl E DF FRANCE



434 B. PERR1N-RIOU

où a^ et (3p sont les racines du polynôme

X^-a.X^p

et où a^r et p^r sont définis par multiplicativité. En particulier,

•"•"(-^<D^n n--0^p np l^ a\ ^/Vp.

si ûp est une unité et a^ la racine qui est une unité. Cest Op qui intervient
naturellement dans le calcul des y,. On vérifie cependant facilement que
<^p et d)p ont même valuation p-adique (lorsque dp est une unité) : le cas
non trivial est celui où ûp2 = 1 mod p et les inégalités de Weil impliquent
alors que a pi vaut 1; il suffit alors de calculer Op et <I>p.

LEMME 4. — Les éléments y, de Zp[G(HJk)] vérifient

Yn=^<I)p+/7n'l^

ou <?„ et r^ appartiennent à Z.p[0(H,/k)] et où les q^ vérifient

^»*i ̂ ^^ module p pour n^2.
et

_ fc(p) s i p est non ramifié
^ 2 — \ ..( û^Op 1 si p est ramifie.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence en utilisant
la proposition 3.

Nous donnerons seulement les valeurs ou les relations vérifiées par r^ :
1. Cas inerte

'•2n=(/^D

q: = - 1

^ - i = û^ ̂ « modulo p (n ̂  2).

2 Cas décomposé

r.»5,(/?-Û,.CT„+C^)-^CT;<" ^-(^-CÇ1)

TOMf H 5 - 19«7 - \ 4



THÉORIE D'IWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 435

avec

^^cr^-a;^-1» et ^==0
(î»^\SEap(l» module;? (n^2)

q^\.

3. Cas ramifié

r»=po^ (n^\)

^i=^1

^^i=ûp^mod/? (01).

COROLLAIRE 5. — Si û- ^sf un^ unité de Zp ^f si M est un
Z.p[G(H^k)]-module de type fini compact, F intersection des y^M pour n'^2
est eaaie à <t>p M.

On déduit aussi du lemme 2 les relations suivantes

<3» tr^.^H^^rp-^^P^i^-Pn^-1

pour k ̂  1 où les ?„ vérifient les relations de récurrence

Po-0

Pi=l

P^^P^i^P..^ (n^2)

{ce sont donc les mêmes que ceux de la proposition 3). On montre
facilement que si ây est une unité, les entiers ?„ sont des unités en p pour
n^\.

3 . 4 MODI LES D IWASAWA ASSOCIÉS AUX POINTS DE HEEGNER

Nous allons dans ce paragraphe donner la construction détaillée du
module H, qui intervient dans les conjectures du premier paragraphe. Un
peu plus généralement, nous construirons des modules J^^\ c dépendant
d'un caractère ^ et d'un entier c (premier à p\. le cas particulier H, étant
obtenu pour r== 1 et pour ^ caractère trivial.
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Rappelons les diagrammes suivants de corps
^ _ _ H ^

D, —————^^^ | ^n

H ,

H,
H .CP

A,

D.=D,'o- D,

H.

H
D. A.

Cas non ramifié Cas ramifié

On posera

A =

A,=G(H,,/D,)
' G { H c p / H c ) si /? est non ramifié

1 si p est ramifié

(l'ordre de A^ est donc toujours premier à p).
Pour simplifier, nous supposerons désormais que l'on est dans une des

deux situations suivantes :
(i) G (Hçplk) est le produit direct de G (D, / k ) avec A^ et Ç est un caractère

de Ap (prolongé par le caractère trivial sur G ( D ^ l k ) )
(iï) ^ est le caractère trivial de G ( H ^ / D ^ ) .
On notera Z,JEJ l'anneau obtenu en rajoutant à Zp les valeurs du

caractère Ç et A^/,=2,[y[(G(D,7c)]].
Dans le cas (i), le groupe G { H ^ / k ) se décompose aussi en produit

direct

G ( H ^ / k ) ^ G ( D J k ) x ^

si M est un Zp(G(H^"/J!01-module et m un élément de M, on pose

^-L^t0)0^
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Si M^ esr le 1 [y-module engendré par les éléments m^ pour m appartenant
à M, on considère M^ comme un Zp[Ç] [G (DJk y-module grâce à cette
décomposition. D'autre part, si ^ est trivial sur Aç et si y est un élément
de Zp[G(W,/k)], on note Y(^) Fimage de y dans Z^][G(Do/fc)] par le
Zp-homomorphisme induit par

G ( H J k ) = G (Do/fe) x A,/A; -. Z^ R] (G (D^k}]
(CT, T)»-^(T)a

Enfin, on appelera cas 1 le cas où ^ est trivial sur A^ et cas II le cas où
Ç n'est pas trivial sur A^. Ce dernier cas ne peut se produire que si p est
non ramifié (dans k) et l'entier n sera alors toujours supérieur ou égal à
1.

Considérons maintenant le Zp[G^y»/k)]-module J ^ ' ^ c engendré par
e^p» pour n^O. Notons ^(^ le Z.p[î,][G(DJk)]-mod\i\e engendré par
ecpn. î. pour n ̂  1 et par

^c.^LcG^Do»^^0^

pour n=0 (uniquement dans le cas (II); la notation est abusive puisqu'elle
n'a pas toujours la même signification que pour e^» ^ avec n ̂  1 :

"̂. ^ = Zo. G (H^'D, » ̂  (CT)CT ̂ p").

D'autre part, dans le cas où ç est le caractère trivial, on notera aussi
les objets correspondant par des lettres grasses : H, ^ H^ .̂

D'après (3), on a

^^(^^crjr^+^r;^.,

On pose

w^ —V w"*». c ~" Z^O < « n •" f. r'

î^rH» —V ^'(^»
— ". r—Z^XKii— i. r

On a alors le lemme.

LEMME 6. — La trace de D^ D, induit un morphisme de W^ dan.\
^.
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Soit ^f^ c ^ liniite projective des J^^c relativement aux morphismes
de trace. Cest un sous-A^ ^-module de §(H^)^\ En particulier, il est
sans torsion par le lemme 5, paragraphe 2. Nous désirons maintenant
calculer le module de ses coinvariants par G ( D ^ / k ) afin de calculer son
AëL/k-rang.

LEMME 7. — On a

n tr (^)-[s'^z'>{ts}UDOIk(ec•f) (CÛSI)
nBsl ""̂  -^l ^R]tr^(^,,) (^11)

où S ' F est rimage par Ç de <I>p (dans ïp[^]) dans le cas I .
Démonstration. — On a

n tr (^>)-Jn-°yBtë)^)f (casl)
nfl?l ^^ -""l n^oP^Ï'c (cas II)

(proposition 3). D'après le corollaire 5 et la remarque qui suit concernant
les ?„, cela vaut

f^^^c (casi)
1 Jf^ (cas II).

La projection de Félément <Dp(E,) de Zp [y [G ( D o / k ) ] dans Z^] (par
l'homomorphisme

CT€G(DO/Â:)^I)

est <fp ^. D'où le lemme 7.
Remarque. — Lorsque Ç est le caractère trivial, le lemme 7 devient

n^i t r^(H^)=^Z^tr^,(^)

où <fp est le facteur d'Euler en p usuel :

^^(npi^p^)^))
(le produil est pris sur les places p de A; au-dessus de p\.

Les Z^j-modules ̂ ^^ étant compacts, l'homomorphismc naturel

^.^r\^r^(^^\}
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est surjectif et se factorise par (Jf^. c)c{D /kc Nous allons commencer par
étudier un cas où cette factorisation est un isomorphisme.

PROPOSITION 8.—Supposons que tr^^ (^c. f) ^ans ^ cas (^ (resp.
tr^(e^ ^ ^ans ̂  cas ï î) est f^àre infini. Alors F homomorphisme

(^Ï\c)G^k^^tT^(^\)

est un isomorphisme (de Z.p[!y]-modules).
Démonstration. - Nous ne donnerons les détails de la démonstration

que dans le cas (I) et nous oublierons le c et le Ç dans les notations.
L'homomorphisme considéré est simplement

(^n) -+ ̂ Dok ^'o (= tr^ (x,) pour tout n)

(dans le cas non ramifié, on a D^DQ et Xi=jCo). Calculons son noyau.
Soit a un générateur de G{D^fk}: nous noterons de la même manière sa
projection dans G(DJk). Soit (x,.) un élément de Jf^=l imJf^ tel que
t r^^Xn=0. Nous voulons montrer qu'il appartient à (o-î)Jf^: il suffit
pour cela de montrer que x, appartient à (o-l)Jf,, pour tout n. Grâce
aux relations (3), on voit que

jf^jT^Jf,.,

et donc on peut écrire

^=û,̂ .. ̂ 6.^-1. ̂ (o- l)r.

avec û. et fe, dans Zp[^] et r, dans .̂ ,. Notons 6. la projection de y,(Ç)
dans Zp[y. On a donc

t^A^cp". ^^^^Ooà^c.^'

grâce à l'hypothèse que tr^t(t\ ^} csl d'ordre infini, la relation

t^.»«,)=0
se traduit par

ûA-^M. 1=0-
D'où

(4) 8,^=^(-p6. ,^.^6.^-1^)^(0-Dr,
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L'élément

/^n=-/78n-l^n.,+8n^

de X, vérifie

(5) tr^ p^ (h^)=ph^. i pour n assez grand

(par exemple M ̂ 3) grâce aux relations vérifiées par les &„ :

§n=ûp5,_i-^ô^_2-

Finalement, comme §„ est de valuation constante pour n assez grand (par
le lemme 4). que l'on a

tr^D^'n^^n.

on montre grâce à (4) et (5) que, pour tout k ^> 0, x^ appartient à

(//-'o, a-1)^

où À.O ne dépend pas de k. Donc x^ appartient à (cr- 1) ̂ ,, ce qui montre
que x^ appartient à ( a — 1) J^ ^ et finit la démonstration de la proposition.

Remarque. — La condition que tr^^(^ ^) est d'ordre infini est équiva-
lente à ce que Fannulateur de €ç ^ dans Zp[Ç][G(Do/fc)] soit contenu
dans l'idéal d'augmentation de ^.p[^][G(Do/k)] c'est-à-dire dans Pidéal
(a-l)Z,[y[G(Do/fc)].

COROLLAIRE 9. — Sous les hypothèses de la proposition 8, J^^\c est un

A^ ^module libre de rang \ et F on a

.^ , _J^,,Z,[ytr^(.,,)
( '•^"'^l Wr,,,̂ ,).

Démonstration. — Si M est un A^1 ^-module de type fini sans torsion
et tel que Mp soit isomorphe à Zp(^], il est libre de rang 1 . En effet, il
existe une suite exacte

0-.M-A^\-T^O

avec T fini. On en déduit la suite exacte

O-T^Mr-.Z^r-.Tr-O.
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D'où 7^ donc T sont nuls et r est égal à 1. On peut appliquer ce résultat
à M = Jf^ ^ 1e lemme 7 et la proposition 8 permettent de calculer Mp

Nous allons maintenant envisager le cas général.

PROPOSITION 10. — S'il existe un entier n tel que e^,^ est (Tordre infini,
le A^ ^-module Jf^c est libre de rang 1; il est nul sinon.

Démonstration. — Toujours pour simplifier les notations, nous nous
placerons dans le cas (I). Supposons d'abord qu'il existe un entier n tel
que é?,pn ^ est d'ordre infini et' soit / le plus petit de ces entiers. Toujours
pour simplifier nous supposerons que f > l (1^2 dans le cas non ramifié)
(dans le cas contraire il faudrait introduire les sous-corps intermédiaires
de Dolk). Soit 5 un entier annulant les points de torsion e^^ pour n<l.
Posons T^=5Jf^^ et soit T^ la limite projective des T^. Alors la multipli-
cation par 5 induit un homomorphisme de 3f^c dans T^ surjectif par la
compacité des T, et injectif car Jf^., n'a pas de A^-torsion. C'est donc
un isomorphisme. Cest donc T^ que nous étudierons et pour simplifier
les notations, nous supposerons en fait que s=l (sinon, il faudrait multi-
plier toutes les relations par s). Les relations (3) deviennent en particulier

^^cp"+ ̂ ) = Pn ̂ cp^

et ?„ est une unité de Zp. Donc é^ ^ appartient à l'intersection des traces
de D,+, à Dt de T,+, et il existe un élément y^ de T^ tel que si }\ ==(>'i),
^==e^. Remarquons d'autre part que T, est nul pour n<l. Soit
^=(p, a-1) l'idéal maximal de A^ (où <7 est un générateur topologique
de G(DJk)). Nous allons montrer que T^A^r^ +-// Tar. On en
déduira par le lemme de Nakayama que T^ est égal à A^. Un A;^-
module compact de type fini sans torsion et monogène étant libre de
rang 1, on en déduira la proposition.

Considérons donc un élément r^=(î.) de T,. Nous allons montrer que
(„ appartient à î.^}[G(DJk)}y^J/ T,. La démonstration est tout à fait
semblable à celle de la propositions. Comme Tf=Zp(y[G(D,/A:)]v,, il
existe un élément 5l de A^ 4 tel que la /-iéme composante de r, -Xr,
soit nulle. Si 5,=r,.-3ir,, il suffit donc de montrer que 5, appartient à
J< T.. On écrit ^ sous la forme

s^a,e^^b,e^-^^(a-\)r,
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avec û^eZp[y, fc,€Zp(y et r^çT^ La relation

t^D,(Sn)=0

se traduit donc par

(ûnP»-I^APn-/-l)^^+(^-OtrD,/D/('-n)=0.

Comme tr^^(rj est un multiple de e^\ ̂  (par un élément de A^/J,
on en déduit qu'il existe un élément p de A^ ^ tel que

ûnPn-/+/^nPn-I-l+(0——l)H

appartient à Fannulateur de ^/ ^.
Comme e^i ^ est d'ordre infini, celui-ci est contenu dans l'idéal maximal

^ de A^^. On en déduit donc facilement que

5..= —"-^ module .// T^
Pn-/

avec^=-/?p^^^^^+p,./^-i ^
En utilisant le fait que

et que
tl"Û,.ï/D.,(^l)=A,

^D.^i/D.t^+l)^5^

on voit que 5, appartient à M T^ ce qu'il fallait démontrer.
Pour la seconde partie de la proposition, on remarque que le sous-Z-

module de torsion de E ( H ^ ) est fini. Comme ̂ ), est sans torsion, il
ne peut être que nul.

Remarque. — On a toujours une surjection

('^ !.c^G{D, DU ——————^ <r\^^D„D<(5^n.c)

II
s^\

On en déduit une surjection

( •^ î .c^G{D^,k) ~^ (5J^l^)c^D//tr
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Ce dernier Zp [y-module est en fait isomorphe à îp[îs]lpîp[Q lorsque les
hypothèses de la proposition 8 ne sont pas vérifiées mais que J^^c est
œpendant non nul.

Nous allons maintenant récapituler certains des résultats précédents.
Notons /^(Jf^c) l3 sene caractéristique du A^ ^-module quotient de
5p(H^)^ par J^c- On notera 1 le caractère trivial de G(DJk) et
rappelons que A^ est G ( H ^ p / H ^ ) si p est non ramifié et 1 si p est ramifié
dans fe.

PROPOSITION 11. — (i) Si les points e^pi^ sont de torsion pour tout n,
Jf^,, est nui

(ii) Si trp^O?, ^) lorsque î, est trivial sur A; (resp. tr^(^ ç) 51 Ç est
non trivial sur A^) nest pas de torsion, J^^\c est de A^^-rû/i^ 1 ; si de plus
le A^^-rang de 5p(H<,poo)^) est égal à 1, on a

^ (^x. c) (1) - ̂ , [Zp Kl ̂ n., : ̂ p Kl tr^ (^c.,)]
(r̂ p.

^(^..c)(D-[^ra^., : Zp[ytr^(^,,)])

oiî P^^est un générateur de (SpW.pcc)^^^.

(iii) 5inon, le A^ ^-module J^^c €st ^e ran^ é8al à 1 et si le AëL/*"
rûn^ de ^(Jf^oc)^ ^r ûM55i ^û? à \, on a

^pfocjœ-o
^(^oc.c)^O.

Nous n'utiliserons dans le paragraphe 4 que le cas où ^ est le caractère
trivial. Nous allons réécrire dans ce cas la proposition 11 en modifiant la
définition de la série caractéristique /^(Jf^,.).

Notons /(H^ ,) la série caractéristique du A^/^-module quotient de
Sp(OJ par H ̂ , et soit P^ un générateur de ^(^Jco^/io- Gràce aux

lemmes 4 et 5 du paragraphe 2, c'est un élément de 5 y ( k ) qui est une
norme universelle pour les Sp(D^) (voir aussi paragraphe 2.5).

PROPOSITION 11'. — ( i ) 5i les points ^H^D ^cp^ sonl ^e torsion P0^
tout n, H^ ^ est nul:

(ii) si tr^^(^) nest pas de torsion, H^ ^ est libre de A^^-rûn^ égal
à 1 ; si le Ao^A-yûn^ de S y ( D ^ ) est aussi égal à î . on a

/(H^)(1)-<?,(Z,P,, : Z.tr^M;
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(iii) sinon, le \^^i^môdule H^ est libre de \^^rang égal à 1 et si le
^D-rik^^S àe 5p(D^) est aussi égal à 1, on a

7(H^)(1)=0

J(H,J^O.

Démonstration de la proposition 11' (la proposition 11 se démontrant de
la même manière). — Compte tenu de la proposition 10, il ne reste plus
qu'à calculer /(H, ^)(1) en supposant H^ et S p ( D ^ ) de Aj^-rang 1.
Notons Z^ le A^) ,^-module défini par la suite exacte

0-H^-S,(DJ-.Z,-0.

On en déduit la suite exacte de Zp-modules

0 - Z^ - (H,Jr - ̂ x)r - (^)r - 0.

Dans le cas (ii). (H, ^ est isomorphe à

Htr^(H^)

d'après la proposition 8. Comme on a la factorisation

<H^»r ————————— ^^r

ntro^(H, ,} c————- S ^ { k ) module torsion,

le Z^-module î Z ^ f est nul et (Z,)r est fini. On a alors
/ (H^)( l )=^((ZJr) -

On en déduit ( i i ) à Faide du lemme 7.
Dans le cas (i i i) , Phomomorphisme

(H,.,)r-nir^(H,,)

est nul. On en déduit que Z1, est isomorphe à (H^ ̂ .)r donc à TLy
c'cst-â-dirc que 1 ( H , , } ( l ) est nul.

Remarque - Lorsque le A^ A-rang de 5 p { D ^ } est strictement supérieur
a i . on peut encore conclure que la série caractéristique du sous-
Ap^ ^-module de torsion de 5 ^ { D , ) H, ^ est nulle en 1 dans le cas (iii) et
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non nulle en 1 dans le cas (ii). En effet, on a de même

rg^)=r^(tors(Z^)={° dans le cas (i.)
[ 1 dans le cas (iii)

Cela prouve en particulier dans le cas (iii) que ce sous-module de torsion
est non trivial.

Nous allons maintenant examiner les exemples 2 où H^ est non nul.
D'après [6]. le module ̂  , (défini sur le Ringklassenkôrper H,^ de k
de conducteur c p 7 ) est non nul. Donc, lorsque H x est égal à Dy, le
Ap^-module H^ est non nul, ce qui a lieu lorsque k est principal et
que p est ramifié dans k et c égal à 1.

4. Fin des démonstrations

Ce dernier paragraphe complète le premier en présentant les démonstra-
tions des théorèmes énoncés dans le premier. Nous ferons donc les mêmes
hypothèses, c'est-à-dire que la courbe elliptique E est à multiplication
complexe par l'anneau des entiers d'un corps quadratique imaginaire et
vérifie l'hypothèse (**( et l'hypothèse de Heegner. Le sous-Ap ^-module
H^ est le module noté H^ , dans le paragraphe 3.

Le théorème 1 a été montré dans le paragraphe 2. La proposition 2 a
été montrée dans le paragraphe 3.4 (proposition 10). Donnons donc la
démonstration du théorème 3.

Sous l'hypothèse que le A^, ̂ -module 5 p ( D ^ ) est de rang 1, la conjec-
ture A i est vraie. D'après le théorème 1 du paragraphe 1, on a

(H hm.^^——diPiJ^disc^^ . ^.,,(p)J^(£/DJ(p).

En utilisant la formule

<^ > >., ̂  ^ x * y l.^^,.p=y< ̂ y^.^p
dès que y\\ ^v,. on voit facilement que

(2» /(H,);(H,)disc^ < . >>^^disc,^< , ̂  ,

»i LUTIN t»t î  ^x i fn ^m»UM<\Tiyi t m m^M i
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où J(HJ(p)=J(HJ(p"1). De (1) et de (2), on déduit l'équivalence de
A 2 et de B et donc le théorème 3.

Montrons maintenant le théorème 4. D'après le théorème énoncé dans
[5], si L(£/k, 5) a un zéro simple en s=l, le point de Heegner tr^(^i)
n'est pas de torsion (£ vérifie l'hypothèse de Heegner). On en déduit par
la proposition 10 de 3.5 que H^ est de Ap^-rang égal à 1 et donc que
S p(D^) n'est pas de A^^-torsion. On en déduit la conjecture Ai et r?^
est supérieur à 1. Sous l'hypothèse supplémentaire que le rang de E(k)
est 1 et quej|[(fc)(^) est fini, le nombre ^ est égal à 1 et r?^ est nécessaire-
ment égal à 1. D'après [2], la hauteur d'un générateur ?„„ des normes
universelles de S p ( k ) pour les Sp(D^) relativement au caractère cycloto-
mique v est non nulle. En appliquant la proposition 13 (paragraphe 2.2),
on a

^(E/DJd)- ̂ ^^p' x / v [£(fc)®,Z,:Z,PJ2

Par la proposition 11 (paragraphe 3.5), on a

/(HJ(1)-^[Z^P^ : Z^tr^(^)].

On en déduit que la conjecture B (donc A^) est vraie pour le caractère
trivial 1 si et seulement si

[E^)®^,:!,!^^)]2-^^^)^))^2^.

Cette formule est une conséquence de la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer et du théorème de Gross et Zagier déjà cité. En
remarquant que

-^k =; ̂ Q

(car toutes les places de Q de mauvaise réduction pour E se décomposent
dans k), cette formule peut aussi s'écrire

(£(I:)®,Z, : Z,tr«J^)l-.^Q^#(Jl[«c)^))ur,.

Démontrons enfin la proposition 5 en la précisant.
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Supposons d'abord que H^ est nul. Dans ce cas, tr^O?,) en particulier
est un point de torsion. La conjecture A^ signifie que

^(E^Kpv-)nm, _ o——————— =o.
s

D'après le théorème 1, cela signifie donc que r^ est supérieur à 2,
c'est-à-dire que le Zp-module des normes universelles contenues dans S (F)
est de rang supérieur à 1 Donc soit |||(fc)(/?) est infini, soit le rang de
E(k) est strictement supérieur à 1.

Supposons maintenant que Hy est non nul et supposons que t r^^(^ i )
est de torsion. On a donc

7(H,)(1)=0.

D'autre part, si ]jj^)(p) est fini et si le rang de E(k) est égal à 1, on a

^-^l.

Les hypothèses de la proposition 13 de 2.5 sont vérifiées. Donc
^(£/D^)(1) est non nul. Ce qui est contradictoire avec la conjecture B.
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APPENDICE

Variation de la fonction L p-adique algébrique par isogénie

Contrairement à la fonction L p-adique analytique, la fonction L /?-
adique algébrique attachée à une courbe elliptique n'est pas invariante par
isogénie lorsque le degré n'est pas premier à p. Nous allons ici en examiner
la dépendance. Avant d'énoncer le théorème, fixons quelques notations.
Soient £ et E' deux courbes elliptiques définies sur un corps de nombres
F et / une isogénie de £ dans E' définie sur F dont le degré est une
puissance de_p. Si v est une place de F, on note .̂ le corps résiduel de F
en u et F,.=F,, une clôture algébrique séparable de .̂. Nous supposerons
que £ (donc £') a bonne réduction ordinaire en toute place au-dessus
de p. Soit C le noyau de l'isogénie /. Su v est une place au-dessus de /?, la
réduction de C module v est notée Cy. C'est un G(F.,/^)-module (c'est
d'ailleurs aussi un G(Fp/F^,)-module); on note C, , le noyau de réduction
module r.

Soit F^/F une Z^-extension (avec r ^ 1). Notons 5p(£,F^) le groupe
de Selmer de £ F, relatif à p^ et ^(£/F^) une série caractéristique de
son dual de Pontryagin en tant que Iw(Fy ^-module. Nous supposerons
qu'elle est non nulle c'est-à-dire que 5p(£/F,) est de Iw(F, Ft-torsion.
On suppose que les places de F où £ (donc £') à mauvaise réduction ne
se décomposent pas totalement dans F,..

THEOREME. On a

^(£'F,)-^^^(FFJ
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avec

w (/)=£. 1 oo ̂ (^(W)))

+£.lp[^ Qp]ord,(#(^))-[F: Q]ord,(#(Q)

=^^ord,(#(C(F,)))-^^[F,:Q,]ord,(^(C^,)).

Commençons par une remarque simple. Si M est un Iw(F^/F)-module
compact de type fini de torsion, on peut écrire une de ses séries caractéris-
tiques J^f (M) sous la forme

y(M)=p^M}R(M)

où la fonction d'Iwasawa R(M) n'est pas divisible par p et ne dépend que
de la structure de Iw(F^/F)®^Qp-module de M(g^ Qp. Il est facile de
voir que les Iw(F^/F) ®^ Qp-modules

S, (E F, ) ®^ Q, et S, (£7F, ) ®^ Q,

sont isomorphes c'est-à-dire que

^(5,(£-F,))=R(S,(£/F,)).

En posant pour simplifier H(AÎ)=H(M), on est donc ramené à montrer
que

( 1 ) w(/)=H(5^£'F,))-p(5^(£/F,)).

Nous montrerons la relation ( 1 ) en restant dans le cadre de la cohomolo-
gie galoisienne (P. Schneider m*a indiqué une démonstration utilisant la
définition de groupes de Seïmcr par la cohomologie plate). Nous utiliserons
les théorèmes de dualité locale (4] et de dualité globale de TATE-PÔÎTOI' [5]
et les formules de caractéristiques d'Euler-Poincaré correspondantes. Nous
aurons aussi besoin d'un théorème de CASSELS [2].

Commençons par quelques définitions. Soit L une extension de F,
éventuellement infinie. On noie Af(L) l'ensemble des places de L où £ a
mauvaise réduction cl des places archimédicnncs. P(L) l'ensemble des
places de L au-dessus de p et T{L} la réunion de M{U et de P(L). Soit
¥j la plus grande extension de F non ramifiée au dehors de T(F). Toutes
les extensions L de F considérées seront contenues dans Fp II est bien
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connu [1] que S p ( E L) est un sous-groupe de H1 (Fy L, £poc). Posons

^;(£L)=^(L,,(£^),) si i '€P(L)
Y ^ { E / L ) = H I ( L ^ £)(/?) si reT(L).

On définit alors trois homomorphismes de localisation

a.(£/L): H^Fr L, ̂ )-n.eT^^^^ ̂

P,(£ L): H'(F^L, ̂ ^-.n^ra)^^^ ^^(-n^T^ W/L))

y.(£ L): H'(F, L. £^)-^...M(L)y^£/L)^.ep(.)^W^

Le noyau de Pi (E L) est par définition égal à 5p(£/L). Quant à a,(£/L),
c'est rhomomorphisme de localisation intervenant dans les théorèmes de
dualité globale. Tous les groupes de cohomologie intervenant sont nuls en
dimension supérieure ou égale à 3.

PROPOSITION 1. — Supposons que S ^ { E / F y ) est un \w{F^/F)-module de
torsion. Alors, il en est de même de kery,(£/F^) et de coker y, (£/F). De
plus, on a

(2) p(S^£FJ)=H(ker^(£/FJ)-n(cokery,(FJ)

^(aep^w^
(3) 0=p(kery2(£TJ)-H(coker7,(£/FJ);

(4) H(kerYo(£^x))=0

et

^(coker7o(£F,))=^A(^,,p^^(£/^))•

COROLLAIRE: 2. — On a la formule

( 5 1 -p(5^(£ FJ)^2^-^ (4^ery,(£ F J)-^(coker7, (££,))).

Démonstration. — Notons £, , le noyau de réduction de £ module r.
On a les deux suites exactes courtes de G(F^ 'F..)-modules (pour v e P ( L ) )

0 - £^(^) - £ (F,) - £,(P,) - 0

0 - £, (P,),. - £,(P,) ̂  £,(F,) - 0.
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On en déduit le diagramme commutatif exact suivant (noté (6)) :
0 0 0

1 \ _ . i
0 ——^kerp,(£/L)nkerYi(£L)——^ kerp,(£/L)——- îlr.p^^^®^ z?

. ker7,<£ I-) ——————- H'^rL. £„') ———- rL.T«..^(£ ^) ———^cokery.a» ———^0

o —-^«.<z.)Hl(L.•'£l..)^—^.,r<L>y;(£/L)—-rL^^^—-^.^<L.H2(L..£l..)^)
l ><
\ ^..<.a,Hl^.^.(^))^)

cokerp,(L) |

0

Le 0 vient de ce que la suite suivante est exacte (grâce à l'hypothèse de
bonne réduction en v appartenant à P(L)) :

0 - £^ (L,) - £ (L,) - £, (L,) - 0.

Énonçons maintenant les deux lemmes suivants.

LEMME 3. — Soir v une place de F^ au-dessus de p. On a

H1 (F,,, E^)(p)

i 0 si F^^IF^est ramifiée (i)

== . ^pl^-p si F^JFy est non ramifiée et in finie (n)
f Zp/# (£,.(?^ ,.))Z^ si F^ JF,. est non ramifiée et finie (iii);

^(F,.,£,.,)(p)=0.

LEMME 4. — Le conoyau de P^ (EfF^ ) est nui
On déduit du diagramme 6 et des lemmes 3 et 4 les conclusions

suivantes :

(^îeTvit^^J et cokerYi(£/FJ sont des /H'(F^/F)-modules de
torsion;

(h) p(ker P» (£TJ)=p(ker7, (£/T^))-H(coker7, (£TJ)

+^rLp<^w^))
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(on remarque en particulier que

a^^^x.^i.^)
et

a^)^.^)
ont même ^ invariant).

Démonstration du lemme 3. — Posons ici L=F^. Soient Tia complétion
de la plus grande extension non ramifiée de /\. et My la plus grande
extension non ramifiée de F,, contenue dans Ly. Posons L^.=L,,T. La
courbe elliptique étant ordinaire en r, il existe un isomorphisme de groupes
formels défini sur l'anneau des entiers de T entre E^ y et le groupe U^ y
des unités fondamentales: s: E^ y-^L\ y. Si (p est Fendomorphisme de
Frobenius de M^ il existe un élément u de Z^ tel que

5^ s ~ 1 = u.

On en déduit que £^ ^,(L^) est isomorphe à l'ensemble des a appartenant
à l/i ^(H) tels que <p(oc)=ua.

Supposons d'abord que Lp est à valuation discrète (cas (ii) et (iii)). Dans
ce cas, M\. et Ly sont égales. On déduit de l'exercice 2, chapitre XII de [23]
que

^(^ ̂ (^^(L:, [/,)00=Q^,

H2 04, l/l.,)^)=^2(L„ l/,)(^)=0.

De plus, (p agissant trivialement sur L,., l'endomorphisme <p-u agissant sur
H1 (L,., L7! y)(/?) correspond à la multiplication par 1 — u sur Qp/Zp. Donc
H^L,., £,„)(/?) est nul et H^L^ E^...)(/?) est égal au noyau de la multipli-
cation par u-1 sur Qp/Zp (en utilisant le fait que H^L'JL^ £(L;,)) est
nul pour ( ^ I ) . Dans le cas (ii) , u est égal à 1. Dans le cas (iii), la
valuation ^-adique de u — 1 est égale à celle de # (£,.(£,,) (/?)).

Supposons maintenant que L, contient une Zp-extension ramifiée
(cas (i)). Alors, //'(L;. C/i ,.)(/?) est la limite projective sur les extensions
finies L, ,, contenues dans Ly des

Q^Z, si < = = !
^'(L^T. t^,)(^
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(les flèches de transition étant induites par la multiplication par l'indice
de ramification). On en déduit que ^'(L;, L\ ,)(p) est nul pour i^ 1.
D'où la nullité des H1 (L^ E^ „) (p) pour i ̂  1.

Démonstration du lemme 4. — Nous utiliserons ici le théorème de
CASSELS ((2], voir aussi [1]) qui décrit le conoyau de Pi(£/L) pour une
extension finie L de F. Le dual de ce conoyau est isomorphe à l'image de
5p ( E / L ) dans le Zp-module

rLi^^ £QJ//^(L,).
xp

Le dual de cokerpi (£/FJ est donc un quotient de S p ( E / F ^ ) . Ce
dernier Iw(F^/F)-module est nul si 5p(£/FJ est de Iw(F^/F)-torsion (voir
paragraphe 2.2 pour une propriété analogue). On en déduit donc le
lemme 4.

Passons maintenant aux groupes de cohomologie de dimension 2.
Les groupes de cohomologie ^(Lp, £) et ^(L,,, £poc) pour i; apparte-

nant à T(L) ainsi que H^L,,, (£,,x)^) pour v appartenant à P(L) sont
nuls. On en déduit la nullité du conoyau de y ^ ( E / F ^ ) et l'égalité des
noyaux de ^(E/FJ et de ̂  (^x)-

On utilise alors les théorèmes de dualité de Tate-Poitou pour montrer
que kero^jE/FJ est un sous-Iw(F^/F)-module de § p ( E / F J (et est donc
nul). On en déduit la nullité de ^(kera^F/FJ et l'égalité (3).

Quant aux égalités (4), elles sont immédiates par définition de 7o(£/F^).
Nous allons maintenant déduire le théorème de la proposition 1 et de

son corollaire. On a les suites exactes longues
H' (F?-F. C) ——————- H 1 ( F T / F ^ £,. ) ——————- H1 (FF F, £,. )i i in...^,/w.... o ^,..Mo,.y;,(£'f,) n,..,,^,^' ̂ )

^...,f,,ff•(/^.,-c^.) ^....,r,,^(£//^,» n,.^.^'^)
Les Iw(F^/F)-modules H'(FT/F,. C) et

a.M.r.,//'(^.. oxrL^,w'(^.. o
sont de torsion. On déduit alors du diagramme et du corollaire 2 la
formule
(7) '"(/)=H(^(£7F»))-u(S,(£,f,))=n,^.,-n,^,.
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avec

^lob.i-Z^-D^^'^T/^Q)
et

^oc.l=Z.(-l)^(^..p^)Ht(Foc.. ̂ )).

Rappelons que si M est un Iw(Fy/F)-module compact de type fini de
torsion tel que

ord,(^(M^^)==H[F,.: F]+o([F^: F])

pour n assez grand, l'entier p est exactement égal à n (M). Grâce à la suite
exacte inflation-restriction, les Z,,[G(F,./F)]-modules

(a^^^l^..c„))G<F^
a^^n.̂ )

sont isomorphes à un groupe fini près d'ordre borné. On est donc ramené
à un calcul de caractéristique d'Euler-Poincaré locale [4] : on a donc

^oc.1- -L.^<n(^ Qp]ord,(^ (C^

Le ^-invariant de H^F^ Fy, C) se calcule de même en utilisant la caracté-
ristique d'Euler-Poincaré globale [5] :

.̂= -[F: 0]ord,(^ (0)^L, . ord,(^ (C(F,))).

La formule ( 1) se déduit de la formule (7) et de l'expression précédente de
^»ab.» cl de H^,.

Remarquons que les calculs précédents (et donc le théorème) sont tout
à fait valables pour une variété abélienne ordinaire en toute place de F
au-dessus de p.

Rappelons la définition du nombre de Tamagawa de £ à l'infini. Pour
simplifier, supposons que E admet une forme différentielle œ invariante
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minimale partout sur l'anneau des entiers de F. Pour toute place archimé-
dienne r de F. on pose

0.=
\ 1
'I

(o si v est réelle
£ (f, 1

û) A i ro si v est complexe.
J E {F..}

On pose alors

n^F)^.,,^.
Le lemme suivant est bien connu (avec les hypothèses et notations du
théorème précédent ) .

LEMME. — Le nombre Q(£ F) 0(£ F) est un rationnel et on a

ord,(ft(£^F) Q(£/F))= -w(/).

On en déduit que 0(£ f )^p(£ FJ est un invariant d'isogénie.
Démonstration du lemme. — Si œ est une forme différentielle minimale

de £' F. on a

/*œ'==c(/)œ

où c(/) est un entier de F. On voit alors facilement que

^ ^ f CT, (r (/)) ^ (C (F,)) si r est réelle
* ' 1 1 CT, (c(/)) |2 ^ (C(F^)) si r est complexe

où o, désigne un plongement de F dans F,, associé à r. On en déduit que

n (£ 'F )Q(£F)=^o(c ( / ) )n , , , ^(C(F,))

d'ou

ord,(0(£' F )0 (£ F) )=-^ . , ord^( ̂  (C(F,))
^LtpÏ^Qplord, (a, (c(/))).

On doit donc montrer que ord^(CT. (r(/))) est égal à # (Ci ,). Cela se
voit facilement si f est étale en r. donc si Fisogénie duale de / est étale.
Comme nous avons suppose que £ est ordinaire en i, le cas général se
déduit de ces deux cas précédents.
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