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FONCTIONS L p-ADIQUES, THEORIE D’IWASAWA ET POINTS
DE HEEGNER

PAR

BERNADETTE PERRIN-RIOU (*)

RESUME. — On interpréte (en partie conjecturalement) en termes de modules d'lwasawa
et de leurs séries caractéristiques le lien existant entre points de Heegner et dérivées de
fonctions L. En appendice, on etudie la variation par isogénie de la fonction L p-adique
algébrique.

ABSTRACT. — We give (at least conjecturally) the relation between Heegner points and
derivatives of L functions in terms of Iwasawa modules and characteristic series. In the
appendix, we study the variation by isogeny of the algebraic p-adic L function.

Soit E une courbe elliptique définie sur Q et k un corps quadratique
imaginaire. Dans le cas ou E est modulaire et sous certaines hypothéses
sur le conducteur de E, Heegner a construit des points de E rationnels
sur k. Dans le cas ou E (k) est de rang 1, Birch et Stephens ont observé
que I'indice des points de Heegner dans E (k) est essentiellement la racine
carrée du cardinal du groupe de Tate-Shafarevitch. Ce fait empirique se
déduit maintenant de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer grace au
théoréme de Gross et Zagier. Nous cherchons ici 2 donner une explication
de ce fait en termes de théorie d'lwasawa, ce qui fait apparaitre de maniére
déterminante la Z -extension de k qui est diédrale sur Q.

Dans un premier paragraphe. nous énoncerons nos conjectures et les
théorémes montrés dans le reste du texte. Dans le second paragraphe.
nous appliquerons les idées de [9] a I'étude de la fonction L p-adique
algébrique au voisinage d'une Z,-extension ou elle est nulle. Dans le
troisiéme paragraphe, indépendant du precédent, nous construirons un
module d’lwasawa associe aux points de Heegner et qui intervient dans
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400 B. PERRIN-RIOU

les conjectures et nous montrerons en particulier qu'il est soit nul, soit
libre de rang 1 sur I'algebre d'Iwasawa de I'extension diédrale de k. Enfin,
dans le dernier paragraphe, nous compléterons les démonstrations des
énoncés du paragraphe 1. Auparavant, nous avons réuni dans un
paragraphe O un certain nombre de définitions et notations. Dans I'appen-
dice. nous étudierons la variation de la fonction L p-adique algébrique par
1sogénie.

L'idée de la construction du module d’Iwasawa associ¢ aux points de
Heggner revient a B. Mazur (cours a Harvard en 1982-1983), [8]). Je tiens
d’autre part a remercier J. Coates pour son constant encouragement.

PLAN

0. Quelques notations et définitions.

. Enoncé des résultats et conjeciures.

2. Theorie d Iwasawa.

1. Situation étudiée.

2. A-modules, normes universelles, groupes de Selmer.

.3. Hauteurs p-adiques attachees a un caractere de G(F'D ).
4

. Groupes de Selmer et senes caracteristiques.
- 5. Consequence sur le module de torsion de S, (D).

.6. Cas ou la courbe E est définie sur Q.
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3. Points de Heegner et Z -extensions.
. 1. Généralités
2 ZI,-extensions et corps de classes.
.3. Points de Heegner relatifs a la Z -extension D /k.
.4. Modules d'Iwasawa associés aux points de Heegner.

W oW W W

4. Fin des demonstrations.

Appendice. Vanauon de la fonction L p-adique algébrique par isogénie.
0. Quelques notations et définitions
S1 G est un Z,-module, on note A; son algebre de groupe

A¢=Z,[IGl}=1im Z,[G'U]

ou la limite projective est prise sur les sous-groupes ouverts U de G. Si M
est un Ag-module, on note M (resp. M) le plus grand sous-Z ,-module
(resp. Z ,-module quotient) de M sur lequel G agit trivialement. Le dual
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THEORIE D'IWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 401

de Pontryagin de M est noté M :
M=Homz, (M, Q,/Z,).

Enfin, on notera M le Ag-module dont le Z ,-module sous-jacent est celui
de M et tel que 'action de G soit :

gm=g 'm.

Il existe un Z ,-homomorphisme naturel de A; dans I'espace des fonctions
définies sur les caractéres de G (4 valeurs dans Z,) et a valeurs dans Z,
prolongeant

geG— (o~ 0(g).

L’'image de Ag est I'algébre d’Iwasawa Iw(G) de G sur Z, Si G est
isomorphe & Z;, A; et Iw(G) sont isomorphes. Lorsque G est le groupe
de Galois d’une extension L/F, on notera

Ax./r =Aq (L/F)

Iw(L/F)=1Iw(G(L/F)).

Soit F un corps de nombres. Si v est une place de F, le complété de F
en v est noté F,, le corps résiduel de F, est noté F.. Si L est une extension
(finie ou non) de F, on désigne par L, la réunion des complétions des F,
pour F’ extension finie de F contenue dans L.

Soit E une courbe elliptique définie sur F. Si v est une place de F ou E
a bonne réduction, on note par E, la courbe réduite de E modulo v.

Finalement, définissons les groupes de Selmer. Le groupe de Selmer de
E/L relatif a p" est défini comme le noyau des homomorphismes de
restriction

0—S(L)*™—H'(L, Ep)—~ ][], H' (L. E).
On définit de méme le groupe de Selmer S, (L) de E/L relatif a p= :
0-~S, (L)~ H'(L, E,«)— [I,H' (L, E).

On définit a partir de ces groupes de Selmer des Z,-modules compacts :
si L est une extension finie de F, notons S,(L) la limite projective des
groupes de Selmer S (L)*”", les homomorphismes de transition étant induits
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402 B. PERRIN-RIOU

par la multiplication par p. Si L est une extension de F, notons § o(L) la
limite projective des S »(F) ou F' parcourt les sous-extensions finies de
L/F et ou les homomorphismes de transition sont induits par la corestric-
tion (norme). Ce dernier Z,-module sera essentiel ici.

Si L/F est une extension finie de corps, on notera tr; . la trace de L/F.

Enfin, si a et b sont deux éléments non nuls d’un anneau tels que a=ub
avec u unité, on écrira a~b. On utilisera la méme notation pour désigner
un quasi-isomorphisme (c’est-a-dire 4 noyau et conoyau finis).

1. Enoncé des résultats et conjectures

Soit k un corps quadratique imaginaire et p un nombre premier impair.
Il existe une unique extension k_ de k dont le groupe de Galois est
topologiquement isomorphe a Zf,. L’action de I'automorphisme non trivial
1 de G (k/Q) sur le groupe de Galois de k /k décompose ce groupe en
somme de deux sous-espaces propres pour les valeurs propres +1 et —1
et met donc en évidence deux Z,-extensions particuliéres : la Z -extension
cyclotomique C, de k et la Z -extension diédrale D .; cette derniére peut
étre définie comme I'unique Z -extension de k galoisienne sur Q et dont le
groupe de Galois sur Q est pro-p-diédrale.

D'autre part, soit E une courbe elliptique définie sur @ ayant bonne
réduction ordinaire en p. Soit S (k) le groupe de Selmer de E sur k

S
relatif a p*. Son dual de Pontryagin S, (k) est un A, q-module de type
fini compact. Considérons les deux hypothéses suivantes :

T
HypoTHESE (%). — Le A, _,-module S, (k) est de torsion.

HYPOTHESE (* %) Pour toute extension finie k' de k contenue dans k _,

le Ay ¢ «-module m est de torsion.

L’hypothése (*=*) implique I'hypothése (*). Nous ne ferons pour
I'instant que I'hypotheése (*) qui est fondamentale. Nous aurons besoin
de I'hypothése (x») un peu plus tard. Remarquons qu'il est montré que
si la hauteur p-adique relative a I'extension cyclotomique est non dégénérée

/\ )
sur §, (k). le Ac_,-module S, (C,) est de torsion.
Nous sommes intéressés ici par la série caracteristique < ,(E/k,) de

S,(k,) en tant que A, ,-module. C'est une fonction d'lwasawa sur le
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THEORIE D'IWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 403

Z -module A (k,/k) des caracteres continus de @ =G (k . /k) a valeurs dans
Z}; elle n'est définie qu’a une unité prés. La restriction de &, (E/k,,) a

A(D/k) est la série caractéristique de S,(D,) en tant que Ap_,-module
(paragraphe 2). De plus, au moins dans le cas ou E a multiplication
complexe par un corps quadratique imaginaire et sous I'hypothése (**)
(mais cela reste certainement vrai dans le cas général), &, (E/k ) vérifie
une équation fonctionnelle au sens suivant. Soit v (resp. p) un caractére
cyclotomique (resp. diédral) c’est-a-dire dont le noyau est G (k/C,) (resp.
G (k /D)) et soit 1 'involution de Iw (k /k) défini par
S e)=f(v7*p").
Alors, il existe un représentant £, (E/k,) de la série caractéristique véri-
fiant
L, (Elky)=¢e,&,(Ek,)

avec £,=+1. En particulier, si ¢,=—1, la restriction de & ,(E/k,) a
P
A(D/k) est nulle et S, (D) n’est pas de Ap_,- torsion.

Exemples 1. — On montrera en utilisant les tables de [1] dans le
paragraphe 2.6 que :

E: y*=x’-—x, k=0(\/—-—7), £,3=€;,=1
E: y*=x3+x, k=0(\/:_7), gs=—1
E: y=x’-x, k=Q(/=T), &5=¢g,;=¢,,=1
k=Q( /-13), ¢g5=¢g;,,=-1

k=0( /"‘3), 85=€l7=_1'

Pour les courbes précédentes, si I'on suppose que le groupe de
Shafarevitch-Tate de E sur k est fini, la valeur de ¢, est en fait indépendante
de p pour tout nombre premier p ordinaire pour E; d’autre part, toujours

RS
pour les exemples précédents, on montrera que S,(D,) est de rang O si
g,=lectderang I sig,=—1.
Nous aimerions montrer que, de maniére générale. €, est en fait égal au
signe £, de I'équation fonctionnelle complexe c’est-a-dire que

e, =t,=—¢(N)

4
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404 B. PERRIN-RIOU

si N est le conducteur de E et € le caractére quadratique associé a
I'extension quadratique k/Q (au moins lorsque N ne se ramifie pas dans k).

Revenons a la situation générale. Dans le cas ou §,(D,) n’est pas de
Ap_x-torsion, il est intéressant de donner une interprétation de la dérivée
de #,(E/k.) dans la direction de D .. Par un raffinement des méthodes
de [9], dans le cas ou E est a multiplication complexe, on reliera au
paragraphe 3 cette dérivée a la série caractéristique J ,(E/D ) du Ap_,-

module de torsion de SﬁD\x). Enongons le théoréme obtenu dans ce cas
particulier. Nous définirons une forme bilinéaire sur §p(Dm) a valeurs
dans Iw(D _/k) attachée a tout caractére v_ de G (k,/D ) a valeurs dans
Z,onlanote « , », .

Plus précisément. soient x =(x,) et X=(y,,) deux éléments de § » (Do)
Posons

1 -1
CXE>,. ,=<m2,. r¢ 600 <X a Dy, p St )

ou v, est un caractére de G (k. /D,) dont la restriction a G(k,/D ) est v
et ou {, ), , est la hauteur p-adique attachée a E et a v,. On vérifie
que ceci est bien un élément de Ap,_, et donc de Iw (D /k).

THeoreME 1. — Soit ry,_ le rang des normes universelles de 3, (k) dans
g’(Dx). Pour tout caractére p de A(k,/k) se factorisant par G (D _/k) et
pour tout caractére v de A (k ./k) non trivial sur G (k /D ),

() la fonction & ,(E'k_)(V’'p) a un zéro de multiplicité supérieure ou
égaleary, .

(1) ce zéro est de multiplicité exactement rp, si et seulement si la forme
bilinéaire <« , »,_ , est non dégénérée (v, est ici la restriction de v a
Gk, D,)

(11) on a dans ce cas

hm, .

s

L (Ek_ )(V'p) .
0L enr i ~d|scgpm,,« > p(p)g'p(E/Dw)(p).
Supposons maintenant que E est une courbe modulaire de conducteur
N c'est-a-dire qu'il existe un morphisme nt non trivial de X, (N) dans E
rationnel sur &. Notons ¢, la constante de Manin associée a la paramétrisa-
tion n de E (si w est une forme différentielle de Neéron sur la courbe

TOMF 118 — 1987 - ~ 4



THEORIE D'IWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 405

elliptique E, n*w/2incgd: est une forme modulaire normalisée). Suppo-
sons désormais que N vérifie la condition suivante que I'on appellera
hypothése de Heegner :

tout diviseur de N se décompose dans k.

Pour toute sous-extension finie D, de D _/k, on construit des points de
Heegner appartenant a E(D,). Nous construirons a I'aide de ces points
un A,_,-module H, (dépendant du choix de la paramétrisation n de E)
et nous montrerons.

ProposiTioN 2. — Le Ap_,-module H, est libre de rang inférieur ou
égalal.

Ce Ap_ ,-module H, est un sous-module de §,,(Dx). Nous construirons
deux élements de Iw (D _ k) a partir de H_. Le premier, de naturc arithme-
tique, est la série caractéristique I (H_) du quotient de S »(D,) par H, en
tant que A, ,-module: il est non nul si et seulement si H, et $,(D,)
sont de méme rang égal a 1.

Le second élément de Iw (D, ’k). de naturc analytique, est construit a
I'aide des hauteurs p-adiques associ¢ées a E et a un caractére non trivial
v, de G(k,/D,) dans Z,. Notons

discy < , »,_,

le discriminant de « , »,_ ,surle A, ,-module H, (défini a une unite
prés) vu comme élément de Iw (D _/k).

Nous proposons alors les conjectures suivantes :

ConNJECTURE A. — Sous I'hypothése de Heegner et pour tout élément p
de A(k, 'k) se factorisant par G (D, /k)
A, & (Eik,)(p)=0

&L E k) (pv) 1
O -~

s ciu

A, lim, . sdiscy, <« »,_,(p)

dans I'algébre d'lwasawa Iw (D _ k) pour tout caractére v de A (k. /k) dont
la restnction v, a G(k ‘D) est non triviale.
(2u est le nombre de racines de I'unitée de k.)

TN
Consecturt B. — Siles Ay, -modules H, et S (D) sont de rang 1,

FED )V p)~TH (P IH,)) (p~")ciu?
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406 B. PERRIN-RIOU

dans Iw (D . /k).

On peut aussi écrire la conjecture A, en utilisant les caractéres finis de
G (D /k). Soit (h,), un générateur de H_ (le module H_ est construit
comme limite projective de Z,[G (D,/k)}-modules H,). On voit alors facile-
ment que la conjecture A, est équivalente a

L, EkD ) 5

s

A,(0): lim, ., cooun XNV hy by, i u?
pour tout caractére y de G(D,/k) d’ordre fini (et se factorisant par
G (D,/k)).

Les conjectures A et B sont essentiellement équivalentes. Malheureuse-
ment, nous ne montrerons complétement les théorémes suivants que dans
le cas ou E est a multiplication complexe et sous I'hypothése (*x*), bien
que nous pensons qu’ils sont vrais dans le cas général (cela car nous
maitrisons mal la théorie d’Iwasawa dans le cas sans multiplication com-
plexe). o

THEOREME 3. — Si les Ap_,-modules H,, et S,(D ) sont de rang 1, les
conjectures A et B sont équivalentes.

Examinons d’un peu plus prés ces conjectures. Pour montrer que A,
est vraie, il suffit de montrer que le signe ¢, est —1. Le signe ¢, de
I’équation fonctionnelle complexe est égal a — 1 sous I’hypothése de Hee-
gner. Malheureusement, nous ne savons pas lier €, et €,. Rappelons
cependant que la fonction L p-adique qui interpole les valeurs de la
fonction L de E/k tordue par un caractére en s=1 admet une équation
fonctionnelle dont le signe est bien €, [10]. Cette fonction est conjecturale-
ment liée a notre fonction &, (E/k,) bien qu’aucune conjecture précise
n'ait été pour I'instant écrite. Nous y reviendrons a la fin de ce paragraphe.
Pour montrer que A, est vraie, nous pouvons aussi montrer que S »(Dy)
ou H_ sont nuls (¢f. exemples numériques 1). En utilisant le module H
de Heegner, on obtient par exemple :
si E vérifie Thypothése de Heegner et est ordinaire en p, si k est égal a
Q( \/:7)) et est principal alors A, est vraie car H est non trivial.

Ces conditions sont en fait trés restrictives et excluent le cas ou E a
multiplication complexe.

Exemples 2. — Donnons pour les courbes suivantes tirées de [12] les
valeurs de p vérifiant les hypothéses précédentes
11 B P4y=x’—x?-10x-20, p=3.43
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THEORIE D'IWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 407

17 C yz +x},+.y=x3._x2_x— l4, p=7, 19, 43, 67.

Nous allons maintenant étudier la consistence de ces conjectures avec
la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

THEOREME 4.1. — Si la fonction de Hasse-Weil L(E/k, s) de E/k a un
zéro simple en s=1, la conjecture A est vraie.

2. Supposons de plus que E (k) est de rang 1. Alors la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer implique que la conjecture A,(1) est vraie si 1 est le
caractére trivial de G (D _/k).

Plus précisément, notons e, un point de Heegner sur E défini sur le
corps de Hilbert H de k. L'étude précise du module H_ et de son module
de coinvariants par le groupe de Galois de D_/k permet d’écrire la
conjecture A, (1) sous la forme

2, (Elk) (V) _

A,(1): lim.—-o‘_L‘_‘s_— u—2C526i<trﬂ/k(el)vtrﬂ/k(el)>v.p

ou &, désigne le facteur d’Euler de E sur @ en p. On montre alors que si
E (k) est de rang 1, si L (E/k, s) a un zéro simple en s=1 et si la p-compo-
sante du groupe de Shafarevitch-Tate _ﬂj_(k) est finie, la conjecture A, (1)
est équivalente a

[E(K)®2Z,:Z,try,e,]~Bq /#([[(k) () u? c}

avec des notations que nous allons préciser. Auparavant, rappelons que
cette formule se déduit de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer grace
au théoréeme démontré par GRross et ZAGIER [5]. Ici, Mg, est le produit des
nombres de Tamagawa de E sur Q :

Mo =[L.[E(@Q,): E*(@,)]

Remarquons que la condition que la fonction L (E/k, s) a un zéro simple
en s=1 est équivalente au fait que try, (e,) n’est pas de torsion.

Remarque. — Comme il a déja été dit, nous ne montrerons ce théoréme
que lorsque E a multiplication complexe (dans ce cas, ucg est toujours une
unité (pour p#2, 3)). Dans le cas général, il faudrait rajouter 'hypothése
que la hauteur p-adique relative a I'extension cyclotomique d'un point
de E(k) est non nulle, ce qui, dans le cas C.M., a ét¢ montré par
D. BERTRAND [2].
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408 ‘ B. PERRIN-RIOU

Donnons une conséquence de ces conjectures.

ProposiTiON 5. — Si la conjecture A est vraie, I'une des affirmations
suivantes est vraie : ]

try,(e;) nest pas de torsion
ou
1l k) (@) estinfini
ou

lerang de E (k) est strictement supérieura 1.

Faisons finalement quelques remarques sur le lien entre ces conjectures
et celles présentées dans [10] sur la fonction L p-adique notée L, (E’k).
Rappelons-en rapidement la définition. Soit fla forme modulaire normali-
sée associée a E. On a donc

n*o=cp2inf(z)dz.

Posons

Q,=8nzj |f(2)]* dx dy.
Xo (N)

On choisit des plongements de @ dans Q, et dans C et on considére
abusivement un caractére d’ordre fini de G(k_/k) dans Q* comme une
fonction sur les idéaux de k. La fonction L,(E/k) est alors un éléement de
d~'Iw(k,/k) (pour un c8rtain entier d de Z,) verifiant pour tout caractére
y d’ordre fini de G(k _/k) & valeurs dans Q* (et de conducteur f)

L(ER) () =x(DINF'Za{ V(0 |D|"? M'(x)y—%l‘—'-’.
s

Ici, L(Ek.y.s) est la fonction de Hasse-Weil dc E’k torduc par le
caractere y. T est la difféerente de k et D son discriminant; W(y) est
I'«Artin Root number» associ¢ a x. Quand a z,. c’est la racine qui est
une unité du polynome caractéristique de I'endomorphisme de Frobenius
agissant sur EP(F,,). Enfin, ¥V, (%) est un facteur du type facteur d’Euler
(nous le retrouverons de maniére naturelle dans I'¢tude des modules H |
sous la notation £,(x) dans le paragraphe 3). On montrera que ¥’ (1) et
&} ont méme valuation.
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THEORIE D'TWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 409

Il est alors naturel de proposer le lien suivant entre L,(E/k) et
Z,(Elky):

L,(E/k)Q|D| '*~2,(Ek,)Qg|D| "7

ou Q; est la période complexe de E:

E(©)

(rappelons que Q/Q, est un rationnel égal a cZ/deg n). Toutes ces conjectu-
res mettent en évidence le fait que la fonction d'Iwasawa &, (E/k ) n’est
pas invariante par isogénie (alors que la fonction L, (E/k) I'est de maniére
évidente par définition). C’est en effet le cas. Plus précisément, on montre
(voir 'appendice pour une formulation plus géneérale et la démonstration):

ProposITiON 6. — Soient deux courbes elliptiques E et E’ définies sur Q
et isogénes ayant bonne réduction ordinaire en p. Alors, on a

Q. &, (E'[k ) ~Qp &£, (Elk,).

Exemple 3. — Soit E la courbe elliptique modulaire X,(11) (de conduc-
teur 11) et E, et E, les deux courbes isogénes a E de conducteur 11:

E,=En, et  E,=E[Z/52).

Ces courbes ont bonne reduction ordinaire en p=5et on a

1
Q:=0,  0;=50, Q=0

On en déduit que S divise ¥ (E'k ) et que 25 divise ¥ (E,/k ).

Remarquons que les résultats du paragraphe 3 sont différents de ceux
annoncés dans [8): des facteurs d’Euler s’introduisent dans le calcul des
coinvariants du module des points de Heegner. facteurs dont la présence
est tout a fait attendue dans la theorie p-adique.
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2. Théorie d’Iwasawa

2.1. SITUATION ETUDIEE

Expliquons d’abord le but de ce paragraphe. Soit E une courbe elliptique
définie sur un corps de nombres F et ayant bonne réduction ordinaire en
toute place au-dessus de p. Soit F/F une Z;-extension. Le Ag_,-module

T .. . . N
S,(F.)estun Ap_ -module compact de type fini. Faisons I'hypothése
HvypoTHESE (*). — Le Ag_,-module §,(F,) est de*Ag_ p-torsion.

Soit & ,(E F,) sa série caractéristique dans Iw(F_'F) (définie a une
unite pres). Elle est donc non nulle par hypothése. Supposons maintenant

qu'il existe une Z -extension D, de F contenue dans F_ telle que @
ne soit pas de Ap_ -torsion (par exemple dans la situation du paragraphe
1, cela peut se produire si D, est la Z, -extension diedrale d’un corps
quadratique imaginaire). Cette hypothése se traduit de la maniére suivante:
pour tout caractére p de G(F,/F) a valeurs dans Z; définissant D,
(c’est-a-dire tel que le noyau de p soit égal a G(F_/D_)), la fonction
2 ,(E/F,) est nulle en p. On désire alors I'étudier plus précisément dans
la direction de p, en particulier relier le début de son développement dans
la direction de p a des invariants arithmétiques de E sur D .. Ces invariants

arithmétiques seront le sous-module de torsion t(D_) de Sjl)\w) et sa
série caracteristique 5 ,(E/D ) dans Iw (D ,/F) en tant que A,_,-module,
le rang rp_ des normes universelles de SP(F) dans les S,(D,) (pour D,
extension finie de F contenue dans D) et la hauteur p-adique <,>, ,
attachée a un caractére v, de G(F_/D ) définie sur fP(Dr). Sans plus
définir les notations, on peut énoncer (avec les restrictions qui suivront le
théoréme):

THtoREME 1. — (i) Soit ry_ le rang des normes universelles de S,,(ﬂ
dans SV(D, ). la fonction d" Iwasawa &, E'F_) aun zéro en p de multiplicité
supérieure ou égale a r,_ pour tout caractére p de G(F_ F) dont le noyau
est G(F_ /D).

(11) Ce zéro est de multiplicité rp, Siet seulement si la forme bilinéaire
<.»,  , est non dégénérée sur S,(D,).

(111) On a dans ce cas

L (EF_ ) (pV)

hm, _ o === ~discg, i, € By, (P)T,(E/D,) ()
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pour tout caractére v de G(F/F) dont la restriction v, ¢ G(F,/D ) est
non triviale.

Nous ne montrerons malheureusement pas ce qui précéde en toute
généralité, mais sculement dans le cadre de la multiplication complexe.
Cependant, le théoréme 1 se montre & partir de quelques faits que nous
ne savons pas montrer dans le cas général mais qui sont certainement
vrais. Nous allons donc les énoncer de maniére indépendante de la
démonstration du théoréme. La démonstration de ces faits utilise le point
de vue de [9]: les hauteurs p-adiques se déduisent de pseudo-isomorphismes
entre groupes de Selmer relatifs & des Z, ou Z,’,—extensions.

Nous supposerons donc que E est une courbe elliptique définie sur F a
multiplication complexe par I’anneau des entiers d’'un corps quadratique
imaginaire K et que E a bonne réduction ordinaire en toute place au-dessus
de p. Dans le cas particulier que nous avons en vue, la ZZ-extension F,
de F contient la Z -extension cyclotomique C,, de F et il y a un nombre
fini de places de F, au-dessus de p. Nous le supposerons donc; dans
I'énoncé des faits qui suivent, L, sera une Z -extension de F contenue
dans F_, ramifiée en toute place de F au-dessus de p mais nous ne
démontrerons ces faits que dans le cas ou L, est la Z -extension cyclo-
tomique C_.

Nous devons faire les hypothéses suivantes:

HYPOTHESE (**). —_Pour toute extension finie F' contenue dans F, le

A, g~ module S, (L F) est de Ay _ p.,p~torsion.

HypoTHESE DE LEOPOLDT. — La conjecture de Leopoldt relative a chacun
des deux idéaux du corps de multiplication complexe au-dessus de p est vraie
pour toute extension finie contenue dans KF (E ,»).

FAIT a. — Soit M_ une extension de F contenue dans F_, telle que
G (F,/M ) soit isomorphe a Z,; on suppose que M _/F est ramifiée en toute
place divisant p. Alors I homomorphisme de restriction.

5,(Mg) =S, (Fp)° FalMa)

est un quasi-isomorphisme. De plus, les noyaux et conoyaux sont d ordre
borné lorsque M varie dans F .

Démonstration. — La démonstration se fait comme celle de la pro-
position II1.12 de [9). On |utilise les faits que les groupes
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H'(F /M, E,=(F,)) sont finis (et d'ordre borné¢) de méme que les
groupes H' (F, /M ., E(F, ) si v est une place de M ramifiée dans
F,.

Avant d’énoncer le fait b, rappelons comment ayant choisi un générateur
topologique y de I''=G (L _/F), on peut construire un homomorphisme
de Z,-modules

N -
(1 $,(F) > an.(5,(Ly)
/\ /\ . . Iy o,
ou a, . (S,(L,)) est I'adjoint de S, (L) c’est-a-dire par définition
) N
Extl.(S,(L)), Ar)

. /\ . .
(on le notera aussi a; _(S,(L,)). Pour cela, soit % I'image de S, (L) dans

le quotient de S, (F) par son Z,-module de torsion; de la suite exacte de
Ar-modules

vy-1
O—OAr. — Ar,qu—vo,

on deéduit I'isomorphisme de Z ,-modules

Homg, (¥, Z,) = au. (2)7

I’homomorphisme cherché est alors obtenu par composition des homomor-
phismes suivants :

. ~ T~
§,(F) = Homg, (¥, Z,) = a5 (X)" = ap.(S, (L))"

Finalement, soit v un caractére non trivial de G(L_/F) a valeurs
dans Z,.

Farr b. — Il existe un quasi-isomorphisme ®, _ injectif

/\ . /\
S,(L)—a._(S,(L.)

induisant sur § p(F) x $ »(F) la hauteur p-adique analytique . >, .

Expliquons ce que signific le fait b. Soit y un générateur topologique de
G(L_./F)=T". des homomorphismes
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S,(L)Y = wa; (S,(L)"

{

S, (F) §5,(P

Homzp s,(h. Z)

on déduit une forme bilinéaire { , }, , sur §,(F) & valeurs dans Q, telle
que

1
<, >v.p—logp—vm{ N .

ne dépend que de v. Le fait b est alors que  , ), ,restreinte 4 E(F)®,Z,
est exactement la forme bilinéaire p-adique définie dans [7] (voir aussi [9],
paragraphe III).

Démonstration. — Dans le cas ou F contient le corps de multiplication
complexe K, cela est démontré dans [9] pour toute Z -extension L, de F

contenue dans F(E,x) telle que Sj\lw) soit de A, _ p-torsion (corollaire 3
du paragraphe V, paragraphe V.4) et donc en particulier pour L _=C_.
Lorsque F ne contient pas le corps de multiplication complexe, on introduit
le corps F'=FK et on fait la théorie avec F' comme corps de base. On en
déduit le résultat pour la Z -extension L, de F en remarquant que le

- . . . /\
groupe de Galoxs}i@) agit sur toute la situation et que S,(L,) est le

sous-module de S, (L, fixé par G (F'/F) (le nombre premier p est ici
supposé impair).

Le quasi-isomorphisme @, est fonctoriel par extension du corps de
base, c'est-a-dire que si F est une extension finie de F. le diagramme
suivant est commutatif, la fléeche de gauche est induite par la restriction,

celle de droite par la corestriction.
T~ %% ¢ . PPN
S)(FL,) - __a ¢(S,(FL,)

;

P °® . —
S,(L,) — L= o a, (S.(L,)

Si M est un A;_ -module, notons

-

ap, (M)=Ext}, (M. A;_ ).
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Farr ¢. — Les homomorphismes ®,  induisent un Ap_p-pseudo-
isomorphisme injectif ®p_ :

N0F PR
S,(F.) = ag, (S,,(Fw)).

De plus, son conoyau T(F_) vérifie que T(F_ )" et T(F,)y sont finis
pour tout sous-groupe H de G (F_/F) dont le corps des invariants est ramifié
sur F en toute place divisant p.

Démonstration. — Par passage a la limite projective des homomor-
phismes ®;., pour F’ contenu dans F_, on obtient un Ar_,-homomor-
phisme injectif

o~ P
S,(Fg)—=lima, _((S,(L,F)).

Montrons que ce dernier Af_,-module est presque ar_(S,(F,)). Du
fait a. on deduit que I'on a la suite exacte :

N T~
O0—a,_rp(S,(L, F))— a,_r(S,(Fo)6FoiLe Fy

— (fini d’ordre borné) — 0.

Par passage a la limite projective, le dernier terme donne un Ap_ -
module fini. Quant au second terme, il est égal a a,, S (FL)) grace au
lemme suivant (cf. corollaire 1. 13 de [9)).

LEMME 2. — Soit M un A-module de type fini compact de torsion. Soit
Q, une suite décroissante d"idéaux de hauteur 1 premiers a la série caractéris-
tique de M. Alors

a,(M)=lima, . (M/Q; M).
Démonstration. — De la suite exacte de A-modules

N
0=~A=A—=AQ -0

(avec ©,=( f)) et du lemme 1. 10 de [9]. on déduit la suite exacte

0—~a,(M)C a,(M)—a, ¢ (M'QM) - Ext; (M, A,

TOME 115 - 1987 - ~ 4



THEORIE D'IWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 415

(le dernier terme est le noyau de la multiplication par f; sur Ext2 (M, A)).
11 suffit alors de montrer que la limite projective des Ext2 (M, A)g, relative-
ment a la multiplication par f,, ,/f; est nulle. Comme f;,,/f; appartient a
I'idéal maximal .4 de A, cela se déduit du fait que, comme M est compact,
ona

NA"M=0.

Nous ne donnerons pas les détails de la démonstration des propriétés
relatives au conovau T(F_) (voir [9), paragraphe V. 1).

Remarque 3. — Si maintenant M _ /F est une Z -extension contenue dans
F, (que I'on supposera pour simplifier ramifiée en toute place au-dessus
de p). on déduit comme au fait b une forme bilineaire ¢ . ), , sur S‘,(F)
attachée a un caractére ~ de G(F_ . F) dont le noyau est G(F, 'M_). Plus
précisément on construit un homomorphisme naturel

T
$,(P) = (ap (S,(F g m ) M
dépendant du choix d'un genérateur topologique y de G(M . /F) (cf. [9].

V 2, (7). d’'ou comme pour le fait b une forme bilinéaire { . }, , sur
S,(F) a valeurs dans @, telle que

Y.P

1
<, >l.p—m{ » e

ne dépend que de A
Les propriétées du conoyau T(F,) de ®,_ impliquent que les formes
bilinéaires { . ), , sont a valeurs dans Z, sur un sous-groupe de S‘,(F’)

d’indice fini borné lorsque F parcourt les sous-extensions de M /F et que
%" est la restricionde » a G(F, F)).

2.2, A-MODULES. NORMES UNIVERSELLES. GROUPES DE SELMER

Soit ' un Z,-module 1somorphe & Z,: rappelons que A est I'anneau

Z (I et I,=r". Soit M un A;-module compact de type fini. Posons
M,=M,.

Lemme 4. — (1) Les Ap-rangs de M et de Hom, (M, Ar) sont égaux.
(i) Le Ap-module Hom (M. A¢) est égal a la limite projective des

Homz'(M,. Z,)
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relativement aux homomorphismes de normes
Mn - Mn+ 1
(iii) Le Z,-module des coinvariants pour I de Hom, (M, Ar) est un
sous-Z -module de Hom; (M, Z,).

Démonstration. — (i) est évident. Pour (ii), on remarque que
Homg, (M,, Z,) est canoniquement isomorphe a

Hom, (M, Z,[T'/T,]))
par ’homomorphisme
P (XY @ (Y1 X)Y)

et que 'homomorphisme de normes correspond par cet isomorphisme a
la projection canonique

Zp[r/rn+l] —’Zp[r/rn]

Comme A est par définition la limite projective des Z,[['/T,], on en
déduit la partie (ii).

Montrons maintenant (iii). Soit f un élément de Hom, (M, Ar) dont
I'image f, dans Homz (Mo, Z,) est nulle; on a donc si me M

0=/, (m modulo TM)=f(m)modulo T A,

si T=y—1 pour un générateur topologique y de I'. On en déduit un
unique élément g (m) de A tel que

J(m)=Tg (m).

La fonction g sur M est un élement de Hom, (M, Ap). D'ou (iii).
L'image de Hom, (M, Ar) dans Hom, (M. Z,) est le sous-Z ,-module

des normes universelles de Hom, (M. Z,) relativement a M. C'est aussi

I'intersection des projections des Hom,p(M,,. Z,) dans Hom,’(Mo. Z,).

Son Z -rang est égal au Ap-rang de M.
. . . . .. . /\
Revenons a notre situation arithmetique. Le dual de Pontryagin S, (F,)

de S,(F,) est muni d'une strusg&de Ar, r-module compact de type fini.

L’hypothése (*) implique que S, (F, ) est un Ag_ -module de torsion grace
au fait a. Soit ¥ ,(E'F,) sa serie caracteristique dans Iw(F, F). Soit
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maintenant D, une Z-extension de F contenue dans F, ramifiée en toute
place % et vérifiant les deux propriétés équivalentes suivantes :

(i) S,(D ) n'est pas de Ap_,g-torsion.
et

(i) &£,(E/F,) est nulle sur tout caractére p dont le noyau contient
G(F,/D.) (I'équivalence de (i) et (ii) se déduit du lemme I.4 de [9)).
N

On introduit les A,_,-modules suivant associes a S,(D,). Soient
iy
d’abord t(D,) le sous-A,_,-module de torsion de S,(D_) et R(D,) le

quotient de S, (D) par t(D ). Nous avons associ¢ un autre A,_,-module
sans torsion qui est § »(D.). Le lien entre R(D ) et S »(D ) est donne
dans le lemme suivant.

LEmMME 5. — (i) Le Ap_,-module g, (D) est isomorphe a

Hom,, ,(R(D,). Ap_)

et (non canoniquement) a

Exth,_,(R(Do) Arsp).
(i) Le Ap_,r-module R (D ,) s'injecte dans
Hom,, ,(8,(D,). Ap_;r)

avec un conoyau pseudo-nul.

Dans toutes les démonstrations qui suivent, nous poserons A=Ar_.
'=G(D_/F).

Démonstration. — L’homomorphisme
/\ /\
(S,(D )y, —S,(D,)

a un noyau et un conoyau finis et d'ordre bornés (ici D, est le corps fixé
par I',).

Il en est de méme de 'homomorphisme
$,(D,) = T,(S,(D,)
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ou T,(S,(D,)) désigne le module de Tate de S,(D,) relativement a la
multiplication par p. On en déduit les égalités :

- i T
§,(Dg)=limHom, (S, (D,). Z,)
=lim Homg, (S, (D :)r,, Z,)

RS
=Hom, (S,(D ), Ar)
=Hom, (R(D,), Ap).

Finalement, de la suite exacte

h-1
05A > A>Ar—0

(dépendant du choix du générateur topologique h de G (F. /D)), on déduit
que

Hom, (R(D ), A;) — Exty(R(D_), A)
et la partie (i) du lemme.
Pour (ii), on utilise I'isomorphisme
S,(D)=~Hom, (R(D,), Ap).
On sait d’autre part par la théorie générale des A-modules que R(D )
s'injecte dans

HomAr(Hom,\r(R (D), Ap). Ap)

avec un conoyau pseudo-nul, ce qui termine la démonstration.

2.3. HAUTEURS p-ADIQUES ATTACHEES A UN CARACTERE DE G (F/D ,)

On déduit des proprietés fonctorielles des homomorphismes @, le
lemme suivant (voir aussi [7], 3.4.5). On désigne par N, , la norme de

S(LyaS(p.

LEMME 6. — Soit L F une extension finie et v un homomorphisme de
G(F, F)dans Z,;. Si v’ est la restriction de v a G(F L). ona

() <x. ¥ )y p=Cx. Np (), , pour xe8 (F). veS (L),

(i) <x. ¥ ), ,=CNpp(x), ¥, , pour xe8 (L). ve§ (F).
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Revenons a la Z -extension D, telle que S,(D ) ne soit pas de Ap_ -
torsion. On note ici D, le sous-corps de degré p" sur F, p un caractére
définissant D _. Si v est un caractére de G (F_/F) (par exemple définissant
L.), on note v, sa restriction a G(F_/D,).

LEMME 7. — Soit (x,) un élément de S »(D ). alors
<xn’ ," >p., p=0

pour tout n et tout y appartenant @ § »(Dy).

Démonstration. — Grace au lemme précédent, on a
<xll’ }' >p'. y=< xmv.v >p.,p

pour tout m>n. De plus, comme log, p,, est a valeurs dans p™Z,, la
forme bilinéaire

Co Dpmer

est a valeurs dans p™~“Z, ou ¢ ne dépend pas de m grice a la remarque 3.
On en déduit que {x,, v ),  , appartient & p™Z, pour tout m et donc est
nul.

Les formes bilinéaires { , ), , €tant peu intéressantes pour I'étude de
§,,(Dw), nous allons nous occuper maintenant de ( , )

Va. P°

LEMME ET DEFINITION 8. — Soit v un homomorphisme de G(F./F) a
valeurs dans Z et v, sa restriction @ G(F_/D ). Soit x=(x,) et y=(y,)
deux éléments de S,(D,). Alors le systéme d éléments de Z,[r/r ) (avec
I'/r,=G(D,/F)

1

(2 S
’ .

Za.ur,r.<s(x-)‘ ’(-“l) >'..PS- l !

est compatible avec les homomorphismes de  projection
Z,[[/T,)—=Z,[I/T,.,] et définit un élément de Z ([I']] qui ne dépend de v
que par v et que 'on note

«€X, VD>

.V

Démonstration. — Montrons d'abord que les elements (2) appartiennent
bien a Z,[I'/T,).
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On a
Zs.xsril'.<sxm ty, >vn.Ps-lt=[Dn: F]Zyel‘/rn<y~1x"’ Yn >VmP‘Y'

La forme bilineaire <, ), , est & valeurs dans Z, sur un sous-groupe §
d'indice fini borné par rapport a n de §,(D,). Donc on a

limS,=lim3,(D,)=5,(D,)

et I'élement (2) appartient a Z,,[['/T ).
Ensuite la compatibilité se déduit du fait que

(. ST Y >v..p=[Dn: D, )< Xp_1s ¥u-1 >v,.-,,p-
Finalement, si v et v/ ont méme restriction 8 G( F_/D_), on a
v=V p°
avec aeZ, et la derniére affirmation du lemme se déduit alors du lemme

precedent.

Nous venons donc de définir une forme bilinéaire « , », , sur
f,,(D,) de maniére analytique dans la mesure ou les  , ), ,sont analy-
tiques au moins sur E(D,) ®,Z, Nous allons maintenant passer i une

construction algébrique en utilisant le pseudo-isomorphisme ®f_.

2.4. GROUPES DE SELMER ET SERIES CARACTERISTIQUES

Nous fixons un générateur h de G(F,/D_)=H. On identifiera Ag_,
avec A, ([[S]] par h—S+1. Nous noterons f,_ la série caracteristique
de S,(F,) vu comme élément de Iw(D_/F)[[S]). Soit r,_le rang de
m) en tant que A, -module. On a alors le fait trivial suivant.

LeMME 9. — La série caractéristique de R(D ) en tant que Ay _ -module
est S0,

/\ o . /\ . .
Le Ap_f-module S, (F,), est quasi-isomorphe a §,(D ) grace au fait
a et 'homomorphisme

P
S (F,)=R(D,)

P x

est donc quasi-surjectif. On en déduit un homorphisme
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SF)" ~ROD.).

p

a: S

ProposiTION 10. — (i) La série caractéristique f;_ de {(F\I) est divisible
par S0 ;

(ii) Elle est exactement divisible par S'0» si et seulement si le conovau de
o est de Ap_-torsion;

(iii) Si cela est vérifié, o est injective et on a
r < H
fl"m (S)~S Dy l7-57(5./Dao) [[R (D:o): Sp(Fm) ]]lw(Dm/F)
modulo S'2:'Iw(D /F)

ou 7 ,(E/D,) est la série caractéristique du A,_,-module t(D ) et ou
[[R(DL):S,(F. )" (Do) désigne la série caractéristique du Ap_,r-module
R(D_)/S,(F)" (vue comme élément de 1w (D ,/F)).

Démonstration. — Soit B le noyau de ’homomorphisme
O
S,(Fg)—=R(D,).
La proposition se déduit alors des suites exactes a modules finis prés

- /\” N
OﬁBm—’Sp(Fm) _’R(Dw)—’(Bw)H_’Sp(FQ)H—’R(Dm)-‘o
et
P
(Fo)u = R(D,)—0.

p

0—t(D.)—~S

On remarque en particulier que (B, )y est de A, _ (-torsion si et seulement
si fp_ est exactement divisible par §'0..

Il reste maintenant a interpréter I'indice
P
[([R(D,): Sp (Fa:)"]]lw (D /F)

comme le discriminant d’une forme bilinéaire a valeurs dans Iw (D /F).

LemMme 11. — (i) Le pseudo-isomorphisme ®p  induit un quasi-
isomorphisme de Ap_,-modules

/\
S,(FY =Extl, ,(R(D,). A, )

sous ['hypothése que S'. divise exactement f¢_.
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Démonstration. — De la suite exacte

/\ .
0—B, —5,(Fo)— R(D)—fini -0,

on déduit la suite exacte

/\
0 — ExtA(R(D ), A) = ExtA(S,(F,)), A) = Exti(B,, A).

Comme §'2 divise exactement f;_ et que le A-module Exty(B,, A) n'a
pas de sous-module pseudo-nul non nul, Ext} (B, A) est nul. Donc

N
(3) Ext) (R(D ). A):Ext}\(SP(Fw)), A,

Du pseudo-isomorphisme ®( F_), on déduit le quasi-isomorphisme
/\ /\
(4) S, (Fo ) = Exty(S,(Fo)), AP
En combinant (3) et (4), on en déduit le lemme 11.
En utilisant le lemme 5, on obtient ainsi le diagramme suivant
S -
S,(F ) ———— Ext), (R(D,). Ar_)

! -

R(D,) $,(D,)

|

Hom,, ,(5,(D,) Ay, )

On en déduit une forme bilinéaire sur §,,(Dm) a valeurs dans p ™" Ap_ ¢
ou p est un entier positif. Notons-la B,,_ , (elle dépend en fait du choix
du geénérateur hde G( F_,D_) car 'homomorphisme

§,(D,)=Ext), (R(D,)Ar )

en dépend). Il nous reste a comparer B, , avec la forme bilineaire

<>,

Lemme 12 — Les deux formes bilinéaires <« , > et B, , sont
x+ P P

proportionnelles :

« . >», ,=log,v, (h)By ,
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Démonstration. — Par construction, on a le diagramme suivant :
— H O,-x 1 T H 1 _
R(D,) =—— S, (F)" = o Exti(5,(F.) A =Exti(R(D ). A)

-~

liTHoml’(S’(D,), Q,) im3,(D,) ——— 5,D,)

Par définition méme de @, _, ¥p_ est obtenu comme limite d’homomor-
phismes

v, :

§,(D,)»Hom, (5,(D,), Q,)
tels que

1
\yn (yn) (xn) - m < Xy Vn >v,,. r

En utilisant I'isomomorphisme canonique décrit dans le lemme 4 entre

HomZ‘, (Sp (Dn)7 Zp)

et
Homz, T/ ) »(D,), Z,[T/T,)),

et la formule (2), on en déduit le lemme 12.

Afin d’énoncer précisément le théoréme 1, nous avons encore besoin
d’une notation. Si M est un A-module compact de type fini (ou 4 sera ici
Z, ou Iw(D/F)), le discriminant d'une forme bilinéaire B sur M est
défini par

det ((B(x, x,)))

discy, B= -
[M:ZAx)*

si (x;) est un systéme libre maximal de M.

Le théoréme 1 se déduit alors de la proposition 10, du fait que

/\” .
"R (Dm): sp(Fw) ]]lw(D,/F)"dlscS.,(D,)BD,.h
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et du lemme 12 (on rappelle que le lien entre f; et £ ,(E[F,) est donné
par

L (EIF ) (¥ p)=fr (p) (v, (hF=1)).

N
2.5. CONSEQUENCE SUR LE MODULE DE TORSION DE S, (D )

On donne ici une conséquence concernant le module de torsion de

/\ - . . v . . — .

S, (D) ou plutdt sa serie caracteristique J ,(E/D ). On aura besoin pour
cela de la formule suivante qui lie &,(E/F ) avec les hauteurs p-adiques
{ . .. p definies precédemment :

(5) LLE/F )P V)~ M &5 ([ (F)(p)div)

disc§’m(< s Ve pS+< 5 Dy, p8)modulo(s, SYF*Y,
Ici. t; est le Z-rang de §,(F). &, le facteur d'Euler en p
&,=T1.,, 5 (E.(F)).

4 ¢ le produit des nombres de Tamagawa aux places de mauvaise réduction
de E'F. Enfin, ||| ( F)(p)/div est le quotient de ||| (F)(p) par son sous-Z,-
module divisible maximal. Cette formule se déduit formellement de la
définition des formes bilinéaires ( , ), , telle qu'elle a eté présentée au
paragraphe 2.1 et du fait que la formule (5) est vraie pour s=0 (démontrée
dans [9]. V.5 lorsque F contient le corps de multiplication complexe K, le
cas genéral s'en déduit facilement) : plus précisément, on montre comme
dans le paragraphe V. 3.2 de [8] que

L (EF, )X .
bl Andblt S A ~Cdiscs, ;< 2 i,

lim, _ o
ou C est unc constante indépendante de XA: la constante C est alors
dcterminée par lc cas ou A=v.

Remarquons que dans le cas de multiplication complexe, le facteur .4
est toujours une unité : en effet. .#, est une puissance de 2 sauf si

'=C(\ ~3) ou .#, peut avoir aussi le facteur premier 3 mais 3 nest
pas ordinaire pour unc courbe elliptique a multiplication complexe par
QO "=3) (¢f. par excmple [4]. proposition 4. 5).

Finalement. introduisons la notation suivante : si B est une forme
bilincaire symetrique sur un Z,-module M et si x est le noyau de la forme
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bilinéaire B, on notera

discMB={dlsc“’*B . si M#x,
1 st M=x.

Grace au diagramme commutatif

S,(D,)r 3, (F) modulo torsion

\ /-

—
Hom_ (5,(D,)r. Z,)

on voit que le Z,,-module U, des normes universelles de §,,( F) pour les
SP(D_) est isomorphe a S,,(D,)r. Notons x, le noyau de la forme bilinéaire

RIS

ProposITION 13. — Supposons que :
(1) les Z ,-modules U, et x, ont méme rang ry, .
(ii) le discriminant de ( , ), , sur x, est non nul.
Alors. on a
i T a0
et

lim, _ {M=O si n<tp—rp .
s =0 - F~Tp,

On utilisera pour la démonstration le lemme trivial suivant.

LemMMmE 14. — Soient B, et B, deux formes bilinéaires (symétriques) sur
un Z ,-module M de rang t. Soit x le novau de B, et r son Z -rang. Alors le
coefficient de A’ ' "' dans

disc, (B, +n B,)

est egal a —~—
disc, B, . disc,, B.,.
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Démonstration de la proposition 13. — 1l suffit de mettre ensemble le
lemme 14, la formule (5), le théoréme 1 et la formule suivante

lim, _ odiscs, p,,, < , »,  ,(p)=discy <, ),

2.6. Cas OU LA COURBE E EST DEFINIE SUR Q

Supposons ici que E est définie sur Q, que F=k est un corps quadratique
imaginaire, que F, =k est la Z2-extension de k, et que D est I'extension
pro-p-diédrale de Q contenant k (plus généralement, on pourrait supposer
que F est de type C.M. et que E est définie sur son sous-corps maximal
totalement réel).

Du pseudo-isomorphisme @, , on déduit I'équation fonctionnelle
(6) Lo (Elk) M)~ L, (Elk ) (A7)

si A est un caractére de G (k. /k) & valeurs dans Z (cela est d'ailleurs vrai
en toute généralité). De plus sous les hypothéses précédentes, la conju-

gaison complexe t induit un automorphisme sur §,(F.). Si v est le
caractére cyclotomique de G (k_/k) et p le caractére diédral (on a donc
Kerv=G(k,/C,) et Kerp=G(k_/D_)), T agit sur v et p par

(v=v, t(p)=p L
Notons 1 I'involution de A, _, définie par la formule
S =1 (v7p).
Alors &, (E/k ) verifie I'équation fonctionnelle
ZEk,)=ul (Elk,)

ou u est une unité de A, _,. En suivant une idée de Greenberg (non publi¢e
a ma connaissance), on peut alors deéfinir le signe de 1'équation fonction-
nelle de &, (E/k ).

Pour cela, on énonce le lemme suivant.
LeEMME 15. — Le groupe de cohomologie

1/ ] x
H (TLui Al L)
est dordre 2 la classe non triviale admet —1 comme représentant.
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Comme conséquence, il existe un représentant de la série caractéristique

de S,(k,), que I'on notera encore &, (E/k ), vérifiant
V)] L, (Elk.)=¢,%,(Elk,)
avec £,= t |, ou encore en explicitant
7y Z,(Elk,)(v™* p) =€, L, (E[k ) (V' p).
Sous certaines hypothéses de non dégénérescence, €, peut étre facilement
lié a certains invariants de la courbe.

ProposiTIoN 16. — (i) Si ( , )
g,=(—1)
(i) Si « , »

v.p €St non dégénérée sur S p(k), alors

est non dégénérée sur § »(D ), alors

Voo P

£,=(—1).

Démonstration. — La partie (i) se déduit de la formule (5) prise en s=0
et de (7)". La partie (ii) se déduit de I’équation fonctionnelle (7)" et de la
formule (iii) du théoréme 1.

Remarque. — Dans le cas ou E est a multiplication complexe par K=k,
on voit facilement que t, et r,_ sont pairs. On peut cependant dans ce

cas utiliser la décomposition de S, (k) en S, (k. ) ® S,.(k,) si p=pp*
N
dans k et définir le signe a I'aide de I'équation fonctionnelle liant S, (k)
/\
et S,. (k). Nous n’entrerons pas ici dans les détails.

CoroLLAIRE 17. — Si €, est égal @ —1, le A,_,-rang de S/,,(E) est
supérieur a 1 et & (E/D )est nulle.

Revenons aux exemples 1 du paragraphc 1. Le calcul de ¢, sc dcdun de
la proposmon 16, (i) (I’ ctudc de y? =x3—dx sur Q( /—) se ramenant a
celles de y2=x?—dx et de y?=x3+d Dx sur Q). Dans tous ces exemples,
le rang de E(k) est égal a O ou 1 et la composante p-primaire du groupe
de Shafarevitch-Tate est finie (cf [1]). De plus <, >, , (ainsi que
« , », ) est non nulle car la hauteur d'un point qui n'est pas de
torsion est non nulle grace a [2]. Donc r, et 1, sont égaux par la
proposition 16, (ii) et on a donc
siog,=-1 .

/\ l
ro, =Ap_n-rangdeS, (D, )= 0 6 el
=
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Dans tous les exemples précédents, en appliquant la proposition 13, on
trouve que J ,(E/D ) est une unité C’est-a-dire que le sous A,_,-module
de torsion de S, (D ) est fini.

Donnons des exemples dans le cas ou le corps F est le corps de
multiplication complexe K de E. Soit la courbe y2=x>—226x et p=5. Le
corps K est Q( \/——_l). Le rang de E(Q) est 3 et on montre de la méme
maniére que J ,(E/D ) (p°) est égale & s* & une unité prés. Pour la courbe
y*=x*+3x, p=5, on a t,=2. Le calcul numérique montre que J ,(E/D )

est une unité. Mais S,(D,) n’a pas de sous-modules finis non nuls grace
a (8] (le Ag_,x-module S/,,(b est de dimension projective inférieure a 1
et S,(D,) est égal a §S,(k,)w,p.))- Donc S/,,(b est sans torsion et

méme libre car §,(D,)g @ x) €St isomorphe a Z, En particulier, si
|ll(D,) (p) est fini pour tout n, le rang de E (D,) tend vers l'infini et ||| (D,) (p)
est nul ainsi que |||(D ) (p). .

3. Points de Heegner et Z -extensions

3.1. GENERALITES [4]

Soit k un corps quadratique imaginaire de discriminant D. Soit €
I’anneau des entiers de k et si ¢ est un entier positif, on note ¢, I'ordre de
¢ de conducteur c; on a donc €, =Z+c (. Soit H_le Ringklassenkorper
de k de conducteur c. Le groupe de Galois de H, sur k est donc isomorphe
au groupe des classes Pic (",) de (.. En particulier, H=H, est le corps
de Hilbert de k.

Soit N un entier positif. On suppose verifice la condition qui assure
I'existence de points de Heegner :

Il existe un ( -idéal A" contenu dans C_ tel que €_.1" soit cvclique
dordre N.

Lorsque N est premier a ¢, cette condition est équivalente a :

Il existe un  -idéal . 4" contenu dans C tel que € .\ soit cycligue dordre N.

Cela est encore équivalent a :

Tout diviseur premier | de .4~ se décompose dans k ou s¢ ramifie ¢1 dans
ce dernier cas I ne divise pas .4".
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Nous ferons en fait I'hypothése :

HyproTHESE DE HEEGNER. — Tout diviseur premier de N se décompose
dans k.

Si U est un O_-idéal propre et si Gy désigne son image dans Pic (€,),
I’élément de X, (N) (C) défini comme la classe d'isomorphismes de I'isogé-
nie cyclique de degré N

CUA-C/4 'Y

appartient en fait a X, (N) (H,) et est noté
[Co A7 (U]

C’est un point de Heegner de niveau c¢. L’action de I'automorphisme
complexe t est donnée par

[Co A (AN =(Cq A7 (U7
celle du groupe de Galois de H_/k est donneée par

(€ A [APe=[C, A", [UB™']]

si og est 'élement du groupe de Galois de H /k associ¢ a I'C -idéal
propre B.
Soit y. I'image de I'un des points de Heegner [(. .1, [¥]] dans la jaco-
bienne J,(N) de X, (N) :
Ye=([Cn A [UP=()

ou (oo) désigne la classe dans X, (N) de la pointe a I'infini. On notera Ju
le cardinal des racines de I'unité de k et on posc

u si c=1
6= ) .
| si c#l

PROPOSITION 1. — Soit v, un point de Heegner de nwweau c. Alors, si T (p)
est Topérateur de Hecke agissant sur J, (N).
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(1) si(p,c)=1,0na

o try m (ep) si p est inerte dans k.
otr HopH, () + 0,0,
T@)y.=" si p est ramifié dans k : p=p?
’ dtry n (Vep) + 0, )+ 0,3,
si p se décompose dans k : p=pp*.

(i) Si p divise c, il existe un point de Heegner y,,, de niveau c/p tel que

T(.p) Ye =-"c/p + trHtP/Ht (.‘vtp)'

3.2, Z,-EXTENSIONS ET CORPS DE CLASSES

Fixons désormais un entier ¢ et un nombre premier p premier a c N.
Consideérons la tour d’extensions de k formée des H,,» pour n>0 et soit
H,, = la reunion des H . Par la théorie du Ringklassenkdrper, le groupe
de Galois de H,,</H,, est isomorphe a Z,. Rappelons quelques formules
de nombres de classes. Soit h((,) le nombre de classes de ,,. On a

m D\1
ek Th(1=(7);)

si h est h(C). Remarquons que

[6':(’,’:]={“ Sf m#l‘
1 st m=

En particulier, on a

Le groupe de Galois de H, =’k admet donc un quotient isomorphe a Z,,.
Soit D, la Z extension de k correspondante. C'est I'unique Z -extension
de k prodiedrale sur Q, c'est-a-dire telle que I'automorphisme non trivial
t de G(k/Q) agit sur G(D, k) par c »o~'. En geénéral, H, et D, ne
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sont pas linéairement disjointes sur k. On pose pour n>0

D,=H»ND,.

Alors G (H »/D,) est isomorphe & G(H,,/D,) et le degré de D, sur D, est
P" 1. Lorsque p est non ramifié dans k, D, et D, sont égales. Lorsque p
ne divise pas le nombre de classes de k, D, (resp. D) est égal a k lorsque
p ne se ramifie pas dans k (resp. lorsque p se ramifie dans k). En effet,
dans toute sous-extension de H /H,, il existe au moins une place ne
divisant pas p et se ramifiant. Par contre, on peut montrer que si
k=Q(_/—23) et si pest égal a 3, H, est contenue dans D _. Enfin, comme
nous I'avons déja dit, le groupe de Galois de H,,</H,, est isomorphe a
Z, Lorsque p est non ramifié, c’est le plus grand sous-groupe de
G (H,,=»/k) isomorphe a Z, Lorsque p est ramifi¢ et p>3 I'extension
H,,«/H, est aussi une Z -extension. Il suffit de montrer pour cela que
G (H_»/H,) est cyclique d’ordre p". Or, par la théorie du corps de classes,
ce groupe de Galois est isomorphe a

(C/p"0)*|(Z/p"Z)* (image des unités globales de (),

qui est d’ordre p” et engendré par

1+ /D (car ord,(/D)>ord, (p)/(p—1)).

Nous supposerons désormais p strictement supérieur a 3 si p est ramifié
dans k car pour p=2 et 3, il peut se produire que H_,«/H, n’est pas une
Z -extension; cependant, la modification a faire est minime mais augmente-
rait les notations (I'hypothése est en fait que H,,«/H, est une Z -extension
si p est ramifié dans k).

Finalement, nous noterons I' =G (D _ /k).

3.3. PoinTs DE HEEGNER RELATIFS A LA Z -EXTENSION D /k

Fixons une courbe elliptique E définie sur Q, de conducteur N tel qu'il
existe un morphisme de degré fini de X, (N) dans E rationnel sur Q que
I'on peut supposer de degré minimal et notons e, I'image de y . dans
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E (H,,). Soit a,, la trace de I'endomorphisme de Frobenius sur E/Q modulo
p. Lopérateur de Hecke T(p) sur J,(N) correspond a la multiplication
par a, sur les points de E. On reecrit alors la proposition 1.

LeMME 2. — Soit b, ['élément de Z,[G (H /k)] défini par

a, si p est inerte
— . 2
b,= a,—o, si (p)=p
a,—Gc,—0o,. si (p)=pp*, p#p*

On a alors les relations

(i) a e a1 = ety ae2g ne1 (e.n+2) pour n=0;

(i) bye =8 try_pu (€,).

ProposiTioN 3. — 1. Il existe des éléments v, de Z ,[G (H_/k)] tels que
tl‘H‘.p'l/l-lr (ecp") =06 ! Yne€.

arvec
Yo=90

Yl =bp
Y2=a,7, _6c8
Yn=8pYa-1—PYn-2 pour n>3
(on a posé 8,=[H,, : H]).

2. Si p est non ramifié dans k et si & est un caractére non trivial de
A;=G(H_,/H,),
il existe des éléments B, de Z, (indépendants de E) tels que

Uy, om, Q.. A‘-E(o) Ge )= B,Z‘,EA;E(U) ce,
avec
Bi=1
B.=a,
By=a,B,.,—pB,..  pour n>3.

Cette proposition se déduit facilement du lemme 2.
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Nous allons maintenant étudier les éléments y, et exploiter les relations
de’ récurrence. Disons un mot du but recherché. On désire calculer
« I'indice » de la trace de H» a H, du Z,[G (H_,/k)}-module engendré
par e dans le Z,[G (H /k)]-module engendré par e, et de le comparer a
certains facteurs d’Euler généralisés.

Plus précisément, I'extension H_/k est non ramifiée aux places divisant
p. Aussi le groupe fini

Ep(mp) (p)=l—lv | pEv (Hc, v) (p)

(ou le produit est pris sur les places v de H, au-dessus de p) est muni
canoniquement d’une structure de Z,[G (H /k)}-module; on peut le décrire
plus canoniquement comme

n, Ip Evp (Hc v,) (p) ®Zp G (H‘-/k)g"] Zp [G (Hc/k)]

ou p parcourt les places de k au-dessus de p et ou v, est une place fixée
de H_ au-dessus de p. Il est annulé par I'élément suivant de Z,[G (H_/k)] :

¢F=n’|p(Np—a~, o, +02)

si g, est 'automorphisme d’Artin associé a p dans G (H,/k). Plus explicite-
ment, on a

‘ pP—ap+1=p*+1+p-a’ si p est inerte
(2 o,= p—a,o,+0} si (p)=p?
\(p—a,o,+c§)(p——a,,c,.+c§.) si (p)=pp*, pFEp*.
1

Remarquons que dans le cas décompose. o,. est égal a o, "

Posons

& =

{ pP+1+2p—a}  si pestinerte dans &
14

0, sinon.

On vérifie facilement que I'on a
d);’: n, | p(Un _va) (cn - BND)
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ou 1, et f, sont les racines du polynéme
2
X*—a,X+p

et ou a, et B, sont définis par multiplicativité. En particulier,

¢;~Hm<‘—&)

Anp

si a, est une unité et a, la racine qui est une unité. C'est @, qui intervient
naturellement dans le calcul des y,. On vérifie cependant facilement que
®, et &, ont méme valuation p-adique (lorsque a, est une unité) : le cas
non trivial est celui ou a,2=1 mod p et les inégalités de Weil impliquent
alors que a,: vaut 1, il suffit alors de calculer @, et @,

LEMME 4. — Les éléments v, de Z,[G (H /k)] vérifient
V=4, ®,+p""'r,
ou q, et r, appartiennent a Z,[G (H /k)] et ou les g, vérifient

4..1=a,q, modulo p pour n>=2.
et
e(p) si  p est non ramifié
q9:= -1 . s
a,c, si  p est ramifié.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence en utilisant
la proposition 3.

Nous donncrons sculement les valeurs ou les relations vérifiées par r, :

1. Cas inerte

r2n=(p+])
rh'l:a’v
9= -1

4..,=4a,q, modulo p (n=2).
2 Cas décompose
r.=s,(p—a,c,+c})+0," "(a,-c,~0c,")
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avec

— -(n—1
Spe1=0,5,—0, "7

et 5, =0
4..1=4a,q, modulo p (n=2)
q:=1
3. Cas ramifié

r.=po," (n=z1)
‘I1=°'v-l
4,.,=4a,q, mod p (n=1).

COROLLAIRE 5. — Si a, est une unité de Z, et si M est un

Z,[G (H, /k)}-module de type fini compact, l'intersection des y, M pour n>2
est égale a O, M.
On déduit aussi du lemme 2 les relations suivantes

(3) lr"‘p-on,uwn(erp"')=B.o;Q—,“B,ec,“"

pour k=1 ou les B, vérifient les relations de récurrence

Bo=0
Bl=l

Bn=aan-l_pBa-2 ("?2)

(ce sont donc les mémes que ceux de la proposition 3). On montre
facilement que si a, est une unité. les entiers B, sont des unités en p pour
nzl

3.4 MobpuULES D'IwWASAWA ASSOCIES AUX POINTS DE HEEGNER

Nous allons dans ce paragraphe donner la construction détaillee du
module H, qui intervient dans les conjectures du premier paragraphe. Un
peu plus genéralement. nous construirons des modules X _ dépendant
d’un caractere & et d'un entier ¢ (premaer a p). le cas particulier H, étant
obtenu pour ¢ =1 et pour £ caractére trivial.

b
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Rappelons les diagrammes suivants de corps

A, H‘_pn H(,,n
D, p, —
A, H
H —_ P //' r
Do=D," D,
/ H(
k D, A,
k
Cas non ramifié Cas ramifié
On posera

A,=G(H,/D,)
A {G(H”/H‘) si p est non ramifié

(3

1 si p est ramifié

(l'ordre de A, est donc toujours premier a p).

Pour simplifier, nous supposerons désormais que I'on est dans une des

deux situations suivantes :
(i) G(H,,/k) est le produit direct de G (D, /k) avec A, et § est un caractére
de A, (prolongé par le caracteére trivial sur G (D, /k))
(i) E est le caractére trivizi de G(H,,/D,).
On notera Z,[%] I'anneau obtenu en rajoutant a Z, les valcurs du
caractére € et A ,=Z [E][[G(D, k)]).
Dans le cas (i), le groupe G(H, /k) se déecompose aussi en produit
direct

G(H 'k)=G(D,/k)x A,
si M est un Z,[G(H_,+'k)]-module et m un élément de M. on posc

m =Z"A‘E(o)cm.

T
~
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Si M est le Z [£}-module engendré par les éléments m, pour m appartenant
a M, on considére M'® comme un Z,[E][G (D,/k)]-module grice a cette
décomposition. D’autre part, si & est trivial sur A] et si y est un élément
de Z,[G(H k)], on note y(§) I'image de y dans Z,[5][G(Dy/k)] par le
Z ,-homomorphisme induit par

G (H /k)=G (Do/k) x AJA; = Z,[E][G (Do/k))

(o, D—E()o
Enfin, on appelera cas I le cas ou £ est trivial sur A; et cas II le cas ou
£ n'est pas trivial sur A.. Ce dernier cas ne peut se produire que si p est

non ramifié (dans k) et I'entier n sera alors toujours supérieur ou égal a
1.

Considérons maintenant le Z,[G H_,+/k)}-module ¥, . engendré par
e.,» pour n>0. Notons #,% le Z,[E][G(D,/k)}-module engendré par
e : pour n=1 et par

€.t =Zc €G (H.Dg) E(o)oe,

pour n=0 (uniquement dans le cas (II); la notation est abusive puisqu’elle
n'a pas toujours la méme signification que pour e  avec n>1:

€ t=D e ‘HW,D”E (o)oe.p).

D’autre part, dans le cas ou £ est le caractére trivial, on notera aussi
les objets correspondant par des lettres grasses : H, . H

X, €

D’aprés (3), on a
trD./D,(f;‘.g:)cfl'f{:"'fl'(f'l. ¢
On pose
H e, czzo‘l(uxl’. o
XL:.'r=Zon(-x'l'f=r,'
On a alors le lemme.

LEMME 6. — La trace de D, D, induit un morphisme de ¥ ' dans
.
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Soit % _ la limite projective des »#®_ relativement aux morphismes
de trace. C’est un sous-A§) ,-module de §(H,,=)®. En particulier, il est
sans torsion par le lemme 5, paragraphe 2. Nous désirons maintenant
calculer le module de ses coinvariants par G (D _/k) afin de calculer son
A§) ,-rang.

LEMME 7. — Ona

g;’- EZP [€] tTpo (e g) (cas 1)

Mpz tr (Jf"ff”c)={
LD . Z,[E] trp i (ecp. 1) (cas 11)

ou &, ; est l'image par & de ®, (dans Z,[E]) dans le cas I.

Démonstration. — On a

Ma»0Yn (E_,).;f‘oé"c (cas I)

ﬂ..> tr -#:i)c =
21 Upp, (¥ ) {ﬂ,»oﬁnf(ﬁ)c (cas II)

(proposition 3). D’apres le corollaire 5 et la remarque qui suit concernant
les B,, cela vaut

{ @, (&) H#G . (cas]
HE . (cas II).

La projection de I'élément ®,(8) de Z,[E}[G(Dy/k)] dans Z,[3] (par
I’homomorphisme

GeG(Do/k)— 1)

est £, .. D'ou le lemme 7.

Remarque. — Lorsque £ est le caractére trivial, le lemme 7 devient
Nazy trp u(H)=6,Z, try ,(e)
ou &, est le facteur d'Euler en p usuel :
&,=#(L 1, E, (k) o)

(le produit est pris sur les places p de k au-dessus de p).

Les Z,[Z]-modules #*_ étant compacts, I'homomorphisme naturel

‘Y(::‘l. Pid mu trD.,k (‘” 'ni.lt)
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est surjectif et se factorise par (¥’ )¢ p_,, Nous allons commencer par
étudier un cas ou cette factorisation est un isomorphisme.

PROPOSITION 8. — Supposons que trp , (e, ) dans le cas (I) (resp.
trp, i (€cp, ) dans le cas 11) est d ordre infini. Alors I homomorphisme

(x(:?. c)G(Dcli) - nl "D.I'l (‘*‘lht)

est un isomorphisme (de Z ,[E]-modules).

Démonstration. — Nous ne donnerons les détails de la démonstration
que dans le cas (I) et nous oublierons le ¢ et le £ dans les notations.
L’homomorphisme considéré est simplement

(x,) = trpg i X (=trp, . (x,) pour tout n)

(dans le cas non ramifié, on a D, =D, et x, =x,). Calculons son noyau.
Soit ¢ un générateur de G (D _/k): nous noterons de la méme manicre sa
projection dans G (D,/k). Soit (x,) un élément de »# , =limJ¥, tel que

trp i X, =0. Nous voulons montrer qu'il appartient a (6 —1) J# . il suffit
pour cela de montrer que x, appartient a (o —1) )", pour tout n. Grace
aux relations (3), on voit que

K =X +X,_,
et donc on peut écrire
X,=a,e.pt+be -1 (+(c—1)z,

avec a, et b, dans Z,[] et z, dans .# . Notons §, la projection de v, (%)
dans Z,[E]. On a donc

Up, ale,n V=0, trp (e, )

grace a I'hypothese que tr, , (e, ) est d'ordre infini, la relation

trp, . (x,)=0
se traduit par
a,8,+pb,8,.,=0.
D'ou
(4) S, x,=b,(—pd, e, +b€,-1 )+(0-1)z,
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L'élement

hn= ~p8n—lecp".=+8necp"—l.:

de o, veérifie

(5 trp, p,., (h)=ph,_, pour n assez grand

(par exemple n>3) grace aux relations vérifiées par les &, :
6r|=ap8n— 1 —psn—l'

Finalement, comme 9§, est de valuation constante pour n assez grand (par
le lemme 4). que I'on a

trD,,-g D, ('\-n*k)=xn‘

on montre grace a (4) et (5) que, pour tout k > 0. x, appartient a

@ * 1),
ou k, ne dépend pas de k. Donc x, appartient a (¢ —1) ), ce qui montre
que x_ appartient a (o — 1) & _ et finit la démonstration de la proposition.

Remarque. — La condition que tr, , (e, ) est d’ordre infini est équiva-
lente a ce que l'annulateur de e, . dans Z,[E][G(Dy/k)] soit contenu
dans I'ideal d'augmentation de Z,[Z][G (Dy/k)] c'est-a-dire dans I'ideal
(6= 1)Z,[E][G (Do/k))

COROLLAIRE 9. — Sous les hypothéses de la proposition 8, #'Y _ est un
/\',§:l «-module libre de rang 1 et 'on a

J;’ § Zp [é] trl)olk (t‘(_ :)

('Y‘j'.r)' bz{
Gt Z,[E)trp, 4 (e, )

Démonstration. — Si M est un A‘;: x-module de type fini sans torsion
et tel que M soit isomorphe a Z []. il est libre de rang 1. En effet, il
existe une suite exacte

0=M—AY, ~T=0

avec T fini. On en déduit la suite exacte

0T = My = Z,[5) = Ty —0.
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D’ou TT donc T sont nuls et r est égal 2 1. On peut appliquer ce résultat
a M=% ; le lemme 7 et la proposition 8 permettent de calculer M.

Nous allons maintenant envisager le cas général.

ProrosiTION 10. — §'il existe un entier n tel que e ,» ; est d ordre infini,
le AG) ,-module 5¥'?  est libre de rang 1; il est nul sinon.

Démonstration. — Toujours pour simplifier les notations, nous nous
placerons dans le cas (I). Supposons d’abord qu’il existe un entier n tel
que e, ;. est d’ordre infini et soit [ le plus petit de ces entiers. Toujours
pour simplifier nous supposerons que />1 (/=2 dans le cas non ramifié)
(dans le cas contraire il faudrait introduire les sous-corps intermédiaires
de Dy/k). Soit s un entier annulant les points de torsion e , pour n<l.
Posons T,=s#"'%_ et soit T, la limite projective des T,. Alors la multipli-
cation par s induit un homomorphisme de #% _ dans T, surjectif par la
compacité des T, et injectif car #% _ n'a pas de A{P-torsion. C'est donc
un isomorphisme. C’est donc T, que nous ¢€tudierons et pour s'implifier
les notations, nous supposerons en fait que s=1 (sinon, il faudrait multi-
plier toutes les relations par s). Les relations (3) deviennent en particulier

tl.D, +1/Dy (ecp" + k) = Bu €cpl e

et B, est une unité de Z,. Donc e, . appartient a I'intersection des traces
de D,,,a D,de T,,, et il existe un élément y_ de T tel que si y,.=(y),
yi=e.t ;. Remarquons d’autre part que T, est nul pour n<l Soit
M =(p, 6 —1) I'idéal maximal de A{* (ou o est un générateur topologique
de G(D_/k)). Nous allons montrer que T =A®y +.#T.. On en
déduira par le lemme de Nakayama que T, est égal a AY_. Un A®-
module compact de type fini sans torsion et monogeéne étant libre de
rang 1, on en déduira la proposition.

Considérons donc un élément t, =(t,) de T.. Nous allons montrer que
t, appartient a Z ,[E][{G(D,/k)]y,+.# T, La démonstration est tout a fait
semblable a celle de la proposition 8. Comme T,=2Z_[E][G(D/k)]y, il
existe un élément A de AF! , tel que la l-iéme composante de 1, — Ay,
soit nulle. Si s,=t,—A},, il suffit donc de montrer quc s, appartient a
A T,. On écrit s, sous la forme

S,=a,€.n  +b,e -1 +(c—1)r,
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avec a,eZ,[E], b,eZ,[E] et r,e T,. La relation
trp, b, () =0
se traduit donc par
(s Ba-1+pPb, B, 1) et (0= D1y p, (r,)=0.

Comme trp_p, (r,) est un multiple de e, . (par un élément de AS) ).
on en déduit qu’il existe un élément p de A%L,k tel que

a, Bn—l+pbn ﬁn—l—l+(c—])“

appartient a I'annulateur de e_; .
Comme e,  est d’ordre infini, celui-ci est contenu dans I'idéal maximal

# de AF ,. On en déduit donc facilement que

bu
Bn—l

5, =

h, modulo # T,

avec hn= -=p Bu-l—lecp'.§+Bn-lecp'-‘.£,
En utilisant le fait que
trD,-I/D,, (hn+ l)=phu
et que

trD,.‘ 1/Dy (Sn+ l)=sm

on voit que s, appartient a .# T,, ce qu'il fallait démontrer.

Pour la seconde partic de la proposition, on remarque que le sous-Z-
module de torsion de E(H <) est fini. Comme »#"Y _est sans torsion, il
ne peut étre que nul.

Remarque. — On a toujours une surjection

(1] (&)
('Y;.r)(i(b, Dy —T——* mn%l‘rD.'D,(an.c

s
. . . . e
On en déduit une surjection

A4 )
(KL Vew,m = (SH )6 pynr
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Ce dernier Z,[E]-module est en fait isomorphe a Z,[E)/p Z, [E] lorsque les
hypotheses de la proposition 8 ne sont pas vérifiées mais que H#'® . est
cependant non nul.

Nous allons maintenant récapituler certains des résultats précédents.
Notons IV (o, ) la série caractéristique du A ,-module quotient de -
§,(H,=)® par #% . On notera 1 le caractére trivial de G(D,/k) et
rappelons que A/ est G(H,,/H,) si p est non ramifié et 1 si p est ramifié
dans k.

ProPOSITION 11. — (i) Si les points e, ; sont de torsion pour tout n,

&)
H'Y est nul.

(1) Si trp , (e, ;) lorsque & est trivial sur A, (resp. trp , (e, ) si § est
non trivial sur A}) n'est pas de torsion, #% _est de A‘,ﬁ; a-rang 1; si de plus
le A ,-rang de S,(H =) est égal d 1, on a

’(U (‘#x.r) (l) ~£;.§[Zp [&] Pun.g : Zp [g] trDc./l( (ec, g)]

(resp.
l‘h,(fu_.c)(l)‘\'[zp[é] Pun.f, : Zp[i] trD]/k (ecp, 2)])

ou P,,  est un générateur de (S,(H,,<)®)g oy
(iii) Sinon, le A§) -module H#'?  est de rang égal a 1 et si le A ;-
rang de S, (H,,=)"™ est aussi égal a 1, on a

I9(F ) (1)=0
I (F . ) #0.

Nous n'utiliserons dans le paragraphe 4 que le cas ou & est le caractére
trivial. Nous allons réécrire dans ce cas la proposition 11 en modifiant la
définition de la série caractéristique I'® (¥ ).

Notons I(H, ) la série caractéristique du A, ,-module quotient de
$,(D,) par H, _ et soit P,, un générateur de 5,(D )G p_ - Grace aux
lemmes 4 et 5 du paragraphe 2, c’est un élement de S‘P(k) qui est une
norme universelle pour les S,,(D,,) (voir aussi paragraphe 2.5).

ProposiTion 11°. — (i) Si les points try ., (e.,») sont de torsion pour
tout n, H_ _ esl nul;

(i) si try ,(e,) n'est pas de torsion, H,  est libre de A,_,-rang égal
al:sileAp_,-rang de SP(DL) est aussi égal a 1. on a

IH, J()~E,(Z,P,,: Z try ()]
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(iii) sinon, le Ap_,-module H_ _ est libre de A,_,-rang égal d 1 et si le
Ap_u-rang de §,,(Dw) est aussi égal a l, on a

IH, )1)=0
I(H__)#O0.

Démonstration de la proposition 11’ (la proposition 11 se démontrant de
la méme maniére). — Compte tenu de la proposition 10, il ne reste plus
qu'a calculer I(H, )(1) en supposant H_ _ et SP(DQ) de Ap_j-rang 1.
Notons Z, le A,_,-module défini par la suite exacte

0-H, -5,(D)—Z, -0
On en déduit la suite exacte de Z -modules
0- Zl; = Hg Jr— gp(Dm)r —(Z )r—0.
Dans le cas (ii). (H, ) est isomorphe a

m er.,k (Hn c)
d’apres la proposition 8. Comme on a la factorisation
‘Hx.()r S-P(Dr)r

= ]

Ntry (H, ) &—— § (k) modulo torsion,

le Z,-module (Z )" est nul et (Z )r est fini. On a alors
IH, ) ()=#(Z.)p)

On en deéduit (ii) a I'aide du lemme 7.

Dans le cas (i), I'homomorphisme
‘Hl .c)r - m [rD./k (Hn r)
est nul. On en déduit que Z% est isomorphe a (H, ) donc & Z,,
c'est-a-dire que I(H, ) (1) est nul.

Remarque - Lorsque lc A, ,-rang dc S,(D,r ) est strictement supérieur
al. on pecut encorc conclure quc la seric caractéristique du sous-
Ap, \-module de torsion de SP(D, ) H, . est nulle en 1 dans le cas (iii) et
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non nulle en 1 dans le cas (ii). En effet, on a de méme

0 dans le cas (ii)

r r
18y (Z.)=r1g, (tors(Z ) )= s
P 4 * 1 dans le cas (iii)
Cela prouve en particulier dans le cas (iii) que ce sous-module de torsion
est non trivial.

Nous allons maintenant examiner les exemples 2 ou H_ est non nul.
D'apres [6]. le module # , , (defini sur le Ringklassenkorper H - de k
de conducteur ¢p™) est non nul. Donc. lorsque H ,« est égal a D, le
Ap,s-module H_  est non nul, ce qui a lieu lorsque k est principal et
que p est ramifié dans k et c egal a 1.

4. Fin des démonstrations

Ce dernier paragraphe compléte le premier en présentant les démonstra-
tions des theoremes enoncés dans le premier. Nous ferons donc les mémes
hypothéses. c’est-a-dirc que la courbe elliptique E est a multiplication
complexe par I'anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire et
verifie I'hypothése (**) et I'hypothése de Heegner. Le sous-A,_,-module
H, est le module noté H, | dans le paragraphe 3.

Le théoréme 1 a été montré dans le paragraphe 2. La proposition 2 a
¢té montree dans le paragraphe 3.4 (proposition 10). Donnons donc la
demonstration du théoreme 3.

Sous I'hypothése que le A, ,-module S, (D, ) est de rang 1. la conjec-
ture A, est vraic. D'apres le theoreme 1 du paragraphe 1, on a

@ (Ek - .
th hm,_n»vli———’-m—\-’~d|scg’m:,< . >, PV T L(EID )p).
5

En utilisant la formule

<YV, ,=exy vy =y<xy>
dés que yv, =v,. on voit facilement que
(2 IH O IH, )discy, < . >, ,~discg p, < . >, ,
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ou I'(Hm)(p)=l(Hw)(p"). De (1) et de (2), on déduit I'équivalence de
A, et de B et donc le théoréme 3.

Montrons maintenant le théoréme 4. D’aprés le théoréme énoncé dans
[5], si L(E/k, s) a un zéro simple en s=1, le point de Heegner try, (e,)
n’est pas de torsion (E vérifie I'hypothése de Heegner). On en déduit par
la proposition 10 de 3.5 que H_ est de A,_,-rang égal a 1 et donc que

§,(D,) n’est pas de A,_,-torsion. On en déduit la conjecture A, et r,_
est-supérieur a 1. Sous I'hypothése supplémentaire que le rang de E (k)
est 1 et que J_H(k)(p) est fini, le nombre ¢, est égal a 1 et r,_ est nécessaire-
ment égal a 1. D’aprés [2], la hauteur d’'un générateur P,, des normes
universelles de $,(k) pour les §,(D,) relativement au caractére cycloto-
mique v est non nulle. En appliquant la proposition 13 (paragraphe 2.2),
ona

M, 82 # (]| (k) (p))
[E(k)®;Z,:Z,P,)

F,(E/D (1)~

Par la proposition 11 (paragraphe 3.5), on a

IH)(D)~E,[Z,P,, : Z,try, (e,))

On en déduit que la conjecture B (donc A,) est vraie pour le caractére
trivial 1 si et seulement si

[E (k) ®l Zp : Zp trM/k (el)]z ~"l{k # (_”l(k) (P)) uZ C:‘-
Cette formule est une conséquence de la conjecture de Birch et

Swinnerton-Dyer et du théoréme de Gross et Zagier deéja cité. En
remarquant que

M= MG

(car toutes les places de Q de mauvaise réduction pour E se décomposent
dans k), cette formule peut aussi s'écrire

[EK®,Z,: Zplr”.(e,)]-mllox/ # ( m(k)(p))urE
Démontrons enfin la proposition 5 en la précisant.
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Supposons d’abord que H, est nul. Dans ce cas, try, (e,) en particulier
est un point de torsion. La conjecture A, signifie que
Z,(Etk) (pv) _

lim, _ o —2——=1P") _q
S

D’aprés le théoréme 1, cela signifie donc que r,_ est supérieur a2,
c'est-a-dire que le Z,-module des normes universelles contenues dans S »(P
est de rang supérieur a 2. Donc soit [||(k)(p) est infini, soit le rang de
E (k) est strictement supérieur a 1.

Supposons maintenant que H_ est non nul et supposons que tr,, (e,)
est de torsion. On a donc

I(H,)(1)=0.

D’autre part, si J_U_(k)(p) est fini et si le rang de E(k) est égala 1, on a

Les hypothéses de la proposition 13 de 2.5 sont vérifices. Donc
J ,(E/D_)(1) est non nul. Ce qui est contradictoire avec la conjecture B.
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APPENDICE

Variation de la fonction L p-adique algébrique par isogénie

Contrairement a la fonction L p-adique analytique, la fonction L p-
adique algébrique attachée a une courbe elliptique n'est pas invariante par
isogénie lorsque le degré n’est pas premier a p. Nous allons ici en examiner
la dépendance. Avant d’énoncer le théoréme, fixons quelques notations.
Soient E et E’ deux courbes elliptiques définies sur un corps de nombres
F et f une isogénie de E dans E’ définie sur F dont le degré est une
puissance de p. Si v est une place de F, on note F, le corps résiduel de F
en vet F.=F, une cloture algébrique séparable de F.. Nous supposerons
que E (donc E’) a bonne réduction ordinaire en toute place au-dessus
de p. Soit C le noyau de I'isogénie f. Si v est une place au-dessus de p. la
réduction de C modulo v est notée C,. C’est un G(F,./’F,‘)-modulc (c'est
d‘ailleurs aussi un G (F,/F,)-module); on note C, , le noyau de réduction
modulo .

Soit F_/F une Zj-extension (avec r > 1). Notons S, (E F,) le groupe
de Selmer de E F, relatif a p* et & ,(E/F_) une série caractéristique de
son dual de Pontryagin en tant que Iw(F_ /F)-module. Nous supposerons

qu'elle est non nulle c'est-a-dire que S, (E/F,) est de Iw(F, F)-torsion.
On suppose que les places de F ou E (donc E’) a mauvaise reduction ne
se decomposent pas totalement dans F_.

THEOREME. - On a

LAEF)~pm N (EF,)
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avec

m(f)=Y,,,0rd,(# (C(F,))
+3,,,[F.: QJord, (# (C,)—[F: Q]ord, (# (C))
=Y, c0rd,(# (CFN-Y, [F.:Qord,(#(C, )

Commengons par une remarque simple. Si M est un Iw(F_/F)-module
compact de type fini de torsion, on peut écrire une de ses séries caracteéris-
tiques . (M) sous la forme

£ (M)=p*™ R(M)

ou la fonction d’Iwasawa R (M) n’est pas divisible par p et ne dépend que
de la structure de Iw(F,/F) ®,,Q,-module de M ®,,Q,. 1l est facile de
voir que les Iw(F_/F) ®z,, Q,-modules

/\ /\
S,EF)®;,Q, et S(E/F,)®,Q,

sont isomorphes c’est-a-dire que
/\ /\
R(S,(EF,))=R(S,(E/F.)).

En posant pour simplifier p(M)=u (M), on est donc ramené a montrer
que

(n m(f)=u(S(E" F ) —nu(S,(EF,)).

Nous montrerons la relation (1) en restant dans le cadre de la cohomolo-
gie galoisienne (P. Schneider m’a indiqué une déemonstration utilisant la
définition de groupes de Selmer par la cohomologie plate). Nous utiliserons
les théorémes de dualite locale [4] et de dualité globale de TaTe-Poitou (5]
et les formules de caracteristiques d"Euler-Poincare correspondantes. Nous
aurons aussi besoin d’un théoreme de CasseLs [2).

Commengons par quelques definitions. Soit L une extension de F,
éventuellement infinic. On note M (L) I'ensemble des places de L ou E a
mauvaise réduction et des places archimediennes. P(L) I'ensemble des
places de L au-dessus de p et T(L) la réunion de M (L) et de P(L). Soit
F; la plus grandc cxtcnsion de F non ramificc au dechors de T(F). Toutes
les extensions L de F considerees seront contenues dans F,. Il est bien
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connu [1] que S, (E.L) est un sous-groupe de H' (Fy, L, E ). Posons

X(E/L)=H'(L, (E,=),) si veP(L)
Y (E/L)=H'(L.E)(p) si veT(L).

On définit alors trois homomorphismes de localisation
:!i(EJL): Hi(FT L, Ep’)_’nl.ET(L’Hi(Lw Ep“)

B(EL): H'(Ff/L Eq)=][]. ;,H Lo E)(p)(=n|‘eT(L) Y.(E/L)
y(E'L): HY(F L. E,;»)—]] YUEL]], . p o, Xe(E/L).

veM(L)

Le noyvau de B, (E L) est par définition égal a S, (E/L). Quant a o, (E/L),
c’est I'homomorphisme de localisation intervenant dans les théorémes de
dualité globale. Tous les groupes de cohomologie intervenant sont nuls en
dimension supérieure ou égale a 3.

O
ProposiTioN 1. — Supposons que S,(E/F_) est un Iw(F/F)-module de
torsion. Alors, il en est de méme de kery,(E/F_) et de coker y;(E/F). De
plus, on a

(2) u(S, (E'F )=u(kery, (E/F.))—pu(cokery, (F,))

+R([ L cpr,, X0 (EIFL):
(3) O=p(kery,(E'F,))—p(cokery, (E/F,)):
@ u(ker yo (E/F,))=0
(44

uicokcryotEﬁF,))=|.1([_]'_6P'FI)X?(E/‘F1)).
COROLLAIRE 2. — On a la formule
(5) —u(S,(EF, ))=Zf;0(— 1y (u(kery,(E'F,))—u(cokery,(E'F,)).

Démonstration. — Notons E, , le noyau de reduction de E modulo t.
On a les deux suites exactes courtes de G (F,/F,)-modules (pour ve P(L))

0- El.r(Fr)"' E(F.)“ E.(Fr) -0
r - r o~
0—E (F)+—E(F)=E(F)-0.
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On en déduit le diagramme commutatif exact suivant (noté (6)) :
0 0 0

¢ | !

0 —ker B, (E/L) Nkery,(E/L) — kerB, (E/L) — [lcerw E- L) ®,,Q, Z,

|

0 ——— kery,(E'L)

|

0 ‘_"nnrmHl(L-* E, )W) —""nrgru.; Y-!(E/L) - nuuu.) YHEL) — nuhLle(Lr'El.c)(p)
b
MM, H (L. E.ENp)

coker B, (L) 1
0

H'(F; L. Ejx) — [1era X (EL) —— cokery, (L) —=0

0
Le O vient de ce que la suite suivante est exacte (grace a I'hypothése de
bonne réduction en v appartenant a P(L)):

0-E, (L)=E(L)-E/(L)—0.

Enongons maintenant les deux lemmes suivants.

LeMME 3. — Soit v une place de F . au-dessus de p. On a

Hl (Foc.m El.v)(p)

‘ 0 si F_ ./F.estramifiée (i)
= Q,/z, si F._,/F, est nonramifiée et infinie ii)
‘Z,/# (E,,(FL‘_))Z, si F__,/F. est nonramifiée et finie (iii);

Hz(FaL.r‘ Ell)(p)=0

LEMME 4. — Le conoyau de B, (E/F,) est nul.
On deduit du diagramme 6 et des lemmes 3 et 4 les conclusions

suivantes :
/\
(a) ker v, (E/F,) et cokery,(E/F_) sont des Iw(F_/F)-modules de
torsion;

(b) p(ker B, (E/F, ))=p(kery,(E/F_))—pn(cokery, (E'F_))
+“(nre P(l',lx'o‘E'/F‘ ))

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DF FRANCE



452 B. PERRIN-RIOU

(on remarque en particulier que

I_-Ivel’(l’c,c)l-ll (Fut.r’ Elv)(p)
et

nve P(Fy) Er(rx, p) (P)

ont méme u invariant).

Démonstration du lemme 3. — Posons ici L=F_. Soient T la complétion
de la plus grande extension non ramifiée de F, et M, la plus grande
extension non ramifice de F, contenue dans L, Posons L,=L,T. La
courbe elliptique étant ordinaire en t, il existe un isomorphisme de groupes
formels défini sur I'anneau des entiers de T entre E, , et le groupe U, ,
des unités fondamentales: s: E, ,— U, .. Si ¢ est I'endomorphisme de

Frobenius de M,, il existe un élement u de Z, tel que

s*s 1=y

On en déduit que E, ,(L,) est isomorphe a I'ensemble des a appartenant
aU, (L) tels que o(0)=ua. '

Supposons d’abord que L, est a valuation discréte (cas (ii) et (iii)). Dans
ce cas, M, et L_sont égales. On déduit de I'exercice 2, chapitre XII de [23]
que

HY(L. U, )()=H'(L, U)(p)=Q,/Z,
H*(L,, U, )(p=H*(L, U)(p)=0.

De plus, ¢ agissant trivialement sur L,. 'endomorphisme ¢-u agissant sur
H'(L., U, ) (p) correspond a la multiplication par 1 —u sur Q,/Z, Donc
H*(L.. E, ,)(p)est nul et H' (L. E, ,)(p) est égal au noyau de la multipli-
cation par u—1 sur Q,/Z, (en utilisant le fait que H'(L,/L,. E(L))) est
nul pour i > 1). Dans le cas (ii). u est égal a 1. Dans le cas (iii). la
valuation p-adique de u—1 est égale a celle de # (E, (L,) ().

Supposons maintenant que L, contient une Z -extension ramifiée
(cas (i)). Alors, H'(L.. U, ,)(p) est la limite projective sur les extensions
finies L, . contenues dans L_des

s

]

I
o -

HYL, T L',.,)(p)={ Q'(;Z'

s

TOME 115 - 1987 - ~ 4



g

THEORIE D'IWASAWA ET POINTS DE HEEGNER 453

(les fleches de transition étant induites par la multiplication par I'indice
de ramification). On en déduit que H'(L, U, ,)(p) est nul pour i > 1.
D’ou la nullité des H'(L,, E, ,)(p) pour i 2 1.

Démonstration du lemme 4. — Nous utiliserons ici le théoréme de
CasseLs ([2), voir aussi [1]) qui décrit le conoyau de B, (E/L) pour une
extension finie L de F. Le dual de ce conoyau est isomorphe a I'image de
§,(E/L) dans le Z,-module

[L.- w, im E(L,)/p"E(L,).
xp
Le dual de cokerp, (E/F,) est donc un quotient de S,(E/F,). Ce
dernier Iw (F . /F)-module est nul si S, (E/F ) est de Iw (F,/F)-torsion (voir

paragraphe 2.2 pour une propriété analogue). On en déduit donc le
lemme 4.

Passons maintenant aux groupes de cohomologie de dimension 2.

Les groupes de cohomologie H(L,, E) et H*(L,, E =) pour v apparte-
nant a T(L) ainsi que H*(L,, (E;),,) pour v appartenant a P(L) sont
nuls. On en déduit la nullit¢ du conoyau de v,(E/F_) et I'égalite des
noyaux de a, (E/F_) et de vy, (E/F,).

On utilise alors les théorémes de dualité de Tate-Poitou pour montrer

,/\ -~
que kera, (E/F,) est un sous-Iw (F,/F)-module de §,(E/F,) (et est donc
nul). On en déduit la nullité de p(kera, (E/F_) et I'égalité (3).

Quant aux égalités (4), elles sont immeédiates par définition de vo (E/F ).

Nous allons maintenant déduire le théoréme de la proposition 1 et de
son corollaire. On a les suites exactes longues

= Hi (F,/F. C) H'(F,iF, E,») H'(Fy/F, E,=)
n.-.u:r,)Hi(F«.-~ 0O nnM(r,»Y:‘.(E"’F') nreMH’.tY:'(E’ F.)

X — X —— X
n,-.p‘r',H‘(Fr.r' C,) nl-eP(F,lx:'(E/F’) n"""‘y’X:'E”’F’)

Les Iw(F_/F)-modules H' (F;/F_. C) et
nveM(Fz)H‘(F‘--"‘ C)xnuel'(f:)H'(FJ-"‘ C")

sont de torsion. On déduit alors du diagramme et du corollaire 2 la
formule
(7) m (f)zu(sp(E’/Fx ))“ll(s,,(E/F1 ))=pglohal_plocn~
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avec

"lglobnl=zi(_ ])i“(Hi(FT/Fac’ C))
et
u‘“"=2i(— l)ip(nl'eP(Fx)Hi(FfD.l" av))'

Rappelons que si M est un Iw(F_/F)-module compact de type fini de
torsion tel que

ord,(# (Mg r_r,)=ul[F,: Fl+o(F,: F])

pour n assez grand. I'entier pu est exactement égal a pu(M). Grace a la suite
exacte inflation-restriction, les Z,[G (F,/F)]-modules

(I1.. PeF.) Hi(F, ., C,)F=/fn

et
l_lrs P(F,) H‘ (Fn. [ Cv)

sont isomorphes a un groupe fini prés d'ordre borné. On est donc ramené
a un calcul de caractéristique d’Euler-Poincaré locale [4]: on a donc

Piocal = = 0« popy [Fe: @l ord, (# (C))).

Le p-invariant de H'(F;'F .. C) se calcule de méme en utilisant la caracté-
ristique d'Euler-Poincareé globale [5] :

Hoionat = — [F: @Jord, (# (C)+Y , _ ord,(# (C(F)).

-4
La formule (1) se déduit de la formule (7) et de I'expression précédente de
“qlobnl et dC "‘Iocal‘

Remarquons que les calculs précédents (et donc le théoréme) sont tout
a fait valables pour une variété abélienne ordinaire en toute place de F
au-dessus de p.

Rappclons la definition du nombre dc Tamagawa de E a I'infini. Pour
simplificr, supposons quc E admet unc forme différentielle ® invariante
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minimale partout sur I'anneau des entiers de F. Pour toute place archimé-
dienne r de F. on pose

\ J. ©  si vestréelle
E(F,

Q.= .
’ J’ OAI®D si v est complexe.
JEF

On pose alors

QERn=[],, . Q.
Le lemme suivant est bien connu (avec les hypothéses et notations du
théoreme precedent).

LemMme. — Le nombre Q(E' F).Q(E F) est un rationnel et on a
ord ,(Q(E'F)Q(E/F))= —m(f).

On en deduit que Q(E F) ¥, (E F,) est un invariant d'isogenie.

Démonstration du lemme. — Si ®' est une forme différentielle minimale
de E"F.ona

ffo'=c(No
ou ¢ (f) est un entier de F. On voit alors facilement que

Q= { o, (c(f) #(C(F))  si vestréelle
e o, (c(M}* #(C(F) si v est complexe

ou o, désigne un plongement de F dans F, associ¢ a . On en déduit que
Q(E F)Q(EFy=Nggc(MN]],,, # (C(F))
d'ou
ord (Q(E F)Q(E Fn= - ord, (# (C(F,)
: +Y  [F.:Q,)ord, (o, (c ().

ot | p

On doit donc montrer que ord, (o, (c(f))) est égal & # (C, ,). Cela sc
voit facilement s1 [ est étale en r, donc st I'isogénie duale de f est étale.
Comme nous avons suppos¢ que E est ordinaire en v, le cas general se
deduit de ces deux cas precedents.
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