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SCHÉMAS EN GROUPES ET IMMEUBLES
DES GROUPES CLASSIQUES SUR UN CORPS LOCAL

Deuxième Partie : GROUPES UNITAIRES
PAR

F. BRUHAT et J. TITS (*)

RÉSUMÉ. — On donne dans le cas d'un groupe classique G des constructions concrètes.
c'est-à-dire liées à la représentation naturelle de G, de l'immeuble et des schémas en groupes
de la théorie générale des groupes réductifs sur un corps local ([3], [4]). Le cas des groupes
linéaires généraux ou spéciaux ayant été traité dans une première partie [5]. on s'intéresse
aux autres groupes, c'est-à-dire aux groupes unitaires.

ABSTRACT. — Thé building and group-schemes assodated by thé général theory ([3], [4])
to a reductive group over a local field are given a concrète interprétation in thé case of a
classical group G; hère, "concrète" means "relatcd to thé natural représentation of G". Thé
case of thé général and spécial linear groups bas been handied in a first part [5]; hère. we
deal with thé other classical groups. i. e. thé unitary groups.

Introduction

Ce travail est la suite de notre article [5] (noté III dans la suite) et vise,
comme lui, à donner dans le cas des groupes classiques des interprétations
concrètes des immeubles et schémas en groupes associés à un groupe
réductif défini sur un corps local K, que nous avons introduits dans nos
mémoires [3] et [4] (notés I et II respectivement dans la suite). Le cas des
groupes linéaires généraux et spéciaux ayant été traité dans III, nous nous
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142 F. BRUHAT ET J. TITS

intéressons ici aux groupes unitaires. Nous prions le lecteur de se reporter
à l'introduction de III pour plus de motivation.

Le premier paragraphe est consacré au rappel de la classification des
K-formes des groupes classiques SL,, Sp^ et SO^ Nous avons dû y
consacrer pas mal de pages, pour deux raisons. D'une part, nous avons
voulu établir une présentation et un système de notations uniques, couvrant
tous les cas même en caractéristique 2 : elle fait apparaître tout groupe
classique qui n'est pas le groupe spécial linéaire SL^(D) d'un corps gau-
che D, comme le stabilisateur dans un tel SL^(D) du couple (/, q) formé
d'une forme sesquilinéaire e-hermitienne et d'une forme pseudo-quadrati-
que (en un sens convenable) associées. D'autre part, nous avons eu besoin
(voir paragraphe 4) de préciser comment on passe explicitement de la
« représentation naturelle » d'un groupe unitaire G sur Kà. la « représenta-
tion naturelle » de G comme groupe classique sur une extension de JC Dans
les premiers numéros (jusqu'à 1.14), le corps K est un corps commutatif
quelconque.

A partir de 1.15, le corps K est supposé muni d'une valuation discrète
(nous avons ajouté quelques remarques sur le cas de valuation dense) et
nous supposons que K et G satisfont à des hypothèses qui permettent de
construire dans G (X) une donnée radicielle valuée et un immeuble affine,
hypothèses automatiquement réalisées lorsque K est hensélien, par exemple
complet. Le paragraphe 2 est essentiellement consacré à la démonstration
d'un théorème établissant une bijection canonique entre l'immeuble de G
et l'ensemble des normes « maximinorantes » pour le couple (/, q) définis-
sant G; ce théorème, annoncé dans 1 (note ajoutée aux épreuves), nous a
été suggéré par André Weil. Le paragraphe 3 associe à tout point p de
l'immeuble de G un schéma en groupes ®p sur l'anneau des entiers de K,
plat, de fibre générique G, admettant une « grosse cellule » et défini de
manière simple à partir de la représentation naturelle de G et de la norme
correspondant à p. Le paragraphe 4 étudie l'effet d'un « changement de
base étale », ce qui permet, au paragraphe 5, la comparaison des schémas
du paragraphe 3 avec ceux introduits dans II. La conclusion est la sui-
vante : si K est hensélien à corps résiduel K parfait (et même sous des
hypothèses un peu plus larges), le schéma (5p est lisse et coïncide avec le
schéma (&^ de II, sauf lorsque car ^=2 et que G est une forme du groupe
orthogonal en dimension paire non déployée sur l'hensélisé strict de K.
Dans ce dernier cas, le schéma « naturel » ®p n'est pas lisse.
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SCHÉMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES, II 143

1.1. Dans ce travail, la lettre K désigne un corps commutatif et la lettre
G désigne une K-îorme de l'un des groupes classiques au sens strict, c'est-
à-dire des groupes algébriques SL^ Sp^ ou 50,, (et non de groupes
isogènes à ceux-ci : en particulier, il n'y a pas lieu de considérer des formes
trialitaires de 2)4, qui sont nécessairement des formes de Sping ou de PSOg
([11], p. 31); d'autre part, nous désignons par SO^ la composante neutre
du groupe orthogonal 0, (même lorsque carX=2 et n=2w : tous les
éléments de 0, sont alors de déterminant 1, mais la composante neutre
de 0^ est le sous-groupe d'indice 2 noyau de l'invariant de Dickson).

On sait ([13], [10], [11]) que G est X-isomorphe à l'un des groupes
suivants :

(I) le groupe spécial linéaire SL^(D), où D est un corps de centre K de
dimension finie sur K (ces groupes ont fait l'objet de notre article III et
nous n'en reparlerons pratiquement pas);

(II) le groupe spécial unitaire SU(f) d'une forme sesquilinéaire hermi-
tienne ou antihermitienne, non dégénérée et tracique.

Lorsque carK^2, les types (I) et (II) épuisent à isomorphisme près les
K-f ormes considérées. Mais, lorsque carK=2, il faut y ajouter pour obtenir
les formes du groupe orthogonal le type suivant :

(III) le groupe spécial orthogonal d'une forme pseudo-quadratique non
dégénérée de défaut ^1.

1.2. Pour expliciter les vocables utilisés ci-dessus, pour unifier les nota-
tions des types (II) et (III) et pour des raisons plus sérieuses qui apparaî-
tront plus tard (cf. 2.16), nous nous placerons dans le cadre suivant. On
désigne par D un corps de centre L, par a une involution de D (i. e. un
antiautomorphisme de carré l'identité), tels que K soit le corps des points
fixes de CT dans L, et par e un élément de D égal à ± 1. On pose

D^={^e^|Ç€D}. Z^^eDii^-eU.

de sorte que Dy ç c: D0-'. Si car K ̂ 2 ou si L ̂  K (involution « de deuxième
espèce »), alors Dy ^=1)°*' : en effet, il existe alors ^eL tel que

(1) ^+^==1

et l'on a ^=^-e(À4)°eD^ , pour tout f^çD0-6. Par contre, si car*:s=2
et L=K, on a JD^,=TrD et D0^ est l'ensemble des invariants de o, de
sorte qu'en général Dy ^D0*'.
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144 F. BRUHAT ET J. TITS

On désigne désormais par D° F un ou F autre de ces deux sous-K-espaces
vectoriels de D, ce choix étant fait une fois pour toutes (lorsqu'ils sont
distincts, le choix Z)0^!)0'6 correspond aux formes du groupe symplectique
et le choix Z>°==Z)^ ^ à celles du groupe orthogonal). Notons que r|°Çr| eD°
quels que soient ÇeD° et r|eZ).

On désigne par X un espace vectoriel à droite sur D (non nécessairement
de dimension finie), on pose M^End^X et l'on note B le X-espace
vectoriel des formes o-sesquilinéaires sur X, c'est-à-dire l'ensemble des
applications biadditives b : XxX-^D satisfaisant à

b(x^, yr})=^b(x, y)r[ pour x , y e X et ^, r|eD.

Il est canoniquement muni de deux structures commutant de M-module à
droite. Pour les distinguer, nous écrivons l'une d'elles à gauche et posons
pout beB, u, veM et x, yeX:

(2) (ubv)(x,y)^b(ux,vy),

de sorte que v (ub) = (uv) fc.
Si X est de dimension finie, B s'identifie canoniquement à (X°)* ®p-y1

(où Xe désigne le D-espace vectoriel à gauche déduit de X grâce à a, c'est-
à-dire le groupe additif X muni de la loi d'opération (^, x)^xy de D x X
dans AT, et où X* désigne le dual Hom^AT, D) de X). Si (^ est une base
de X, on associe à x^^e^^X la matrice colonne x=(x,), à ueM la
matrice carrée u telle que u^.=^^Uy, d'où y=ux si y=ux, et à beB la
matrice carrée b==(&(e., .̂)), de sorte que b(x, jQ^x^by et que la matrice
de ubv est ^bv [où bien entendu ('u0)—^.

On dit que b est e-hermitienne si

(3) b (y, x) = e b (x, ^)° pour x, yeX,

d'où fc(y, x)=fc(x, >0 modD°, et que b est tracique si de plus il existe
pour tout xeXun ̂ çD tel que

(4) fcOc.jc)^-^.

Notons que (4) résulte de (3) lorsque car/C^2 (prendre ^=(l/2)fr(x, x)!);
lorsque a=id (c.-à-d. D=X) et e= -1, (4) signifie que b est une forme
bilinéaire alternée.
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SCHÉMAS ET IMMEUBLES DES GROUPES CLASSIQUES, II 145

On désigne par Q l'ensemble des applications de X dans le K-espace
vectoriel quotient D/D° de la forme q : x^b(x, x)+D° pour un beB, de
sorte que

(5) q(x^yq(x)^ pour xçX et ^eZ).
(6) q(x^y)-q(x)-^q(y)^f(x,y) pour x,yeX,

où/est la forme sesquilinéaire e-hermitienne tracique sur -Y définie par

(7) f(x,y)=b(x,y)^€b(y,x)° pour x,yeX.

Autrement dit, Q s'identifie au K-espace vectoriel quotient de B par le
sous-espace N formé des beB tels que b(x, x)çD° pour tout xeX. On
vérifie aisément que si Z)°^Z>, le noyau N se compose des b de la forme
(x, y)^g(x, y)—^g(y, x)0 avec geB lorsque D°^Dy^ et des formes
(-e)-hermitiennes lorsque DO=Daft.

Notons que

(8) /(x.x)=^-he^ pour xeX et Çeç(x).

En particulier,

(9) q(x)=0 entraîne f(x, x)=0 (xeJÏ).

Un élément q de Q est appelé une forme pseudo-quadratique sur -Y
(relativement à a, c, Z>°) et une forme sesquilinéaire e-hermitienne tracique
/ satisfaisant à (6) est dite associée à q (on dit aussi que q est associée
à /). On note C l'espace des couples (/, q) de formes ainsi associées.

Si D°=D, c'est-à-dire si l'on a o=id (d'où D==X) et ou bien e^l, ou
bien carX=2 et D^D0'1, alors Q est réduit à { 0 } et les formes sesquili-
néaires traciques sont les formes alternées.

Si jD°^Z), alors q détermine /. Plus précisément, il existe, pour tout
q efi, un unique feB satisfaisant à (6) : cela résulte aussitôt de ce que
l'image d'une forme sesquilinéaire non nulle est D tout entier.

Dans les deux cas, on voit qu'une forme f associée à q satisfait toujours
à (8) et (9).

Soit (^i)i,j une base du D-cspace vectoriel X. Munissons 7 d'un ordre
total et donnons-nous des a(€D/Z)°(ie/) et des (îy6Z) (pour ï.j'e/, i<j).
Alors, il existe un couple (/, q) de formes associées et un seul tel que
q(ei)=aii etf(e^ e^^pour i<j. Cest évident si Z)°=D (on a ^=0 et/
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146 F. BRUHAT ET J. TITS

alternée). Si D°^D, l'unicité de (/, q) est immédiate : q détermine/et on
doit avoir

(6bis) ^Œ,^^)=£,^Ot^,+L,^?p^,+D°,

quels que soient les ^eD nuls sauf un nombre fini. Pour montrer l'exis-
tence de (/, q), définissons un élément beB en choisissant pour b(e^ e^)
un élément de a, et en posant b(e^ ^)==Py pour i<j, b(e^ ^)=0 pour
i>j. Alors, q : x^b(x, x)+D° et/définie par (7) répondent à la question.

On en déduit que toute application q de X dans D/D° satisfaisant à (5)
et (6) avec feB (non nécessairement e-hermitienne) appartient à Q, En effet,
posons oii=q(Ci) et Py=/(^, Cj) pour i<j. Alors (5) et (6) entraînent (6 bis)
et q coïncide avec la forme pseudo-quadratique définie à l'alinéa précédent.

Désormais, nous notons (/ q) le couple formé Sun feB et d'un qeQ
associés.

1.3. Remarques. — (1) Si D°=Dy g, alors Q est l'ensemble des formes
pseudo-quadratiques au sens de I, 10.1.1. Si de plus Dy ^D, c'est-à-dire
si l'on n'a pas a==id et e^l, alors Q est aussi l'ensemble des formes
quadratiques au sens de [11] (voir p. 23). Si de plus ^o.c={0}, c'est-à-
dire cr==id et £=1, alors Q est l'ensemble des formes quadratiques au sens
usuel.

(2) Si DO^DOIt (par exemple si carX^2 ou si L^K), alors f détermine
q : on a en effet d'après (8)

(10) çM={ÇeD|Ç+eÇ°=/(^ x)} pour tout x e X .

S'il existe XeL satisfaisant à (1), on a aussi

( 10 bis) q (x) == V (x, x) + D° pour tout x € X.

On pourrait donc penser que la considération de q est alors oiseuse : on
verra qu'il n'en est rien. On sait d'ailleurs depuis EICHLER [7] que l'étude
des formes quadratiques, par exemple sur un corps de nombres, nécessite
la considération simultanée de la forme bilinéaire symétrique / et de la
forme quadratique q(x)=(\/2)f(x, x).

(3) Le théorème de Witt est valable sous la forme suivante : soit Y un
sous'espace vectoriel de dimension finie de X tel que pour tout yç Y— {0},
il existe x e X avec f (x, y)^0; alors, toute application linéaire u de Y dans
X telle que f(u(y\ u(z))==f(y, z) et q(u(y))=q(\') pour tous \\ ze Y, se
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prolonge en un automorphisme de X conservant f et q. La démonstration
du théorème de Witt « classique » donnée dans [2], § 4, n° 3 est valable
presque sans changements.

1.4. Les définitions précédentes se généralisent au cas d'un anneau à
involution : voir [12]. Les seuls cas qui nous intéresseront par la suite sont
celui d'une L-algèbre centrale simple, où L est un corps commutatif
extension de K tel que K soit l'ensemble des points fixes de la restriction
de l'involution o à L, et celui d'un produit direct de deux K-algèbres
centrales simples antiisomorphes muni de l'involution (u, i;)t-^(i;°, u°). Les
définitions et résultats de 1.2 se généralisent alors, avec les deux correctifs
suivants. Pour montrer que toute application de X dans D/D° satisfaisant
à (5) et (6) appartient à g, il faut supposer que X est un D-module
projectif (p. ex. un D-module de type fini) : la démonstration de 1.2 est
valable sans changement dans le cas libre et le passage au cas projectif est
immédiat. D'autre part, pour montrer que q détermine/lorsque Z>°^D,
il faut remarquer que le sous-groupe additif engendré par l'image d'une
forme sesquilinéaire non nulle est un idéal bilatère ^ {0} et que, avec nos
hypothèses, un tel idéal ne peut être contenu dans D° lorsque D°^D.

1.5. Avec ces notations, on peut préciser les assertions de 1.1. Une
fois écartées les formes de type (I), une K-forme G d'un groupe classique
est obtenue à X-isomorphisme près de la manière suivante. On considère
Z), a, e, D°, X, /et q comme ci-dessus et l'on suppose de plus que D est
un corps de dimension finie d2 sur son centre L, que X est de dimension
finie n sur D, avec nd[L : K]^3, et que le couple (/, q) est non-dégénéré
(c'est-à-dire que le seul élément xçX satisfaisant aux relations / (je, y)=0
pour tout y e X ei q(x)=0 est l'élément nul) et de défaut ^1 (c'est-à-dire
que la dimension sur K du noyau de/est < 1 : autrement dit, ou bien
/est non dégénérée, ou bien carX=2, D=K, n=2p+l , D ° = { 0 } et
dimKer/= 1). Alors, G est la composante neutre du sous-groupe algébrique
G' de GL(X) défini par les équations Nrd^= 1, ^./==/et g.q=q (où Nrd
désigne le polynôme norme réduite, à valeurs dans L, et où g.fei g.q
désignent les transformés par transport de structure de/et q respectivement
par gçGL(X)). On sait que G' est connexe sauf lorsque carK=2, L=K,
D°=TrZ) et ndçlZ (formes du groupe orthogonal en dimension paire)
et que sa composante neutre G est définie sur K, autrement dit est un K-
schéma absolument réduit ([11], p. 30). Rappelons à ce propos qu'en
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148 F. BRUHAT ET J. TTTS

caractéristique 2, le groupe orthogonal en dimension impaire n'est pas
réduit, car les équations g . q=q entraînent (Nrd^)^ 1 mais non Nrdg= 1.

1.6. Les résultats rappelés ci-dessus sont établis dans [13] et [11] par
des méthodes « intrinsèques » : par exemple, lorsque carJC^2, A. Weil
associe canoniquement à un groupe classique G==SL^ Sp^ ou SO, une
algèbre à involution et montre que les X-formes de G correspondent aux
X-formes de celle-ci. Ces méthodes ne répondent pas immédiatement à
la question simple suivante : comment passe-t-on de la représentation
« naturelle » de G comme groupe spécial unitaire du couple (/, q) à la
représentation « naturelle » de G sur la clôture séparable de K comme
groupe SL^ Sp^ ou SO,,? Or, nous aurons besoin plus loin de ce passage,
et même plus généralement du passage de la représentation « naturelle »
de G sur K à la représentation « naturelle » de G sur une extension de K
(ces expressions n'étant d'ailleurs pas définies sans ambiguïté comme nous
le préciserons) et nous allons l'expliciter.

1.7. Pour cela, il nous faut rappeler et compléter les résultats classiques
sur les algèbres simples à involution [1]. Soit M une X-algèbre simple de
dimension finie, munie d'une involution a, telle que K soit l'ensemble des
points fixes de a dans le centre L de M. Soit £ un M-module à droite
simple. Notons D le corps commutant de £, de sorte que E est un D-espace
vectoriel à gauche de dimension finie et que M s'identifie à Hom?(£, £) et
L au centre de Z). Soit (û<) une base du D-espace vectoriel £. Elle permet
d'identifier M et l'algèbre des matrices M^(D) en identifiant ueM à la
matrice u==(uy) définie par

û*"=E^û,.

On sait ([l], th. 12, p. 156) que l'on peut trouver une involution X^X
de D, coïncidant avec a sur L, et un élément inversible s de M^(D) tels
que l'on ait, pour tout M€M,

(11) u^s.î.s-1,

et

(12) Ç=-HS avec T I = = ± I ,

où 'u est la matrice définie par ('u)^^,.
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Soit £*=Homp(£, D) le dual de £, muni de la base duale (û*). Cest
un D'espace vectoriel à droite et un M-module à gauche simple dont le
commutant est l'ensemble des applications y\^y\ pour KçD et s'identifie
canoniquement au corps opposé D09. Soit E0 le M-module à gauche simple
déduit de £ grâce à <y (c'est-à-dire le groupe additif £ muni de la loi
d'opération (u, x)^xu° de MxE dans £). La matrice inversible s==(Sy)
définit une bijection semilinéaire s de £ dans £* telle que

(13) s(\x)=s(x)^ pour xe£, X,€Z),

( 14) 5 (û,) == ̂ . a] Sj, pour tout ï,

et un calcul immédiat montre que la formule (11) signifie que s est un
morphisme, donc un isomorphisme, de M-modules à gauche de E° sur E*.

D'autre part, on sait que M, considéré comme bimodule sur lui-même,
s'identifie canoniquement à E*®I)E (à l'élément x^xeE^Q^E corres-
pond l'élément ueM tel que yu^x'(y).x pour tout ^ 6 £ e t à u 6 A f d e
matrice u=(uy) correspond .̂ .û*Uy®û^). Par suite, le M-module à gau-
che Homj^ (£, M) des homomorphismes de M-modules à droite de £ dans
M s'identifie canoniquement à £* (cf. 111,1.16 : à x ' e E * correspond
l'homomorphisme jci—^;x'®x).

Considérons enfin l'ensemble B des formes a-sesquilinéaires sur £ (à
valeurs dans M). Il s'identifie canoniquement à îîom^(E°, Hom^(£, M)),
d'où, d'après ce qui précède, une identification canonique

(15) B^Hom^ÇE9, £*).

Il en résulte aussitôt que la donnée de Fisomorphisme s : E° -^ E* fournit
une bijection K-linéaire 'k^b^de D sur B, donnée par

(16) b^(x, y)=s(x)\®y=s(x)^y,

d'où

(17) b^ ^=b,(x, ^)=fc,(Xx, y\

pour x, yeE et ,̂ HeD. Matriciellement, si à x= ^x^,6£ on associe la
matrice ligne x=(x<) (et de même pour y}, on a

(18) ^(x.^s.'x.^y,

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



150 F. BRUHAT ET J. TTTS

(où le scalaire X € D est considéré comme matrice à une ligne et une
colonne), d'où aussitôt

(19) b^(y, x)=n&î(^ y)0.

En particulier, b^ est r|-hermitienne si et seulement si 5C=^.
Donnons-nous maintenant c = ± l et considérons l'ensemble Q des

formes pseudo-quadratiques sur E relativement à M^M0'8 (resp.
M°==M, J. Notons T l'involution ^i-^ de D et posons DO=Dïïer} (resp.
D°=D^ ^). Alors, F application de D dans Q qui à XeD /ûi'r correspondre
Fimage q^ de b^ dans Q est K-linéaire, surjective, de noyau D°. En
effet, lorsque M°=M°'\ la relation ^=0 équivaut à
s t x ^ x = — e ( s ( x ^ x ) o = — e ^ s ' x X x pour tout xe£, donc à ÎI=--£T^.
Lorsque M°=My ç, la relation ^=0 équivaut à l'existence pour tout xeE
d'une matrice h telle que s tx^x=sh—e(sh)o, ou encore

^Xx^-e^s-^h-erili,

et l'on en déduit trivialement que ^=0 équivaut à ^.eZ\ ^. Ceci permet
de définir q^ pour XeD/D°. D'autre part, un calcul simple montre que
^x+tîir est associée à q^.

1.8. Remarques. — (1) Pour écrire 1.7 nous avons fait des choix. Tout
d'abord, le corps D n'est déterminé qu'à isomorphisme près et pour le
fixer nous avons choisi un M-module à droite simple £. Ensuite, tout
revient à choisir un isomorphisme seHom^(E°, £*) convenable: il
détermine l'involution de D par (13), la matrices, donc le scalaire T|,
par (14) [quelle que soit la base (û,)], et la bijection de D (resp. D/D°) sur
B(resp. Q) par (16).

Mais, choisir un élément s^O de Hom^(£°, E*) revient, d'après (15), à
choisir un élément b^O de B.

Or, le K-espace vectoriel B est naturellement muni d'un automorphisme
involutif, à savoir l'application qui à beB fait correspondre la forme
I ) : (x, y)^b(y, x)0 et l'on vérifie aisément que un isomorphisme
seHom^f (£°, E*) est convenable si et seulement si la forme b correspondante
est r\'hermitienne^ avec T|= ± 1. Ceci permet d'ailleurs de démontrer l'exis-
tence d'isomorphismes convenables et donc toutes les assertions de 1.7,
car l'existence de formes ri-hermitiennes non nulles est immédiate : on
part d'une forme bç B non nulle et l'on note que si b n'est pas hermitienne,
la forme ( — l)-hermitienne b— E n'est pas nulle.
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(2) Reprenons les notations de 1.7. On montre aisément, soit directe-
ment soit en utilisant la remarque (1), que les isomorphismes convenables
de E° sur E* sont ceux de la forme sa, avec aeD x et a= ±a. L'involution
de D associée à un tel sa est l'application Xt-^a'^a et r| est remplacé
par (a/a) r|. En particulier, si D ̂ X, on peut toujours supposer que TI = — 1
(ou que TI = 1).

1.9. Désormais, nous adoptons les notations et hypothèses de 1.5. De
plus, on désigne par ÎL une extension de fL

On pose D=û®jçÂL C'est une ^-algèbre semi-simple, de centre
L=L®jç^, munie d'une involution cr®id, notée encore a. On pose
D°=D°®^Kc:D, de sorte que B°r}D^D° et que D/D° s'identifie à un
sous-K-espace vectoriel de D/D°, En utilisant une base (kj) de R. sur K et
l'écriture unique d'un élément de B sous la forme ^^®kj avec i^eZ), on
voit aussitôt que B°=By ̂  (resp. BO==BvfK) lorsque D°=Z)^ (^P-
j)0^po,c^ T)ç même, K est l'ensemble de points fixes de a dans £.

On note S le 5-module à droite X^^K, de sorte que les ^-algèbres
EndgS et EndpX®j^X sont canoniquement isomorphes. On note 5
(resp. Q, resp. C) le ^-espace vectoriel des formes sesquilinéaires
g : XxS-^B [resp. des formes pseudo-quadratiques r : S-^ 5/5°, resp.
des couples (g, r)eBxQ de formes associées]. Pour geB, on note g e B le
prolongement canonique de g.

On vérifie aisément que J est e-hermitienne tracique et qu'il existe une
forme pseudo-quadratique q:X-^B/B° et une seule prolongeant ç, à
laquelle est associée J[cf. 1,10.1.1(10)]. Le couple (7, 5) est non-dégénéré
de défaut <1 en ce sens que ou bien Ker7= {x€S\]t(x, y}==0 pour tout
yçX} est réduit à {0}, ou bien carK=2, 5==^, 5°= { 0 } , dimKer7=l
et q(x)^0 pour tout xeKer/, x^O : on a en effet Ker7=Ker/®£

Comme L est une extension séparable de degré <2 de K, ou bien L est
une extension de degré ^2 de AS, ou bien L^R2. Nous allons étudier
séparément les deux cas.

1.10. Premier cas : L est un corps. Alors, B est une L-algèbre centrale
simple et l'on peut reprendre les notations et résultats de 1.7, avec des
modifications évidentes : notamment, on choisit un D-module à droite
simple £, on note D ' son commutant, (a^ une base de £ sur D ' et
l'on choisit un 5-isomorphisme « convenable » s de E° sur £*, d'où une
involution T de D' induisant o sur £ et un scalaire T I = ± I . On pose
D^D; ̂  (resp. D'^IT-"1) lorsque D°=Z>^. (resp. D^D0'6).
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Posons .Y'==Homp(£, -î). C'est un D '-espace vectoriel à droite de dimen-
sion finie et l'on sait (cf. 111,1.16) que l'application (x\ a)^x/(a) définit
un isomorphisme de Ô-modules à droite, dit canonique, de X®yE sur S.

On note W le ^-espace vectoriel des formes T-sesquilinéaires sur X à
valeurs dans D\ on note g' le ^-espace vectoriel des formes pseudo-
quadratiques relativement à T, er|, D'° sur X' et l'on note C le sous-espace
de B' x Q1 composé des couples de formes associées.

PROPOSITION. — (i) I I existe une bijection K-linéaire 8 de B sur B' et une
seule telle que

(20) ^(^(x),/œ)=^^,^(^^)

quels que soient geB, x, y ç E et x\ y'eX\ Pour que g soit e-hermitienne
(resp. et tracique), il faut et il suffit que 6g soit er}-hermitienne (resp, et
tracique).

(ii) II existe une bijection K-linéaire ô^ de C sur C' et une seule telle que,
quel que soit (g, r)e?, F on ait S 2 (g, r)=(6g, r') où r ' e Q ' satisfait à

(21) r(x'(x))=^^(x)

quels que soient xçE et x ' e X ' .
Si le couple (g, r)eC est non-dégénéré de défaut < 1, il en est de même

du couple §2 (g, r).
Démontrons (i). Si /' est une forme T-sesquilinéaire sur X, il existe une

et une seule application biadditive g : S x S ^ B satisfaisant à (20) (avec
6g ==/'), puisque, d'après (17), on a

b f ' ^ x ' ^ y t ) ( ^ .^^/•(x'.y')^ .y)=^r0c'.y')(^ ̂

et g est o-sesquilinéaire puisque ^(û^i^x^ûu) pour x'çX^ aeE et
uçB.

Inversement, si g est une forme a-sesquilinéaire sur X, alors l'application
(x, y)^g(xf(x\ y ' ( y ) ) (pour x\ y ' eX) est une forme a-sesquilinéaire sur
E et, vu 1.7, il existe un unique élément 6g (x\ y ^ e D ' satisfaisant à (20).
Les formules (16) et (17) montrent que 5g est T-sesquilinéaire et (19)
montre que Sg est eT]-hermiticnne si et seulement si g est e-hermitienne.
Enfin, si g est de plus tracique, alors pour tout x ' ç X et tout aeE, il
existe ueB tel que g(xf(a), x ' (a)) == u + e u°. Écrivant ceci matriciel-
lement, on obtient s.V.ôgtx', y^aï^+eu^u-hes.V.s"1, d'où
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V.S^x', /^a^s^.uî+eri^s"1.^. Prenant û=ûi, on en tire
6g (x\ x^v-heri v^ avec r=(s~1. u)n, et ô^ est bien traciquc. La récipro-
que est immédiate.

Démontrons (ii). Partons d'un couple (g, r)ç£. Pour tout x ' e y , l'appli-
cation a^r(xf(a)) est une forme pseudo-quadratique sur £, d'où, vu 1.7,
l'existence d'un r ' Ç x ^ ç D ' / D ' 0 unique satisfaisant à (21) et l'on vérifie
aisément que r' est une forme pseudo-quadratique associée à 5 .̂ Inverse-
ment, partons d'un couple (/', r')eC et soit g e E tel que/'==ô^. Il existe
une forme pseudo-quadratique r sur X et une seule, associée à g et
satisfaisant à (21). En effet, considérons une base (^)i^j^», du D'-espace
vectoriel X\ de sorte que tout élément îeS s'écrit d'une manière et d'une
seule sous la forme ]^x}(û,) avec ûy-eJE. Posons

^)= Eî ^r'̂ K £i^<,^OW, ̂ ))+5°.

Un calcul simple montre que r est une forme pseudo-quadratique associée
à g et si l'on considère le couple (/', r") défini par {g, r) comme ci-dessus,
on a ^(Xj^r'ÇXj) pour toutj, d'où r^r', ce qui achève la démonstration
de la première assertion de (ii).

Enfin, on a Ker8^= {x'eX^x'ÇE^ciKerg}. Par suite, si g est non
dégénérée, il en est de même de &g. Si (g, r) est non dégénéré de défaut 1,
on a D=jK, d'où JT=^, 6g^g et &^(g, r)=(g, r).

Remarque. — Si 5° =5, c'est-à-dire si D°=D, alors D=K, o=id et ou
bien e^l, ou bien carX=2 et D^D0'1. Par suite, on a D^jR, T==id,
TI=I et ou bien eri^l, ou bien car ̂ =2 et D^D'^. On a donc
D^D' et Q\ comme Q et Q, est réduit à { 0 } .

Si D'^D', on a donc D°^D et une forme pseudo-quadratique sur S
(resp. -Y") détermine sa forme associée. Par suite, (ii) fournit une bijection
de Q sur Q\ qui s'obtient d'ailleurs par passage aux quotients à partir de
la bijection 6 : B -^ B'; on la note encore §2.

Remarquons que l'on peut avoir D'°=D' et D°^D (cas d'une forme
non déployée du groupe symplectique se déployant sur K).

1.11. Posons(./W)=Ô2(7.^).

COROLLAIRE. — Le groupe algébrique G est R-isomorphe au groupe spécial
unitaire G' du couple (f\ q').

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



154 F. BRUHAT ET J. TITS

Cest évident. Plus précisément, on sait que la ^-algèbre EndpJ? est
canoniquement isomorphe à Endp'JT (cf. 111,1.16), d'où un isomorphisme
de (Endj)^0®j^K sur End^ X qui transporte G sur G'.

Remarques. — (1) Précisons la dépendance de (/', q ' ) par rapport aux
choix faits. Celui du 5-module simple E (qui détermine D' et X') est sans
conséquence puisque E est unique à isomorphisme près. Par contre, on a
vu qu'on peut remplacer l'isomorphisme 56Hom^(£°, £*) par 50, avec
aeD^, a^îfa, T|'=±I. L'involution T est alors remplacée par
Xt-^a"1 ̂ o, r| par riri', D'0 par aZ)'0, la forme/' par a/' et q' par a^' :
autrement dit, (//, q') est déterminé à un « changement de coordonnées »
près au sens de 1,10.1.3.

(2) Si jD®j^^est un corps, on a D'=2), X=î,f'^Je{ ç^ç.

1.12. Supposons que l'extension ^ de K soit galoisienne de groupe de
Galois F. Alors, F opère sur 5 en commutant avec a et opère sur
S, donc opère sur l'ensemble des formes sesquilinéaires (resp. pseudo-
quadratiques) sur S. De 1.10 on déduit une loi d'opération de F sur
l'ensemble des formes sesquilinéaires (resp. pseudo-quadratiques) sur X'
(bien que F n'opère ni sur X\ ni sur D ' !) et il est immédiat que les couples
(f^ ^') obtenus à partir de couples (/, q) comme en 1.11 sont exactement
ceux qui sont invariants par F. De même, F opère sur Endp^'=Endp-î.

1.13. Deuxième cas : L=R2. Autrement dit, [L : X]=2 (Pinvolution a
est « de deuxième espèce ») et L est à K-isomorphisme près contenu dans
X, ce que nous supposons dans la suite de ce numéro. Rappelons que
l'image canonique de 'keL dans L=R2 est (À, À.0). On note encore a le
prolongement canonique a®id à L de la restriction de a à L, de sorte
que (û, fr)^^, a) pour û, beK.

Si Y est un L'espace vectoriel, on note V®^ K le produit tensoriel
ordinaire YQ^ÎL, pour L opérant de manière naturelle sur SL, et l'on note
y®j? SL le produit tensoriel « tordu par a », c'est-à-dire le produit tensoriel
sur L de Y et de K considéré comme espace vectoriel sur L par l'application
(^, k)^Vk de L x K dans K. Alors on a

y®^j?=(y®^L)®^^=y®^L=(r®l^x(y®f^).

En particulier, notons M, la /C-algèbre centrale simple Z)®^ (i'= 1, 2), de
sorte que D^D®^R=M^xM^ (en tant que ^-algèbre). On voit sans
peine que a®id est un anti-isomorphisme de M^ sur M^ (resp. de M^ sur
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Mi), qu'on note encore a. On a (u^y^u pour tout ueM,. Notons toujours
CT l'extension canonique <r®jçid de o à 5 : c'est une involution de Ô et
l'on vérifie aussitôt qu'en identifiant D à M^ x M^ on a

(u, lO^O;0, u0) pour M€MI et veA^.

Soient pi =(1, 0) et />2=(0, 1) les deux idempotents minimaux de £, ou
encore les deux idempotents centraux minimaux de D. Pour ï = = l , 2, on a
Mi==Bpi=piB. On pose ^,=^7?, : c'est un sous-5-module de S et un
M,-module libre de type fini qui s'identifie naturellement à X®^K. De
plus, J? est somme directe de 5\ et ^2 V11 sont invariants par tout
geEnd^X. Par suite, End^ s'identifie canoniquement à
End^^xEnd^^.

Choisissons un M ̂ -module à droite simple E (c'est aussi un 5-module
simple puisque M^ est un quotient de 5), notons D ' le corps commutant
de £ et posons X^Homj^jE, 5'i) : c'est un D'-espace vectoriel à droite
de dimension finie et X^ s'identifie canoniquement à X®yE.

Puisque L^K. la forme/détermine q (1.3.2), que l'on peut provisoire-
ment oublier. De plus,/est non dégénérée, donc définit un a-isomorphisme
de X sur Hom^CY, D). Par suite, /définit par extension des scalaires un
CT-isomorphisme de J? sur HompCÎ, D)==Homo(X, D)®^ Comme
pa^=p2 et que;?i/?2=0, on a, pour i=l, 2 et x, .ye-î,

7(^ ^)=7(^, xp,)=p^7(x, y)p^p°ipi7(x, y)=0

(les J?, sont donc des sous-modules totalement isotropes maximaux). Il en
résulte que 7 définit un a-isomorphisme <p du Af^-module à droite 5\ sur
le A^-module à gauche Hom^ (î^ M^) et un calcul simple montre qu'un
élément geEndgS conserve 7 (donc (7 Ï)) si et seulement si il est de la
forme (g^ g^) avec ^,eAut^;^ et

^^(p^o^o'q).

Par suite, l'homomorphisme de Â^-algèbres de Endp-î sur Endp.AT7

composé de la restriction à ^ suivie de l'isomorphisme canonique de
Endj^J^ sur Endp.AT' fournit un isomorphisme de groupes algébriques
définis sur K du groupe Is(7 q) des isométries de (7 q) sur GLp.(X'). De
plus, l'application polynomiale norme réduite Nrd : End? X -^ L devient
par extension des scalaires l'application polynomiale

(Nrd, Nrd) : Endj^ J?i x Endj^ ̂  ̂  R2
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et risomorphisme de Is(7, q) sur GLy(X'} fournit par restriction un
isomorphisme de groupes algébriques définis sur K de Q = G^ sur SLp, (A"),
d'où :

PROPOSITION. - Le groupe algébrique G est R-isomorphe à SLy (X').
Remarque. - Supposons R. galoisierine sur X, de groupe de Galois F.

Pour tout L-espace vectoriel Y, F opère sur Y®^ et le sous-groupe
r=Gal(A:/L) opère sur les Y^R. Si yeF-r, c'est-à-dire si la restriction
de y à L est CT, alors id®y est un y-isomorphisme de Y^l ^ sur Y®^ R
(ou inversement), que l'on note simplement y. On voit facilement que, si
Yi€ y®t.X, de sorte que (y^ y^ç V®j^ alors

0^2)'=0^2) si yer.
(yl.y2yss(y'2,y\) si yer-r.

Notamment, F' opère sur Endj^ ̂  donc sur Endp. X' (mais non sur X\
cf. 1.12). Si yeF-r et si^==(^, ^)eJ5(7. ç), alors

^(^ ^ï)=(c<p-1 °^r1 ^(P)^ î),
ce qui explicite l'opération de F sur GL^ÇX') et SL^^A").

1.14. Continuant à garder les hypothèses et notations de 1.5, nous
reprenons de plus désormais celles de I, 10.1.1 à 10.1.12 (compte tenu
de II, E9), dont nous allons rappeler les principales en y remplaçant
cependant la lettre K par D pour désigner le corps gauche « de base ».

Un sous-espace vectoriel Y de X est dit totalement singulier si
f(Y, V)= { 0 } et q(Y)= { 0 } ; l'indice de Witt r de (/, q) est le maximum
de la dimension d'un sous-espace totalement singulier. Posons

^ = { ± 1 , . . . , ±r}, /o= { (0 ,^ ) | ^=1 , . . . , n - 2 r } .

On choisit une « décomposition de Witt » de X, c'est-à-dire deux sous-
espaces totalement singuliers maximaux X^. et X. en dualité par /, des
bases (e^,^ de A^, (é»_;)^^ de X. et (e,)^^ de l'orthogonal XQ de
X^ +X_ de telle sorte que :

q(€i)=0 pour ici,
f (^ ^) = 0 pour i, jçl et j ̂  - i et pour i ç /, j ç l^

f(e^ e_;)=l pour i€/, i>0,
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q (x) ̂ 0 pour x 6 X^ x ̂ 0.

On pose e(0==/(^, ^-i) pour l'eJ, c'est-à-dire e(i)=l pour i€J, i>0 et
e(0=e pour l'eJ, i<0.

De plus, nous supposons que Tune des trois conditions suivantes est
satisfaite :

(22 a) £=-1 et leZ)^;
(22 b) o=id, e=l et leq(Xo);
(22c) a=id, e=l et ^={0}.

On sait (c/ 1.11, I, 10.1.3 et II, E9) que l'on peut toujours se ramener
à l'un de ces trois cas par un « changement de coordonnées » (I, 10.1.3),
ce qui remplace G par un groupe K-isomorphe.

A cette décomposition de Witt est associé un tore ^-déployé maximal
S du À-groupe algébrique G, de dimension r, défini par les équations

5.e,e^X pour isJ,
(s-id).^o={0}.

(Prises au sens strict, ces équations définissent le groupe des points ration-
nels sur K de 5; il faut aussi les entendre comme signifiant que le groupe
algébrique S est l'intersection de G avec les sous-groupes algébriques de
GL^ (X) stabilisateurs des droites engendrées par les ̂  et fixateur du sous-
espace vectoriel XQ. Nous nous permettrons des abus de langage analogues
dans ce qui suit.)

Le centralisateur Z de S dans G (noté T en J, § 10) est défini par les
équations

z.e^CiD pour ie/,

qui entraînent z. XQ = XQ.
Pour l'eJ, on note û, : Z-^D" le morphisme de groupes algébriques

défini par

2.e,==e,û((z)~1,

de sorte que

^(Z)°=Û.,(Z)-1.
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Par abus de notation, on note aussi û, : S -^ K^ le caractère de S obtenu
par restriction. On a alors û_ ,= -a, dans le groupe X*(S) des caractères
de S noté additivement. Les û, pour feJ, f > 0 forment une base de X*(S).
Pour ï,7'e7, i^ ±j, on pose ûy=û,+û^.

Pour ie7, xe^o et ^e^(x), on note u,(x, Ç) réiément de G(X) défini
par

(23) u^Q.e^
e^-e^if (x, ^) e (f) pour fc e /o»

^ pour fc€/ , f c^ f ,
^-hx—^_,!;£(ï) pour k=i.

Pour ijelj^ ±î, et ÇeD, on note i^.(Ç) l'élément de G(K) défini par

^ pour k^i,j,
(24) ^(Ç).^= ^+^-^^(-7) pour fe=z ,

^-^-,^£(0 pour fe=7.

Le système de racines <I> de G suivant S est compris entre
<DO= {ûj!,ye/, i^±;} et ^Bc^pUÎû., 2 û , | z e J } . On a û,.6<D si et
seulement si Xç^ {0} et 2û,€<I> si et seulement si D°^ { 0 } . Le sous-
groupe radiciel U^ (resp. l/^., resp. î/^a,) associé à la racine a^ (resp. à
{û,, 2û,}, resp. à 2û,), ou plutôt le groupe de ses points rationnels sur K,
est l'ensemble des i^(y pour Ï,çD (resp. des u,(x, Ç) pour JceXo et
^e^(x), resp. des u..(0, Ç) pour ÇeD°).

Le normalisateur N de Z dans G est le sous-groupe algébrique formé
des éléments qui stabilisent XQ et permutent entre elles les droites X,=^D
pour feJ. Il est produit du sous-groupe distingué Z par le sous-groupe AT
formé des n e N (K) qui permutent entre eux les éléments ± e^ pour i e J.

Enfin, rappelons que (Z(X), (C/JX))^^) est une donnée radicielle géné-
ratrice de type <ï> dans G(K) (I, 6.1.1, 6.1.3c et 10.1.6).

Dans la suite, on se permettra, lorsqu'aucune confusion n'est à craindre,
de désigner par la même lettre, G par exemple, un X-groupe algébrique et
le groupe G = G (X) de ses éléments rationnels sur K.

1.15. Désormais, nous supposons que le corps K est muni S une valuation
discrète œ telle que û ) (X X )=Z et que les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

( V I ) œ se prolonge en une valuation discrète œ^ de L invariante par a;
(V 2) œ^ se prolonge en une valuation discrète û)p de D.
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Notons que (VI) est automatiquement satisfaite lorsque L=K! Dans
tous les cas, le groupe de Galois de L sur K permute transitivement les
prolongements de œ et par suite ©^ si elle existe, est unique. On sait alors
que (ùp satisfaisant à (V2) est unique (III, 1.6), donc est invariante par o.
Autrement dit, la conjonction de (V 1) et (V2) est équivalente à

(V 3) œ se prolonge en une valuation discrète ©p de D invariante par a.
On sait que sous la condition (V 1), le complété L de L pour (ùj^ s'identifie

à L0X. Par suite, coj^ est une X-norme scindable au sens de III, 1.4
(autrement dit elle admet une « base scindante » plus classiquement appelée
« base orthogonale ») puisqu'elle satisfait à la condition (Se 4) de III, 1.3.
On sait que û)jo est une L-norme scindable (III, 1.6) donc une X-norme
scindable.

Enfin, rappelons que les conditions (VI) et (V2) sont automatiquement
satisfaites lorsque K est hensélien.

Désormais, on notera simplement œ les prolongements uniques œ^ et (ùp.
On note îip une uniformisante de D, 0^ l'anneau des entiers de D, pp

son unique idéal maximal et Z)==6p/pp son corps résiduel. Les notations
K K^ ^x» PK et ^ sîen déduisent en prenant D=K. On note
e==[û)(Z) x) : œ^^)] l'indice de ramification de Z), de sorte que œ(îio)= \/e.

On sait (III, 1.6) que œ définit la topologie naturelle de X-espacc
vectoriel de dimension finie de D. En particulier, D° est fermé dans D et
œ définit par passage au quotient une X-norme scindable sur D/D°, encore
notée œ.

Soit K le complété de K. Pour tout X-espace vectoriel de dimension
finie Y, on note Y le complété de Y (pour sa topologie naturelle), de sorte
que y s'identifie à Y®^K. La valuation © se prolonge en une valuation
discrète, toujours notée œ, du corps D. On a D/D°^(DID°)^. On note
(f, q) le prolongement canonique de (^ q} à X (1.9) et l'on pose, pour
xeXo (resp. xeXo) :

(25) œ,(x)= }(û(q(x)) fresp. œ,(x)= ^œ(^(jc))V

de sorte que û), est le prolongement par continuité de (ù, à XQ.
Dans I, 10.1.13, on a introduit une famille <p=(<p^).»^ d'applications

<p^ : l/a -+ R U {00} en posant :

(26) (P.,(u.^,^)=^œ(0 pour i€J, xçX^ î,çq(x\
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(27) (p2,,(M,(0,Ç))=œfê) pour ici, ^eû°,

(28) <Pa.,(^fé))=û)(y pour f,;6/, f^±j, ^eD.

Des résultats de I, § 10, et de II, E9, on déduit :
PROPOSITION. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(ï) La famille (p est une valuation de la donnée radicielle (Z, (U^ç^)
de G (au sens de I, 6.2.1);

(ii) û)^ est une norme sur XQ\
(iii) (ùy est une norme sur XQ\
(iv) œ^ est une norme scindable sur XQ;
(v) œ (/ (x, y)) S? œ, (x) -h œ^ 0) /wur tous x , y ç XQ\

(vi) /wur tout xeXQ—{0}, on a q(x)^0,
(vil) le rang du groupe semi»simple G sur K est égal à son rang sur fL
Vu I, 10.1.21 et II, E9, on sait que (i)o(ii), compte tenu de ce que

(ûq(x)^oo pour tout xeXo—{0}, puisque œ est une norme sur D/D°.
D'autre part, on sait, d'après I, 10.1.15 et II, E9, que (i) o(v) et (i) <o(vi),
compte tenu de ce que l'orthogonal X1 =Ker /de X pour /est de dimension
^1 (c'est l'hypothèse «de défaut $1 »), ce qui entraîne q(x)^0 pour
^^•—{O}. Mais alors (i) entraîne (iii), car le prolongement par conti-
nuité (ùq de œ, à A^o est une semi-norme d'après (ii), donc une norme
d'après (vi). On sait que (iii) => (iv) (III, 1.5) et il est clair que (iv) => (ii).
On a donc montré l'équivalence des conditions (i) à (vi). Enfin, (vi)o(vii),
car (vi) signifie que X+, X, et XQ forment une décomposition de Witt de
X

COROLLAIRE. — Si K est hensélien, les conditions équivalentes (i) à (vii)
sont satisfaites.

On sait en effet que (vii) est satisfaite [9].
Désormais, nous supposons que les conditions équivalentes (i) à (vii) de la

proposition précédente sont satisfaites.

2. Normes maximinoraotes et immeuble de G

On conserve les hypothèses et notations précédentes (voir 1.5, 1.14 et
1.15). On note ^T l'ensemble des normes scindables sur X.

2.1. DÉFINITION. — Soit a 6^. On dit que a minore/si

( 1 ) a (x) 4- a (y) ̂  œ (/ (x, y)) quels que soient x, y e X.
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On dit que a minore (/, q) si elle minore f et si de plus

(2) 2 a (x)< œ (q (x)) quel que soit x e X.

On dit que a ^st maximinorante pour (/, ^) (resp. pour f) si a ^5( un élément
maximal de ^ensemble des normes minorant (f, q) (resp. f).

(Rappelons, pour expliquer (2), que l'on désigne aussi par œ la ^C-norme
sur D/D° quotient de ©).

2.2. Remarques. — (1) Toute semi-nonne a sur -Y minorant (/, q) (i. e.
satisfaisant à (1) et (2)) est une norme scindable. En effet, le prolongement
par continuité a de a à -Y minore (/, q). Soit alors xeX, x^O; s'il existe
y ç X tel que/(x, y)^0, alors (1) entraîne a(.x)^oo; sinon, on a q(x)^0
(cf. 1.15 (vi)) et (2) entraîne a(x)^oo. Par suite, a est une norme et ex est
bien une norme scindable (III, 1.3).

(2) Toute norme minorant (/, q) est majorée par une norme maximino-
rante : la borne supérieure d'un ensemble totalement ordonné de normes
minorantes est évidemment une semi-norme minorante, donc une norme
minorante d'après la remarque (1), et il suffit d'invoquer Zom.

(3) Supposons qu'il existe À.eL avec ̂ -h^ss 1 et ©(À.) =0 (ce qui signifie
que ou bien car R^2, ou bien L est une extension quadratique étale de
K). Alors a minore (/, q) si et seulement si a minore /: cela résulte de
1.3 (10 bis). Ceci est aussi trivialement vrai lorsque Z)=D° (puisque
<?=()!).

2.3. Soit a 6^. C'est aussi une norme sur le D-espace vectoriel à
gauche X°. A a sont associées la nonne duale a* sur X* ou sur
(X0)* et la norme End a = a® a* = End a* sur le K-espace vectoriel
M=EndpJ!f=X®p^=EndpJI^ (cf. III, 1.11). Rappelons que si (x.) est
une base de X scindante pour a, la base duale (xf) est scindante pour a*,
on a a*(x*)= —a(X() et

End a (^ x, ry®x;) == inf (a (x<) - a (xj) + û) (t^))

quels que soient les ty€D pour 1 ̂ i,j^n.
On associe aussi à a la norme a=a*®a* sur le X-espace vectoriel

B^(y)*®X* des formes sesquilinéaires sur X : pour beB, on a

(3) a(b)==inf (û)(fc(x,. ̂ )-a(jc,)-a(^)).
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De plus, si x = ̂  x.̂  et y = ̂  x, T^, (avec ^,, r|, 6 D), on a

œ (b (x, ^)) ̂  inf (œ (b (x,, x^) + œ (^) + œ (r^.))
^ inf (a (b) 4- a (x,) + a (x^) + © (^) -4- œ (r^.)) ̂  a (b) -h a (x) + a (y),

d'où

(3 &i5) a(fr)=inf,. ^(co(b(x, ^)) - a (x) - a (>)).

PROPOSITION. — (i) a minore f si et seulement si a(/)^0.
(ii) Si a est maximinorante pour /, û/or5 a(/)=0.
L'assertion (i) traduit (3 bis). Si a(/)>0, alors a+(l/2) a(/) minore

encore/, d'où (ii).

2.4. PROPOSITION. — Soient ex, pe^T.
(i) End a = End P sf et seulement si il existe ceR rri ^ue P=a+c.

(ii) a== ̂  51 et seulement si a= P.
(iii) Pour tout uçM, on a

End a(u)=End a(u®l)=End a(l<g)M).

(iv) Soif y une K-norme scindable sur B. Pour que Fon ait

(4) y (ubv) ̂  End a (u) + y (b) -h End a (v)

quels que soient beB et u, I?€M, i7/ûut ^ i7 su/jfir ^'i/ exi5te ceR tel que
y = a + c.

L'assertion (i) est connue (III, 1.13). Démontrons (ii) : on choisit une
base (x,) de X scindante à la fois pour a et pour P (III, 1.26) et l'on
remarque que atx^O^atx;11®;^'11). L'assertion (iii) résulte de III,
1.11 (23). Démontrons (iv). Que a-hc satisfasse à (4) résulte de (iii) et de
la définition des opérations de M sur B ( 1.2). Inversement, dire que y
satisfait à (4), c'est dire que y définit sur B^A^)'*'®^* une structure de
bimodule norme sur l'algèbre M munie de la norme End a. Il résulte alors
de III, 1.16, qu'il existe une et une seule norme 8 sur X* telle que
y = a'^00, puis que 5 = a* + c.

2.5. Dans ce numéro, nous supposons que f est non dégénérée. Alors, /
définit un isomorphismc de X9 sur X*, ce qui permet d'associer à ae^T
l'élément ae.4' image réciproque de a*. On a (a)~ =a (III, 1.11 (18)) et

(5) a(x)=inf^(œ(/(x,>0)--aOQ) pour xçX,
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d'où

(6) a(/)=inf^(a(x)--a(x)).

PROPOSITION. — Soit a€^'.
(i) Pour que a minore / il faut et il suffit que a^a.
(ii) Pour que a soit maximinorante pour f, il faut et il suffît que a=a.
L'assertion (i) résulte de (6), vu 2.3. Démontrons (ii). Soit (î le milieu

du segment [aa] de ^ (au sens de III, 1.27 : cf. 2.7 ci-dessous). En
considérant une base (x^) de X scindante à la fois pour a et a et en
appliquant (3), on voit aussitôt que JS(/)>0, c'est-à-dire que p minore/
Supposons a maximinorante; on a a^P vu (i), donc a=P et a=a. Inverse-
ment, si a=a, alors a minore/d'après (i) et si a ̂  y avec yeJ^ minorant
/, alors y^a=a$Y^Y» d'où a=y, ce qui achève la démonstration.

Remarquons que/définit aussi l'involution u^u* de passage à l'adjoint
sur M=End -Y et l'on vérifie aussitôt que

(7) End a (u*) = End a(u) pour aeJ^ et ueM.

COROLLAIRE 1. — Pour que ae*^ soit maximinorante pour /, il faut et il
suffît que Fon ait End a(u)=End a (u*) pour tout ueM et a(/)=0.

Que les conditions soit nécessaires résulte de 2.3, de (7) et de
l'assertion (ii) de la proposition. Inversement, si elles sont satisfaites, alors
(7) et la proposition 2.4 (i) entraînent a==a4-c et la constante c est égale
à a(/) d'après (6).

COROLLAIRE 2. — L'application a ̂  End a est une bijection de F ensemble
des ae^" maximinorantes pour f sur F ensemble des normes carrées sur M
(III, 1.13) invariantes par Finvolution u^u* de M.

Pour tout ae^, il existe en effet une constante ceR et une seule telle
que (a+c)^ (/)=a(/)—2c soit nul.

2.6. Lorsque D°=D, on a q==0 et les normes minorant (/, q) sont
celles minorant /, qui est d'ailleurs non dégénérée. Dans ce numéro, nous
supposons D°^D. On a vu (1.2 (7)) que q détermine alors/et que pour
tout bçB d'image q (c'est-à-dire tel que q(x)^=b(x, jc)-h£>° pour tout
x 6 A), on a

(8) f(x,y)^b(x,y)^eb(y,x)a pour x.yeX.
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Pour ae^r, on note o^ la norme sur Q quotient de la norme a sur B. Vu
(8), on a

(9) a,(^a(/).

Posons d'autre part

(10) a,(<î)=inf,^(œ(ç(x))-2a(x)).

Remarquons que, par définition même, a minore (f, q) si et seulement si
on a a(/)>0 et a^)>0.

Pour beB d'image q, on a œ(^(x))^©(&(x, x)) ̂  a (b) + 2 a (x), d'où

(11) oc^^a^).

Soit alors (x^) une base de X scindante pour a, choisissons des À.,e^(x,)
et définissons beB en posant b(x^ X()=À<(, b(x^ Xj)=f(x^ xj) pour
Kï<7<n et &(X(, x^)=0 pour ï>/. On a vu que b est alors d'image q
(1.2 (6 bis)). D'autre part

a(fc)=inf(inf(((o(^)-2a(x.)). inf,<,(œ(/(x,, ^))-a(x,)-a(^)).

Mais ©(/(x<, x^))==œ(/(x^, x.)) et /(x,, x^^-he^ (1.2(8)). d'où
©(/(^o ^i))^œ(^)- Par suite

02 (^) ̂  a (b) = inf (a (A inf, (© (^) - 2 a (x<))).

Faisant varier les À.., on obtient

a^)>inf(a(/), inf<(©(ç(X())-2a(x,)))>inf (a(A o^te)).

Comparant avec (9) et (11), on en déduit

(12) tt2(^)=inf (a(A o^(^))=inf (a(A inf,(û)(^(x,))-2a(x,))).

d'où:

PROPOSITION. — Supposons D°^D et soit aeJ^.
(i) a minore (/, q) si et seulement si a^ (ç)>0.
(ii) Soit (X() une base de X scindante pour a et supposons que a minore /

^4tor5, a minore (/, ç) 51 et seulement si

<û(^(^f))^2a(X() /?our l^i^n.
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2.7. Rappelons (III, 1.27) que, pour a, Pe^T et r€(0, l], il existe un
élément y e^ et un seul, noté ra-h(l-r)P, tel que toute base (x,) de X
scindante à la fois pour a et pour P (de telles bases existent (III, 1.26))
soit scindante pour y et que l'on ait

y(x.)=ra(x,)+(l-OP(^) pour l<i0.

On a alors

Y(x)^ra(x)+(l-t)p(^) pour tout x e X .

On dit qu'une partie A de ^ est convexe si r a - h ( l — r ) p € ^ 4 quels que
soient a, fteA et re[0, 1].

PROPOSITION. — L'ensemble ^V^ des ae^" minorant (/, q) (resp. f) est
une partie convexe de ̂ . Pour tout (Xoe^T, F ensemble des ae^, majorant
ŒQ est une partie convexe de ̂ .

La première assertion résulte de 2.3 et 2.6 (ii), compte tenu de ce qui
vient d'être rappelé. La deuxième assertion résulte de la première et de ce
que l'ensemble des ae^T majorant (XQ est convexe puisque

(ra+(l-r)P)(x)>ra(x)+(l-Op(x)

pour a, pe^, re[0, 1] et xeX.

2.8. Considérons l'immeuble ^ de la donnée radicielle valuée de G
introduite en 1.15 et Y appartement A de ^ associé à Z (ou à S) (cf. I, § 7).
Posons F*==y(S)®R, munissons V* de la norme euclidienne pour
laquelle (ûi)i^^ est une base orthonormale et notons V le dual du
R-espace vectoriel V*. On sait que A est un espace affine sous F, qu'on
identifie à V en prenant comme origine la valuation (peA {cf. I, § 10).
Rappelons que le groupe G, et même le groupe des similitudes de (/, q)
(I, 10.1.4) opère sur ^ par automorphismes, que le normalisateur N de
Z stabilise A et qu'un élément teZ opère sur A par la translation de
vecteur v(r)e V défini par <v(r), ûf>=-(o(û,(r)) pour 1 $f^r (I, § 10).

2.9. Au point p de l'appartement A identifié à V, faisons correspondre
la norme scindable a^, sur X définie par

(13) ^(^,^^^+xo)=inf(û),(xo),inf.^(û)(^-û.(p)))

pour XoeXo et f^eD pour ici.
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PROPOSITION. — U application p^çtp est une bijection de A sur F ensemble
des normes maximinorantes pour (/, q) admettant (X^çj^ ^ o ^ comme famille
scindante.

Soient x=Xo+Y.e^ et ^=^O+E^TI< (avec ̂  Yo^Xo et ,̂, r|..6Z)
pour fe/). On a

/(^ jO-fOCo» ^o)+Eie7£(OÇ°T1-.,

d'où

œ(/(x, ̂ ))^inf (œ(/(xo, ^o). mf.((ûfé,)+œ(îi.,))).

Mais (ù(/(^o. >;o))^®Jxo)+œ,(yo) (1.15 (v)), d'où

©(/(^ ̂ ))^inf (œ,(xo), inf,(œ(^)-û.(rt))

+ inf (œ, (yo), inf, (œ (r[ _.) + a, (p)))

^a^(x)+a^(j),

autrement dit cXp minore f. De même,

ç0c)=^o)+£i^r^-.,
©te(x))^inf (û)(^(xo)), inf^^,(©(^)-h©(^,)))^2ap(x),

ce qui montre que dp minore (/, q).
Soit P une norme ^(Xp minorant (/, q). On a

a? Oco) ̂  P (^o) < ®, (^o) = a? (^o)<

d'où P(xo)=a^(xo)=œ,(xo). Soit maintenant fe/; on a d'une part
P(^.)^cXp(^.)= -û,0?) et de même P(^-,)>û»(p), d'autre part

P(^)+P(^-.)<©(/(^ ^-.))=0,

d'où l'on déduit que P(^)= ~ûi0?)=ap(^). Enfin, on a

PW^œ(/(x,^.<))-p(e_,)=©të,)-û^)=P(^^),

d'où P(x)^infiP(e,.^))=a^(^^^). Faisant XQ=O, on en déduit
PŒ^^-oc.^^.^puis

P(x)=inf(P(xo), P(E^^))=a^(x).
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Par suite, ttp est bien maximinorante.
Il ne reste plus qu'à démontrer l'assertion de surjectivité de la proposi-

tion : elle résulte aussitôt du lemme suivant :

2.10. LEMME. — Soit P une norme minorant (/, q). Supposons que le
couple (X_, Xç^-X^.) soit scindant pour P et que les ^_, pour l< i<r
forment une base scindante de X. pour la restriction de ? à X_. Soit p le
point de A défini par û,(p)= P(^-;) pour 1 ̂ i^r. Alors, on a P<(Xp.

Soit x=Xo-^-x+-hx_, avec XQ^XQ, x^eX^. et x^eX^. Puisque (e.^)
est une base scindante de X. pour P comme pour a ,̂ on a

P(x.)=a^(x.).

D'autre part,

P(xo4-x^)^_œ(^(xo+x+))=.©(^(xo))=a^(xo),

P(^o+^)^nf^_(©(/(Xo+x^))-P(>))

^infy^, (û)(/(x+, .y))-a,,00)=a,,(xj,

la dernière égalité résultant de ce que la restriction de o.p à X+ est
clairement la norme duale de la restriction de a? à X. pour la dualité
définie par/ Utilisant alors l'hypothèse suivant laquelle X. et XQ+X+
est un couple scindant pour P, on déduit de ces inégalités que

P(x)=inf(P(xo+xJ. P(x_))^inf(Q^(xo), cx^xj, a^(x.))=a^x).

2.11. LEMME. — SoitpeA.
(i) On a a, p^n.appour tout neN.

(ii) Les stabilisateurs de p et de a^ dans G sont égaux.
On a vu que le normalisateur N de Z est produit de Z par le sous-

groupe N' formé des ne N qui permutent entre eux les ±^, pour ici (et
donc stabilisent Xo). Or, l'assertion (i) est immédiate pour n ç N ' par
transport'de structure et résulte d'un calcul trivial pour neZ (cf. III, 2.9).
Pour démontrer (ii), on voit comme en III, 2.10 qu'il suffit de montrer
que, pour toute racine a le sous-groupe U^.^^^{ueU,\^^(u)^ —a(p)}
de Stab^ est contenu dans Stab, , ou encore que o^(u. x)^aip(x) pour tout
u € U^ _„ ̂  et tout x € X.
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Prenons d'abord û=ûy=û,+û^ (ijel, i^±j). Un élément ueU^.^p^
est de la forme Uy(t) avec tçD et œ(r)> -a,(p)-aj(p) (1.14(24) et
1.15(28)) et vu 1.14 (24), on a, pour x=^-h^e,^ comme en 2.9,

M.x=Xo+S^-i.-,^^+e.((Ç,.-e(Or^)+e-.,(^,+e(-;)ry.

L'inégalité

û)^_,-e(0^,)+a,(p)^inf((o(^_.)+û^),©fê,)-û,^))

et l'inégalité analogue obtenue en échangeant les rôles de i et ; entraînent
alors la relation cherchée Qip(u.x)^OLp(x).

Si maintenant û=û, avec ici, un élément u de ^-^(n^C^fl -2o( )
est de la forme u,(z, t) avec zeATo, te^(z) (d'où û),(z)^(l/2)œ(r)) et
œ(r)>-2û.(rt(1.14(23)et 1.15(26)). Vu 1.14 (23), on a

<.x=Xo+2^+S,^_^,^+e-.(^_,-e(0/(2,Xo)-e(Ot^).

Or

œ,(z^)> _œ(0+©(^)^œfê,)-û,^),

© (/ (2, Xo)) + û, O?) ̂  ©, (z) + œ, (Xo) + û, (p) ̂  œ, (xo),
œ (t ̂ ) + û. (p) ̂  œ (Ç.) - û. (p),

d'où aussitôt Qip (u. x) ̂  a^ (x).

2.12. THÉORÈME. — Soir ^^ F ensemble des normes maximinorantes
pour (/, q).

(i) L'application p^aip se prolonge S une manière et S une seule en une
application j de F immeuble ^ de G dans ̂ ^ covariante par G, c'est-à-dire
satisfaisant à

(14) J ( ^ ' x ) = g . j ( x ) pour xe . /cr^eG.
L'application j est aussi covariante par Is (/, q).

(ii) L'application j est bijective et satisfait à

(15) J(tx^(\-t)y)^tj(x)+(\-t)j(y)

pour x, y e.X et f€[0, 1].
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(iii) L'application j est Punique application de ^ dans ̂ ^ satisfaisant à
(14) et (15).

La première assertion se démontre comme l'assertion analogue de III,
2.11 : elle résulte du lemme 2.11 puisque l'immeuble ^ est le quotient de
GxA par la relation d'équivalence «il existe neN tel que p ' ^ n . p et
g'~lgfn€Siabp» entre éléments (g, p) ci (g\ p ' ) de G x A (I, 7.4.1). De
plus, des calculs simples montrent que (14) est exacte d'une part lorsque
gçïs(f, q) stabilise chacun des Xy d'autre part lorsque a==id, e=l, r^l
et que g est l'identité sur chacun des X^ pour f^ ± 1 et permute e^ et e^^
La deuxième assertion de (i) résulte alors de ce que Is(/, q) est engendré
par G et l'ensemble de ces éléments (I, 10.1.5).

Comme deux points quelconques de ^ sont transformés de deux points
de A par un même élément de G (II, 7.4.18(c)), l'injectivité de; et (15)
résultent des mêmes propriétés (évidentes) de l'application p^dp. Quant
à (iii), elle résulte de (i), (ii) et de II, 4.2.12.

Reste donc uniquement à démontrer la surjectivité dej:^-^ ^w»p c'est-
à-dire à prouver le lemme suivant :

2.13. LEMME. — Toute norme minorant (/, q) est majorée par un élément
dejW.

Soit a une norme minorant (/, q). Soit Y^ un supplémentaire scindant
pour a de XQ+X^. et soit Yç un supplémentaire scindant pour a de X^.
dans XQ+-Y+ {cf. III, 1.5 (ii)), de sorte que Y^YQ+Y. est un supplémen-
taire scindant pour a de A^. La forme sesquilinéaire / définit un isomor-
phisme de -X .̂ sur le dual de Y. et l'on peut considérer le norme a* sur
X^. duale de la restriction de a à V» : on a par définition

a*(xj=inf{û)(/(x^,^)~a(y)|^€y.} pour x^eX^

et a*(x+)^a(x^.) puisque a minore/. Notons que l'on a aussi

a»(;cj=inf{œ(/(x^ x)-a(Jc)|x6X}

puisque A^ est orthogonal à XQ-^X^..
Posons alors pour x+ eX^ et ye Y

a^-h.^mno^OcJ, a0)).

On obtient ainsi une norme a' sur X, qui majore ex et coïncide avec a sur
Y et avec a* sur AT+. Montrons que a' minore (/, q). Soient x+, x\ eX^.
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et y, y 6 Y. On a

f(x^ + .̂ x', +y)=/(x^, y)+/(y, x'j+/o, y).
Puisque a minore /, on a

û>(/(^ y))^a(y)+a0/)=a'0)-^a/0'),

et par définition même de a*, on a

û)(/(^,y))>a*(xj +a(y)=a/(xJ-^a'(y),

©(/^x'^^^œa^^^^a^x^î+a^^a'^J+a^),

ce qui montre que a' minore/ Que a' minore (/, q) résulte alors de 2.6
(ii) puisque a'=a sur Y et que q=0 sur X+.

Quitte à remplacer a par sa majorante a', on peut donc supposer que
la restriction de a à X+ est égale à a*. Soit alors (M-f)i^»$r une base de
Y. scindante pour a et soit (1^)1^,^,. la base duale de X+, de sorte que
/(u,, u.j)=0 pour i^j et ==1 pour 1=7. Choisissons des a^çqÇu.i) tels
que û)(ûi,)=©(^(u«i)) pour Ki^r, ce qui est possible puisque co est
discrète (cf. 2.17 ci-dessous pour le cas dense) et que œ(ç(x))=+oo
implique Oeq(x) puisque D° est fermé. Posons ûy==/(u«., u,^ pour
Ki<7<r et ûy==0 pour i>j. Enfin, posons, pour Ki^r,

U'_,=M-,-^^^M,Û^.

Comme œ(ûy)>a(u_,)+a(ti^)=a(u_()--a(i^), on a a(^u^û^)>a(u,i)
et la remarque 1.5 de III entraîne que (u^i) est une base scindante Sun
supplémentaire Y de X^. -h XQ scindant pour a.

D'autre part, comme X+ est totalement singulier, on a, pour Ki'^r,

^(^i)=^(M-i)-/(MfûS, u..)=ç(u_..)-û,.=0

et, pour 1 ̂  < <j $ r,

/(ML(, uL^)=/(u-,, M_^)-/(M.(, u/ûp-/(u^, u^)=ûy-0-û^=0.

Le sous-espace YL est donc totalement singulier. Enfin, il est clair que À^
et YL sont en dualité et que^i^) est la base duale de (nL,) pour la dualité
définie par /

Le théorème de Witt (1.3 (3)) entraîne alors qu'il existe gels(/, q) tel
que g^u^e, et g.u'.^e.i pour l^i^r, d'où g.X^^X^.,
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g.(Xo+X^)^Xo-^X^ (puisque Xç^X^ est l'orthogonal de X^.) et
g. y'_=-Y_. Quitte à transformer la situation par g, on voit qu'on peut
supposer le couple (X,, -Yo+^+) scindant pour a et la base (e^^ de X_
scindante pour a, et il suffit pour achever la démonstration d'appliquer le
lemme 2.10.

2.14. L'immeuble J de G s'identifie donc naturellement à une partie
convexe de Vimmeuble élargi ̂ \ du groupe linéaire général GLp(^), puis-
que ce dernier s'identifie à l'ensemble ^T de toutes les normes scindables
sur X (III, th. 2.11). L'appartement A est l'intersection de ^ avec un
appartement A^ de ̂ \ : on peut choisir une base (^o.Aej ̂ e ^o scindante
pour CD, et prendre pour A^ l'ensemble des normes admettant
((^)*6j» (^o.Aej) comme base scindante.

La distance dans ^ de deux points x , y e A est
d(x, y^^^Mx-y))2)112 et leur distance dans ^i est
di Oc, y) = (L e / (û. (x -^))2)l/2 Puisque a, (^ ^ == Œy (<?o. ̂  = œ, (^o. ) pour
tout 7 6 J (III, 2.12). Comme û-,= —û( sur F, on voit que Ja distance dans
^ est proportionnelle à la restriction de la distance dans ̂ \\ plus précisément
on a d ^ = / 2 d . Par suite, la distance sur ^==^,,n est équivalente à celle
induite par la distance d ' de Goldman-Iwahori sur ^ définie par
^(o,P)=sup,^.(o)|a(x)-P(x)| ([8],2.1): d'après 111,2.12, on a
à' < /2 d < /n d7. En particulier, l'injection de ^ dans ̂  est continue pour
la topologie de la convergence simple et une partie Y de ^=^'^ est
bornée si et seulement si

sup«.peySUp,^-{0}|a(x)-P(x)|<+oo.

2.15. LEMME. — Soir P€^T. L'ensemble Y des aeJ^ majorant P est
&07W.

Il suffit de montrer qu'il existe une constante bçR telle que
a(.?c)^P(x)+fc pour tout xcX et tout a 6 Y. Utilisant les homothéties, on
voit qu'il suffit de prouver l'existence d'un réseau R de Xei d'une constante
ceR telle que a(x)^c pour tout a€ Y et tout xeRn^1 —R :on a en effet
inf { P (x) | x e R î ip l} > — oo. Prenons pour R le réseau formé des
E^^i+^o avec ^D» û>(y>0, et Xo6^o» û>,(^o)^°- Si x=^^^-hXo
n'appartient pas à J ,̂ alors

— ou bien il existe ici tel que (o(Ç<)<0; on a

a(x)+P(e^.)$a(x)-ha(e,,)<©(/(x,e.,))=œ(^)<0,
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puisque ae Y minore/, d'où a(x)< —P(e_i);
— ou bien ©(^)^O pour tout ici, d'où co,(xo)<0; comme

^(x)=ç(xo)+Si^r^-<» on a œ^OO)^®^^)))^ d'où
a(xX(l/2)œ(^(x))<0 puisque a minore q.

Pîar suite, on peut prendre c=sup(0, sup,çj(—(î(^)).

2.16. On a vu (III, 2.13) que l'immeuble / de GL^ÇÏ) (ou de SL^(X))
s'identifie canoniquement à l'ensemble End ^V des End a pour a e^V (ou
encore à l'ensemble des classes d'homothéties dans ̂  (2.4 (i)). Par suite,
l'application x^Endj(x) fournit une injection de ^ dans / (il est clair
que si a 6^" ,̂, alors a-hc^J^, quel que soit ceR, c^O), covariante
par G et affine sur les segments.

S'il existe \^L tel que ^+À,°=1 et œ(X)==0, alors/est non dégénérée,
détermine q et a 6^ minore (/, ç) si et seulement si a minore / On déduit
alors de 2.5 que l'image de ^ dans / est l'ensemble des normes carrées
invariantes par passage à l'adjoint et que l'image de J dans ^ est
l'ensemble des normes invariantes par l'application a»-^a (qui est de
carré 1).

Par contre, si un tel \ n'existe pas, alors en général une norme minorant
/ ne minore pas nécessairement (/, q) (même lorsque / détermine q). On
voit que la considération de q est alors nécessaire, même lorsqu'elle pouvait
paraître a priori comme superflue.

2.17. Remarque. — Nous avions annoncé le théorème 2.12 dans I
(Note ajoutée aux épreuves) sous des conditions plus larges : D n'était pas
supposé de rang fini sur son centre et la valuation œ de Z) n'était pas
supposée discrète; par contre, on supposait D et D° maximalement com-
plets. Le lecteur vérifiera sans peine que la démonstration donnée ci-dessus
reste valable sans changement : on remarquera que l'hypothèse que D et
D° sont maximalement complets entraîne d'une part que toute norme sur
X est scindable, d'autre part que pour tout x e X , il existe KeD tel que
(û(X)=(û(ç(Jc)).

Plus généralement, le théorème 2.12 est valable, avec la même démons-
tration, si l'on désigne par ^T^, l'ensemble des normes scindables maximi-
norantes et si l'on suppose seulement que D° admet un supplémentaire
scindant pour œ (p. ex. s'il existe ^€L avec ^4-X^ 1 et œ(^) =0).
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3. Schémas

On conserve les conventions précédentes. Le mot schéma signifie schéma
affine sur Panneau 0^0^ des entiers de IL

3.1. La norme û),(x)==(l/2)©(ç(x)) sur XQ prend ses valeurs dans Z/2e
(rappelons que e est l'indice de ramification de D, de sorte que
(ù(DX)^Z/e). Pour neR, posons

^o.n={^Xo|œ,(x)^n/éî},

de sorte que (^"o.n)nez/2 est 1e drapeau de réseaux associé à (ùy au sens de
III, 1.8. Il est de rang ^2 : on a évidemment ^o.»»ÏCD=^o.n-^l•

Comme û)(/(x, x^^œ^x)-»-^^') pour x, X'€XQ (1.15(v)) et que
œ(/(x, x'))€Z/e, on voit que

(1) ©(/(x, x'))^ [yi+n1^(n+n')/e (xe^o.ir ^ea-o.n')»

où [n+n']^ est le plus petit multiple entier de 1/e supérieur à (n+n')/^. En
particulier,

(Ibis) œ(/(x,x'))^l/e pour xe^o.o et ^^^0.1/2-

Choisissons une base (^0^)1 <^$diœXo ̂  ^o> scindante pour œ ,̂ telle que

^ ̂ o. j) == 0 pour 1 </ ̂ /o = dimj^o. o/^o. 1/2»
(û,(eo^)=l/2e pour jo<j<dimXo

(base adaptée pour œ^ au sens de III, 1.8), de sorte que X^ o (rcsp. X^ 1/2)
est le ^module engendré par les e^ (resp. par les eo^îtp poury^jo et

les CQ^ pour j>ja). Choisissons aussi un « relèvement » r q : XQ-^D de la
restriction de q à XQ de la manière suivante : pour chaque j, on choisit
^€^(^0^) tel que ©(^)=©(ç(eo^)) et, pour .^i^o.^^o» on ̂ ^

(2) ^W=S^^^+Z,<^?/^o.^ ̂ )^.

LEMME. — (i) r^(x)€^(x)pOMr tout X€XQ.
(ii) On û <o,(x)== (l/2)û)(^(x)) ^our tour xe^o-

L'assertion (i) est évidente (cf. 1.2 (6 bis)} et entraîne
œ^WXlWœfçM). D'autre part, œ,(x)^0 (resp. œ,(x)^ l/2e) entraîne
xe^To.o (resp. x e ̂ 0.1/2)» c'est-à-dire û)(^)^0 pour tout j (resp.
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(ù(î,j)^l/e pour j^jo et œ(^.)>0 pour j>jo\ d'où œ(^(x))^0 (resp.
®(^00)> \le vu (1 bis)), et (u) s'ensuit.

3.2. A une famille n=(n,),^^^ avec n,eZ pour f e J et no6Z/2, on
associe le réseau ̂ . de X défini par

(3) ^.-^..o+Le/^^^

Remarquons que, si l'on s'intéresse à 9C^ à homothétie près, on peut
supposer no==° ou "0= l /2 (ou ^0= -1/2)-

3.3. Soit M un 6^-module libre de type fini, par exemple un réseau
dans X C'est aussi un Û^-module (resp. un C^-module) libre de type fini.
On note SnbM (resp. (Sn^M) le ^-schéma (resp. le ^-schéma) en
algèbres associé à l'algèbre End M considérée comme (P^-module (resp.
comme fi^-module) libre de type fini. De même, on note ®fi(M) (resp.
©^(M)) le ^-schéma (resp. le C^-schéma) en groupes associé au groupe
multiplicatif GL (M) de End M (cf. III, 3.2). On vérifie aussitôt que Œnb M
(resp. ®£(M)) s'identifie canoniquement au schéma ]~^ ^ Qn^M (resp.
n^/^®-21'^)) obtenu P^ restriction des scalaires de7 0^ à 0^ (cf. II,
l^/n). La fibre générique de ®Û(M) (resp. ©^(Af)) est le groupe
GLp(M®^jK), considéré comme groupe algébrique sur K (resp. sur L :
notons que M ®^ K= M ®^ L !).

Soit ^=(^)i$^j une famille finie de réseaux de X. Soit ̂  le réseau
Yli^j^j^j d® ^J- La puissance J-ième de la représentation identique
permet d'identifier le groupe algébrique G à un sous-groupe algébrique
défini sur K de GL(X)J c GL(XJ) et de considérer l'adhérence schématique
S)y d'un sous-groupe algébrique H défini sur K de G dans le schéma en
groupes ®£(^). Cest un. schéma en groupes plat de type fini, de fibre
générique H (cf. II, 1.2.6, 1.2.7 et 2.2.2). Comme G est semi-simple, il
est contenu dans SL(X^) (où X^ est le K-espace vectoriel sous-jacent
à X) et l'algèbre affine de ̂ y est engendrée par les coefficients des matrices
des éléments de H par rapport à des bases des 6^-modules S'j pour
1 ̂ j^J(cf. II, 1.4.5), autrement dit, S^y est aussi l'adhérence schématique
de H dans Œnb^.

3.4. Prenons en particulier pour H le centralisateur Z du tore déployé
maximal S et pour famille y le couple formé des réseaux 3C^ correspondant
l'un à la famille ^=0 pour iel[j{0] et l'autre à la famille n,=0 pour
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iel et MO =1/2. Le schéma ^y correspondant est noté 3 et est appelé le
schéma canonique de fibre générique Z.

On a vu (1.14) que Z stabilise chacun des X, pour l'e/U { 0 } et opère
par le morphisme a^(z)~1 sur X, pour ici. Notons ZQ la restriction de 2 à
XQ. Pour ie7, le schéma ®fl(e,^i)) s'identifie canoniquement à ®£(^),
c'est-à-dire encore au schéma canonique î)11 de fibre générique D"
(III, 3.3). Ce dernier est évidemment invariant par l'involution a. Comme
û_^=(û?)-1 , il en résulte que l'algèbre affine de 3 est engendrée par les
images réciproques a^d)^"]) de l'algèbre affine de î)" par les morphis-
mes û, pour 1 ̂ i^r et par les coefficients des deux matrices représentant
ZQ par rapport à une ^jç-base de ^0,0 et P^ rapport à une C^-base de
^o. i/2- 0" P^1 ^len entendu remplacer chacun de ces deux réseaux par
un homothétique. Ceci rend immédiate la proposition suivante :

PROPOSITION. — (i) L'adhérence schématique de S dans 3 est Ie schéma
canonique S de fibre générique S (II, 1.2.11).

(iï) Pour tout n e 7} x Z/2, la représentation identique de Z dans X se
prolonge en une représentation linéaire du schéma en groupes 3 ^ans ^
réseau 9C^ : autrement dit, 3 opère dans X^ (II, 1.4.6).

(iii) Soit n(k)=((n,(k))^j, no(k)) une famille finie non vide Séléments
de 7} x Z/2. Supposons que F ensemble des HQ (k) contienne un représentant
de chaque classe de eœ,(Xo— {0}) modulo Z (ces classes étant au nombre
de 0, 1 ou 2). Alors, 3 opère fidèlement dans le produit des X^ ̂ y

3.5. Nous étudierons plus loin le problème de savoir si le schéma 3
est lisse, ce qui n'est pas toujours le cas. Traitons cependant tout de suite
le cas où K est hensélien et G quasi'déployé sur K. On a alors D = L et Z
est un tore.

Si L ̂  K (groupe unitaire d'indice maximal) alors
— ou bien dimXo==0, le morphisme ^»-^(û»(^))i$»$r identifie Z au

sous-groupe de (L^Y défini par la condition (i . . . t^eK et le morphisme
z^((a,(z)^^.^ rii^.^0.^)) identifie Z à (L^-1 x K\ On voit aussi-
tôt que 3 est isomorphe à^T"1 x f t* ;

— ou bien dimXo=l, la restriction ZQ de z à XQ est la multiplication
par rii^i^r^*^)^*^)^ le mofP^snie 2^(û,00)i^r identifie Z à (I^/
ct3à(£'T.

Si L==X et si dimXo=0 ou 1, on voit comme ci-dessus que 3 est

isomorphe à (ftT.
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Dans tous ces cas, 3 est lisse et connexe.
Reste enfin le cas du groupe orthogonal en dimension paire quasi-

déployé non déployé. Compte tenu de la normalisation convenue (1.14
(22)), on a leqÇXo) et l'on peut identifier Xç et l'espace vectoriel sous-
jacent à l'extension quadratique séparable K de K déployant G, de telle
sorte que la restriction de q à XQ devienne la norme Normej^. On vérifie
sans peine que Z s'identifie à (KX) rxT, où T est le tore deé éléments de
norme 1 de K\ et que 3 s'identifie à (ft^xî, où î est le schéma
canonique de fibre générique T au sens de 11,4.4.8. Or, on sait
(II, 4.4.13) que 2 est lisse (et est alors connexe) si et seulement si ou
bien car K^2, ou bien l'extension K de K est étale. Si î n'est pas lisse, il
peut être ou ne pas être connexe.

En résumé, si K est hensélien et si G est quasi-déployé sur K, alors le
schéma 3 est ^lsse et connexe sauf dans le cas suivant : on a carX=2, G
est une forme non déployée de SO^ ,.+2 e^ l'extension quadratique séparable
de K déployant G n'est pas étale; dans ce cas, 3 nïest P^ lisse.

3.6. Rappelons que, pour toute racine ae9 de G suivant S, on note
U^ le sous-groupe radiciel associé et que, pour tout fceR, on note L^ ̂  le
sous-groupe de U^(K) formé des éléments u tels que (p^)^ (I, 6.2.1).

Soient ï, 761 avec i^ ±7 et prenons pour a la racine ûy. Le morphisme
Uy : rt-^Uy(t) (1.14(24)) identifie le groupe algébrique U^ au groupe
additif de D et, vu 1.15 (28), envoie le fl^-module libre de type fini
Djk= {t€D\(ù(t)^k} sur Ua ̂ (keR). Notons î\ le schéma en groupes
canoniquement associé à D^ (II, 1.4.1). Par transport de structure par
Uip on obtient un schéma en groupes lisse et connexe îly ^ défibre générique
U^ tel que

IL.̂ )=C .̂

Remarquons que seuls interviennent réellement les kçZ./e=(ù(DK} : on
a Ha, k= ̂ a. (kl,» ̂  We est 1e pl^ P®111 multiple entier de 1/e supérieur ou
égal à k.

PROPOSITION. — Soit n==((n(),gj, no)6^7^^ et soit kçR. Posons
w=sup(n_,—n^, n.j—n^. Si k^m/e (resp. k=m/e\ alors le schéma en
groupes U^.. k opère (resp. opère fidèlement) sur 5,. Si keZ/e, la réciproque
est vraie.
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En effet, 1.14 (24) montre que le sous-groupe U opère trivialement
sur Yi^o+L^ti,±^ q^iï stabilise Y^X^^X.^X^X^ et que
la matrice de la restriction de Uy(0 à Y^(teD) par rapport à la base
<?-i^-S e^ji^-^ e^ e^ de X^C\ Y^ est

1 0 -e(î)n^tny 0 ^
0 l 0 et-jW-^îcS
0 0 1 0
0 0 0 1

La proposition en résulte immédiatement, compte tenu de ce que le
réseau à", est somme directe de ses intersections avec Y\ et Y^.

3.7. Soit ieL Vu 1.14 (23) et 3.1 (i), l'application

^: Oc,0^ii,(x,^(x)-h0

est un isomorphisme de variétés algébriques de XQ x D° sur le sous-groupe
radiciel U^ associé à la demi-droite RÏ.Û( (cf. II, 1.1.3). Pour k, feR,
avec

(4) /$infû)(D°-{0})n[2&, +oo[,

on pose

(5) U^^{u^ ^Oc)+t)|x6Xo, œ,(x)>k, reD0. ©(t)>Q.

Pour x e XQ, œ, (x) ̂  k, la condition (4) entraîne que l'ensemble des 'q (x) -h t
pour t€D?=D° OD, est l'ensemble des s+t avec seq(x), (ù(s) ^2k, et
t€D°; on en déduit aussitôt que

(6) U^^U^.U^^

lorsque û< et 2û< sont des racines; si û< (resp. 2û<) n'est pas une racine, il
convient de supprimer le terme 17̂  ^ (resp. U2o,.i) dans (6). On pose
^(.k^^.ft^k)-

De manière analogue à II, 4.3.5, on définit le schéma U^^^ lisse et
connexe, de fibre générique U^ par transport de structure par l'isomor-
phisme ^ à partir du schéma ïo.ke^0 canoniquement associé au 0^
module libre de type fini 3^o,k€XDO' on P0^ ̂ i. k = ̂  <k. 2 ̂  n est clair
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que

"a... (k. Z) (^) = ̂ ,, (k. I). U,, , (0) = C/,, ,.

Remarque 1. — Ici aussi, seules interviennent réellement les valeurs
kç(ùy(Xo) et l€(ù(D°) : pour k\ FçR satisfaisant à (4), on a

.̂ (k. o = ̂ a, (k'. ;') (resp. U^ (,. ̂  = U,,, ̂  ̂ )

si et seulement si

i^{he^(Xo)\h^k}=mf{he(ù,(Xo)\hïk/}

et

inf{/î€û)(DO)|A>/}=inf{/leû)(DO)|/î>^}.

PROPOsmoN. - (i) La loi de groupe de U^ se prolonge à îl^ ^ ^ et en
fait un schéma en groupes, qui est indépendant du choix du relèvement 'q.

(ii) Soir n = ((n;), ç „ rio) € Z1 x Z/2. Supposons que

(7) ^fe^no-n,, ek^n^i-no-- et e/^n_,-n,.

Alors, le schéma en groupes U^. ^ „ opère dans le réseau ST^.
(iii) Supposons que

(8) 2no^n,.-hn.,

et

(9) ek^no-n, et ri=n«,-nf.

Alors U<,..(k.o opère fidèlement sur .̂. £n particulier, si In^n^n^i et
ek^nQ—ni, alors U^. ^ opère fidèlement sur Xy

Vu 1.14 (23), u,(x, ̂ (x)+0 opère trivialement sur ̂ .̂  ^^X^, stabilise
Y^X-i-^Xo-^Xi et induit sur V un automorphisme dont la « matrice »
par rapport à ̂ îc^, XQ, e^ est (avec des notations évidentes) :

1 -60W-7(x, I d ) -^W^qW^-W
0 I d xn^
0 0 1
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Supposons satisfaites les conditions (7). Alors
— vu (1), l'application (x, z)^KQH-if(x, z) est une application 0^-

bilinéaire de S£^ ̂  x S'Q ^ dans 0^ puisque ek -h MO — n -1 ̂  — V2 ;
— l'application x^xnff est une application é^-linéaire de ^"o.rf dans

^o.»»o P111^11® ^k^no—w. et c'est un isomorphisme si z^no^"»»
— l'application x »-»• îip1'"*.r ç (x) îcg est une application C^-polynomiale

de âTo. ek dans 6?p : vu (2), il suffit de vérifier que

©teOO) ̂  (M-.-^.)A? et ©(/(x, x')) ̂  (n-,~n,)A?

pour x, x'eS'Q^^ ce q01 est immédiat puisque <o(^(x))^2k, que
œ(/(x, x')) ̂  (l/2)(û)(^(x))+œ(ç(x'))) ^ 2k et que d'après (7) on a

2efe ^ no"""»'4''1-!'""^^ ~ =n-,—n,-~ -

d'où

(^_^^.)/^ ^ inf^eû^D^Z/é? [ A ^ 2k};

— enfin, l'application f^-^7tpn- irîc lE( est une application ^-linéaire de
D° dans 0^ puisque el ^ n_ ;—n<.

Tout ceci montre que la loi d'opération de U^ dans X se prolonge en
un morphisme de schémas de H^.^.I) dans ®£(â\).

Supposons maintenant (8) et (9) satisfaites. Alors (7) l'est aussi, car (8)
entraîne n^—n^ ^ »i_,—no- ^e pi115» 1e morphisme de schémas que nous
venons d'introduire est alors une immersion fermée. En effet, on a vu plus
haut que l'application X^XT^ de XQ ^ dans ïo.ro en.est une et ^ en est

de même de l'application r»-+îl^<l-*tTtS de T)° dans 6'p. Autrement dit,
^ai.(k.D e5t F adhérence schématique de U^ dans ®fi(^,).

Par suite, quels que soient k , / € R satisfaisant à (4), le schéma Ufl,.(k.i)
est l'adhérence schématique de U^ dans un ®fl(^",) pour n convenable :
vu la remarque 1 on peut supposer keZ/2e, I ç Z / e et / ^ 2k et l'on peut
prendre par exemple nQ^ek, n,==0, et yi_^==d, de sorte que (8) et (9) sont
satisfaites. Ceci, vu II 1.2.7, démontre l'assertion (i). Quant à (ii) et (iii),
ce ne sont, compte tenu de (i), que la traduction de ce qui précède.

Remarque 2. — Supposons 2 n o > n , + n - < . On voit facilement que le
schéma U^ ^ ^ opère fidèlement sur 3\ si et seulement si on a

inf{fceœ,(Xo) | h ̂  k}»ïnf{hç(ù^(Xo) | eh ̂  n^-n,}
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et

inf{/î6û)(D°) | h > 0=inf{fceû)(D°) | eh ̂  n_.-nj.

3.8. On vient de voir que lorsque 2 HQ ^ n, + n_,, F adhérence schématique
de U^ dans ®fi(^J est U^^^^^^^^. Ceci n'est plus exact lorsque
2 no < n,4-n-,. Bien des situations peuvent alors se produire. Si la forme/
met en dualité ^o.no et ^o.-no-d/2) (par exemple si car K^2), on
montre sans difficultés que cette adhérence schématique est
^{{n^i-no-dflwe^n-i-mw Sinon, il peut se faire qu'elle ne soit pas lisse,
ou soit lisse mais ne soit pas de la forme U^. ^ ^.

Prenons par exemple D=K, car K=2, jD°=Z)^={0}, r=l, dmXo=4
et pour q la forme quadratique

^-i^i+^+^i^+^^J+TtOJ+^'^a^+H^)

où û est un entier > 2 et où ,̂ ne^ sont tels que les polynômes r^r+îl
et r^ji soient irréductibles sur R. Prenons HO=O» U i = f c ^ û et n_^=0 .
On peut alors montrer que l'adhérence schématique de U^ dans ®£(^«)

— n'est pas lisse si b < 2 û — 1;
— est lisse mais n'est pas un U^ ^ (notons que 2ûi ^<ï>) si b ̂  2 û — 1 :

son groupe des points entiers est

[ui(y, q(y)) | Yi, yi^^K et y^ y^n'^^'

Ceci fournit un exemple de « donnée radicielle schématique » sur G
relativement à S qui n'est pas associée à une fonction quasi-concave
(cf. II. 4.5.12).

3.9. Soit p un point de l'immeuble ^ de G et soit a=/(p) la norme
maximinorante qui lui est associée (2.12). Considérons le drapeau de
réseaux formé des boules 3'^^{xeX | a(x) ̂  c} pour ceR, drapeau qui
est composé d'un nombre fini n' ^ n de classes d'homothétie. Choisissons
un représentant 3C^ dans chacune de ces classes et considérons la famille
^=(^)i <^,'. et le réseau ^«=rii ^<n'^ de XHI (c/ 111,3.6). On
note ®p k schéma en groupes plat de type fini de fibre générique G associé
à cette famille comme en 3.3, c'est-à-dire T adhérence schématique de G
dans FIi < à < ii-®^^)» OM encore dans ®£(â'J, ou encore dans Œnb^..
Il est clair que ce schéma ne dépend pas du choix des ST^ : on peut si l'on
veut prendre les différentes boules ST^, pour 0 ̂  c < \/e. Il est aussi clair
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que le groupe des points entiers de (6p est le stabilisateur dans G des réseaux
X^ c'est-à-dire le stabilisateur de a=/(^), ou encore vu 2.12 le stabilisateur
Stabp de p :

®^(C?)=Stab^.

Quitte à transformer la situation par un élément de G, on peut, pour
étudier (6p supposer que p est un point de l'appartement A, identifié à V
comme plus haut. Nous le ferons désormais et posons

Pi^a^) pour p e L

Rappelons que Stabp est alors le sous-groupe de G engendré par
Stabp H N et les U^ _^ pour ae<D (1,7.4.4).

Remarque. — Dans 111,3.6, nous avons associé à la norme a sur X un
6^-schéma en algèbres SOI, de fibre générique En^X et un C^-schéma en
groupes SB,", lisse et connexe, de fibre générique GL^^X) : ce sont
les (P^-schémas associés respectivement à l'ordre héréditaire

jy^{ueEnd^X\ Enda(u)^0}

(cf. III, 1.17 sqq) et à son groupe multiplicatif.
On a vu (III, th. 3.6 (i)) que SR^ est l'adhérence schématique de Gl^ÇX)

(i. e. le groupe GL^ÇX) considéré comme groupe algébrique sur L) dans le
ff^-schéma ©C1'̂ ,). Le C^-schéma \\ç - SR^ est un sous-û^-schéma
fermé de ®£(^J (11,1.5.9), lisse (11,1.5.8), de fibre générique
I~[ ̂ GLL(X)^GL(X) (Le. GL^(X) considéré comme groupe algébrique
sur X) (II, 1.5.3) et est donc (II, 1.2.6) l'adhérence schématique de GL (X)
dans ®£(^rj. Il en résulte que le schéma ®p est F adhérence schématique
de G dans Y[y ç SOC, ou encore dans le schéma Y[ç y SOI,, puisque G est
contenu dans le sous-groupe d'équation Nrd=l, et l'on sait (11,1.5.5)
que ce dernier schéma n'est autre que le fi^-schéma canoniquement associé
à M^ considéré comme 0^-module (libre de type fini). (Bien entendu, Qp
est un sous-schéma en groupes de Y[e ,e î^» mals non du C^-schéma
associé au C^-module ̂ ,!).

3.10. LEMME. — Soir peA, soit a=7'(p) et soit ceR. La boule X^^ est
le réseau S^ ̂ , où la famille n (c) est définie par les conditions

(10) Hf(c)€Z et e(pi^c)^nf(c) <e(p^c)^-\ pour ici,
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(11) no(c)eZ/2 et ec ^^(c) < ec+^

Définissons les n,(c) par (10) et (11). Comme (AT,),^^} est une famille
scindante pour a, la boule X^ ̂  est engendrée par les é?,Ç, pour ici, ̂ çD
et a(^^)=û)(^)—p, ^ c, condition équivalente à œ(Ç,) ̂  ^(c)/^, et par
les xeXo tels que a(x)=œ^(.)c) ^ c, condition équivalente à xe^o.no(c)»
d'où le lemme.

3.11. THÉORÈME. - Soir p e A et soit Qp le schéma associé (3.9).
(i) L'adhérence schématique de Z dans (6p est le schéma canonique 3 de

fibre générique Z (3.4).
(ii) Pour tout ûe^^, F adhérence schématique de U^ dans (6 est le

schéma U,..,^.
(iii) Soit <S>^ c d) un système de racines positives et posons 0~ = —<S>^.

Quels que soient les ordres mis sur ̂  et sur <I>~, le morphisme produit est
un isomorphisme de schémas de

FLeO^ n<l»~ ua. -<*(P) x 3 x rLe^ n ̂  ̂  -a{p)

sur un sous-schéma ouvert dense de (5p (grosse cellule).
(iv) Le schéma (6p est lisse si et seulement si 3 rest.
L'assertion (i) a déjà été vue (prop. 3.4 (ii)). L'assertion (iii) est consé-

quence de (i) et (ii) et du théorème 2.2.3 de II et (iv) en résulte aussitôt.
Reste donc à démontrer (ii). Pour cela, il suffit de montrer que pour tout
ûeO'^, le schéma en groupes U^ ,^ opère sur le réseau 3C^, quel que
soit cçR et qu'il existe ceR tel qu'il y opère fidèlement.

Prenons d'abord û=û^ avec ijel, i¥1 ±j. On a a(p)=p,+pj et le
schéma U^ _^^ est égal à U^^^ où k^ est le plus petit entier supérieur
ou égal à -e(p^pj). Pour tout ceR, on a, d'après (10),

-^.+^)-1 ̂ -.(c)--^(c)<-^,-h/^)-hl,

d'où kf^ n_/(c)-n/c) et de même k^ ^ n-^(c)-n,.(c). Donc, ^a,-a{p)
opère dans X^ ̂  (prop. 3.6). Prenons maintenant c= —pj. Alors, n.(c)=0
et - e (pi •\-p^ ^ n ., (c) - n^ (c) < - e (p, -(-^) + 1, autrement dit on a
kijss^-i(c)-nj(c) et, vu 3.6, U^ _^^ opère fidèlement dans ̂ . p..
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Soit maintenant ici. La remarque 1 de 3.7 montre que le schéma
U^. _^. est égal à U^. ̂  où m, est défini par

m.eZ/2 et —ep,^w,<—^+-.
^

Or les formules (10) et (11) entraînent, pour tout ceR,
-ep^ 1 ̂  no(c)-ni(c) < -^.+(1/2) d'où m, > HO^)-^)»
-^,-l<7i.,(c)-no(c)-(l/2)<-^+(l/2)

d'où w, ̂  yi.^-noM'O/2)»
—2ep,—l ^ n-»(c)—ni(c) < —2ep,+l d'où 2m, ̂  n_.(c)—ni(c).

La proposition 3.7 (ii) entraîne donc que U^. .̂ opère dans Sf^c P0^
tout ceR. De plus, soit ep^ la partie entière de ep, et prenons ce]0, l / e ]
défini par

epi=epi-^\—ec.

Des calculs simples montrent alors que
~ si 0 < c <g 1/2^, on a m<= -epi-(l/2), n((c)=<?p,-hl, n-((c)= -^,

etno(^)=l/2;
— si 1/2^ < c ̂  l/e, on a Wf= —épi, n,(c)==é'p,+1, n-,(c)= —ep^ 1 et

no(^)=l-
Dans les deux cas, on a 2no(c)=n,(c)+n_,(c) et m^no^)—"»^) et l3

dernière assertion de la proposition 3.7 entraîne que U^ ̂  opère fidèle-
ment dans X^ ̂  ce qui achève la démonstration.

4. Montée étale

On conserve les conventions précédentes, mais on suppose désormais que
K est hensélien. De plus, on reprend les notations de 1.9 et de III, §4. En
particulier, on désigne par R une extension galoisienne étale de X(II, 1.6.2
et III, §4), de sorte que œ se prolonge de manière unique en une valuation
© de R telle que œ^^sZ. Comme R est lui aussi hensélien, la valuation
œ se prolonge de manière unique en une valuation ©' du corps D' commu-
tant du D-module simple £, valuation qui est donc invariante par l'involu-
tion T lorsque celle-ci est définie (c'est-à-dire lorsque L ® K est un corps).
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4.1. Le groupe algébrique (î=G^ obtenu par extension des scalaires à
partir de G est à isomorphisme près soit un groupe SL^(Z)'), soit un
groupe SU(f\ q ' ) (1.11 et 1.13). On peut donc lui appliquer soit les
résultats de III, soit ceux des paragraphes précédents (compte tenu du
corollaire à la proposition 1.15). En particulier, on peut considérer V im-
meuble 3 de G et lui appliquer soit le théorème 2.11 de III, soit le théo-
rème 2.12 ci-dessus. Le groupe de Galois r=Gal(^/X) opère évidemment,
par transport de structure, sur l'immeuble J^.

THÉORÈME. — (i) I I existe une bijection p ^ p et une seule de F immeuble
^ de G sur T ensemble 3 des points invariants par F de Fimmeuble 3 de G
qui soit covariante par G et affine sur les segments,

(ii) Pour tout p € ^ , F identité de G se prolonge en un isomorphisme de
schémas en groupes de ((Sp)çSur S) p.

L'unicité de la bijection de (i) résulte de 11,4.2.12.
La démonstration de son existence et de (ii) fait l'objet des numéros

suivants jusqu'à 4.10.

4.2. Reprenons les notations de 1.9 et munissons la ^-algèbre
B = D ®jç K de la norme d'algèbre œ ® œ, que nous notons plus simplement
CD (cf. III, 4.1). Soit ^V l'ensemble des 5-normes sur X scindables en tant
que 5-nonnes. Pour ye^, on définit comme en 2.3 et 2.6

— la norme y sur l'espace des formes sesquilinéaires B sur S par

(1) yW=mf,.^^(œ(A(^^))-yW-YO)) pour hçB;

— la norme y 2 sur l'espace Q des formes pseudo-quadratiques sur S
par passage au quotient à partir de y;

— la norme y^ sur Q en posant y^(r)=inf,gf((o(r(;c))--2y(x)) pour
r<=ô.

On dit que y minore hçB (resp. minore (A, r)çC) si y (h) ̂  0 (resp. si
yW^Oety^ ( r )^O) .

LEMME. — Soit ae^ et soit 5= a ® œ F élément correspondant de ̂ .
(i) Pour tout geB, on a (a)^(J)=a(^).

(ii) ^(q)^o.i{q\
(iii) a minore (/, q) si et seulement si a minore (7, q).
Comme R est une extension étale de K, on peut choisir une base

(^)o<»<[j?:jq d6 ^ sur ^ scindante pour œ, telle que ko=\ et que
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co(ki)==0 pour tout i (relever dans fff une base de Tt sur R). Vu (1), on a

(aFd) ^ mf.^.inf^y^(œ(J(x ® 4 y ® k^))-a(x ® k.)~a(y ® k^))
^ mf^inf^^(œ<g(x, ^))-a(x)-a(y))=a(g).

Inversement, pour x==^X( ® k^ et ̂ =^^ ® k^

© (tOc, ̂ )) > inf.. j œ (i'(̂  ® k<, ̂  ® k^)) = inf̂  ̂  œ (̂  (.K(, ̂ ))

> inf^ ^ (a (^) + a (x,) + a (y^)) = a (^) 4- inf, a (x,) + inf^. a 0^)
>a(^)4-a(x)+a(y),

d'où (5r(J) > a(^), ce qui démontre (i).
Démontrons (ii) et (iiï). Si Z)°=Z), (ii) est évident puisque 6={0} et

(iii) résulte de (i). Supposons donc D° ^ D, d'où 5° ̂  5. On voit d'abord
comme en 2.6 que

(2) oc2(î)^(;f(7)=a(/).

Puis, on remarque que si geB a pour image q, alors g a pour image q\ de
(i) résulte alors

(3) a^^^a^te).

Comme en 2.6, on voit que si ^ e B a pour image q, alors on a

œ(ç0c))=sup©((h(x, x))+D°) ^ œ(h(x, x)) ̂  (af(fc)+2a(x)

pour tout x e -?. I^r suite,

(4) a,(4)^S,(î).

Mais, si xeXczX, on a ^(x)=ç(x)+5°=ç(x)+^; ^ çD0®^., d'où
aussitôt ©(ç(x))=œ(^(x)) et

(5) ï^(q) ̂  inf,^((ù^(x))-2a(x))=a,(^).

De (2), (4) et (5), on tire, compte tenu de (i) et de 2 (12),

^(q) ̂  inf((ar(7), ï^(q)) ̂  inf(ai(J),^(q))^^(q).

Comparant avec (3), on obtient finalement

(6) 5,(ç)=inf((5^(7),a,(?))=inf(a(Aa„(9))==a2^).
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ce qui démontre (ii) et (iii) (cf. prop. 2.6(i)).

4.3. Distinguons maintenant les deux cas de 1.10 et 1.13.

Premier cas : £=L ®^ est un corps (hypothèse que nous conserverons
jusqu'en 4.7 inclus). On reprend alors les notations de 1.10.

On sait (III, 1.13, 4.6) qu'il existe sur le 5-module simple E une norme
(ûo ®t une seule à une constante additive près qui en fait un 5-module
norme. On sait aussi (loc. cit.) que cùo est aussi une D'-norme scindable et
que l'on a œ=End (DO (en identifiant B et End^E).

Onji défini en 1.10 le D'-espace vectoriel X'=îloms(E, J?), de sorte
que 5[=X®K s'identifie à X ' ^ y E , et les bijections 6 : B - ^ B ' et
§2 : £ -» C'. On a également défini en 1.11 le couple (/', q/)=62 (7, ?)e C
tel que G^ s'identifie à SU(f\ q').

D'autre part, on sait (111,1.16) que l'application Y^Y^Hon^cùo, y)
est une bijection de l'ensemble ^ des D-normes scindables en tant que
^-normes sur l'ensemble ̂  des D '-normes scindables sur X\ la bijection
réciproque étant l'application Y^Y®(ùo. En particulier, on en déduit
l'action du groupe de Galois F sur '̂. II est évident, par transport de
structure, que l'identification de l'immeuble 3 avec l'ensemble
^mm c -4/'/ des normes maximinorantes pour (/', q ' ) (2.12) est compatible
avec les actions de F sur S et sur ̂ '.

4.4. Nous avons défini en 1.7 une bijection ^-linéaire \^ b^ de Z)' sur
l'ensemble des formes sesquilinéaires sur E à valeurs dans B (l'algèbre
simple M considérée en 1.7 est ici B et le commutant du M-module simple
E est D ' et non D !).

PROPOSITION. — // existe une constante ceR telle que

<o (b^ (x, y)) = œo (x) 4- œo (y) + œ' (\) + c

quels que soient x, y ç E et\çD\
Pour tout ueB et x, y e E , on a

(û(b^(ux, .^^(i/^Oc, y)) ̂  œ(u)+œ(^(x, j/)).

Il ^'ensuit immédiatement que, pour tout y ç E , l'application
x^(û(b^(x, y)) est une 5-norme sur £, donc qu'il existe c(j, 5l)eR tel
que (ù(b^(x, y)) = œo (x) -h c (y, À.). Mais on voit de même que y^c(y\ ^)
est une D-norme sur E et il existe c(\)çR tel que
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® (^x (x» Y)) = ̂  00 + ̂ o (y) + c W q^l5 q^ soient x, y e £. Soit
H€D'. D'après 1.7 (17), on a b^(x, y)^b^(x, yiy) et d'autre part
(OQ^^sïœQ^-hû/^) puisque ©o est une D'-norme. On en tire
C^OSC^-KÛ'OI), d'où c^^û/^-hcO), ce qui démontre la proposi-
tion.

Quitte à remplacer (OQ par û)o—(c/2), on peut supposer que c=0,
ce que nous ferons désormais. Remarquons que l'on ne peut plus supposer
simultanément (comme nous l'avions fait en 111,4.6) que 0€û)o(£): ce
n'est pas gênant.

4.5. Reprenons maintenant la bijection 8: B -»• B' et, lorsque Z)'° ̂  D\
la bijection 82 : Q -^ Q! (1.10, remarque).

LEMME. — Soir y €^.
(i) Pour tout geB, on a Y(6 g) = y (g); en particulier, y'C/'^yCT).
(ii) Supposons D'0 ^ D ' et soit reQ; on a y^ (82 r)^y^ (r).
Soit (e;) une D'-base de £ scindante pour (DO. Comme X=X' ®p.£ et

y= y' ® œo, on a, pour x\çX\

Y (Z x.' ® £i) = inff (Y' W + œo (£()).

Soit gç6\ posons

A = inf., j inf,., y, e x' (œ te ( '̂ ® e,, ̂ ' ® ê .)) - y (x' ® e,) - y (y' ® e )̂),

de sorte que y ( g ) ^ A . Pour x=^Xf ® e, et ^=^^î ® £„ avec x;, ̂ eX',
on a

œ te (̂ » )̂) ̂  inf̂  ^ œ te (x! ® e^ ̂  ® ̂ ))
^inf(^(^-hY(x;®e()+YCy;.®e^)=^4-y(x)+YCy),

d'où y te) ^ ^ et finalement yte)=^-
Mais, par définition même de la bijection 8, on a, quels que soient les

indices i et j et quels que soient x\ y ' e X\

g (x' ® e,, y' ® e^) = b& ̂ ,.. ̂  (£„ e )̂.

Compte tenu de ce que l'on a choisi ©o de telle sorte que la constante c
de la proposition 4.4 soit nulle, on a donc, d'après 4.4,

© te (^/ ® e.» / ® e>)) = œ' (S^ (^'» ̂ ')) + û)o (£() + (ûo (e,).
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Par suite,

A = inf,, ,' e x' (œ- (6g (x\ /)) - Y Oc') - Y (y-)) = y- (ô )̂,

ce qui démontre (i).
Si maintenant D^^D', la bijection 82 : Ô -*• Q' est obtenue par passage

aux quotients à partir de la bijection 8 : 5-+ R (1.10, remarque) et (ii)
résulte de (i) puisque y 2 et Yi sont ^es normes quotients de y et y'
respectivement.

4.6. LEMME. — [/ne norme aie^ sur X minore (/, ^) 51 et seulement si
la norme correspondante ^ =îîom((ûo, a) sur X minore (f, q').

Supposons d'abord Z)'°^D'. Comme q'=^q, les lemmes 4.2 et 4.5
entraînent ̂ W^i (5) =^2 (^) et il suffit d'appUquer la proposition 2.6.

Si D°=D, d'où D'^Zy, on a q=0 et ^=0 et le lemme résulte, vu
2.3 (i), des égalités a'(/)=(a)^(7)=a(y) (lemmes 4.2 et 4.5).

Enfin, supposons D°^D et D'^Z)'. On a alors ^'=0 et 1.10(21)
entraîne q(x/®z)=0 quels que soient jc'eAT' et ze£. Reprenons alors la
base (E() de £ de 4.5; quels que soient les x^y, on a

?Œ ̂ î®^)= L<^®^ ̂ ®e,) + 5°,

d'où

œ(^(Sxî®e.))^inf,^œ(7(x;®£,, x;®£^))

^(a)^(7)+inf,,,(a(x;®e,)+a(x;.®e,))
=(a)'(7)+2a(^xî®6<).

Par suite, a^(^)^(a)^(7), d'où (^(^(aHT) d'après (6). Vu les lemmes
4.2 et 4.5, on a donc

(7) a2(g)=a0)=a'(/),

et a minore (/, q) si et seulement si a' minore /. Remarquons que la
première égalité (7) montre que a minore (/, q) si et seulement si a
minore /.

4.7. L'application a^a' est évidemment une bijection de ^ sur l'en-
semble ^T' des invariants de F dans ̂ \ croissante, covariante par G et
affine sur les segments (cf. III, 1.29 (31)). Le lemme 4.6 montre que sa
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restriction à l'ensemble ^^m ^es normes maximinorantes pour (/, q) sur
AT est une bijection sur l'ensemble Y des normes sur X minorant (/, ç'),
invariantes par F et maximales pour ces propriétés. L'assertion (i) du
théorème 4.1 sera donc démontrée si nous montrons que Y est exactement
l'ensemble ^r/^ des normes maximinorantes invariantes par r sur JT.Or,
il est clair que ^^cY. Inversement, soit peY. Alors l'ensemble il des
normes maximinorantes ye^V^^Î majorant P est une partie convexe
de 3 (2.7), invariante par F, fermée puisque l'application y»-^y(x) est
continue pour tout xçX' (2.14) et bornée d'après 2.15. D'après le théo-
rème de point fixe dans les immeubles (1,3.2.4), Si contient un point yç
invariant par F et, vu la maximalité de P, on a P = jy ç ̂ mm» œ ̂ i achève
la démonstration de (i).

Enfin, démontrons l'assertion (ii) du théorème. On sait (111,4.7 et 4.10)
que l'identité de (GZ/^A^se prolonge en un isomorphisme de ^schémas
en groupes de (©fi1- (^))^ sur ©fi^^). Par suite, l'identité de (GL(X))^
se prolonge en un isomorphisme de é^-schémas en groupes de

(©£ WW= (rk^ ̂ L (^W- rLr/^®^ (^r

(cf. 11,1.5.3) sur ®fi(^). Comme l'opération d'adhérence schématique
commute avec un changement de base plat (11,1.2.6), cet isomorphisme
envoie (®p)<^ sur l'adhérence schématique de Q dans ®fi(^,.), c'est-à-dire
sur ® y

La démonstration du théorème 4.1 dans le cas où L est un corps est
achevée.

4.8. Deuxième cas : L=K2. On reprend alors les notations de 1.13 et
l'on suppose Le AL On déduit aussitôt de II, 1.6.8 (i) que la norme
û)=û)®œ sur L est donnée par

(7) û)(/i, fc)==inf(œ(/i), œ(fc)) pour h, kçfi

et les deux idempotents minimaux p^ et p^ de L satisfont à

(8) (û(p^)^(û(p^^O.

De (8) résulte que la norme co sur B = M, x M^ est donnée par

(9) œ(Wp W2)=inf (û ) (w, ) , œtw^)),
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et que toute D-norme y 6^ sur S. satisfait à

(10) y{x^x^)=mî(y(x^y(x^) pour x^Ï^ et x^^.

Soit J^i l'ensemble des M;-normes sur ^, scindables en tant que R-
normes. Reprenons le a-isomorphisme (p : X^ ->- Homj^ (^, M^) défini
par

(11) <<P(^i), ^2>=7(^i> ^2) pour x;e^,.

Pour PeJ^i, considérons la M^-norme (p(P) sur Hom^CS^ ^2) et sa

norme duale P=(p(P)* sur

X, = Hom^, (Hom^, (̂ , M^ M,),

de sorte que PeJ^ (rappelons que ^2 est un A^-module libre de type
fini, ce qui permet de voir aisément que P définit la topologie naturelle de
X-espace vectoriel de dimension finie sur ^, donc est scindable en tant
que K-norme). On a

(12) P^2)=inf^f,(œ(7(^,^)-P(^)) pour x^X^

Posons

(13) (PeP)(^+^)=inf(P(^),P(x2)) pour x,e^.

On obtient ainsi une 5-norme POpeJ^.

LEMME. — Soif ye^ et soit y. sa restriction à ̂ (i= 1,2).
(i) Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(a) y minore (7, q);
(b) y minore J:
(c) Y^yi®^.
(ii) L'application P^P©P est une bijection de ̂ \ sur J .̂

Par définition (a) entraîne {b). D'autre part, il existe \eL tel que ^+X°= 1
et Fon a q(x)=\]t(x, x)^B° pour tout xçX. En particulier, ç(^)=0
pour x,eX,, t= 1, 2, et

^1-^2)=7(^^2)+50»

œ(ç(xi +X2)) ̂  û)(7(xi, .ïc^))-
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Vu (10), ceci montre que (b) entraîne (û). De plus, la définition même de
Yi montre, compte tenu de (10) et de ce que les X^ sont totalement
isotropes, que (b) est équivalent à (c).

Enfin, (ii) résulte trivialement de (i), compte tenu de ce que P^P'
entraîne P^P'.

4.9. Reprenons maintenant le Mi-module à droite simple £ et
munissons-le d'une Mi-norme û)o (qui existe et est unique à une constante
additive près d'après 111,1.13). Considérons son commutant D' et le D'-
espace vectoriel A^Homj^CE, X^\ de sorte que .X\=X'(g)p-£. La bijec-
tion ph-^p(g)û)o de l'ensemble ^rf des D'-normes scindables sur X' sur J\\
(111,1.16) suivie de celle de 4.8(ii) fournit une bijection de ^T' sur J ,̂,
d'où une loi d'opération de F dans ̂ f.

Considérons alors l'immeuble 3 de SLy (X') (qui est le même que celui
de GLp.(X')) et l'immeuble élargi J^i de GLp^A"). On sait (III, th. 2.11
et cor. 2.13) que 3\ s'identifie canoniquement à ̂ f et que ^ s'identifie
canoniquement à l'ensemble des classes d'homothéties dans ^rf. Par trans-
port de structure, le groupe de Galois F opère sur 3 et sur 3 ̂  de manière
compatible avec la surjection canonique s : 3 ̂  -^3 et avec la bijection
canonique j : J ^ -» ̂ V\

Composant j avec la bijection précédente de ^ ' sur J^, on obtient
une bijection x|/i de 3 ̂  sur «A ,̂ compatible avec les opérations de r,
covariante par G et affine sur les segments (111,2.11 et 111,1.29), d'où une
bijection x|̂  covariante par G et affine sur les segments de l'ensemble 3\
des invariants de F dans 3\ sur l'ensemble *A^ des normes maximinoran-
tes pour ( 7» 5) invariantes par F.

De plus, si ye^L, et y=yi+Yi , alors Yi€^i est invariante par
P=Gal(X/L) et, pour tout peF de restriction a à L, y i est la transformée
de Yi par l'isomorphisme p : X^^X^ (cf. 1.13, remarque). Comme
P(7l+^)=P(yl)-^c» il en résulte que

(7i +c)e(Yi +c)=(Yi +c)©(yi -c)

n'est invariante par F pour aucune constante c^O. Revenant à .?, grâce
à xl/r1, on voit qu'une classe d'homothétie contient au plus un point
invariant par F. Inversement, une classe d'homothétie invariante par F
contient un tel point, car F y opère via un groupe fini d'automorphismes
affines. Par suite, la suijection s fournit une bijection 5" de J\ sur ./!i,
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covariante par G et affine sur les segments, et i)/^^^"1 est une
bijection de ̂  sur ̂ ^, covariante par G et affine sur les segments.

Il ne reste plus pour démontrer l'assertion (i) du théorème 4.1 dans ce
deuxième cas, qu'à montrer que l'application a(-^a est une bijection de
^^ sur ^^. Ceci se fait comme en 4.7. Le lemme 4.2 montre que
l'image Y de ^^ est l'ensemble des normes pe^ minorant (7, ?),
invariantes par F et maximales pour ces propriétés, d'où ̂ ^c: Y. Inverse-
ment, soit p e Y et soit Q l'ensemble des x€^ tels que v|/i(x)^(i. C'est
une partie convexe, fermée et invariante par F de 3 ̂  Montrons que îi
est borné. Comme J est non-dégénérée, on peut comme en 2.5 définir la
« norme duale » yeJ^ de yeJÏ^ par une formule analogue à 2.5(5) ou à
(12) et y minore 7si et seulement si y^y. Alors, P<y et ye^nn, entraînent
P^y^y<P, ce qui montre que t2 est bien borné.

Il s'ensuit que sa projection sur V1 (rappelons que V1 est l'espace
vectoriel réel à une dimension dual de ^(GLD'(A^/))®R et que
J^ssj^x^1 (111,2.4)) est bornée, donc relativement compacte. L'image
s(Sî) de t2 dans l'immeuble 3 est donc elle aussi fermée, et il est clair que
5(0) est également convexe, bornée et invariante par r. Le théorème de
point fixe dans les immeubles (1,3.2.4) entraîne que s (SI) contient un
point z invariant par r et s^l(z)^>\Q. est une partie convexe bornée de
{ z } x V1 ̂  V1 stable par F, dont le barycentre Xç est un point de t2 fixe
par r. La maximalité de p entraîne alors P==v|/i (^o)61^!^ La démonstra-
tion de l'assertion (i) du théorème 4.1 est achevée.

4.10. Démontrons (ii). Soit pe^ et a=/(p) la norme maximinorante
correspondante. On a vu (3.9) que le schéma ©p est l'adhérence schémati-
que de G dans le schéma associé au ^-module

^.= {u€EndpX|Enda(M)^0} .

Par suite, (©p)^ est l'adhérence schématique de G dans le schéma associé
au (T^-module

^.®^=^={MeEnd5X|Enda(u)^0}

^(^^k^EndAf.^ Enda,(u)^0}=^x^.

Si (x^) est une base de X sur D, scindante pour oc, alors les
Xt=Xt®^ 1 6-î, forment une base de X, sur M, qui est « Mi-scindante »
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pour o^ en ce sens que

04 Œ ̂ c Pic) = inf (a (^) 4-œ (^))

quels que soient les p^eMi. On en déduit aisément que la « base duale »
de Ï^ est « Af^-scindante » pour a2==5i et que l'application
ut-^cp'^o'uo'q) est un isomorphisme de (P^-modules de M^ sur ^(^

Or on a vu que si (g^, g^)eG(K), avec g.eAutj^.Xf, alors
gs^^10^"10^^-13)- Compte tenu de ce que l'adhérence schématique
de G dans chacun des schémas associés aux M^ est un schéma en groupes,
donc invariant par g^->g~1, on voit que les images réciproques dans K[G]
des algèbres affines des schémas associés aux modules M^ et J(^ sont
égales. Par suite, (©p)^ est aussi l'adhérence schématique de G dans le
schéma associé à ^^.

Mais Fisomorphisme canonique Endj^5\ ->• Endp-X' transporte M^
sur ^,-, où a^Homtcùo, 04) (111,4.10) et par conséquent envoie (®p)^
sur ®p, ce qui achève la démonstration du théorème 4.1.

4.11. Remarque. — L'hypothèse K hensélien n'est pas indispensable :
l'important est que la valuation de R. se prolonge en une valuation de D '
et que, dans le cas où L est un corps, le système D\ X\ (/, q) satisfasse
aux conditions équivalentes de la proposition 1.15.

5. Conclusion

Nous allons maintenant comparer les résultats précédents avec ceux de
II, §5. Il faut pour cela se placer dans le domaine d'intersection des
hypothèses. Autrement dit, on conserve les hypothèses de 1.5, on suppose
le corps K muni d'une valuation discrète © telle que œ(^C*)=Z, que K muni
de œ est hensélien (par suite les hypothèses de 1.15 et du paragraphe 4 sont
satisfaites) et que G est quasi-déployé sur l'hensélisé strict ^K de K
(« extension étale maximale ») {cf. 11,5.1.1). On sait que cette dernière
hypothèse est conséquence des autres lorsque le corps résiduel K de K est
parfait.

On a alors exhibé en 11,5, une valuation <p' de la donnée radicielle
(Z, (L^ago) de G, d'où un immeuble »/'. II résulte des théorèmes d'unicité
des immeubles (1,3.5 et 8.1.10, 11,4.2.12) que (p' est équivalente à la
valuation <p de 1.15 et que J et J\ avec toutes leurs structures à condition
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de normaliser convenablement les distances de ^ et '̂, sont isomorphes
d'une manière et d'une seule. On peut donc les identifier, et ceci de manière
compatible avec la « montée étale » au sens du paragraphe 4 ou au sens
de II, th. 5.1.25.

Pour tout pe^, on a défini en 11,4.6.26 et 5.1.9, un ^-schéma en
groupes ê-, lisse, de fibre générique G, tel que le groupe des points de Qp
à valeurs dans l'anneau hs^ des entiers de ^K soit le stabilisateur de p
dans G^K) (opérant sur l'immeuble de G^), c'est-à-dire coïncide avec le
groupe des points de ©p à valeurs dans hs^ (4.1 et 3.9). Comme un G^-
schéma lisse est caractérisé par l'ensemble de ses points à valeurs dans ^(P
(cf. 11,1.7.6), on voit que F on a ®p=®p si et seulement si le schéma (Sp
est lisse. On sait que ceci est vrai si et seulement si le schéma 3 de 3.4
est lisse (3.11 (iv)), et 3 coïncide alors avec le schéma noté 3 en 11,5.2.1,
puisque l'un et l'autre sont l'adhérence schématique de Z dans ®p=®p
(3.11 (i) et II, 5.2.4).

Mais d'une part ®p est lisse si et seulement si (®p)h»<, l'est, d'autre part
nous avons déjà étudié la lissité de 3 lorsque G est quasi-déployé. Appli-
quant les résultats de 3.5 au groupe G^, on obtient finalement, compte
tenu de ce qu'une extension quadratique de ^K n'est jamais étale :

THÉORÈME. - Si K est hensélien et G quasi-déployé sur '"K, alors pour
tout pe^, le schéma ®p est lisse et coïncide avec le schéma &p de II, sauf
si car K= 2 et G une forme du groupe orthogonal SO^ „ non déployée sur ^fL

Dans ce dernier cas, ®p n'est pas lisse, n'est pas égal à êp et le schéma
en groupes Qp est le lissifié au sens de Raynaud de ®p (cf. 11,4.4.12 et 13).

Errata à la première partie [5]

P. 294 : ligne 3 du bas : lire « C de D » au lieu de « C de D ».
P. 295 : formule (1) : lire Nrd = Norme^ ° Nrd^/c-
P. 298 :

ligne 8 du bas : lire ^(©i.x)^.^®»)»
ligne 7 du bas : lire fl®!.^
ligne 6 du bas : lire ^(6^.
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