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UN EXERCICE SUR GSp (4, F)
ET LES REPRESENTATIONS DE WEIL

PAR

J.-L. WALDSPURGER (*)

RESUME. — Soit F un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2. On
considére le groupe GSp(4, F) et son sous-groupe parabolique standard Q dont un sous-
groupe de Lévi R est isomorphe a GSp(2, F)x F*. Soit p une représentation cuspidale
irréductible de R. On détermine a quelle condition la représentation induite ind§>” - P (p)
est reductible. Soit V un espace vectoriel sur F, de dimension 6, muni d'une forme quadratique
q totalement déployée. Soit w la représentation de Weil de GSp (4, F) associée au couple
(GSp(4, F), GO(V, g)). On montre que si m est un sous-quotient irréductible de
ind3**“: P (p) et si x est de carré intégrable, alors x intervient comme quotient de p.

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2.
Considérons le groupe des similitudes symplectiques GSp(4, F), et son
sous-groupe parabolique standard Q dont un sous-groupe de Lévi R est
isomorphe 4 GSp(2, F) x F*. Soit p une représentation cuspidale irréducti-
ble de R. On se propose de déterminer a quelle condition (portant sur p)
la représentation induite indg*? - P (p) est réductible. Soit d'autre part V
un espace vectoriel de dimension 6 sur F, muni d’une forme quadratique
q totalement déployée. Le couple (GSp (4. F), GO (V, q)) est I'analogue
pour le groupe GSp(24, F) de la paire réductive duale habituelle
(Sp(4, F), O(V, q)) pour le groupe Sp(24, F). En particulier, on peut
définir une représentation de Weil w de  GSp (4, F) associée a ce couple.
Nous démontrons le résultat suivant : si & est un sous-quotient de I'induite
ci-dessus et si m est de carré intégrable, alors n intervient comme quotient
de la représentation de Weil o.
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36 J-L. WALDSPURGER

Cet article a été écrit pour répondre a une question de VIGNERAS qui a
étudi¢ la classification des représentations de GSp (4, F) de carré intégrable
[V]. Il nous semble avoir par ailleurs I'intérét de fournir un exemple
d’application des techniques de la théorie des représentations de Weil.

Le résultat sur la réductibilité de la représentation induite recoupe certaine-
ment des résultats de SHaHIDI [Sha 1]. La méthode que nous utilisons ici
consiste dans le calcul de divers espaces de coinvariants de la représentation
de Weil évoquée ci-dessus. Ce calcul est repris des travaux de Howe,
KubLa, RaLLis, etc. (c¢f. par exemple [R], [K]). La seule différence, peut-
étre, est que pour obtenir le résultat assez fin qu'on a en vue, on doit
travailler avec des espaces filtrés la ou Kudla, par exemple, travaille avec
les gradués associes.

NotaTions. — Soient F un corps local non archimédien de caracté-
ristique différente de 2, o son anneau des entiers, ® une uniformisante, g
le nombre d’éléments du corps résiduel de F, v la valuation de F, { un
caractére continu non trivial de F. Pour re F*, on note {!' le caractére de F
tel que ¥ (x)= VY (1x). Pour tout espace topologique X localement compact
totalement discontinu, on note < (X) I'espace des fonctions sur X a valeurs
complexes, localement constantes, a support compact (cet espace peut
différer du classique espace des fonctions de Schwartz-Bruhat, par exemple
pour X=12).

1. Rappels sur les représentations de Weil

On donne ici des formules générales justifiant toutes les formules utilisées
par la suite.

Soit Z un espace vectoriel de dimension finie sur F, muni d’une forme
symplectique ¢ . ). Soit H, le groupe de Heisenberg associ¢, égal a
I'ensemble Z x F muni du produit

LE D)=+ 140+ (2, 27 )/2),

pour =, =eZ. 1. t'eF. Si zeZ, on note encore = I'élément (z, 0) de H,.
"Ce groupe H, admet. a isomorphisme prés, une unique représentation
irreductible w, (y. ) telle que w,(¥.(0. 1)) soit I'homothétie de rapport
w (1) pour tout re F Supposons que Z=2' @ Z'' (somme directe), avec Z’
et Z" orthogonaux. que Z'=X@ Y avec X et Y totalement isotropes, et
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UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 37

que @z (Y, .) se reéalise dans un espace L,.. (si Z"={0}, L,.=C). Alors
®z (Y, .) se realise dans I'espace L, des fonctions f: Y — L,.., localement
constantes, a support compact (cet espace s'identifie a & (Y) ® L;..). Pour
JeLzet yeY, on a les formules

[0z (V. y) f10)=f 0 +)), pour tout )’€Y,
[wz (W, x) M=V ({», xD) f(¥), pour tout xeX,
[z (V. =) () =0z (Y, 2)[f (). pour tout =" eZ",
[z (b, (0. 1)) F10)=V(t) f(»), pour tout reF.

Soit F'=GSp(2) le groupe des similitudes symplectiques de Z. On peut
definir une representation projective - de I' dans I'espace ¥, des fonc-
tions f: F* — L, localement constantes a support compact (¢, s'identifie
a ¥(F")®L,, cf notations). Donnons quelques formules pour cette
représentation. Sous les hypothéses ci-dessus, soient Il le sous-groupe
parabolique des élements vy de I' tels que Yy Xc X, A le sous-groupe de
Lévi des éléements y de IT tels que yY< Y, N le radical unipotent de Il.
Pour yeI'. notons A (y) le scalaire tel que {(yz, yz' >=A (y){z, =') pour
tous z. '€ Z. Posons I'""'=GSp(Z”). si Z"#{0}, "=F" si Z"={0}.
Dans le premier cas Ap.. est bien défini. Dans le second, on pose
Ar-=idg+. Le groupe A s’identifie au groupe des triplets

('Yxs Y“. Yy)eGL(X) xI x GL(Y)
tels que
CYaxe Yy V) =A- (Y {x, ¥)

pour tous xe X, v € Y. Un ¢lément v de N détermine deux applications
h,:Y—=2Z" n :Y—X telles que

vivi=yv+h,(v)+n, ()

pour tout ve Y. On peut identifier un éléement f de ¥, soit a une fonction
Ji:Y—=X%, . soit aune fonction f,: YxF" —L,.. Pour fe ¥, veY,
te F", on a les formules suivantes

loptv) Al (v D=V n, (). ¥ ) Do, (V. —h, ON[S; 0. D)
pour tout ve N,

(o, (3) f], ) =ldet v, | " For (Y, Oy P )
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38 J.-L. WALDSPURGER

pour tout 8=(v,, Y, Yy)€A. Si Z’={0}, "=F", et f'€¥,., auquel
cas f” est une fonction de F* dans C, on pose dans les formules ci-dessus

lor- () 11O ="t Y").

Dans ce qui suit, on se limitera a un certain sous-groupe I'; de I'. La
représentation projective @y se restreindra en une véritable représentation
de I'y, et les formules ci-dessus, restreintes a I';, seront celles de cette
représentation.

2. Rappel d’un résultat de Kudla

Soit W un espace de dimension paire sur F, muni d'une forme symplec-
tique. Pour n21, soit ¥, un espace de dimension 2n sur F, muni d'une
forme quadratique « déployée », i.e. s’écrivant

X _yXg+X_ o Xpgoy+...+Xx_;X,

dans une base {e,; i=1, ..., n}. Soit Z, =W ® V, muni de la forme
symplectique produit, soit w, la représentation de Weil de GSp(Z,). Les
groupes GSp (W) et GO (V,) (groupe des similitudes) se plongent dans
GSp(Z,). Soient 0¥, w! les restrictions de w, a GSp(W). resp. GO (V,).
Pour m <n, soit P, ,, le sous-groupe parabolique de GO (V,). stabilisateur
du drapeau de sous-espaces

{V,(=n), V,(=n+1), ...,V (=m=1), V,(m), ...,V (n—=1), V, (n)}

ou pour ie{ —n, ..., n}. i#0, V, (i) est le sous-espace de V, engendré
par {€_.. €_psy. ..., €} Son sous-groupe de Lévi est isomorphe a
(F*)* ™ x GO (V). Rappelons que si G est un groupe reductif sur F, si P
est un sous-groupe parabolique de G. si L est un sous-groupe de Levi de
P, et si p est une représentation cuspidale irréductible de L. Bernstein a
défini la catégorie Alg; (L. p) des représentations lisses n de G telles que
pour sous-quotient irréductible n” de =, il existe un caractére « non ramifié »
x de L tel que n" intervienne dans la représentation induite

Ind§ (p® 1)

(cf. [B] proposition 2.8 pour plus de détails).
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UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 39

Soient p une représentation irréductible cuspidale de GSp (W), n(p) le
plus petit entier n tel que p intervienne comme quotient de ®”. Eventuelle-
ment n(p)=occ. Si nZn(p), on note p, la représentation de GO (V,) dans
le plus grand quotient de »? isomorphe & une somme directe d'un certain
nombre de copies de p.

THEOREME (Kudla). — Soit p une représentation irréductible cuspidale de
GSp (W). Alors

(1) (i) n(p)<oo;

(ii) il existe une représentation irréductible cuspidale p, ., de GO (V,,)
telle que p,,, soit isomorphe a une somme directe d'un certain nombre de
copies de p, ,,;

(iii) si n2n(p), p, appartient @ Algso wam (Pa wipr 1 X ... X1 xp, ).
(Ix...x1xp,., est une représentation de (Fr)y"="®'x GO (Vae)) Clest
démontré par Kudla pour les paires réductives Sp (W) x 0(V,). Dans notre
cas ou pour tout te F* il existe une similitude dans GO (V,) de rapport ¢,
on n'a aucun mal a étendre le résultat a GSp (W) x GO (V,). O

3. Rappels sur les modules de coinvariants

On a besoin de quelques lemmes de théories des représentations des
groupes localement compacts totalement discontinus. Les démonstrations
sont standards. Nous les reproduisons a la fin du paragraphe pour la
commodité du lecteur.

Soit G un groupe localement compact totalement discontinu. Soient
(n, A) une representation lisse de G (i.e. & est une représentation lisse de
G dans I'espace vectoriel complexe A), (p, E) une représentation admissible
irréductible de G. On note A4(G, p) l'intersection des noyaux des éléments
de Homg (A, E). et A[G. p), ou simplement A[G] si p=1, le quotient
A A (G. p). La représentation nt passe au quotient et définit une représenta-
tion n[G. p] sur A[G, p).

LemMme 3.1. — (i) L'application A— A|[G, p] est un foncteur exact a
droite.

(1) =[G, p] est isomorphe a une somme directe d un ceriain nombre de
copies de p.

(1) Si G est réunion de sous-groupes compacts ouverts et dim E=1,
T'application A— A |G, p] est un foncteur exact.
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40 J-L. WALDSPURGER

Supposons que G soit produit semi-direct de deux sous-groupes fermés
G,, G,, avec G, distingué dans G. Soit (p,, E,) une représentation admis-
sible irréductible de G, telle que p, (g, 2,85 ')=p,(8,) pour tous g, eG,,
g:,€G,. Si (n, A) est une représentation lisse de G, A[G,, p,] est naturelle-
ment un G-module. Plus précisément, soit G,, la cloture du sous-groupe
de G, engendré par les commutateurs g,g, g5 'g; ' pour g,€G,. g,€G,.
Cest un sous-groupe distingué fermé de G. Posons G,=G,G,,.
G=G/G,,. Le groupe G est produit direct de G, et de G,, et I'action de
G sur A[G,. p,] de « factorise » par une action de G. D’autre part si
(m,. A,) est une représentation lisse de G,, on peut définir la représentation
(P, ®m,. E, ® A,) de G (qui se « factorise » elle aussi par G).

LemME 3.2. — Soient (p,, E,), (n, A) comme ci-dessus. il existe une
représentation lisse (n,. A,) de G,, unique a isomorphisme prés. telle que

A[Gy, p]~E, ® A4,

comme G-modules.

LemMme 3.3. — Soient (p,, E,), (n, A) comme ci-dessus. Soit de plus
(py, E;) une représentation admissible irréductible de G,. Alors on a T égalité

A[G, p, ® p,]=(A[G,, p1DI[G,. p1)
On utilisera dans les démonstrations les lemmes suivants.

LeMME 3.4. — Soient H,, H, deux groupes localement compacts totale-
ment discontinus, (p,, E,) une représentation admissible irréductible de H .
(5, A,) une représentation lisse de H,, A’ un sous-espace H, x H ,-invariant
de E, ® A,. Alors il existe un sous-espace A5 de A,. invariant par H,, tel
que A'=E, ® A,

Démonstration. Posons

A,={a,e A, pourtoute,eE,, e, ®a,e 4.

Cet espace est invariant par H,, et E, ® A;c A. Quoticntons par
E, ® A;. On est ramenés au cas ou A5={0}, et on veut montrer qu'alors
A'=10).S1 4#.0), soit aeA’, a#0. On peut écnirc a=Y" ¢, ®da).
avec des vecteurs ¢ linéairement indépendants ¢t a' #0 pour tout 1= 1.

.. n. Soit K un sous-groupe ouvert compact dc H, tel que pour tout
i=1, ....n ¢, appartienne au sous-espace E} des vecteurs de £, inva-

riants par K. Soit ¥ , I'algebre des distributions sur H, a support compact.
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UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 41

biinvariantes par K La représentation déduite de p, de ), dans EY est
irréductible ([BZ] I.2. 10) et E¥ est de dimension finie. Donc I'application
p, : #x — Endg EX est surjective, et il existe fe & telle que

; 0, si i#l,

pr(f)e x={ ' .
e, si i=1.

Alors el ® al=p, (f)ae A" Soit e, € E, quelconque. D’aprés I'irréductibi-
lit¢ de p,, il existe une distribution f* a support compact sur H, telle que
pi(MNel=e,. Alors e, ®ai=p,(f)(e}®a})ed’. D'ou aleA,,
contradiction. [J

LeEMME 3.5. — Soient H,, H, deux groupes localement compacts totale-
ment discontinus, (p,. E,) une représentation admissible irréductible de H .
(m, B) une représentation lisse de H, x H,. Supposons que M Ker(f)={0},
ou f parcourt Homy (B, E,). Alors il existe une représentation lisse (n,,
B,) de H,, unique a isomorphisme prés, telle que n soit isomorphe au produit
tensoriel externe p, @ m,.

Démonstration. — Soit (p,, E)) la représentation contragrédiente de
(p,, E,). Comme p, est irreductible, on a (E; @ E,)[{H,]=C d'apres le
lemme de Schur. Supposons que (n,. B,) existe. Alors

(EY ® B)[H,]=(E; ® E, ® B,)[H,]~(E; ®E,)[H,]® B,=B,.

D’ou l'unicité de B,. Réciproquement posons B;=(E; ® B)[H,], soit
p: E ® B— B; la projection naturelle. L'espace B; est naturcllement
muni d’une action lisse n; de H,. On définit une application linéaire

¢: B—Hom¢(E;. B))
b (e; —p(e; ® b))

Cette application entrelace n avec I'action de H, x H, sur Hom¢(E,, B))
déduite de p, et mn,. Soient be B. K un sous-groupe ouvert compact de
H, fixant b, e, I'idempotent associc de I'algébre des distributions a support
compact sur H,. Pour e¢; e E; . on a

o(b)(e))=ple; @Mr=p(e; Qn(e)b)=p(p; (ef)e; ® b),

ou ey est I'image de ¢, par 'antautomorphisme h—h ' Mais e; =e,.
d'ou

ob)ie V=@ (b)(p; (eg)e) ).
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42 J.-L. WALDSPURGER

Autrement dit @ (b) se factorise par p; (ex). On a un plongement naturel
E, ® B; = Hom¢(Ey, B3} L’admissibilit¢ de p, implique que son image
est le sous-espace des feHom¢ (E;, B3) tel qu'il existe un sous-groupe
ouvert compact K de H, tel que f se factorise par p, (ex). Alors ¢ se
factorise par @' : B— E, ® B;. Montrons que ¢’ est injective. Soit be B,
b#0. 1l existe par hypothése fe Hom, (B, E,) tel que f(b)#0. Fixons
un tel f et ey eE tel que e) > f (b)#0. Par fonctorialité, f définit une
application

f: (Ey ® B)[H,]-(E; ® E))[H,]=C.

Onaf-p(ey @b)=e) =f(b)#0. Donc p(e; ® b)#0, et ¢(b)#0. Donc
¢ est injective et @’ I'est a fortiori. Alors B s’identifie a un sous-H,; x H,-
module de E, @ B), et I'existence de (n,, B,) résulte du lemme 3.4.

Démonstration du lemme 3.2. — 1l suffit d’appliquer le lemme 3.5 aux
groupes H,=G,, H,=G,, et au H, x H,-module B=A[G,, p,}. O

Démonstration du lemme 3.1. — En appliquant le lemme 3.2 au cas
G,={1}, G,=G, on obtient le (ii). Pour (i), il est clair que A— A[G, p]
est un foncteur. Soit

0—A, = A, - A, =0
une suite exacte de G-modules. Considérons la suite déduite
A, (G, p] = A4,[G, p] = 4,[G, p] = 0.
Son exactitude équivaut a la bijectivité de I'application déduite
¢: A,[G. p)'4,[G. p] = 4,[G. p].

Remarquons que si f: B — C est un homomorphisme de G-modules et si
C est isomorphe a une somme directe de copies de E,, il existe un
homomorphisme f : B[G. p] — C tel que le diagramme suivant soit com-
mutatif:

B
N
/
N
C
Kd
1 s
B(G. o]
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UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 43

ou la fléche verticale est la projection naturelle. Appliquons cela a
B=A,/A,, C=A,[G, p]/A,[G, p], et f: B— C Tlapplication naturelle.
L’hypothése sur C est vérifiée : d’aprés (ii) 4, [G, p] vérifie cette hypothése,
et celle-ci se conserve par passage au sous-quotient. On en déduit un
homeomorphisme

(43/4,)(G, p] = A, (G, p)/A, (G, p).
ou encore, puisque A,/A, >~ A4,, un homomorphisme
§: A;(G, p] > 4;(G, p)/A, [G, p].

On vérifie aisément que @ et £ sont des bijections réciproques. D’ou (i).
Enfin (iii) résulte de [BZ] proposition 2.35.b. [

Démonstration du lemme 3.3. — Ecrivons A[G,, p,]~E, ® A, comme
au lemme 3.2, et soit B un espace vectoriel tel que 4,(G,, p;]~E, ® B.
On a les isomorphismes:

(A[G,, p,DIG,. p]=E, ® A,[G,, p,]=E, ®E,®B.

En particulier cet espace est somme directe de copies de E, ® E,. D’aprés
la  proprieté  universelle  évoquée ci-dessus, la  projection
A —(A[G,, p,))[G,, p,] se factorise par un homomorphisme

¢: A[G, p, ®p;] = (A[Gy, p)IG,. P2}

D’aprés (ii) du lemme 3.1, A[G, p, ® p,] est isomorphe a une somme
directe de copies de E, ® E,. En particulier en tant que G,-module, il est
isomorphe a une somme directe de copies de E, et comme ci-dessus la
projection A — A[G, p, ® p,] se factorise par un homorphisme

E,: 4 A[G,, p] = A[G, p, ® p,).

En tant que G,-module, A[G, p, ® p,] est isomorphe a une somme directe
de copies de E,, et &, se factorise par un homorphisme

§: (A[Gy, p, DG, p3] = A[G, p, ® p,)
Il est immediat que ¢ et § sont des bijections réciproques. [
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44 J-L. WALDSPURGER
4. La paire réductive en question

Soient W un espace de dimension 4 sur F, muni d’une forme sym-
plectique { , ), (g), i=1, ..., 4, une base de W telle que

(e 8¢ )=(¢En E3)=1,
(Eiv Cj>=0, Si {"J}¢{l’4}’{2’3}

Posons S=GSp(W), qu'on peut considérer comme un ensemble de
matrices. On note Q le sous-groupe parabolique maximal des éléments
seS tels que sg, € Fg,, R son sous-groupe de Lévi formeé des éléments
seQ tels que se e Fe,, U le radical unipotent de Q. C’est un groupe de
Heisenberg. Pour a, b, ce F, posons

1 a b ¢
T
0 0 0 1
a b

Alors U={u(a, b, ¢); a, b, ce F}. Pour o=[ ]GGL(Z, F),etx,yeF™,

c d
tels que xy =ad — bc, posons

x 0 0 O
0 a b O
reeN=1y . 4 o
0 0 0 v

Alots R={r(x, g, y);, x, ye F*, 6eGL(2, F), xy=det(o) }.

Soient (e), i=1, ..., 4, la base canonique de F*, u la forme linéaire
sur A (F*) telle que p(e, A...Ae)=1 Posons V=AZ(F*). Soit v:
12  A*(F*) I'application canonique. On munit V de la forme bilinéaire
symetrique g telle que

q(vy, vy))=pov(v, ®v,).

Pour i, je{l, ..., 4}, i#j, soite;=e, A e, Alors {e,,, e,,. €3, €3, €3,,
€3] est une base de V, telle que

qle,,. €3;)=—1, qle,,, €y3)=q(ey,, €;)=1.
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UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 45

q(e;5 ex) =0, si {i,j, k 1}#{1,23,4}.
On note V, I'’espace engendré par e,,, e;,, €,4, €3,. On identifie V, 4

M(2, F) par

a b
ae, +bey, +cey +dey, — il
c

La forme q|,, s'identifie 4 la forme sur M (2, F) suivante

(m,, my)— —Tr(m; m3%),

ou pour m=[a s]eM(z F), on pose
C

m"=|: d -b].
-c a

Le groupe G=GL (4, F) agit naturellement sur F* et sur V. Soit T le
groupe des homothéties de ¥, qu'on peut identifier a F*. Soient G=G x T,
©={(zid, z_,)eG; zeF* }, G* =G/O. Alors G* est le groupe des simi-
litudes directes de ¥ muni de q. Soit (g, z)eG. Son rapport de similitude
est A(g, z)=z2 det (g). Soient P* le sous-groupe parabolique des éléments
geG*® tels que ge,, € Fe,,, M* le sous-groupe de Lévi des élements ge P*
tels que ge, € Fe,,, N* le radical unipotent de P*. Soit P le sous-groupe
parabolique des matrices blocs de G de la forme

[3 1?:" A, DeGL(2, F), BeM(2, F),

M le sous-groupe de Lévi des matrices diagonales par blocs, N le radical
unipotent de P. Alors P*=(PxT)/®, M*=(MxT)/®, N*~N. Pour
Be M (2, F), on pose :

1 B
B)= .
n® [0 I]

Pour A, DeGL (2, F), on pose
A0
A, D)= .
mao=[ 4 ]
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Ecrivons un élément général xe,,+m +ye,, de V, avec x, yeF, meV,,
sous la forme

X

m.
y
Alors I'action de P sur V s’écrit explicitement

x x+ Tr(Bm*)+y det(B)

n(B) m= m+yB
¥ ¥
x x det (A4)
m(A,.D) m = AmD
y y det (D)

pour tous Be M (2, F), A, DeGL(2, F).

Soit Z=W ® V, qu'on munit de la forme symplectique produit de la
forme symplectique sur W et de la forme quadratique sur V. Soit
IF'=GSp(Z). Alors S et G* s’identifient a des sous-groupes de I'. La paire
(S. G* va jouer un role analogue a celui des paires réductives duales de
Sp(Z). Remarquons que les centres de S et G* s’identifient dans I'. Ce
centre commun est le groupe T des homothéties de Z.

Soit (n, E) une représentation admissible irréductible de S. Supposons
que r intervienne comme quotient de wr 5. Alors £, (S, n] est un § x G*-
module. et il existe une représentation de G* qu'on note (0'(n), 6" (E))
telle que £,[S.n]=~E®O'(E), comme S x G*-modules. On dit que la
conjecture de Howe est vraie pour n si 6°(E) admet un unique quotient
irreductible (ou bien si n n'intervient pas comme quotient de wrg). On
note alors (8(n). 8(E)) ce quotient.

S. Les représentations induites

Soient (p. E) une représentation admissible irreductible de GL (2, F), ¢
un caractere de F°. On definit une représentation (x x p, E) de R par

(x x pIrix. o, y)=x(x)p(O).
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Les couples (, p) paramétrent les représentations irréductibles de R. On
suppose désormais p cuspidale (certains disent plutdt « supercuspidale »).
Soit (i(x, p), I1(x p)) la représentation induite de S. L'espace I(y, p) est
I'ensemble des fonctions @ : S — E invariantes a droite par un sous-groupe
ouvert, ct telles que

@ (rus)=38(r)'2 (x x p) (r) [@ (5)]
pour tous re R, ue U, se 8§, ou
8(r(x, o, p)2=|xy!|.

On calcule aisément le module de Jacquet i(x, p) [U]. Comme R-module,
il posséde une suite de Jordan-Hélder de quotients y xp et x ! x(p ® ).
Donc i(x. p) est au plus de longueur 2,. Supposons i(y, p) réductible. Si
x#x ', ou pxp®x (i(x, p), I(X, p)) posséde un unique sous-module
irréductible (i,(x, p). L (% p)) et un unique quotient irréductible
(ig (X, P). I,(x. P)). On a d'ailleurs

L,(t P =i,(x"" P® )

Si x=x""'et p=xp® yx [et toujours i(x, p) réductible], comme, a torsion

prés. on peut supposer p unitaire, et donc i(x, p) également, I(y, p) est
somme de deux sous-modules irréductibles non isomorphes :

(i P 1 P =Gy (X, P) 11 (X P)) @ (i (. P, 12 (X, P))-
Notre premier résultat est le suivant.

PROPOSITION S.1. — Soient p une représentation cuspidale irréductible
de GL (2, F), et y un caractére de F". La représentation i(y, p) de GSp (4, F)
est réductible si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

M x=L

(2) il existe un caractere quadratique x' de F~ tel que x'#1, p® X' ~p,
ety=y|.loux=yx|.|""

Remarque. — Ici et dans la suite, on entend par « caractére
quadratique » un caractére d’ordre au plus 2.

Sosent p,. p, deux représentations cuspidales irréductibles de GL (2, F).
Alors p, x p, est une representation de M et on definit la représentation
induite ((p,. P3). J(P,. P;)) de G=GL (4, F). Soit x un caractére de F*,
et supposons que 1:‘:‘”»1 w,,. OU w, est le caractére central de p,. On
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définit la représentation (j (p,, p,; %), J (P,» P,)) de G ou G* par
JP1s P2 V) (& D=2()j(P1, P2)(8)

pour tous geG, teT. On sait bien que j(p,, p,) est irréductible sauf si
PP ® |det|*‘ ([Z), proposition 1. 11), auquel cas elle admet un unique
sous-module irréductible (j, (p,, P2), J,(P;, P2)) €t un unique quotient irre-
ductible (j,(p,, P2), Jo(P1, P2)). On définit de méme j,(p,, Py x) et
Jo(P1» P2 X)- Notre deuxiéme résultat est le suivant.

PROPOSITION 5.2. — Soient p une représentation cuspidale irréductible

de GL (2, F) et x un caractére de F*.
(1) La conjecture de Howe est vraie pour tout sous-quotient irréductible

de i(x, p)-
(2) (a) Six=1, un et un seul sous-module irréductible i, (1, p) de i(l, p)
intervient comme quotient de wr 5. On a

03, (1, p)=j(p. p; ®)).

(b) S’il existe un caractére quadratiquey’ de F™ telque ' #1,p@ x' ~pet
x=%x"|.] ou x=2x'|.|"", les représentations i,(x, p) et i,(x, p) interviennent
comme quotients de wr 5. On a

03, (x. P =J(P® A P: XW,),
0(ig (X, P =g (P ® X, P; XW,).

|~', la représentation i(x, p) intervient comme
| ona

() Si x=|.| ou x=
quotient de o 5. Si Y=
0

(-} eV =ig(p®]|.|. pi |.|®).

(d) Si ¢ ne vérifie aucune des conditions précédentes, la représentation
i(x, p) intervient comme quotient de w,s. On a

B(i(x. PN=Jj(P® X P: XW,).

On pourrait énoncer un resultat dans « I'autre sens ». Le seul point
intéressant serait que la représentation j,(p® |.|. p; |.|w,) n'interviendrant
pas comme quotient de wy, &

En suivant Bernstein, on peut regrouper les représerntations i(y|. [’
p® |det|*), pour s, s’eC. en remplagant les valeurs ¢™* et ¢™* qu
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interviennent dans les coefficients de ces représentations par des indétermi-
nées X et Y. Précisément soit

A=C[X, X"', Y, Y™}
et B un A-module. Soit I®(x, p) I'espace des fonctions

o: S—+B®E
[

invariantes a droite par un sous-groupe ouvert et telles que
(p(rus) =8(r)“2 (X (x) ) (x) Yv(det Q) ® p(o)) [‘P (S)]

pour tous r=r(x, o, y)eR, ue U, seS. Le groupe S agit par translations
a droite dans ®(x, p). On note i®(x, p) cette représentation. Si C est un
sous-A-module de B, (i€(%, p), I€(%, p)) est un sous-S-module de (i®(x, p),
I®(%, p)). Par exemple si B=A et C est I'idéal engendré par X—q~*
Y —q~*, la représentation de S sur le quotient I*(x, p)/I°(x, p) est canoni-
quement isomorphe a i(x|. |, p ® |det|").

On peut de méme regrouper les représentations

j(p, ®|det], p, ®|det|*; x|.I'**)

pour s, s'eC en remplagant g~* par X et ¢~* par Y. Pour tout A-module
B, on définit la représentation (*(p,. P2 ). J°(Py, P3)).

6. Calcul d’un module de Jacquet

On « piopose de calculer le R x G* -module #,[U). On va définir
divers sous-quotients de #,. Quand la représentation wy, restreinte a un
sous-groupe H de I', définira naturellement une représentation de H dans
ces sous-quotients, on notera encore encore w, la représentation ainsi
définie de H.

Explications &£, et wr. On choisit comme sous-espaces isotropes maxi-
maux de Z :

X=Fe, @QV+W @ Fe,;+Fe, ®V,,
Y=Fe,@V+W ®@Fe,,+Fe, ®V,,
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ou W” est le sous-espace de W de base {&,, €5}. On note (v, w”, m)
I'élément e, @v+w ' @e;,+€3®m de Y. On a L,=%(YxF") (cf.
notations). Pour fe (Y x F™), (v, w’, m)eY, te F*, on a les formules
explicites suivantes :

(6.1) (i) pour tous 4, DeGL(2, F), zeT,
or(m (A4, D), z) f (v, w”, m, t)=|z|"¢|det A|"*?|detD |2
xf(z"'m(A, D) ‘v, z”  det (D)~ 'w”, z7' A" 'mD*"!, tz2 det(AD));
supposons f de la forme f (v, w”, m, t)=f, (v, w”) f, (m, t), alors
(6.1) (i1) pour tout Be M (2, F),
or(n(B)) f (v, w”, m, t)=f, (n(B) "' v, W)z (V', —w” ® B) f;(m, 1),
(6.1) (iii) pour tous ceGL(2, F), x, ye F*, tels que xy=det (o),

or(r(x, o, y)) f(v, w’',m,t)
=|x|"2|y| " £, r, 07 W)@ (0) S (m, 1),
ouZ’'=W’"Q®V, I''=GSp(Z"),
supposons f de la forme f (v, w”’, m, t)=1;(v) fo(w”, m, 1), alors
(6.1) (iv) pour tous a, b, ceF,

or(u(a, b, ) f(v,w”,m, 1) =V (ctq (v, v)/2) f3(v)
xwz (¥, —be; ®v+ae; @) fi(w', m, 1),

(6.1) (v) pour tout geG,
or@) f (v, w’, m 1)=|det g| 2 f3(g" ' v)0r (g) fe (w". m, 1),

ounZ'=W'QV, I'"'=GSp(Z').
Posons Y'=W" ® Fe,,+Fe; ® V,. Considerons I'application

F(YXF*) S P (Y xF")
S=f=x(N
ou f'(w’, m. n=f(0. w’, m, t). Soit &, son novau. Il est stable par
Q x G*. d’ou une action de ces groupes sur le quotient ¥ (Y x F°) Dapres

(6.1) (iv). U agit trivialement sur le quotient /(Y «~F') et
(Y xF")[Ul=Y (Y xF*).
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Pour calculer ¥,[U], commencons par calculer %,[U], ot
U,={u(0, 0, c); ceF}. Soit ,={veV; q(v, v)=0}. D’aprés (6;1) (iv),
FolUJ est 'image de &, par I'application naturelle de restriction a
2o x Y x F*. Cette image est I'espace des fonctions localement constantes
a support compact sur Z, x Y’ x F*, de support disjoint de {0} x Y’ x F*,
i.e. 4 support compact dans (£,—{0})x Y’ x F*. Soient P, I"ensemble

des
( 4 B . z)e G
0 D
tels que z det (A)=1, et P} son image dans G*. Cest le stabilisateur de
e,, dans G*. L'application

P\G=Pi\G* = Z,~{0}
g—g e,
est un isomorphisme analytique. Pour fe ¥, soit @,: G — (Y’ xF")
la fonction
(p_'[(g)(w”v mc t)=ml’(g)f(e[10 “’”v mt l)-

Alors &, [U] s’identifie & I'espace des fonctions @}, & savoir I'espace des
fonctions @ : G — £ (Y’ x F*) invariantes a droite par un sous-groupe
ouvert, a support compact modulo P, et telles que

(6.2) @' (pg)=|det(p| V)| o (P) @’ ()]

pour tous geG, pe P, (ou det (p| V) est le déterminant de I'action de p
dans V). Transportons a cet espace de fonctions I'action de U. Pour ¢’
comme ci-dessus, a, be F, on a

[wr(u(a, b, 0) @1 (@) (w"'. m, )=V (t{w”’, —be,+ae;)) o (g)(w'. m,1)

On obtient le module de Jacquet ¥,[L] en restreignant les fonctions
ci-dessus a la variété w”=0. Soit donc &, 'espace des fonctions @ :
G = & (Vo x F*), invanantes a droite par un sous-groupe ouvert, a support
compact modulo P, et telles que
(6.3) o((m(A, D)n(B). 2)g

=|z|"*Idet 4] *?|detD| **wr (m(A. D). 2)[0(g)]
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pour tous BeM (2, F), A, DeGL(2, F), zeT tels que z det (4)=1.
[Remarquons que M s'envoie naturellement dans GO (V,, q|V,)<I'". La
formule ci-dessus se déduit de (6. 2)]. Alors I'application

SLo— A,
f—o
définie par ¢, (g)(m, t)=or(g) f (e, 0, m, t), définit un isomorphisme
FolU]=~ ..
Soit u: L(Y' x F*) - & (V,x F*) I'application telle que
B () (m, )=1(0, m, 1).

Soit .o I'espace des couples (@, £), o0 Ee L (Y x F*), ¢ : G = F (Vo x F*),
tels que
(6.4) (i) @ est invariante a droite par un sous-groupe ouvert,

(i) o vérifie (6. 3),

(iii) pour tout compact C de G, il existe £>0 tel que pour tout geC,
tout z€ T tel que |z|<¢, on a @(28)=0,

(iv) pour tout compact C de G, il existe N>0 tel que pour tout ge C,
tout ze T tel que [z|>N, on a

@(zg)=]z| |det (g| V)| n-wr(28)E.
Pour fe £ (Y x F*), on définit (¢, §,) par
Er=A(/)
;@) (m, )=0r(g) f (e, 0. m, 1).
Il est facile de voir que (¢,. 5,) €.

Lemme 6. — L'application f— (9. &) se factorise par & (Y x F™)[Ulet
définit un isomorphisme de ¥ (Y x F")[U] sur .«o/.

Deémonstration. — Considerons le diagramme

0= 7,[U] — SYxF U] = S(Y'xF")=0
L {
‘] i o, 4y id
0— oy —— of S (Y'xF")=0
o9, 0) to, Lr—f
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Il est commutatif. La suite du bas est évidlemment exacte. Celle du haut
I’est aussi [Lemme 3. 1.(iii)]. On a montré que la fléche de gauche était un
isomorphisme. Celle de droite I'est aussi, donc celle du milieu
également. (O

Transportons sur I'espace o la représentation w, de R xG. Pour (o,
E)es, on a

(6.5) (i) pour ge G, or (g) (9, £)=(¢’, &), o

o' (g)=¢(g'g), pourtout g'€GC,
&'=|det (g| V)| " or(®)&,

(ii) pour x, ye F*, ce GL (2, F) tels que xy=det (o),
or (r(x, 0, ))(e, §)=(9’, &),
ou
o' (8 =|x|""?|y|1200 ("' o) [0 0B))
pour tout ge G,

E=|y| 2 or(0)&

7. Calcul de coinvariants sous R

Soient (p, E) une représentation cuspidale irréductible de GL (2, F), %
un caractére de F*, (n, E) la représentation de R définie par

n(r=38(n"(xx p)(r).

On se propose de calculer of [R, n}.
Pour oceGL(2, F), xeF™, on pose r,(o)=r(det o, o, 1),
ry(x)=r(x, 1, x~'). Soient

R,={r (o) ceGL(2, F)},
Ry={ry(x), xeF"},

(n,. E) la représentation de R, définie par
%, (r,(0))=|det o|p ® x(0).
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n, le caractére de R, défini par
1, (12 (x)) =] x > x ().

On a R=R, xR,, n=n, @ n,. On va d’abord calculer &/ [R,, x,]. Rappe-
lons un résultat de Jacquet, Langlands et Shimizu. On considére la paire
GSp(2, F)x GO (V,, q|,,o). Le groupe GL(2, F) x GL (2, F) s’envoie natu-
rellement dans GO (V. q|y,).

LeEMME 7.1. — Soit (p’, E’) une représentation cuspidale irréductible de
GL(2, )(=GSp(2, F)). Alors le GSp(2, F)x GL (2, F) x GL (2, F)-module
S (Vox F*)[GSp(2, F), p] est isomorphe d (p’®p' ®p, E' ® E'QE").
([Shim], théoréme 1).

On fixe un isomorphisme de GSP (2, F) x GL (2, F) x GL (2, F)-modules

v: F(VoxF)[GSp(2. P, p®x|. |1 E®EQE,

ou chaque groupe agit dans E par la représentation p®  |.|*. On note
encore v I'application qui s’en déduit sur ¥ (V, x F*). ,

La partie G-lisse de Hom, (#. E) (ou R, agit dans E par n,) est
I'espace des fonctions @*: G — Homgs, ;. (¥ (VoxF*), E) (ou
GSp(2, F) agit dans E par p® x|.|*?), invariantes a droite par un sous-
groupe ouvert, et vérifiant une condition analogue a (6. 3), I'action de ¢*
sur un élément @ € o, étant donnée par

(w‘.«o)=[ (¢*(8). ¢(g) dg.
;l\a

Pour que @€ .9/, annule toutes ces fonctions ¢*, il faut et il suffit que les
valeurs ¢ (g) appartiennent 2 & (Vo x F*)(GSp(2, F), p® Xl- '312)_

Soit donc @, I'espace des fonctions ® : G — E®3, invariantes a droite
par un sous-groupe ouvert, a support compact modulo P,, et telles que

(7.1) ®(m(A, D)n(B), 2)g)
=|z]" 'y} (2)w,(z) x(det AD)|det(D)| ' (id® p(A4) ® p(D))D(g)

pour tous g€ G. BeM (2. F). A, DeGL(2.F). z€T. tels que zdet(A)=1.
Alors I'application ¢ — @, défime par
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®,(8)=ve0(g)

définit un isomorphisme de &, [R, n,] sur &..

Rappelons qu’on a une application p: (Y’ x F*) > &L (V,x F* ) Soit
&, le noyau de p. Il est stable par Rx P, ce qui permet de munir
& (Vox F*) d’'une action o de RxP. Pour fe¥ (VoxF”™), on a les’
égalités

or(r(x, o, y))f=|y|'3!det CI-‘/zmr"(U)f,
or(m (4, D)n(B), 2) f
=|z|"*| det 4| *?|det D |3 r.(m (A, D), 2) f.

Alors & (Vo x F*) [R,, m,] s’identifie par va E® E ® E. L’action o de
P sur E® E ® E est donnée par
@r(m (A, D)n(B), 2)=|z|" ' x* (D) @, (2)

x x(det AD)|det D|™!(id ® p(A) ® p(D)).

La réciprocité de Frobenius définit une application
{: L(YXxF)=EQJp®x|.|"Lp®).

Ona{(N@=ven(wr(g) f), pour tous fe S (Y' x F*), ge GL(4, F).

LEMME 7.2. — L'application { se factorise par (Y’ x F*)[R,, ®,]
et définit un  isomorphisme de ¥ (Y'xF*)[R,, =] sur
E®RJ,(p®J,(p®.|"% p® ).

Démonstration. — La factorisation est claire. Calculons
&L (Y x F*)[R,, n,][N], et d’abord &, [R,, n,][N]. L'espace &, est I'es-
pace des fonctions localement constantes a support compact sur
(W’={0})x V,x F*. L'application

GSp(2, H =W -0}

-1

c—oc g,

est un isomorphisme analytique de Q,\GSp(2. F) sur W’'—{0}, ol
ng{[:) Z] beF, de F'}. Soit ¥, I'espace des fonctions ¢ : GSp (2,

F)= ¥ (Vox F") telles que
(7.2) (i) @ est invariante a droite par un sous-groupe ouvert,
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(ii) @ est a support compact modulo Q,,
(iii) on a l'égalité

q’([:) :]°)=|“"”’<°r~([3 3])«»(0),

pour tous ceGSp(2, F), beF, de F". Alors I'application fi— @, définie
par

@y (0)(m, )=wr (o) f (g3, m, 1)

est un isomorphisme de .9’] sur &;. L’action de R, x N qui s’en déduit
sur & est :

or(r, ()@ (c’)=¢(c"0),
or(n(BYo(s)(m. )=y (—t Tr Bm*) @ (o) (m. 1).

Passer aux coinvariants & [N] correspond donc a se restreindre a la
variété m=0, 1. e. soit .9’2 I'espace des fonctions ¢’ : GSp(2, F) = & (F™)
verifiant (7. 2) (i). (11), et

(iv) cp([:) Z] c)(t)=|d|"” ¢’ (o) (dt) pour tous ceGSp(2, F), beF,

d. te F*. Alors & [N] est isomorphe a &_. Mais la représentation dé
GSp(2, F) dans ¥ est induite & partir d'une représentation de Q, triviale
sur le radical unipotent de Q,. Elle ne peut pas posséder de quotient
cuspidal. Donc ¥ [R,. n,]={0}, et .S’l [Ry, M, }[N]={0}.

Considérons le aiagrammc

L (R, 1) IN]= S (Y xF)[R,, n,][N] = ¥ (VoxF)[R,, m,][N] =0
! 1 Y
0 ~ S (Y xF")[R,. n,]INJ=— EQEQE -0
ou la suite du haut est deduite de la suite exacte :

O—oyl~.5/'(Y'XF')—0V(l’°xF')—~0.

Le diagramme est commutatif. Les fléches verticales sont des isomor-
phismes. La suite du haut est exacte [lemme 3. 1. (i)]. Donc vep est ici un
isomorphisme (Cest le morphisme deduit par fonctorialité de {. Donc
Ker(J)[N]=,0, Mas, d'aprés le thcoreme de Kudla et le lemme 7.1,
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tout sous-quotient irréductible (n’, E’) de la représentation de G dans
& (Y’ x F*)[R,, n,] apparait dans une induite de la forme J(p ® x|.|’,
p®x|.|"). Alors pour un tel sous-quotient, E’[N]#{0}. Donc
Ker(§)={0}, et { est injectif.

Il n'y a que deux sous-R x G-modules de EQ J(p ® x|-]"h p®x). 4

savoir E® J et E® J,, avec une notation évidente. Si { était surjective,
on aurait

FL(Y'xF* )[R, m][INN~EQ J[N]~E® ((E® E)Y® (E® E))

contrairement au calcul ci-dessus. Donc I'image de { ne peut étre que
E®J. O
Soite:J(p®x|.| ", p®x) = E® E I'évaluation au point 1. Soit '®
I'espace des couples (®, =), avec
©:G-E®REQ®EZeE®J,(p®x|- | p® ),

tels que
(7.3) (i) ® est invariante a droite par un sous-groupe ouvert,

(1) @ venfie (7.1),

(iii) pour tout compact C de G, il existe €>0 tel que pour tout geC,
tout z€ T tel que || <g, on a ®(zg)=0,

(iv) pour tout compact C de G, il existe N>0 tel que pour tout geC,
tout ze T tel que [z| >N.on a

o) =z ' X ()0, () [id ® (e<j, (@ Z,
ouj,=j,(p®x|-|7" p ® 1)
Pour (@, &) € o, on définit b(@. §)=(®, =) par
(@) =v-0(g)
==0)
Il est clair que b(o, $)eH.

LemMme 7.3. — L'application b : of — # se factorise par o [R,, n,] et
définit un isomorphisme de of [ A T l] sur #.

Démonstration. — Soient ge G, le (E ® E)*. L'application
# - E
(®.2)—(d®l d(g)
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composée avec b, définit un élément de Hom, (o, E), ou R, agit dans E
par m;. Donc cette application s’annule sur &/ (R,, n;). Soit (o,
E)es (R, my), (®, E)=b (9, £). On a donc

(id®N)-d(g)=0

pour tous [, g. Donc ® =0, puis Z=0. D’ou la factorisation par & [R,, «,].
Considérons le diagramme

A (R, m] - S[R.wm] - LY'xF)R.m] -0
°

Il 1"
Oy
0- 2, R— 2 — E®J(0Qx|. | p®Y -0

@ —(®.0) (@, E)—=

Il est commutatif. La suite du bas est évidemment exacte. Celle du haut
I'est aussi [lemme 3.1. (i)]. On a montré que les deux fleches latérales
étaient des isomorphismes. Donc celle du milieu I'est aussi. [J

Transportons sur & I'action de R x G sur o/ [R,, n,]. Pour (®, E)e A,
on a les formules :
(7.4) (i) pour ge G, or(g)(®, E)=(®, ), ou
o' (g)=d(g’g), pour tout g’'eG,
'=(d ®j,() =,
ol j,=j,(p®x|. |"L p®x |- | ' %} 0,) (¢f § 5)
(ii) pour 6eGL (2, F), o (r,(0))(®, 2)=(P', =), ou
®'(g)=|det 6|p® x(c)>®(g’), pour tout g'eq,
E'=|det o|[(p® x(0)) ®id}(2)
(ili) pour xe F*. wr(ry (x))(®, 2)=(P". Z°). ou
O (g)=0w,(x)x}(x)|x?®(x"'g’), pour tout g'el.
==|x]P=

Rappelons que A4=C[X, X' Y, Y"'. Posons B=C[X.
X" ')=A/(Y—1) A. Soit 2 un caractére de €*, et (®, Z)eR. On définit
une fonction

®,° G-BR®EQEQE
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par les formules suivantes. On pose

o (=Y, .9 " w,)(m"')X""f

O (0"zg)(x 2o, 'a”!)(2)dz,
0.

et

(1-X)®.(g), sia n'est pas ramifié,
®.(g), sia est ramifié.

P, (8)= {

La série ®,(g) prend ses valeurs dans C((X)) @ EQ® E ® E, ou C((X)) est
le corps des séries formelles, mais la condition (7. 3) (iv) implique qu’en
fait ®,(g)e B® EQ® E® E. 11 est clair que @, est nul pour presque tout
a. Grace a (7.1), on peut identifier ®, a un élément de

EQF(p®(xa|.|™"), p®x), ou a désigne ici le prolongement de a a
F* défini par a(w)=1. La condition (7. 3) (iv) signifie que I'image de @,
dans EQ J(p® (x| - |™")., p ® %) par I'application

Pl ™) e®0

Py -1 " -1
=@ | ) p®WX-DIE® Q|- | P®
=Je®W|- ™ e®W

appartienta E® J,(p® (x| . |"). p ® x). Soit donc € I'espace des familles
(®,). telles que

(7.5 () ®,eE®@S(p®(al.|™"). p® %)
(ii) ®,=0 pour presque tout .
(i) (iId@p,)O,€EQRJ,(p®(|.|™"). p® %)

Alors l'application (®, =)+ (®,) est un isomorphisme de # sur €.
Transportons sur € I'action de R x G sur #. Pour (®,)€%. on a:

(7.6) (i) pour ge G, wr(g) (D) =(D)). ou
O, =(d®"(p®(xx|. | ) p®x|. | 't 0,2)(@)(®,):
(ii) pour ceGL(2, F), xe F*, o (r(x det (0), o, x™ ') ((D,))=(P,), ou
O, =a(x"")|x|> X~ |det o|((p ® x(0)) @ id)(D,).
Notons encore (n. E) la représentation de Q définie par

n(ru)=nx(r)
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pour tous re R, ue U. Nous pouvons maintenant démontrer le

LeMME 7.4. — La représentation de R x G dans ¥,(Q, n) est isomorphe
an®jp, P X x0) six#|. han®j(p®|.|, p:].|o) six=|.]

Démonstration. — D’aprés les lemmes 3.3,6, et 7.3, il reste a calculer
€[R,, n,). Ecrivons avec une notation évidente € = @, %,. Par définition
de n, et d’apres les formules ci-dessus, il est clair que

€.[Ry, my]={0}, si a#x~! sur O,
€.[R,, m)=%/X—|0|x(@ )€, si a=x ' sur O

Si y est ramifié ou si x (0™ ") || #1, il est clair que
CJX~|o|x (@ )NE=ERJ(p, p®X)

Si x=|.|, on doit calculer €. /(X—1)¥,. Soit €, I'espace des
®eJ®(p, p®|.|) tels que p, (P)eJ,(p, p®|.]). On a

€ [(X-1¥ =E® @ /(X-¥).

Soit 1 'automorphisme de 4 qui échange X et Y. On a un opérateur
d’entrelacement n-linéaire

S JApp®|. )= p®]|.| p)

défini ainsi : pour ®eJ4(p, p®|.|) et g€G,
SO =(¢* Yz—Xz)n[J. d)(wng)dn],
N

ou

S - O O
-0 O O

0
1
0
0

©C O O -

Soit B'=C[Y, Y '|=A/(X-1)A. L'opérateur d'entrelacement passe aux
quotients ct définit

I L e®. )= @ .. p
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On définit de fagon analogue
S el p)= B, p®|.).

On sait que S oS est la multiplication par un élément P de B s’annulant
a lordre 1 en X=1 ([Sha 2] 1.2 et théoréme 2. 1.c). Spécialisés en X=1,
resp. Y=1, les opérateurs f’ et f deviennent les opérateurs habituels

L1, p®.N=J(P®].| p),
Sy Je®|.L e =Jp p®].).

Le noyau de £ et I'image de f sont égaux a J,(p, p®]|.|). Donc si
0,e€, 5 0,e(Y-1)J(p®]|.| p). Soit

pi: ER.L=Ie®|.| (Y- (p®].| p)=J(p®].]. p).

On définit ¢ : €, = J(p®]|.|. p) par c(®,)=p; c(Y—l)"cJ’(Ql). Cer-
tainement (X —1)¥€; = Ker(c). et ¢ définit une application

¢ ENUX-NE€ =J(P®].] p)
Soit peJ(p®|.|, p). et PeJ* (p®|.|, p) tel que p;(P)=¢. On a
P S (@)=I7 (®)e),(p. pB|. )
Donc S ¢€%;,.Si® e J* (p®]|.|. p) est tel que p; (®) =9, On a
O -0e(Y-1)I"(p®]|.|. ¢
et
IO -P)e(X=1)E,.

Donc I'image de S ® dans €, (X-1)¥, ne depend pas du choix de ®.
On note ¢” () cette image ce qui définit

L JP®L. P =€ (X- 1.

Il est facile de vérifier que ¢ - ¢ comme ¢ - ¢”* sont les multiplications par
P’(1), ou PP’=(X—-1)"'P. Or P (1)»#0. Donc ¢ est un isomorphisme, ce
qui achéve la démonstration
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8. Calcul de coinvariants par P

On va effectuer des calculs analogues en échangeant les roles de S et
G*. Les démonstrations étant similaires, on les laisse au lecteur.

On choisit maintenant comme sous-espace isotropes maximaux de Z :
X=WQ®Fe,,+L' @V, Y=W® Fes;, +LQ V,,

ou L', resp. L, sont les sous-espaces de W engendrés par €,, €,, resp. €,,
g,. On note (w, m) I'élement w ® ey, +m de Y, pour meL® V,. On
identifie £, et (Y x F*). Pour fe ¥ (Y xF*), (w, m)eY, teF*, on a
les formules explicites suivantes :

(8.1) (i) supposons f de la forme f (w, m, t)=f; (w) f;(m, t), alors pour
tout se S,

or(s) f(w, m, )=|A(s)| ™" £ (s Woor-(s) f(m, 1),

OUA=AL Z'=WQRV, etI"'=GSp(Z’),

(ii) en particulier si s=[; 3] avec a, deGL (2, F) (et s€8§),

or(s) f(w, m, )=|A(s)| " '|detd]| 2 f(s™'w, d "' m, tA(s5));
. . [l b] [u B]
(iii) de méme si s= ,avec be M (2, F) de la forme b= .
01 Y a
or(s) f(w, m, )=V (t(2ag(m,, m,)
+Bq(m6' m4)+7q(m3' m,))/Z)f(s"w, m, t)v

oum=¢,@my+e, @my;
(iv) pour tous A, DeGL(2, F), z€T,

or(m(A, D), z) f(w, m, t)=|det A| ?|det D| *|z| "¢
f(z"'det (D) 'w,z ' A" 'mD* ! tz? det (AD))

avec une notation évidente;
(v) pour tout Be M (2, P,

@y (n(B)) f(w, m, )=V (1 {1, [ Ydet(B)
+I1<I'®@B, m)) f(w, m—I® B, 1),
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ot w=(1"+)®e,y,, avecl'eL’, leL.

Soit Y=L®Vy, A: L(YxF*) > & (Y x F*) l'application définie par
A(H(m, f)=f(0, m, t),p: L (Y xF*) =& (Vo x F*) I'application définie
par u(NH(m, )=f(e3@m, t). On note Z"=W"’'® V,, I'"=GSp(Z”), ou
W'’ est le sous-espace de W engendré par €, et €,. Soit of I'espace des
couples (¢, &), ou E€ L (Y xF*), @ : S =+ L (Vo x F*), tels que
(8.2) (i) @ est invariante 4 droite par un sous-groupe ouvert,

(ii) on a P'égalité

@(r(1, o, det o) us)=|det |3

or-(0) 9 (s),

(iii) pour tout compact C de S, il existe £>0 tel que pour tout seC,
tout xe F* tel que |x|<g, on a @(r,(x)s)=0,

(iv) pour tout compact C de S, il existe N>0 tel que pour tout s€S,
tout xe F* tel que |[x| >N, ona

o(ry(x)s)=pear. (ry(x)s).
Pour f€ ¥ (Y x F”), on définit (@, §,) par
Er=A(S)
Pr(s)(m, )=0r(5) f(,, €3 ®m, 1).

LemMme 8.1. — L'application f (@, &,) se factorise par & (Y x F*)[N]
et définit un isomorphisme de & (Y x F*)[N] swr o. O

L'action qui s'en déduit de S x P sur o est donnée par les formules
suivantes, pour (@, £)e & :

(8.3) (i) pour s€S, wr(s)(9, £)=(¢’, §),0u
¢’ (s)=0(s's), pourtout s'€S,
E=|r6)| " or ()&
(i) pour A, DeGL(2, F), zeT, wr(m(A4, D), 2)(9. §)=(¢". §'). ou
@'(s)=|det A| '|det D|"*|z|"¢
X ®p..(m(A, D), 2) @ (ry(z det (D))s),
E'=|det D| "%|z| 2w (m(A, D). 2)&.
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Soient (p, E) une représentation cuspidale irréductible de GL(2, F), x
un caractére de F*, (n, E ® E) la représentation de M définie par

n(m(A, D), 2)=xw,(z)x (det D)|det AD~'|p(A4)® p(D).

Soient M,={(m (A, D), det D~!); A, DeGL(2, F)}, et m,=n|;,. Pour
A, DeGL(2, F), on pose m, (A, D)=(m(A, D), det D~'). Comme au
lemme 7.1, le GSp (2, F) x GL(2, F) x GL (2, F)-module

L Vox F)GLQ2, )xGL2, P, p®|.|% p®|.|1]
est isomorphe a ((p®].|)®% E®%. On fixe une application

v:VexF*)— E® E® E qui réalise cet isomorphisme par passage au
quotient. On peut alors définir une application

L. P(Y'xF)=1(, p))®ERE

par L(f)(s)=vep(wr(s) f). Le méme raisonnement que celui de la
démonstration du lemme 7.2 montre que { se factorise par
L (Y x F*)[M,, =,), définit une injection non nulle de cet espace dans
I(1, p) ® E® E, et n’est pas surjective. D’ou

LemMme 8.2. — (1) La représentation 1(1, p) est réductible.

(2) Il existe un unique sous-module I, (1, p) de I(1, p) tel que [ est un
isomorphisme de (Y’ x F*)[M,, n,)sur I, (1, p)® EQE. [J

Il semble accessible de démontrer que I, (1, p) est le sous-module de
I(1, p) admettant un modéle de Whittaker.

Pour (9, £) € o, on définit b (o, £)=(®, Z) par
D(s)=vep(s),
==50),
puis, pour un caractére a de ", on définit
®,: S-BR®E®EQ®E

par les formules suivantes. On pose

0;(s)==§;.,q"X"J O(r, (xw")s)a” ' (x)dx,

€
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et

(1-X)®_(s), sia n’est pas ramifié,
®.(s), sia est ramifié.

®,(5)= {

Alors ®,eI®(a, p) ® E ® E, et, en notant
pi: IP(L, p)—I(1, p)

la spécialisation en X=1, on a (p, ®id®id)®, eI, (l, p) ® E® E. Soit
€ I'espace des familles (®,), telles que
(8.4) (i) ®,el’(x, P)®EQRE,

(ii)) ®,=0 pour presque tout a,

(iii) (¢, ®id ®id)®, €1, (1, )@ ERE.

LemMME 8.3. — L’application (@, E)— (®,) est un isomorphisme de
M, n)sur€. O

Transportons sur € l'action de S x M sur o [M,, x,]. Alors S agit par

son action i® (o, p) sur chaque composante €,, M, agit via son action «,
sur EQ E. Pour ze T et (D) €¥, on a o ((9,)) =(D)), ou

o.=w,a(z) X"?0,.

Notons encore (n, E ® E) la représentation de P définie par nt(mn)=n=(m)
pour tous me M, neN.

Lemme 8.4. — (1) Si x+#1, la représentation de S x P dans £,[P, n)
est isomorphe a i (%, p) @ x.

(2) Si x=1, il existe une représentation i’ (1, p) de S, de longueur 2, telle
que i, (1, p), resp. i, (1, p), soit quotient, resp. sous-représentation, de
i'(1, p). et telle que la représentation de S x P dans &, [P, n) soit isomorphe
ai'(l, p)@m. :

Cf. § S pour la définition de i, (1, p) et i, (1, p). La représentation
iy (1, p) est celle qui apparait au lemme 8. 2.

Démonstration. — D'aprés les lemmes 3.3, 8.1, 8.3, il reste a calculer
€|[T. xw,]. En écrivant =@, €,, on a

€T, 1o, )={0}, sia#ysur ",
€.[T, 10,]=€/(X—y(0)) €, sia=xsur ".
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Si x#1, il est clair que
(gJ(X“X((')))(‘.ZI(X, p) ® E ® E.

Pour y =1, on doit calculer €,/(X—1)¥,=(€,/(X—1)€.)®EQE, si ¢;
est I'espace des @, € I (1, p) tels que p, (®,)€ 1, (1, p). Or on a la filtration

(X=1)€,c(X=1)I°(1, p)c¥;,
dont les quotients successifs sont

€UX-1)I°(1, p)=I,(1, p),
X=DIPA, pX-DE =11, p)/€ =11, p)/I, (1, p)=1,(1, p). O

9. Démonstration des propositions 5.1 et 5.2

Soient p, x comme dans la proposition S.1. Notons ici n¥(y, p),
resp. n%(x. p), la représentation n de Q, resp. P, définie au paragraphe 7,
resp. paragraphe 8. Remarquons que la représentation induite j(p, p ® %)
est réductible si et seulement si p=~p ® x|.|*!, i.e. s'il existe un caractére
x'» nécessairement quadratique, tel que p® X’ =p, et x=x|.|*'. Suppo-
sons que cette condition n'est pas vérifiee. Alors j(p, p® x; x®,) est
irréductible et isomorphe 4 j(p ® x, p: xw,). Par réciprocité de Frobenius,
on voit facilement que

ZL,[P. 2 (1, P L, [P, n(x Y, p® W]

en tant que S-modules. Si x#1, on déduit alors du lemme 8.4 que
i(x, p)=i(x"'. p®y). D'aprés les remarques précédant la proposition
5.1, sideplus x#x ', ou pxp® %, cela implique que i(x, p) est irréduc-
tible. Supposons x=y"! et p~p ® x. €t supposons que i(y, p), si x#1,
resp. i’ (1. p). si x =1, est decomposable. Alors

1x. PQ. 7 (x. P)=7(x. P) ® * (1. P),
resp.
(1L p[Q. (L pl=r*(l. pp @ (1, p).
Le lemme 8 4 imphque que
7, P 7%y Q. (x. P)=2(n%(x. p) ® n(x. P))
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Or

'YZ [13’ ﬂG(X, p)] [Qv ﬂs(l, p)]
-‘3-?2 [Qv ﬂs(X‘ P)] [Pv “G(X- p)]
=r*(x, p) ®J(p, p® % X0, [P, n°(x. p)]

d’aprés le lemme 7. 4. Mais comme j(p, p ® x) est irréductible,
i p® % x0) [P, n°(x, P)I=nC (%, P))

et non pas 2n%(y, p). Contradiction. Donc i(y, p) est irréductible, si
x=x"hp=p@yetx#l1, et

LEMME 9. — La représentation i'(l,p) du lemme 8.4 est
indécomposable. [

Si x=1, on a déja vu que i(l, p) est réductible.

Supposons maintenant qu'il existe un caractére quadratique %’ tel que
PR =p, et x=x'|.|*'. Supposons i(x, p) irréductible. Alors
i P =i(x™" p® Y. d'ot £,[0, (1, PI=Z,[Q, P (X", p® X)) Si
de plus x'#1, le lemme 7.4 implique que j(p, p® X ~j(p ® %, p). Cela
n'est pas vrai : on est dans le cas ou j(p, p ® x) est réductible. Donc i(y,
p) est réductible dans ce cas. Supposons maintenant x'=1, par exemple
x=|.], et supposons i(|.}], p) réductible. On a

ZoAP (| T @ D=i(] [T p® ] N®RC(]. [N p B
qui admet pour quotient i, (|.|™", p®|.D®n%(|. | '.p®]|.]). Par reci-
procité de Frobenius, on en déduit un morphisme non nul

Lo p®|.N®I(P®].] p).

Comme I, est irreductible, ce dernier espace n'a que deux sous-modules,
1,®J, et 1,®J. Si x etait surjectif, par exactitude a droite des foncteurs
de coinvanants, on aurait une surjection

LAAP. =L oN=1]. ] p®].D®J(P®].]. PIP. (.. P

La representation de S x P sur ce dernier espace est

(1. 17 p® [N ® ¢ (.|, p)
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D’apreés le lemme 8. 4, on aurait une surjection
i(l-l P =ig(]. 7, p®].].

Cela n’est pas vrai : i,(|. |™!, p®]|.|) intervient comme sous-module dans
i (I. |, p), mais pas comme quotient. Donc a n’est pas surjectif. Il a pour
image I, ® J,. On a alors une surjection

£200, (.| = L] - [T e ®[.DIQ. 7 (.|, PN ® L, (P ®]. | p).
La représentation de Q x @ sur ce dernier espace est
(.l P ®j(P®|.| p: .| 0,).
D’apreés le lemme 7.4, on aurait une surjection
Je®|.] p: | |@) =i (p®].]. p: |.|w,).

Cela n'est pas vrai. Donc i(x, p) est irréductible. Cela achéve la démonstra-
tion de la proposition 5.1. O

Quand i(x, p) est irreductible, elle intervient comme quotient de wr ¢
si et seulement si £, [Q, ©°(x, p))#{0}. Et si cette condition est vérifiée,
0’ (i(%, p)) est la représentation de G telle que £, [Q, n°(x, p)] soit isomor-
phe a n°(x, p) ® 0" (i(%, p)). Le lemme 7.4 implique alors les assertions
de la proposition 5.2 dans ce cas. Si x=1, le lemme 8.4 (2) implique
que i, (1, p) est quotient de or;s. Si i)(l, p) Tétait aussi,
0’ (i, (1, p)) ® 0 (i, (1. p)) serait quotient de £, [Q, (1, p)]. Or cet espace
est irreductible. Donc i, (1. p) n'intervient pas comme quotient de wr .
Alors de méme 6'(i,(l, p)) est la représentation de G telle que
2,10, ©°(1, p)] soit isomorphe a n5(1, p) ® O (i, (1. p)) et le lemme 7.4
permet de conclure. Enfin s'il existe un caractére quadratique x #1 tel
que pR Y ~pet x=x"|.|*". le lemme 8.4 (1) montre que i, (X. p) inter-
vient comme quotient de wy,s. Comme

i, (x.P[Q P p®V=m(x"". P ®X)

0°(i,(x. p)) est en tout cas un quotient de ¥,[Q. n*(x '. p®x)] Le
lemme 7.4 permet de conclure. [J
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