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UN EXERCICE SUR GSp(4, F)
ET LES REPRÉSENTATIONS DE WEIL

PAR

J.-L. WALDSPURGER (*)

RÉSUMÉ. - Soit F un corps local non archimédien de caractéristique différente de 1 On
considère le groupe GS/?(4, F) et son sous-groupe parabolique standard Q dont un sous-
groupe de Lcvi R est isomorphe à GSp(î, F)xF'1. Soit p une représentation cuspidale
irréductible de R. On détermine à quelle condition la représentation induite ind^14' ^(p)
est réductible. Soit V un espace vectoriel sur F, de dimension 6, muni d'une forme quadratique
q totalement déployée. Soit G) la représentation de Weil de OSp{4, F) associée au couple
(G5p(4. F), GO{V, q)). On montre que si n est un sous-quotient irréductible de
ind^*4' ^(p) et si n est de carré intégrable, alors n intervient comme quotient de p.

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2.
Considérons le groupe des similitudes symplectiques GSp(4, F), et son
sous-groupe parabolique standard Q dont un sous-groupe de Lévi R est
isomorphe à GSp(2, F) x F'1. Soit p une représentation cuspidale irréducti-
ble de R. On se propose de déterminer à quelle condition (portant sur p)
la représentation induite ind^5^4' ^(p) est réductible. Soit d'autre pan V
un espace vectoriel de dimension 6 sur F, muni d'une forme quadratique
q totalement déployée. Le couple (G5/?(4, F), GO(V\ q)} est l'analogue
pour le groupe GSp(24, F) de la paire réductive duale habituelle
(Sp(4, F), 0(V, q)) pour le groupe Sp(24, F). En particulier, on peut
définir une représentation de Weil <o de GSp(4, F) associée à ce couple.
Nous démontrons le résultat suivant : si n est un sous-quotient de l'induite
d-dessus et si n est de carré intégrable, alors n intervient comme quotient
de la représentation de Weil œ.

(•) Texte reçu le 13 décembre 1985, révisé le 6 mai 19»b

J.-L. Waldspurger. E.N.S.. Centre de Mathématiques, 45. rue d'Ulm. 75230 Pans Cedex
05.
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36 J.-L. WALDSPURGER

Cet article a été écrit pour répondre à une question de VIGNÉRAS qui a
étudié la classification des représentations de GSp (4, F) de carré intégrable
[V]. Il nous semble avoir par ailleurs l'intérêt de fournir un exemple
d'application des techniques de la théorie des représentations de Weil.
Le résultat sur la réductibilité de la représentation induite recoupe certaine-
ment des résultats de SHAHIDI (Sha 1]. La méthode que nous utilisons ici
consiste dans le calcul de divers espaces de coïnvariants de la représentation
de Weil évoquée ci-dessus. Ce calcul est repris des travaux de Howe,
KUDLA, RALLIS, etc. (cf. par exemple [R], [K]). La seule différence, peut-
être, est que pour obtenir le résultat assez fin qu'on a en vue, on doit
travailler avec des espaces filtrés là où Kudia, par exemple, travaille avec
les gradués associés.

NOTATIONS. - Soient F un corps local non archimédien de caracté-
ristique différente de 2, o son anneau des entiers, œ une uniformisante, q
le nombre d'éléments du corps résiduel de F, v la valuation de F, x|/ un
caractère continu non trivial de F. Pour reF*, on note v|/1 le caractère de F
tel que ^(x)=^(fx). Pour tout espace topologique X localement compact
totalement discontinu, on note y{X) l'espace des fonctions sur X à valeurs
complexes, localement constantes, à support compact (cet espace peut
différer du classique espace des fonctions de Schwartz-Bruhat, par exemple
pour X=Z).

1. Rappels sur les représentations de Weil

On donne ici des formules générales justifiant toutes les formules utilisées
par la suite.

Soit Z un espace vectoriel de dimension finie sur F, muni d'une forme
symplectiquc < . >. Soit H^ le groupe de Hciscnberg associé, égal à
l'ensemble Z x F muni du produit

(2, 0(;'. {')=(r+r', f+r '+<r, 0/2),

pour :. : €7. r. t e F Si reZ. on note encore r l'élément (r, 0) de H^
'Ce groupe H^ admet, à isomorphismc près, une unique représentation
irréductible œ^(^. ) telle que <o^(^,(0, 0) soit l'homothétie de rapport
^ < n pour tout / e F Supposons que Z»Z © Z" (somme directe), avec Z'
et Z' orthogonaux, que Z «X® Y avec X et Y totalement isotropes, et
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UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 37

que û)z..(^, .) se réalise dans un espace L^.. (si Z"=={0}, L^.=C). Alors
û>z(^ •) se réalise dans l'espace L^ des fonctions/: V-^L^», localement
constantes, à support compact (cet espace s'identifie à y{ Y) ® L^.). Pour
/eLz et yç Y, on a les formules

(û)z (^, >0 /] (y) =/ 0' 4-Y), pour tout y ' € Y,

[û)z (^ ^) /l <v)= ̂  « v, x » / (v), pour tout x e X
(œ^, ^)/|0')=œ^(\l/, r")[/(v)], pour tout z ' e Z ' \

(cùz (^, (0, r)) /] 0-) = ̂  (0 / <j), pour tout r e F.

Soit r=GSp(Z) le groupe des similitudes symplectiques de Z. On peut
définir une représentation projective ci>r de r dans l'espace ̂  des fonc-
tions/: F" -^ L^ localement constantes à support compact (^ s'identifie
à y ( F ' ) ^ L ^ cf. notations). Donnons quelques formules pour cette
représentation. Sous les hypothèses ci-dessus, soient n le sous-groupe
parabolique des éléments 7 de F tels que yXcX A le sous-groupe de
Lévi des éléments y de FI tels que y Vc y, N le radical unipotent de IT
Pour yer. notons ^r(Y) ^ scalaire tel que < y r , 7:: '>=^.(Y)<^ : > pour
tous r .r 'eZ. Posons ^I^GSp{Zf'\ si Z"^;0}, r^f si Z " = { 0 { .
Dans le premier cas \^ est bien défini. Dans le second, on pose
/.r =id^-. Le groupe A s'identifie au groupe des triplets

(7x< Y"< 7y)eGUA1xr'xGL(r)

tels que

<'yjr^ Yy^)^^ (T^X^v)

pour tous ,xeA', y e Y. Un élément v de N détermine deux applications
^ : Y -» Z". n^ : Y -» X telles que

v(r)=r-h^0-)-»-^(y)

pour tout \ € Y. On peut identifier un élément/de ̂  soit à une fonction
/i Y -^ ^ \ . soit à une fonction /^ : Y x F' -» L^ . Pour /e ̂ . i € Y,
l€ F", on a les formules suivantes

(ù^vty],o. r)«^(r<^0). i > 2)û)z (^, -^O'))(/20< OL

pour tout v€ -V.

K^yho^idct^ i-1 2^ ^"X/i^y1^)],
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38 J.-L. WALDSPURGER

pour tout 8==('y^, Y\ Yy)eA. Si Z"={0}, F^F^ et/'e-^.., auquel
cas/' est une fonction de F" dans C, on pose dans les formules ci-dessus

[û>r..(nn(r)=nrn.
Dans ce qui suit, on se limitera à un certain sous-groupe r» de r. La

représentation projective cùr se restreindra en une véritable représentation
de FI, et les formules ci-dessus, restreintes à r\, seront celles de cette
représentation.

2. Rappel d'un résultat de Kudia

Soit W un espace de dimension paire sur F, muni d'une forme symplec-
tique. Pour n^ l , soit V^ un espace de dimension In sur F, muni d'une
forme quadratique « déployée », i. c. s'écrivant

x.,.x,-hx..x..i+. . . 4-x^Xi

dans une base [e^,: <=1 , . . ., n}. Soit 2.=^® V. muni de la forme
symplectique produit, soit œ, la représentation de Weil de GSp(Z^). Les
groupes GSp(HQ et GO(V^ (groupe des similitudes) se plongent dans
GSp(Z,). Soient œ^, œ^ les restrictions de œ, à GSp(W), resp. GO^.).
Pour w^n, soit ?„ ^ le sous-groupe parabolique de GO(V^ stabilisateur
du drapeau de sous-espaces

{^(~n), ^(--"+0, . .., ^(-w-1), ^(w), ..., ^(n-1), ^(n)}

où pour i € { —n, . . ., n î, t^O, ^(O est le sous-espace de V^ engendré
par [e.^ e.,^i. . . ., e,}. Son sous-groupe de Lévi est isomorphe à
(/r»y-"'xGO(r^). Rappelons que si G est un groupe réductif sur F, si P
est un sous-groupe parabolique de G, si L est un sous-groupe de Lévi de
P, et si p est une représentation cuspidalc irréductible de L, Bcrnstcin a
défini la catégorie Alg<;(L, p) des représentations lisses n de G telles que
pour sous-quotient irréductible n' de îi, il existe un caractère « non ramifié »
•yi de L tel que n intervienne dans la représentation induite

lnd?(p®x)

(cf. [B] proposition 2. 8 pour plus de détails).
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UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 39

Soient p une représentation irréductible cuspidale de GSp(W), n(p) le
plus petit entier n tel que p intervienne comme quotient de œ^. Éventuelle-
ment n(p)=oo. Si n^n(p), on note p.; la représentation de GO(V^) dans
le plus grand quotient de (ù^ isomorphe à une somme directe d'un certain
nombre de copies de p.

THÉORÈME (Kudia). — Soif p une représentation irréductible cuspidale de
GSp(W). Alors

(0 (i) n(p)<oo;

(ii) il existe une représentation irréductible cuspidale p,^ de GO(V^^ ^)
telle que P,(^ soif isomorphe à une somme directe d'un certain nombre de
copies de p,^;

(iii) si n^n(p), ?„ appartient à Algço^(P, ,^, 1 x . . . x 1 xp,^).
( 1 x . . . x 1 x ?„ ̂  est une représentation de ( FK )" " "(p) x GO ( V^ ̂ )). Cest
démontré par Kudia pour les paires réductivcs Sp(W) x O(V^). Dans notre
cas où pour tout t ç F 1 1 il existe une similitude dans GO(V^) de rapport f,
on n'a aucun mal à étendre le résultat à GSp(W) x GO (^,). Q

3. Rappels sur les modules de coïnvariants

On a besoin de quelques Icmmes de théories des représentations des
groupes localement compacts totalement discontinus. Les démonstrations
sont standards. Nous les reproduisons à la fin du paragraphe pour la
commodité du lecteur.

Soit G un groupe localement compact totalement discontinu. Soient
(îi. A) une représentation lisse de G (i.c. n est une représentation lisse de
G dans l'espace vectoriel complexe A), (p, E) une représentation admissible
irréductible de G. On note A (G, p) l'intersection des noyaux des éléments
de Homç(/4, £), et A[G, p], ou simplement A[G\ si p= l , le quotient
A A (G, p). La représentation n passe au quotient et définit une représenta-
tion n (G. p] sur A (G, p].

LEMME 3 .1.- (i) L'application A^A[G, p] est un fonctcur exact à
droite.

(ii) n(G, p] est isomorphe à une somme directe Sun certain nombre de
copies de p.

(iii) Si G est reunion de sous-groupes compacts ouverts et dim £s=l ,
fapplication A <-» A (G, p] est un foncteur exact.
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40 J..L. WALDSPURGER

Supposons que G soit produit semi-direct de deux sous-groupes fermés
Gi, G^, avec G^ distingué dans G. Soit (pi, E^) une représentation admis-
sible irréductible de G^ telle que Pi^^i^^Pitgi) pour tous g i eGp
^eG^. Si (n, ^) est une représentation lisse de G, A[G^ pj est naturelle-
ment un G-module. Plus précisément, soit G^ la clôture du sous-groupe
de Gi engendré par les commutateurs g ^ g ^ g ^ g i 1 pour ^eGi, g^G^.
Çest un sous-groupe distingué fermé de G. Posons ( î i=GiG^ ,
G=G/Gi2. Le groupe G est produit direct de G^ et de G^, et l'action de
G sur /l[Gi, pj de « factorise » par une action de G. D'autre part si
(n^ A 3) est une représentation lisse de G2, on peut définir la représentation
(Pi ® 7t2< EI ® A^) de G (qui se « factorise » elle aussi par G).

LEMME 3.2. — Soient (pi, £^), (n. A) comme ci-dessus, il existe une
représentation lisse (n^ A^) de G^ unique à isomorphisme près. telle que

A[G^ pj^£i®^

comme G'modules.

LEMME 3.3. - Soient (pi, £1), (TI, A) comme ci-dessus. Soit de plus
(p^, £^) une représentation admissible irréductible de G^. Alors on a réf^alité

^l^Pi®P2]=(-4[^i ,Pi])[G,, p,].

On utilisera dans les démonstrations les lemmes suivants.

LEMME 3.4. — Soient H^ H^ deux groupes localement compacts totale-
ment discontinus, (p,, £,) une représentation admissible irréductible de Hp
(n^ A^) une représentation lisse de H^ A' un sous-espace H, x H ^invariant
de £, ® A^. Alors il existe un sous-espace A\ de A^ invariant par H^ tel
que /4 '=£, ® A\.

Démonstration. Posons

/ ^ = { a^çA^ pour tout e^cE^ e^ ® a ^ ç A ' }

Cet espace est invariant par H^ et E^A\c.A. Quoticntons par
£, ® A\. On est ramenés au cas où A\ = { 0}, et on veut montrer qu'alors
A ' = { 0 \ . Si A ^ ; 0 ; , soil açA\ a^O. On peut écrire a=^ ,^®^.
avec des vecteurs e\ linéairement indépendants et û \^0 pour tout 1= l.
. . ., n. Son K un sous-groupe ouvert compact de H ^ tel que pour tout
i = l , . . . . n. e\ appartienne au sous-espace £Â des vecteurs de £, inva-
nanis par K. Soit .W ^ l'algèbre des distributions sur H, a support compact.

TOME 1 1 5 - W - S 1



UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 41

biinvariantes par K. La représentation déduite de pi de Jfj^ dans £f est
irréductible ([BZ] 1.2.10) et £f est de dimension finie. Donc l'application
Pi : ̂ K ""1> Endç £f est surjective, et il existe fe Jfj^ telle que

, ̂  . I0- si 1 9 é l t
Pi(/)^=^ i . . .

[ e [ , SI 1 = 1 .

Alors e\ ® û^=Pi (/)û6^'. Soit e^ çE^ quelconque. D'après l'irréductibi-
lité de pi, il existe une distribution/ à support compact sur H^ telle que
Pi(/)^=^r Alors e^ ® û i = p i (f}(e\ ®a\)eA\ D'où a\çA^
contradiction. D

LEMME 3 . 5 . — Soient H^ H^ deux groupes localement compacts totale'
ment discontinus, (pi, E^) une représentation admissible irréductible de Wp
(ïi, B) une représentation lisse de H^ x H^. Supposons que H Kcr(/)= { 0 },
où f parcourt Hom//^(B, £1). y4/or5 i7 existe un^ représentation lisse {n^
By) de H^ unique à isomorphisme prés, telle que n soit isomorphe au produit
tensoriel externe pi ® n^.

Démonstration. — Soit (pp £1") la représentation contragrédiente de
(pi, Ei). Comme p, est irréductible, on a (E^ ®£i)[^i]^C d'après le
lemme de Schur. Supposons que (n^, B^) existe. Alors

(£1' ®B)[HJ^(£F®£i® B,}[H^(EÎ® £,)(//J ®B^B,.

D'où l'unicité de B^ Réciproquement posons B2«=(£lv ® B}[H^ soit
p : EÎ ® B-^ B\ la projection naturelle. L'espace B^ est naturellement
muni d'une action lisse n'^ de H ^ . On définit une application linéaire

<p : fl-»Homc(£i\ B\}
b—{e;^p(e; ®fr)).

Cette application entrelace n avec raction de //, x //^ sur Homct^, B\)
déduite de p^ et n^. Soient hçB. K un sous-groupe ouvert compact de
H^ fixant fc, ̂  l'idempotcnt associe de l'algèbre des distributions à support
compact sur H,. Pour e^ 6 £1". on a

fp{b)(eî)^p{i1; ® b } * p { € ; ®%(^t)fr)«/»(p^< (f;)^; ®/>).

où e^ est l'image de f^ par l'aniiâutomorphi&me / t -—À 1 Mais ̂  «en.
d'où

^ih{€; »»<p(fc)(p^ (^t)^»* 1
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42 J.-L WALDSPURGER

Autrement dit (p(b) se factorise par p^ (Cjç). On a un plongement naturel
EI ® B^ ->• Hom^E^, B^). L'admissibilité de pi implique que son image
est le sous-espace des /eHom^E^, B\) tel qu'il existe un sous-groupe
ouvert compact K de H^ tel que /se factorise par p^ (ej. Alors <p se
factorise par <p' : B -^ £i ® B^ Montrons que <p' est injective. Soit fcef f ,
b-^O. Il existe par hypothèse /eHom^ (B, £,) tel que/(fc)^0. Fixons
un tel /et e^ € E Î tel que e^ °f(b)^0. PSLT fonctorialité, /définit une
application

/: ( E Ï ® B ) [ H , ] - ( E Î ® E , ) [ H ^ C .

On a/--/?^ ®b)=eï ^f(b)^0. Donc p(eî ®fc)^0, et (p(b)^O. Donc
(p est injective et (?' l'est a fortiori. Alors B s'identifie à un sous-Hi x Hj-
module de £^ ® B^, et l'existence de (n^, JB^) résulte du lemme 3.4. Q

Démonstration du lemme 3.2. — II suffit d'appliquer le lemme 3.5 aux
groupes H,==(ÎI, //2=G2, et au H^ xH^-module B=A[G^ pj. D

Démonstration du lemme 3 .1 . — En appliquant le lemme 3.2 au cas
G 2 = = { 1 }, G(=G, on obtient le (ii). Pour (i), il est clair que A^A[G, p]
est un fonctcur. Soit

0-»/1, -^-^-.O

une suite exacte de G-modules. Considérons la suite déduite

-4i (G, Pi-^2 [G» Pi ̂ 3 [G, P] - 0.

Son exactitude équivaut à la bijectivité de l'application déduite

(p: ^ (G, p]^i[G. p ] - A ^ [ G . p].

Remarquons que si /: B -» C est un homomorphisme de G-modules et si
C est isomorphe à une somme directe de copies de £,, il existe un
homomorphisme / : B[G, p] -» C tel que le diagramme suivant soit corn-
mutatif:

B

B[G, p]
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UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 43

où la flèche verticale est la projection naturelle. Appliquons cela à
B^A^/A^ C=A^[G, p]A4i[G, p], et f:B-^C l'application naturelle.
L'hypothèse sur C est vérifiée : d'après (iï) A^ [G, p] vérifie cette hypothèse,
et celle-ci se conserve par passage au sous-quotient. On en déduit un
homomorphisme

C4^)[G, p]^^[G. p]A4JG, p],

ou encore, puisque A^/A^ ̂ A^ un homomorphisme

Ç : A,[G,p]^A^p]/A,[G,p].

On vérifie aisément que (p et Ç sont des bijections réciproques. D'où (i).
Enfin (iii) résulte de [BZ] proposition 2.35.fc. D

Démonstration du lemme 3.3. — Écrivons A[G^ pj^£i 0^2 comme
au lemme 3.2, et soit B un espace vectoriel tel que A^[G^ p^^E^ ® B.
On a les isomorphismes:

M(Gp p,])[G^ p^E^A^ p^E^E^B.

En particulier cet espace est somme directe de copies de £, ® £3. D'après
la propriété universelle évoquée ci-dessus, la projection
A -» (A [Gp PiDIG^, pj se factorise par un homomorphisme

<P : A [G, p» ® pj ̂  (A [Ci. pj) [G^, pj.

D'après (ii) du lemme 3.1, A[G, Pi^pal est isomorphe à une somme
directe de copies de E^ ® £3. En particulier en tant que G,-module, il est
isomorphe à une somme directe de copies de £^ et comme ci-dessus la
projection A -» A (G, pi ® pj se factorise par un homorphisme

^i: ^4[GppJ^^[G,p,®p,].

En tant que G^-module, A [G, p, ® pj est isomorphe à une somme directe
de copies de £3, et ^ se factorise par un homorphisme

^ (^[GpP|l)[G2.P2]-^[G»Pl®P2l

II est immédiat que <p et ^ sont des bijections réciproques. 0
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44 J.-L. WALDSPURGER

4. La paire réductive en question

Soient W un espace de dimension 4 sur F, muni d'une forme sym-
plectique < , >, (e.), i= 1, . . ., 4, une base de W telle que

<ep e4>=<e2. e3>=l .
<6.,e,>=0, si { U M 1 , 4 } , { 2 , 3 } .

Posons S=GSp(HQ, qu'on peut considérer comme un ensemble de
matrices. On note Q le sous-groupe parabolique maximal des éléments
seS tels que 5Ci€F6p R son sous-groupe de Lévi formé des éléments
seQ tels que s 64 6 F £4, 17 le radical unipotent de Q. Cest un groupe de
Heiscnbcrg. Pour û, fr, c e F, posons

1 a b c
0 1 0 b
0 0 1 -û
0 0 0 1^

u(û, b, c)=

û b'r° ^1r== €Le dAlors t7={u(û, b,c);û,fc,c6F}. Pourcr== €GL(2, F),etx,yçF\
Le <1

tels que xy^ad—bc, posons

x 0 0 0
0 û b 0
Q c d 0
0 0 0 y

r(x, a, ̂ )=

Alots^ss{r(x, a,^); ^^eF'1. o6GL(2, F), x^=det(a)}.
Soient (^), i= l , . . ., 4, la base canonique de F4, n la forme linéaire

sur A4(F*) telle que ^{e^ A . . . A 04)=!. Posons Î^A^F4). Soit v :
Y92 -^ A4 (F*) l'application canonique. On munit V de la forme bilinéairc
symétrique q telle que

^p ̂ ï^0^! ®^2)-

Pour ! , ;€{ 1, . . ., 4}, i^y, soit ^=e, A ̂  Alors {^13 , ^,4, ^p ^4, ^^
ej4 ! est une base de V, telle que

<7(^14< ^32)= - 1. ^12- e34)=^(^31- ^24)= 1.

TOME 115 - 1987 - s 1



UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 45

<?(^^)=0, si {f , ; , MM 1,2, 3. 4}.

On note VQ l'espace engendré par €14, e^, e^ ^32. On identifie VQ à
M (2, F) par

^14+^31+^24+^32-* û •Le <u
La forme q \ y^ s'identifie à la forme sur M (2, F) suivante

(Wi, m^)^ - Tr(Wi w^),

où pour m = e M (2, F), on pose
Le rfj

, fr i -fc1
w

L~c û J

Le groupe G = GL (4, F) agit naturellement sur F4 et sur K Soit T le
groupe des homothéties de V, qu'on peut identifier à F". Soient ô==G x T,
Q={(z id, z^a)6^ Z6FX }» G< =5/©. Alors G1 est le groupe des simi-
litudes directes de V muni de q. Soit (^, z)eG. Son rapport de similitude
est \(g, z)=z2 det (^). Soient P1 le sous-groupe parabolique des éléments
gç G9 tels que ge^eFe^^ M9 le sous-groupe de Lévi des éléments geP9

tels que ^34 6 Fe34. N9 le radical unipotent de P9. Soit P le sous-groupe
parabolique des matrices blocs de G de la forme

/1 ^ A, De GUI, F), BeM(2,F},VA B-]
LO Z)J'

M le sous-groupe de Lévi des matrices diagonales par blocs, N le radical
unipotent de P. Alors P*=(PxT)/©, Af'=(MxT)/e, N' sN. Pour
fi6M(2, F), on pose

"""-0 B

Pour A, DeGL(2, F), on pose
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Écrivons un élément général xe^ m -h ye^ de V, avec X,^€F, meV^
sous la forme

x

m.

y
Alors l'action de P sur ^ s'écrit explicitement

x x^Tr(Bm*)^-y det(B)
n(B) w= m^-yB

Y Y

x x det (A)
m(A, D) m = / IwD

Y Y det (D)

pour tous fi€M(2, F), A, DeGL(2, F).
Soit Z = M '̂ ® l\ qu'on munit de la forme symplectique produit de la

forme symplectique sur W et de la forme quadratique sur V. Soit
r=GS/?(Z). Alors 5 et G9 s'identifient à des sous-groupes de F. La paire
(S, G' va jouer un rôle analogue à celui des paires réductives duales de
Sp(Z). Remarquons que les centres de S et G' s'identifient dans F Ce
centre commun est le groupe T des homothéties de Z.

Soit (n, £) une représentation admissible irréductible de 5. Supposons
que n intervienne comme quotient de (Oris. Alors -^j[S, n] est un S x G'-
module, et il existe une représentation de G* qu'on note (O^ît), 8'(£))
telle que -^(S. x]^£®6'(£), comme S x G'-modules. On dit que la
conjecture de Howc est vraie pour n si 6'(£) admet un unique quotient
irréductible (ou bien si n n'intervient pas comme quotient de û>ns)- On
note alors (e(îl|. 6(£)) ce quotient.

S. Les représentations induites

Soient (p, £) une représentation admissible irréductible de GL(2, F), ^
un caractère de F" On définit une représentation (^ x p, £) de R par

(X x P)(r(x. o, y) l==x(x)p(o).
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Les couples (x, p) paramétrent les représentations irréductibles de R. On
suppose désormais p cuspidale (certains disent plutôt « supercuspidale »).
Soit (i(x, p), /(x, p)) la représentation induite de S. L'espace /(x, p) est
l'ensemble des fonctions <p : S -• £ invariantes à droite par un sous-groupe
ouvert, et telles que

^(rus)^6(r)t/2(^ixp)(r)[^>(s)]

pour tous r ç R, u e 17, s e S, où

so-oc.G.jO)1^!^-1!.
On calcule aisément le module de Jacquet <(x, p) [U]. Comme Jî-module,

il possède une suite de Jordan-Hôldcr de quotients X x P et x ~ l x (P ® x)'
Donc i(x, P) est au plus de longueur 2,. Supposons i(x, p) réductible. Si
X ^ X ' 1 » ou P+P0X» 0*(X» P)» ^(X» P)) possède un unique sous-module
irréductible (ï,(x, p), 7,(x, p)) et un unique quotient irréductible
0,(X» P)» ^(X< P)). On a d'ailleurs

'.(X, P)^(X^ P®X).

Si X = X ' 1 et p 2 = p ® x (et toujours ï(x, p) réductible], comme, à torsion
près, on peut supposer p unitaire, et donc ï(x, p) également, /(x, p) est
somme de deux sous-modules irréductibles non isomorphes :

('(X. P), ï(î. PO-OitX, P), MX. P))®02(X, P), ^(X, P)).

Notre premier résultat est le suivant.

PROPOSITION 5.1. — Soient p une représentation cuspidale irréductible
de GL(2, F), et x un caractère de f. La représentation i(x, p) de GSp (4, F)
est réductible si et seulement si Fune des conditions suivantes est vérifiée :

(1) X-l :
(2) il existe un caractère quadratique x de F" tel que x ' ̂  1, p 0 X ^ P»^x=x1 . l<<wx : =x1 .^ l .
Remarque. — Ici et dans la suite, on entend par « caractère

quadratique » un caractère d'ordre au plus 1
Soient pp p, deux représentations cuspidales irréductibles de GL(2, F).

Alors pi x p^ est une représentation de M cl on définit la représentation
induite 0(p,. p^), J(p,. p,)) de G=GL(4. F). Soit x un caractère de F",
et supposons que X^û^,^ où œ^ est le caractère central de p.. On
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définit la représentation (j (p^, p^; x)» */(Pp P2)) de ô ou G1 par

J'(Pl. P2» X)(^ 0=X(Oj(Pl. P2)(^)

pour tous ^eG, reT. On sait bien quej(pi, p^) est irréductible sauf si
Pi ̂  P2 ® 1 det |± l ([Z]» proposition 1.11), auquel cas elle admet un unique
sous-module irréductible 0,(Pi* P2Ï» ^(Pi» P2)) ct un unique quotient irré-
ductible 0,(Pi. P2)' ^(PP P2))- on définit de même ;.(pi, p^ x) et
j-(pi, p2; x)- Notre deuxième résultat est le suivant.

PROPOSITION 5.2. — Soient p une représentation cuspidale irréductible
de GL(2, F) et -^un caractère de F".

(1) Lu conjecture de Howe est vraie pour tout sous-quotient irréductible
de i(x. P).

(2) (a) Si x== 1, un et un seul sous-module irréductible l'i (1, p) de i ( l , p)
intervient comme quotient de (ù^^s- On a

eo\(i,p))=;(p,p;œ^.
(b) S^il existe un caractère quadratique ̂  de F" tel que X ^ l» P ® X s: P ̂ f

X=X'|- | au X^'M"1» ^es représentations i,(x, P) et i',(x, p) interviennent
comme quotients de (OT ( 5. O n u

60.(X. P))=;.(P®X< P» Xœ?).

8(<,(X. P))=;,(P®X» P; Xû)p).

(c) Si X^ l - l ou X ^ l - l " 1 » ^û représentation i(x, p) intervient comme
quotient de v^^ Si ^=\.\, on a

eo(|.|.p))=;,(p®|.|,p;|.|(û^.
(d) Si x n^ vérifie aucune des conditions précédentes^ la représentation

i(X, p) intervient comme quotient de û>ris ^n a

90(X. P))=;(P®X. P» Xœ?).

On pourrait énoncer un résultat dans « l'autre sens ». Le seul point
intéressant serait que la représentation y, (P ® | • |, P* | • | û>^) n'interviendrait
pas comme quotient de a>y i ^

En suivant Bernstcin. on peut regrouper les rcpréscrntations i (x | (*.
p^ldet)'), pour 5, 5 '€C. en remplaçant les valeurs q~* et q ~ 9 qui
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interviennent dans les coefficients de ces représentations par des indétermi-
nées X et Y. Précisément soit

A-C[X,X~\ r, y-1]

et B un .4-module. Soit /^(x, p) l'espace des fonctions

<p : S-»B®£
c

invariantes à droite par un sous-groupe ouvert et telles que

<p(ru5)=5(r) l /2(x(x).^ (x)yv(dctc)®p(a))[<p(s)]

pour tous r=r(x, a, y)eR, uel/, se S. Le groupe S agit par translations
à droite dans /^(x, p). On note ^(x, p) cette représentation. Si C est un
sous-y4-module de B, (Ie (x, p), 7e (x, p)) est un sous-S-module de (i^x. p),
^(X, p)). Par exemple si B^A et C est l'idéal engendré par X-q'\
Y - q ' * , la représentation de S sur le quotient ÎA{^ pV/^X» P) est canoni-
quement isomorphe à i (x |. |', p 01 det |' ).

On peut de même regrouper les représentations

^p^ldet^p^ldetl^xl.r ' ')

pour s, s'eC en remplaçant q^9 par X et ç"'' par Y. Pour tout /1-module
B, on définit la représentation (/^(pi, pa; X). ^'(Pi» Pi))-

6. Calcul d'un module de Jacquet

On M pioposc de calculer le Rx G9 -module -S?z(U]. On va définir
divers sous-quotients de if^. Quand la représentation (ûr, restreinte à un
sous-groupe H de F, définira naturellement une représentation de H dans
ces sous-quotients, on notera encore encore (0^ la représentation ainsi
définie de H.

Explications ̂ j et (Op On choisit comme sous-espaces isotropes maxi-
maux de Z :

A'« fe, ® ̂  H^'® f^-h fe, ® 1 .̂

y=f£4 <8» ^+ W" ® Fe^-h Fc^ <» ̂
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où W" est le sous-espace de W de base {e^, £3}. On note (r, w", m)
l'élément £4 (gu-hn1" 8)^34+63 ®w de Y. On a .Sf^^yxF1') (c/
notations). Pour f e y Ç Y x F " ) , (r, w", m)eY, reF", on a les formules
explicites suivantes :
(6.1) (i) pour tous A, Z)eGL(2, F), Z€T.

û)r(w(/l, D), z)/(y, w", m. 0=[z|~6|det ^l-^l^rD l-772

x/tz-^^, Dr1!;, z-1 det(D)~lw'/, z"'1 /l-^D*"1, tz2det(AD}),

supposons/de la forme f(v, w", m, 0=/i(^, w")^^, r), alors
(6.1) (h) pour tout BeM(2, F),

(ùrOi(B))/(i;, vv', m, O^/i^B)-1!;, w^œ^.^, -H'® B)/,(w, r),

(6.1) (iii) pour tous <J6GL(2, F), x, ̂ eF", tels que ^=det(o),

œr(r(x, o, ̂ ))/(u, w", w, r)

=|x|- l /2|^|-7/2/,0- lt^a- lH')û>^••(o)/2(m,0,

où Z"= W- ® ^o, ^//=GSp(Z");
supposons/de la forme/(i;, w", m, O^/a^î^t^ » w» O^ alors

(6.1) (iv) pour tous û, fe, ce F,

û)r(u(û,fc,c))/(t<,w//,w,0=xKc^(l?,l;)/2)/3(l;)

XÛ)z.(^, —fc62® l ? • h û E 3® t ? ) /4 ( H / » w » î )»

(6.1) (v) pour tout gç G,

û>r(^)/(^ ̂  w» O^ldet^l-^/ate-^îcùr.^/ttH'", w, f).

où Z = ̂ / ® ,̂ F = GSp (Z').
Posons Y'= W" ® F^34+Fe3 ® ^o. Considérons l'application

^(yxFX )^y(rxFK )

/^T=M/)

où /'(H' , w. r)=/(0. H", m, f). Soit Vo son noyau 11 est stable par
Q x G9. d'où une action de ces groupes sur le quotient </ ( Y x F ' } D'après
( 6 . 1 ) (iv). i agit trivialement sur le quotient Y 0 " F ' î . et
y(y 'xF' ) (U)=.^(y xp'1).
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Pour calculer ^ol17]» commençons par calculer ^[UJ» où
[7,={u(0,0,c); C€F}. Soit î.o^{vçV^q(v, t0=0}. D'après (6;1) (iv),
^oI^J est l'image de y^ par l'application naturelle de restriction à
EO x y x F*. Cette image est l'espace des fonctions localement constantes
à support compact sur Zo x r x F1t^ de support disjoint de { 0 } x F x F",
Le. à support compact dans (So~{0}) x F xF". Soient P^ l'ensemble
des

fp "u.s(K ;H8
tels que z det (A)= 1, et ?î son image dans G'. Ccst le stabilisateur de
e^ dans G'. L'application

^i\5=PÎ\G'-.Eo-{0}

^^l<?12

est un isomorphisme analytique. Pour/eYo, soit <p} : ô-^^(y'x F'1)
la fonction

<P/(^)(w", w, r)=û>rte)/(^i2. H'"» w, r).

Alors y^ [l/J s'identifie à l'espace des fonctions <p}, à savoir l'espace des
fonctions <?' : G - ^ y ( Y ' x F") invariantes à droite par un sous-groupe
ouvert, à support compact modulo P, et telles que

(6.2) ^^^«Idct^im^^ûïr^t^te)]

pour tous gçG, p e P ^ (où det (p\ V) est le déterminant de Faction de p
dans F). Transportons à cet espace de fonctions l'action de V. Pour <p'
comme ci-dessus, û, b c F, on a

[wr(u(û, fc, 0))<p1te)(n", m, r)«^(f<H-. -he,^^ »<P'0?)(w', m, f).

On obtient le module de Jacquet Vot^l cn restreignant les fonctions
ci-dessus à la variété w"«0. Soit donc s/, l'espace des fonctions <p :
G -» y (VQ x F" ), invariantes à droite par un sous-groupe ouvert, i support
compact modulo P^ et telles que

(6.3) <p((w(A,D)n(B),j)j?

«Irj-^dct A\ yî\é€\D\ ^(ûr {m{A. D), r)(<p(^)l

BULLETIN DE LA SOaÊTt MATHPMATWf DC FlANCt



52 J.-L. WALDSPURGER

pour tous B€M(2,F), A, DeGL(2, F), 267 tels que z det (^4)=1.
(Remarquons que M s'envoie naturellement dans GO(VQ, q\ ̂ crF'. La
formule ci-dessus se déduit de (6.2)]. Alors l'application

y^^c
/^<P/

définie par (p^(^)(w, t)=(ù^(g) f(e^^ 0, m, r), définit un isomorphisme

^ot^^^c.
Soit n: ̂ (rxF^^.^^oX/7 ̂ l'application telle que

U(/)(w,f)=/(0,m,r).

Soit ^l'espace des couples ((p, ^), où Ç6^(r x F'), <p : (Ï-^^oxF1'),
tels que
(6.4) (i) (p est invariante à droite par un sous-groupe ouvert,

(ii) <p vérifie (6.3),
(iii) pour tout compact C de ô, il existe e>0 tel que pour tout geC,

tout reTtel que |2|<c, on a <p(z^)=0,
(iv) pour tout compact C de ô, il existe N>0 tel que pour tout geC^

tout z € T tel que ( : | > N, on a

^^zg)=\z^3\det(g\V)^ll2^.^.(2g)^

Pour/e.^yxF'1), on définit (<p^, ̂ ) par

^/-^(A
<P/(^)(w, 0=û>rte)/((?i3, 0, w, f).

il est facile de voir que (<py, ^)6.c/.

LiMMk 6 - L'application/^ (<p/,^/) se factorise par ^(Y xF*)[U\eî
définit un isomorphisme de (^ (Y x F' )[U] sur ,c/.

Démonstration. — Considérons le diagramme

o-^nitl - ^(yxF-Ki/] -. y- ty-xF^-^o
U ^ 1 1», j (»/ l̂ 1 ^ id

o-» .c/o ——» .s/ ——^^(y'xF^-^o
•^-<(». O» (9. (,»^»î.
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II est commutatif. La suite du bas est évidemment exacte. Celle du haut
l'est aussi [Lemme 3. l.(iïi)]. On a montré que la flèche de gauche était un
isomorphisme. Celle de droite l'est aussi, donc celle du milieu
également D

Transportons sur l'espace s/ la représentation (ûr de R x G. Pour (<p,
y € ja/, on a
(6.5) (i) pour g € ff, û)r (g) (<P, Ç) = (<P^ ̂  où

<P' (g') = <P (g' g)» pour tout g ' € G,
^IdetteInl^œFte)^

(ii) pour x, ^eF", <76GL(2, F) tels que x^=det(o),

(^(r^a,^)^)-^^

où

^(gî-lxl^^l^ll/lcûr-Cy^o)^^)],

pour tout geG,

^^\y\^^(a)^

7. Calcul de coïnvariants sous X

Soient (p, £) une représentation cuspidale irréductible de GL(2, F), x
un caractère de F*, (îi, £) la représentation de R définie par

^(r^ôM^xxpKr).

On se propose de calculer se [R, rc].
Pour oeGL(2, F), xef1 ', on pose r, (<j)=r(det o, o, 1),

r^(x)==r(x, 1, x~1). Soient

Ri={r,(o);06GL(2,F)},

^{r^xcF"}.

(îip £) la représentation de Ri définie par

î i i(r i(o))»|deto|p®x(o)<
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îi^ le caractère de R^ défini par

^(x^ljcpxOc).

On a R==/^ x/^, ît=î^ ®^. On va d'abord calculer ja^p îtj. Rappe-
lons un résultat de Jacquet, Langlands et Shimizu. On considère la paire
GSp(2, F)xGO(V^ q\y^ Le groupe GL(2, F)xGL(2, F» s'envoie natu-
rellement dans GO(VQ, q\y ).

LEMME 7.1. — Soir (p\ £') une représentation cuspidale irréductible de
GL(2, F)(^GSp(2, F)). /l/ors fc GS/?(2, F)xGL(2, F)xGL(2, ^module
y(Vo^Fït)[GSp(2, F), p'] e5r isomorphe à ( p ' ® ^ (S P\ E ' (g) £'® £').
([Shim], théorème 1).

On fixe un isomorphisme de GSP(2, F) x GL(2, F) x GL(2, F)-modules

v: ^(^o^nGs^n,?®^.!372]^®^^
où chaque groupe agit dans £ par la représentation p ® x j . [3/2. On note
encore v l'application qui s'en déduit sur ^(VQ x F * ) .

La partie ô-lissc de Hom^(j<, £) (où R^ agit dans £ par n,) est
l'espace des fonctions <p* : G -^ Homç^ (2. F) (^ ( ̂ o x ^x )» £) (où
GS^(2, F) agit dans £ par p ^ x l - l 3 7 2 ) » invariantes à droite par un sous-
groupe ouvert, et vérifiant une condition analogue à (6.3), l'action de <p*
sur un élément (p 6 ja/^ étant donnée par

(<P^<P)= f (<P*(g).<p(g))dg.
l̂\G

Pour que <p€j< annule toutes ces fonctions <p*, il faut et il suffit que les
valeurs <p(^) appartiennent à y { V Q ^ F Ï t } { G S p ( ' l , F), p®xM3 / 2).

Soit donc 9, l'espace des fonctions <D : <; -^ £®3, invariantes à droite
par un sous-groupe ouvert, à support compact module ^,, et telles que

( 7 . 1 ) <D((w(^, D)n(B), z}g)

^[-^(^(^(dct ^IdcUDïl^tid^pt/^pfD))^)

pour lousj?çô. BeAfdf). /(, DeGLC.f), reT. tels que .:dctM)=l.
Alors l'application <p —» <D^ définie par
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<^(g)=v°<p(^)

définit un isomorphisme de s/ç[R^ n,] sur ̂ .
Rappelons qu'on a une application n : ̂ (V x F") ->• ̂ (ï^o x ̂ x). Soit

^i le noyau de \L II est stable par R x P, ce qui permet de munir
^(^oxF") d'une action (Op de RxP. Pour /e^^oX^)» on a les
égalités

(ù^r^a.^^l^l^ldetal^^œp^a)/,

û)r(m(A,D)n(B),z)/
^zl-^ldet/ll-^ldetDl-^cùr^w^D^z)/

Alors ^(FoxF") [^i. ^il s'identifie par v à £®£®£. L'action ©r de

P sur £ ® £ ® £ est donnée par

(^(w^D^W^^zl-^^œ^z)

x % (det AD) | det D | -l (id ® p (A) ® p (D)).

La réciprocité de Frobenius définit une application

Ç : ^ (^xF X ) -£®J(p®x| . | • l ,P®X) .

On a Ç(/)^)=vop(©rte)A pour tous/e.^rxF'), ̂ 6GL(4. F).

LEMME 7.2. - L'application Ç s^ factorise par y(Tx F^^R^ îtj
er de^mr un isomorphisme de ^ ( Y ' x F 1 ' ) ^ ^ TtJ sur
£®J,(p®J.(p®x| . r ,P®X).

Démonstration. — La factorisation est claire. Calculons
^(rxF")^, îcJ[N], et d'abord y^R^ îiJ[N]. L'espace .9\ est res-
pacc des fonctions localement constantes à support compact sur
( W- - { 0 } ) x VQ x F". L'application

Gs/?(2, n-^'-io;
a^a"162

est un isomorphisme analytique de Çi\GS/?(2. F) sur ^"—{0}, où

Ç,«^ ; beF, ^eF" ^. Soit ̂  l'espace des fonctions (p : GS/?(2,
IL® ^J J

F)-^^(^ox F") telles que
(7.2) (i) <p est invariante à droite par un sous-groupe ouvert,
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(ii) <p est à support compact modulo Q^
(iii) on a l'égalité

C a'O-^-M: :])-.
pour tous açGSp(2, F), beF, JcF". Alors l'application /^ (p^ définie
par

<p^(o)(w, r)=û)r(o)/(c2, m, r)

est un isomorphisme de y sur ^,. L'action de R^ x N qui s'en déduit
sur y, est

(ùr(yi(cr))<p(CT')=<p(<j'a),

û>r(n(B))<p(a)(w. r)==^(-r TrBw*)(p(a)(w, r).

Passer aux coïnvariants y\ [N] correspond donc à se restreindre à la
variété w=0, i.e. soit y l'espace des fonctions q/ : GSp(2, F)-»^^)
vérifiant (7. 2) ( i) .( i i) , et

(»v) <p'( î ojaï^lJl-^^taXA) pour tous aeGS/?(2, F), beF,

<(, reF". Alors y\[N\ est isomorphe à .9^. Mais la représentation dé
GS/?(2, F) dans 5^^ est induite à partir d'une représentation de Q^ triviale
sur le radical unipotent de Çp Elle ne peut pas posséder de quotient
cuspidal. Donc y ̂ [R^ H , ] = { O } , et V [R^ 7tJ[N]={0}.

Considérons le diagramme

^i^i.^l(^-^(rxF-)(^,7ij(N] - ^(yo^F^^n^w^o
î 1^ r
0 ^ ^ ( Y ' x F ' H R ^ n ^ N ] ^ £ ® £ ® £ -.0

où la suite du haut est déduite de la suite exacte :

Q^y -y(rxF-)-y(roxFX)-.o.
Le diagramme est commutatif. Les néchcs verticales sont des isomor-
phismcs. La suite du haut est exacte pcmme 3 . 1 . (i)]. Donc v^p est ici un
i&omorphismc C'est le morphisme déduit par fonctorialité de Ç Donc
Ker(;((N]«^0; Mais, d'après le théorème de Kudia et le lemmc 7 . 1 ,
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tout sous-quotient irréductible {n\ £') de la représentation de G dans
y ( Y ' x F ^ ) [ R ^ 7i J apparaît dans une induite de la forme ^ ( p ® x | - h
p 8)^1.1'). Alors pour un tel sous-quotient, ^[^^{O}. Donc
Ker(0 = {0} , et Ç est injectif.

Il n'y a que deux sous-R x G -modules de £®J(p®x | • |~ 1» P®X)< a

savoir £ ® J et £ ® J,, avec une notation évidente. Si Ç était surjcctive,
on aurait

.^(rxf)^, îiJ[N]^£®./[N]^£®((£®£)e(£®£))

contrairement au calcul ci-dessus. Donc l'image de Ç ne peut être que
£®J^ D

Soit e : J ( p ® x | - l"^ P ® X ) ^ ^ ® ^ Févaluation au point 1. Soit *̂
l'espace des couples (0, E), avec

<ï ) : f f ^£®£®£,He£®J. (p®x| • | ' ^P®x) ,

tels que
(7. 3) (i) <1> est invariante à droite par un sous-groupe ouvert,

(ii) <D vérifie (7. 1),
(iii) pour tout compact C de ff, il existe e>0 tel que pour tout geC,

tout zeTtc l que |r[ <e, on a <D(2^)==0,
(iv) pour tout compact C de G, il existe N>0 tel que pour tout geC,

tout ré T tel que | r | > N. on a
^(^-I^I^X'^œp^nd®^^^))]^

où;,=y.(p®x|. |"1. P ® X)
Pour (<p, ^)€^, on définit b(<p. ^) =(<!>, S) par

<l)(^)=vo<p(^),
S-stë).

Il est clair que ^(<p, ^)ejV.

LEMMF 7.3. — L'application b : se -* S se factorise par •o/[^i, îii] ^r
définit un isomorphisme de s/ [Jf , n ] 5ur .jt.

Démonstration, - Soient^ eu, le^®^. L'application
^-£

<4>,£)^(id®l» 4>(^ï
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composée avec fe, définit un élément de Hom^ (s/, £), où R^ agit dans E
par Tii. Donc cette application s'annule sur JS/(R^ n^). Soit ((p,
y6ja/(Jîi. n^ ((D. E)=fc((p, ^). On a donc

( id®I)o<D(g)=0

pour tous l, g. Donc <D=0, puis E=0. D'où la factorisation par ^[Rp 71,].
Considérons le diagramme

•<[^i^i] -* ^p^il ^ ^(^xF^^^TtJ -^0j.i i* i-
0^ ^ ——. ^ —. £®^ ( (p®x | • | ' l .P®X) -0

O^C.O) (0. £»—»S

II est commutatif. La suite du bas est évidemment exacte. Celle du haut
Fest aussi [lemme 3.1. (i)]. On a montré que les deux flèches latérales
étaient des isomorphismes. Donc celle du milieu l'est aussi. Q

Transportons sur J? Faction de R x G sur ^[R^ nj. Pour (d), E)çjf,
on a les formules :

(7.4) (i) pour^eff, û)r(g)(<î>, S)==(<D\ 2'), où

^ ( g ' ) = ̂  ( g ' g\ pour tout g ' ç ô,
^(id®^))^

oùj,=j.(p®x|. l '^P^X.j. l^X^pXc/g^;
(ii) pour a6GL(2, F), û)r(r, (cr))(<D, S)=(<D\ E'), où

^ (^) = 1 det a j p ® x W ° ̂  te'X pour tout g' ç ff,

H'=|dctoj[(p®x(^))®id](E);

(iïi) pour xeF", (Or(r2(x))(<D, E) =(<!>', S'), où
< l ) '(^)s=œp(x)x2(x)|xj20(x' l^), pour tout g'çG.

|x|3:

Rappelons que A»C[X. X^\ y, y-1 ] . Posons B=C(A\
^^^^/(y-l)^ Soit a un caractère de f, et (<î>, 5)eJ». On définit
une fonction

<î>. • G - B ® £ ® £ ® E
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par les formules suivantes. On pose

^(^Lcz^^X'œpKû^^f ^(œ^Kx^û^or1^)^,
Je»"

et

<I>.(̂
f ( 1 — X) <I>, (g), si a n'est pas ramifié,
[ ^ {g\ si a est ramifié.

La série <ï>,(g) prend ses valeurs dans C((X)) ® £ ® £ ® £, où C{{X)) est
le corps des séries formelles, mais la condition (7.3) (iv) implique qu'en
fait <ï>, {g) e B ® £ ® £ ® £. Il est clair que <î>, est nul pour presque tout
a. Grâce à (7.1), on peut identifier <ï>, à un élément de
£®JB(p®(^a[ . |~1), p®x)» où a désigne ici le prolongement de a à
F" défini par a(©)=l. La condition (7.3) (iv) signifie que l'image de <l>i
dans £ ® J(p 0 (x | . |~!), p ® x) par l'application

^(P^CxM'^POx)

^^(^^(xl. l^^pOxM^-D^tp^Cxl.l"1),?®^
^(p^xi.r^^x)

appanient à £ ® J,(p ® (x | . )'1), p ® x)- Soit donc V l'espace des familles
(<DJ, telles que
(7.5) (i) O^®^?^^. l '^pOx),

(ii) <I>,=0 pour presque tout a,
(iii) (idg^Oie^J^p^txl.l-^p^x)-

Alors l'application (<D, E)^(4)J est un isomorphismc de 9 sur <€.
Transportons sur ̂  l'action de R x ô sur J9. Pour (<1>J 6 y, on a :
(7.6) (i) pour^eff, ûh-teK^.))"^ où

<I>.=(id®^(p®(xa| . |"1), P®X- | . t'lX2œpa)te)](<î>.);

(ii) pour 0€GL(2, F), xeF", (ûr(r(x dct (o), c, x- ̂ ((O.))» .̂), où

<D.=a(x- l)|x|3^r<x(|delo|((p®x(o))®id)(<î>.).

Notons encore (îi. £) la représentation de Q définie par

n{ru^n(r)
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pour tous rçR, ueU, Nous pouvons maintenant démontrer le

LEMME 7.4. — La représentation de RxG dans ^z[Q, n] est isomorphe
ûîi®;(p, p®x; Xœp)si 'x^|- | ,û^®;(P®|. | , p; | . |û)p)5ix=|. | .

Démonstration. — D'après les lemmes 3.3,6, et 7.3, il reste à calculer
V[R^ îtj. Écrivons avec une notation évidente <îf=©,<^,. Par définition
de n^ et d'après les formules ci-dessus, il est clair que

^2^2]-{O}, si a^x'1 sur G-\

^[^^-^(^-lœixtœ-1))^, si a=x"1 sur €\

Si x est ramifié ou si x(û)~1) |©| ̂  1, il est clair que

^./(^-lœlx^-1))^^®.^, p®x).

Si x=M* on doit calculer V/(X-l)^^. Soit ^ Fespace des
OeJ^Cp, p ® |.|) tels que ̂ i (<!>)€ J.(p, p®|.|). On a

^^/(X-1)^=£®(^/(X-1)^).

Soit r| Fautomorphisme de A qui échange X et Y. On a un opérateur
d'entrelacement ri-linéaire

^: ^(P.P®|.|)^(P®|.|.P),

défini ainsi : pour <S>çJA(p, p ® |. |) et g e G,

y<D^)=(g2y2^2^rf <|)(H,̂ )̂ 1

ou

w==

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

Soit B =C[y, Y~^}=A!(X—\)A. L'opérateur d'cnirdaccmcni passe aux
quotients et définit

/ / ' : ^(P, P®|. | )-^ ' (p® .. pi

TOME 1 1 5 - W - N



UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 61

On définit de façon analogue

^: ^'(P®!.!,?)^./^,?®!.!).
On sait que ^ f t Q ^ ' est la multiplication par un élément P de B s'annulant
à l'ordre 1 en X= 1 ([Sha 2] 1.2 et théorème 2. Le). Spécialisés en -Y== 1,
resp. y== 1, les opérateurs ̂  et ^f$ deviennent les opérateurs habituels

^:J(p,p®|.|)-^J(p®[.|,p),

^r: ./(P®M,P)^(P.P®|.|).
Le noyau de ^\ et l'image de ^\ sont égaux à J,(p, p®|.|). Donc si
<X>i 6^1, ̂ <Di e(y-1)^^?®).), p). Soit

Pi ï ' ^'(P®1.|, P)-^ (P®|.|. P)/(Y-^)JB (P®|.|, p)^^(p®|.|, p).

On définit c ̂  -^J(p®|.|, p) par c(<î>i)=pi ^(7-l) '1 °^(<I> ). Cer-
tainement (X—l)^ cKer(c), et c définit une application

c':<Sf,/(X-l)V^J(p®|.|,p).

Soit <p€J(p®|.|, p), et ^eJ'tp®).!, p) tel qucpi(<D)=q>. On a

^,^-(<D)=^(<D)6^(p.p®j.|).

Donc ̂ " <p € Vi. Si <D' e ̂ r (p ® |. |, p) est tel que p\ (<>') == ç, on a

^-^etY-DJ 'Cp®!.) ,?)

et

y (<t> -OïetJr-DV,

Donc l'image de ^ <!> dans ^, (X- l)^, ne dépend pas du choix de <î>.
On note c"(<p) cette image ce qui définit

c " ^ (p® i . t . P)-^| (y-i)<y,.

Il est facile de vérifier que r' r comme r r" sont les multiplications par
P'(l), où P'^(X- I) ' P Or P ( 1 ) ^ 0 Donc c est un i&omorphismc, ce
qui achève la démonstration 3
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8. Calcul de coînvariants par P

On va effectuer des calculs analogues en échangeant les rôles de S et
G1. Les démonstrations étant similaires, on les laisse au lecteur.

On choisit maintenant comme sous-espace isotropes maximaux de Z :

X=^®Fé?^+Z/®^ y==^®F<?34+L®^o.

où L\ resp. L, sont les sous-espaces de W engendrés par e^, e^, resp. 63,
84. On note (w, m) l'élément w 0^34 4- m de Y, pour m€L®^o. On
identifie ̂  et ^(VxF') . Pour/6^(Vx F'), (w, nî)(=y, reF', on a
les formules explicites suivantes :
(8.1) (i) supposons/de la forme/(w, m, r) =/i (w) /^ (m, f), alors pour
tout 565,

û)r(s)/(w, m, r)=|^(5)[- l/^(5- lHQû>r (5)/2(m, r),

où \ = 3lp ^' = ̂  ® ^o» et F = GS^ (Z');

(ii) en particulier si s= , avec û, ^eGL(2, F) (et seS),
L° ^J

û>^(5)/(w,m,0-|?l(5)|- l|det^|-2/(5- lH^^- lm,^(5));

(iii) de même si s= , avec fceAf(2, F) de la forme fc= ,
LO ij b aJ

û>r(5)/(n', m, r)=^(r(2aç(m3, m^)

+Pg(w4, W4)+y^(w3, m3))/2)/(5'lw, m, r),

OÙ m =£3 ®W3-hC4 ®W4;

(iv) pour tous /l, DeGL(2, F), zeT,

û>r(w(/4, D), 2)/(w, m, f)=|det A\ ̂ jdet D l ^ j r j -6

f(z~l dct (D)- l H, : - l A - 1 m D*-1, tz2 det {AD))

avec une notation évidente:
(v) pour tout B€M(2, F),

^{n(B))f(w^ m, r)=^(f<r,I>det(f i)

+r<l'®B, m»/(w, m-l®B, t),
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où w=(r+I)®<?34. avccrel/, IçL.
Soit r=L ® ï^o, ^ : y (Y x F " ) ̂  y (Y' x F " ) l'application définie par

M/)(m, p=/(0, m, t), n : y (Y' x F') -. yÇV^ x F') rapplication définie
par H(/)(W, f)=/(63®w, (). Qn note Z"=W® ̂  r'=GS^(Z"), où
W" est le sous-espace de W engendré par e^ et £3. Soit s/ l'espace des
couples (<p, y, oùt,çy(Ytx F"), (p : S -^ y^V^ x F'), tels que
(8.2) (i) <p est invariante à droite par un sous-groupe ouvert,

(ii) on a l'égalité

(p(r(l, <j, det a)i<5)=|det a|~3û)^"(cy)<p(5),

(iii) pour tout compact C de S, il existe e>0 tel que pour tout 5eC,
tout xeF* tel que |x|<e, on a ^(r^(x)s)^0,

(iv) pour tout compact C de S, il existe N>0 tel que pour tout s 6 S,
tout jceF* tel que |x| >N, on a

<P {r2 (x) s) = n o (Dr, Oa (x) s).

PourfeyÇYxF11), on définit (<p^ ^) par

^=MA

<p^(s)(w, t)==û)r(s)/(ei, 83® m, r).

LEMME 8.1. - L1application f^(<p/, ̂ /) se factorise par y (Y XF^IN]
er d^/îwf un isomorphisme de y (Y x F") [N] wr ja/. D

L'action qui s'en déduit de S x P sur j/ est donnée par les formules
suivantes, pour (<p, ^)6ja/ :
(8.3) (i) pour s € S, (ùr (s) (<p, y s= (<p\ ̂ , où

<p' (s') = <p (s's), pour tout s' € 5,
^IM^I-1^^

(ii) pour A, DeGL(2, F), zeT, œr(w(A, D), z)(<p, ^)=(<p\ ^). où

^(^^Idct/ll-'IdctDl^lrl-6

xû)r»(w(^, D), r)<p'(r3(r dct (D)»s'h

^=|dct D| ̂ (zl-^^wM, D). r)^
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Soient (p, E) une représentation cuspidale irréductible de GL(2, F), x
un caractère de F", (ît, £ ® £) la représentation de M définie par

n(w04, Z>), z)=Xû)p(2)x(det D)|det AD~1 |p(/0® p(D).

Soient Afi={(m(^l, Z)), dct Z)-1); A, DeGL(2, F)}, et îti=ïi|^. Pour
A, D€GL(2,F), on pose mi(A, D)=(m(/l. D), det D~1). Comme au
lemmc 7.1, le GSp (2, F) x GL (2, F) x GL (2, F)-module

^(^OX^HG^ F)xGL(2, F), p®|.|2, p®|.|2]

est isomorphe à ((p®|.|2)®3 , £®3). On fixe une application
v : y ( V Q x F * ) - ^ E ® E ^ E qui réalise cet isomorphisme par passage au
quotient. On peut alors définir une application

Ç : ^(y'xF^-^/Cl. p)®£®£

par Ç(/)(s)=von(û>r(5)/). Le même raisonnement que celui de la
démonstration du lemmc 7.2 montre que Ç se factorise par
y(Y'x F" )(Afi , îii], définit une injection non nulle de cet espace dans
/( 1, P) ® E ® £, et n'est pas surjcctivc. D'où

LEMME 8.2. — (1) La représentation J(l, p) est réductible.
(2) I I existe un unique sous-module /i(l, p) de 7(1, p) tel que Ç <?5f un

isomorphisme de y (Y' x FK)(^îl, îij 5ur /i (1, p) ® £ (g) £. Q
II semble accessible de démontrer que /i (1, p) est le sous-module de

/(l, p) admettant un modèle de Whittaker.
Pour (q>, yej^, on définit fc(<p, ^) ==(<D, 2) par

<l>(s)s=vo<p(s),

S-^

puis. pour un caractère a de (T", on définit

<î>.: S - ^ B ® £ ® £ ® £

par les formules suivantes. On pose

<l>.(s)SL.•^<721>^'f ^(xœ^a-^x)^,
J^"
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et

w- (1 —X)<b,(s), si a n'est pas ramifié,
0,(5), si a est ramifié.

Alors 0, 618 (a, p) ® E ® £, et, en notant

^: ^(l.p^/O.p)

la spécialisation en X= 1, on a (/?i ® id ® id) <I>i € 7^ (1, p) ® £ ® £. Soit
^ l'espace des familles (OJ, telles que
(8.4) (i) (D.eJ^a.p)^®^

(ii) <ï>,=0 pour presque tout a,
(iii) (p i®id®id)<Di€ / i ( l , p)®£®£.

LEMME 8.3. — L'application (<p, ^)»-^ (<!>,) est un isomorphisme de
s/[M^ n^surV. D

Transportons sur V l'action de S x AÏ sur js/[M^ TtJ. Alors S agit par
son action 1^(0, p) sur chaque composante ̂  AÎi agit via son action n^
sur £ ® £. Pour ze T et (<!>«) 6 y, on a (ûr^.)) ̂ t^»), où

^^œpatz)^^^,.

Notons encore (ïi, £ ® £) la représentation de P définie par n{mn)^n(m)
pour tous me M, neN.

LEMME 8.4. — (1) Si x^l . ^û représentation de S x P dans ^z[P, n]
est isomorphe à i (^, p) ® TC.

(2) Si x== 1, i7 existe une représentation F( l , p) de S, de longueur 2, (eiïe
çue i i ( l ,p) , resp. 1*2(1,?), soit quotient, resp. sous-représentation^ de
r(l, p), et telle que la représentation de S x P dans -^j(?, n] soit isomorphe
Ût"( l ,P )®î î .

Cf. § 5 pour la définition de i i ( l , p) et ^ ( l » P) ^ représentation
< i (1, p) est celle qui apparaît au lemme 8. 2.

Démonstration. — D'après les lemmcs 3. 3, 8. 1, 8. 3, il reste à calculer
^[T. X<ûp]. En écrivant y^®.^ on a

^.(^ Xû)^]=={0}, si a^x sur C\

^.[T, Xû)J=^(^-x((ù))^ si a=x sur r".
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Si x^ l» il est clair que

^(X- x (œ)) ̂  ̂  J (x, P) ® £ ® E.

Pour x= 1, on doit calculer V^/(X- l)V^(V\/(X-l)^\) ® £ ® £, si ̂
est l'espace des <I>i 6 7^(1, p) tels que pi (^e^i (1, p). Or on a la filtration

(jy-n^c^-D^o,?)^,
dont les quotients successifs sont

^/(^l)/^!,?)^!,?).
(X-D^d, p)/(;y-1)^^(1, p)/<r^/(l, p)//,(l, p)^/2(l, p). D

9. Démonstration des propositions 5.1 et 5.2

Soient p, x comme dans la proposition 5.1. Notons ici ^(x, p),
resp. îi^x, P), la représentation n de Q, resp. P, définie au paragraphe 7,
rcsp. paragraphe 8. Remarquons que la représentation induite j (p, p®x)
est réductible si et seulement si p^p® x|-1 1 1» i.e. s'il existe un caractère
X', nécessairement quadratique, tel que p^x^P» et x^'M11- Suppo-
sons que cette condition n'est pas vérifiée. Alors ;(p, p®x* X®?) est
irréductible et isomorphe à;(p®x. P. X^p). Par réciprocité de Frobenius,
on voit facilement que

^z(^ ^(X, P)l^^z[^ ^(X~1, P®X)]

en tant que S-modulcs. Si x^ î ' o" déduit alors du lemme 8.4 que
((X. p)sï(x'1 . P0X)- D'après les remarques précédant la proposition
5.1, si de plus X ̂  X l » ou P + P ® X» cc^ implique que i (x, p) est irréduc-
tible. Supposons x ^ X ^ 1 et pa:p®x* et supposons que <(x, p). si x ^ l »
rcsp. r ( l . p). si x* l< est décomposable. Alors

'(X, P»10. ^(X< P)1^(X< P)©^(X, P),

rcsp.

KÏ, p)(Ç. ^(1. pH^î^d. p)®îcs(l, p).

Le lemmc ^ 4 implique que

^/(P.^(x.P)llÇ.^(X. Pïl^2(7ls(x, p)®TtG(^ P)).

TOMt l î 5 " W^ ^ î



UN EXERCICE SUR GSp (4, F) 67

Or

^zi^^(x,p)][e,^(x,p)]
^z[e.^(x. pm^^x, P)]

^(X. P)®;(P, P®X; X©p)[^ ^(X< P)]

d'après le lemme 7.4. Mais comme j (p, p®x) est irréductible,

7(P, P®X; Xœ?)^, ^(X. P)1^^(X, P)),

et non pas 2T^G(x, p). Contradiction. Donc i'(x, p) est irréductible, si
X=X" 1 . P ^ P ® x e t x ^ l . c t

LEMME 9. — La représentation f ( l , p) du lemme 8.4 esr
indécomposable. D

Si x== 1, on a déjà vu que ï( l , p) est réductible.
Supposons maintenant qu'il existe un caractère quadratique ^ tel que

p®X'^p, et X ^ x l - l 1 1 - Supposons <(x» P) irréductible. Alors
i(X, p)^i(X" 1 , P®X)- d'où ^[G, ^(x, P)]^^z[6, ^(X'S P®X)1. Si
de plus x ^ l » 1e lemme 7.4 implique quej(p, P^X^-HP^X» P)- Cela
n'est pas vrai : on est dans le cas où^(p, p®x) cst réductible. Donc i(x,
p) est réductible dans ce cas. Supposons maintenant x' = l» par exemple
X"). |, et supposons i(|. j, p) réductible. On a

^zi^^d.l^.p^l.D^'d.l^.p^l.D^^d.l'^p®!.!).
qui admet pour quotient i,( | . |~1, p^ l . j î ^^ t | . l^1,?®).)).'!^ réci-
procité de Frobcnius, on en déduit un morphisme non nul

^z-'^M'^p®!-!)®^?®)^?).
Comme J, est irréductible, ce dernier espace n'a que deux sous-modules,
^ ® "̂  ct ^ 0 ̂  Si a était surjcctif, par exactitude à droite des fondeurs
de coïnvanants, on aurait une surjection

^(^ î l G ( l . l .p ) l - / , ( | . i - l .p®| . | )®J(p®| . | .p ) ( / s , ^ G () .) ,?)].

La représentation de 5 x ^ sur ce dernier espace est
^ ( i . r 1 , ? ® ! . 1 ) 8 ) ^ ( 1 . 1 , ? ) .
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D'après le lemme 8.4, on aurait une surjection

'( i-i- p^d.r^p®!-!)-
Cela n'est pas vrai : ̂  ( |. | ~ \ p ® |. |) intervient comme sous-module dans
i(|.[, p), mais pas comme quotient. Donc a n'est pas surjectif. Il a pour
image /, ® J y On a alors une surjection

^zie^d-l- P)]^(I • l^p^f.Die^d.l. P)]®^(P®M< p).
La représentation de Q x Q sur ce dernier espace est

^(1.1. P)®7.(P®|.|. P; I.K).

D'après le lemme 7.4, on aurait une surjection

7(p®[.| , p; |.|û)p)-^,(p®|.|, p; |.|û)p).

Cela n'est pas vrai. Donc i(x, p) est irréductible. Cela achève la démonstra-
tion de la proposition 5.1. D

Quand i(x, p) est irréductible, elle intervient comme quotient de û>ris
si et seulement si ^z[Q, ̂ (x» P)]^{0}. Et si cette condition est vérifiée,
^(X» P))est l3 représentation de G telle que ̂ [0, î^tx» ?)] soit isomor-
phe à ^(x» PÎ^O'OtX. P))- Le lemme 7.4 implique alors les assertions
de la proposition 5.2 dans ce cas. Si x^ l» 1e lemme 8.4 (2) implique
que i*i(l,p) est quotient de (OTIS- Si 12 (1, p) l'était aussi,
y (h O» P)) ® ̂ (h ( ̂  P)) serait quotient de -^(Ç, 7^(1, p)]. Or cet espace
est irréductible. Donc i^d, p) n'intervient pas comme quotient de û)rj$.
Alors de même 9 ' ( ! i ( l , p ) ) est la représentation de G telle que
.Sf^[û, ^(1, p)] soit isomorphe à 7^(1, p)®6'(<i (1, p)) et le Icmmc 7.4
permet de conclure. Enfin s'il existe un caractère quadratique x ^1 ^1
que p^x'^P0 1 X ^ X l - l ^ 1 * ^ lemme 8 . 4 ( 1 ) montre que ^(x, p) inter-
vient comme quotient de û>r, 5. Comme

',(X. P)IG< ^(X'1» P®X)l==^(X' l. P®X)<

9'(i^(x, ?)) est en tout cas un quotient de ^(Ç, ^(x l » P®X)1 Le
lemme 7.4 permet de conclure. D
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