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SUITE DE RUDIN-SHAPIRO
ET MODELE D’ISING

PAR

JEaN-PauL ALLOUCHE et MicieL MENDES FRANCE (*)

RESUME. — Quitte 2 admettre des températures imaginaires pures, le modéle d'Ising
linéaire s'identifie a la suite de Rudin-Shapiro.

ABSTRACT. — The one-dimensional Ising model is identified to the Rudin-Shapiro
sequence, provided purely imaginary temperatures are allowed.

1. Le modéle d’Ising 4 une dimension

On sait que le modéle d’Ising est une tentative d’explication des pro-
priétés des substances magnétiques. On imagine que les particules constitu-
tives sont situées aux nceuds d’un réseau infini régulier. Seules interagissent
les particules mitoyennes, c’est-a-dire voisines immeédiates. On notera +J
cette interaction, le signe — correspondant au cas ou les spins sont
paralléles et le signe + au cas des spins opposés. A cela s’ajoute un
éventuel champ externe H.

Nous nous intéresserons au cas le plus simple de I'’espace unidimension-
nel cyclique. On suppose qu’il y a N sites (N tendra vers I'infini : limite
thermodynamique). Dans le modé¢le cyclique, on identifie le site de rang
g+ N, pour g valant 0,1,2, ..., N—1, avec le site g. Les quantités thermo-
dynamiques du systéme (énergie libre, magnétisation,...) s’obtiennent a
partir de la fonction de partition Z :

Z(N, BJ, BH) = Z“expB(JZfio’ HoMgrr +HY 0 p,).

(*) Texte regu le 8 octobre 1984, révisé le 20 mars 1985.
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274 J.-P. ALLOUCHE ET M. MENDES FRANCE

ou B=(k T)~!, T>0 est la température absolue, k>0 est la constante de
Boltzmann, p,= + 1 suivant le signe du spin de la particule 4. La somme
sur p=(Mg, My, - - - Mn—y) st étendue aux 2V positions distinctes du vecteur
n dans { —1, 1}¥, chaque position correspondant a une configuration du
systéme. _

Nous rappellerons au paragraphe 3 comment on calcule explicitement
la fonction Z suivant la méthode de KRAMERS et WANNIER [5]. Pour une
discussion détaillée du modéle d’Ising on pourra aussi consulter le récent
ouvrage de BAXTER [1] ou les livres classiques de HUANG [4], de McCoy et
Wu [6], de THoMPsoN [10], etc.

2. La suite de Rudin-Shapiro

On considére la double suite de polynomes récurrents P, (X) et Q,(X) :
Py(X)=Q0(X)=X,
Pn+l (X)=Pn(X)+X2“Qn(X)5
Qi1 (=P, (X)—X*"0Q,(X).

On voit aisément que P, et Q, sont de degre 2", que les coefficients de
P, et Q, valent +1 sauf le terme constant qui est nul et qu’enfin la limite
X-adique P de P, existe quand n croit indéfiniment

PX)=Y> e(n-1)X"

La suite infinie des coefficients (£(0), €(1), . ..) a valeurs +1 s’appelle la
suite de RuDIN-SHAPIRO ([8] et [9]).

Nous aurons besoin d’une autre définition de la suite de Rudin-Shapiro
découverte par BRILHART et CARLITZ [2] : soit n un entier positil ou nul,
son développement binaire s’écrit

n=Y7 e(m2, e (n=0oul,

on pose

u(n)=Y." o€, (n)eg, (n).
On vérifiera sans peine que :

e(n)=(—=1"".
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SUITE DE RUDIN-SHAPIRO 275

On notera que u(n) compte le nombre d’apparitions du mot 11 dans
I’écriture binaire de n (voir [3)).

Le but de notre article est de faire voir le lien étroit entre le modele
d’Ising d’une part et la suite de Rudin-Shapiro d’autre part. Il n’a pas
d’autre prétention. Comme conséquence de notre observation nous montre-
rons le théoréme suivant (que I'on pourra comparer par exemple au
résultat de Maupuir [7)) :

THEOREME. — Si x est un nombre réel non entier, alors
Y <nEXP(2imxu(n))=0 (N,

ou a=0(x) est strictement inférieur a 1. En particulier, la suite (xu(n)) est
équirépartie modulo 1 pour tout x irrationnel.

Dans un premier temps nous étudierons une suite de Rudin-Shapiro
modifiée. Soit N un entier supérieur ou égal a 1 et soit n dans
{0,1,2,...,2¥—1}. L’écriture binaire de n est un mot de longueur N sur
I'alphabet {0, 1} (on compléte I'écriture binaire de n par autant de 0 que
nécessaire a gauche; par exemple le nombre 0 est le mot constitué par N
chiffres 0). On écrit les lettres successives du mot n sur les sommets d’un
polygone convexe 2 N cotés. On note u(n, N) le nombre d’apparitions du
mot 11 dans le mot « cyclique » n.

Ainsi :
u(n) si Osn<2V 1,

M "("’N)={u(n)+(1—(—1)")/2 si 2V tgn<2V

et
limy . o u(n, Ny=u(n).

Nous nous proposons d’étudier la suite de Rudin-Shapiro cyclique :
e(n, Ny=(—-1*™ ",
et plus généralement exp(2imn xu(n, N)). Il est clair que les deux sommes
S(N, x)= Y'Y exp(2inxu(n, N)),
2N - .
R(N, x)=Y.__ exp(2inxu(n)),

sont liées. Cette relation sera précisée ultéricurement. Pour I'instant nous
allons calculer S (N, x) en soulignant le rapport avec le modéle d'Ising
cyclique.
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276 J.-P. ALLOUCHE ET M. MENDES FRANCE
3. Températures imaginaires

Soient ey (n), e, (n), .. .,ey_; (n) les chiffres binaires de n<2". On
définit : ~ .

. e, (n)sigestinférieur ouégala N—1,
(m= . s
eo(n)sigestégala N.

Alors :
u(n, N)= Y025 8,(n)2,., (n).

Posons :
é, (M=(1—p, (n)/2, ou p, (n) est égal a +1.

Un calcul immeédiat donne :

u(n, N)= ———(z:’,o .(n)) ;(zf;;u.(n)u.ﬂw).

Et, comme il y a une bijection entre I'ensemble { —1, + 1 }" des configura-
tions et les entiers de [0,2¥—1], on a :

S (N, x)—z -0 Yexp(2imxu(n, N))

intN> N_ 1 _
=cxp(m2 Y)wa'ewinx(iz:,o‘u,(n)uqﬂ(n) Z,, o u.,(n))

=cxp(m;vx)Z(N,inx/2, —inx).

Ainsi, la somme S (N, x) s’exprime en termes de la fonction de partition
du modéle d’Ising cyclique ou la température T est imaginaire pure.

Nous calculons maintenant la fonction Z par la méthode de Kramers
et Wannier : pour 8 et 8’ a valeurs + 1, on pose

L(5,8)= cxp(-—’;i)e (ﬁ(a-l)(a—l))
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SUITE DE RUDIN-SHAPIRO 277

Soit L la matrice (dite de transition) :

( inx
exp| — —

)
(-2 (2

Lo (EGL D L(+L, —1))=
_<L(-—l, +1) L(-1, 1)

Alors,

Z=Z (N,inx/2, —iTX)
= ZHL(FO’ B L(#yBp) - - - L(uy-2o By-1) L (Hy - 15 Ho)
= o= 21 LY (Mo, Ho)

ou L™ (8, &) est I'élément (5, 8’) de la matrice LV,

Par suite,

Z=Trace(L¥) =AY +2},

ou A, et A, sont les valeurs propres de la matrice L :

A

\ } =exp(inx/2)[cosnx+(—sin?nx+exp(—2inx))'?3
2

(expression U'/? représente une racine carrée de U).

On en déduit :
(2) S(N, x)=é'*¥*[(cosmx+(—sin?nx+e~2i*x)V/3)N

+(cosmx—(—sin*mx+e 2ixx)VH)N]

Il reste a comparer A, et A, pour pouvoir estimer S (N, x) quand N
tend vers I'infini.

LEMME 1. — Pour x congru a 1/2 modulo 1, on a :
S(N, x)=(1+(—1")2M?

pour x non congru a 1/2 modulo 1, |\, | est différent de |\,| et ona :
S(N, X) ~ (e"""y)",
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278 J.-P. ALLOUCHE ET M. MENDES FRANCE

ou y est la plus grande (en module) des deux quantités
(COS"IXi(—sinz nx+e 2 iux)l/Z).

De plus :
lYP=(1+0+4T42+ /2(1-2T>+(1+4T4"3)12)/(1+T?)

ou T=tgnx,
de sorte que \/is |v| <2, Pégalité |y| = \/f n’ayant lieu que pour x congru
a 1/2 modulo 1, c’est-a-dire T égal ¢ + oo, et [y] =2 n’ayant lieu que pour
x congru a 0 modulo 1.

Démonstration. — En posant x=1/2 dans la formule (2), on obtient
immédiatement la valeur de S (N, 1/2).

Posons provisoirement

(—sin? t x+e 21" 2=y 4y,

alors A, et A, ont méme module si et seulement si on a
(cos x +u)? =(cos t x —u)?, autrement dit si et seulement si u=0 ou x
congru a 1/2 modulo 1. Or si u est nul, on a 0=2uv= —sin>nx donc x
est congru a 0 ou 1/2 modulo 1, mais x n’est certainement pas congru a
0, car on aurait alors

(—sin?nx+e 2i"0)12=41;

ainsi A, et A, sont de méme module si et seulement si x est congru a 1/2
modulo 1.

Il est alors clair que pour x non congru a 1/2, on a :
S(N, x)=exp(inNx/2) A +13) ~ (¢'** )",
ou v est le plus grand en module des nombres cos nt x + (u + iv).
On en tire :

| ¥|* =sup((cos mx+u)? +v?, (cosm x—u)? +v?)
=cos? t x+u’+v*+2|ucos m x
Mais :

w+v?=|—sin*nx+e?**| = Jfeos*mx+4sin*nx,

et

ul—v*=—sin’nx+cos2nx=3cos’nx—2,
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SUITE DE RUDIN-SHAPIRO 279

d’ou, en posant T=tgnx :
[YP=(1+TH  1+(1+4TH)24+2"2(1-2T2+ (144 TH?)!72],

La majoration Iy |2 <4 résulte par exemple de la majoration triviale
| R(N, x)| <2%, 1a minoration |y|*>2 est laissée en exercice au lecteur qui
pourra par exemple montrer que sur I'intervalle [0, + oo, la fonction

u— (1+0) 7 1+ +4u) 24 2(1-2u+(1+4u)17)1)

est injective, (d’inverse
y=Q2=y) 2+ 7y QG +4y+42+ (7 +9)

et continue, donc monotone et conclure en remarquant que pour T=0,
|Y|? vaut 4 et que limy _, , ,|7|*=2.

4. Retour i la suite de Rudin-Shapiro

Définissons :
R(N, x)=Y2"-'exp(2inx.u(n)),
S(N, x)=Y2"~'exp(2inx.u(n, N)).

D’aprés la formule (1), on a:

S(N, x)=R(N, x)= Zf:iﬁ—'°"P(2“‘"“("”°xp(mx(l—_(z—l_)"> - )

= Y2\ hexp(inxu(m+1)).(exp2inx—1).

m=2N"
Or:
u@m+1)= z:"=oe,,(2m+l)e,,H 2m+1)

=eo(2m+1)e,2m+1)+ Z:=leq(2m+l)eq+,(2m+l).

Mais e,(2m+1)=1 et ¢,(2m+1)=e,_, (m) pour g supérieur ou égal
al, donc:

- +u(m).

u@m+1)=eo(m)+ 3" e,(m)eg,, (m) = #
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280 J.-P. ALLOUCHE ET M. MENDES FRANCE

Par suite :
S (N, x)=R(N, x)
=(exp2inx——I)Z:i_ztf-lzexp(Zinx.u(m,N— 1))
=(exp2inx—1)(S (N-1, x)—R (N-2, x)).

D’ou le lemme suivant :

LeEMME 2. — On a léquation de récurrence :

R(N, x)—(exp2inx—1) R(N-2, x)
=S(N, x)—(exp2inx—1)S (N-1, x).

LEMME 3. — On a légalité :

R(N, )=0i-E)"*(n,—E)1™!
+03-E)7 (- E)y T,

ou

yi=Ajexp (in x/2) et E=exp (2im x)—1.

En particulier,

R@© x)=1, R(l,x)=2 e  R(N,1/2)=2N+12)

Démonstration. — Définissons y, et y, comme indiqué dans I’énoncé
du lemme, et remarquons que y,.y,=exp(2inx)—1=E. On supposera
que y,.y, n'est pas nul et que E est différent de y7 et de y3, ce qui est
assuré si x n'est pas congru 4 0 modulo 1 (le cas ou x est congru a 0
modulo 1 est trivial).

D’aprés le lemme 2, on a :
R(N, x)—E.R(N=2,%x)=y¥ "'y, —E)+y¥ ' (o, —
d’ou:
(3) YUY (R(N-2k,x)—ER(N-2k-2,x)) E*
=Y T I T EN 0 - E) + IR T Y T2 EY (0, - E).
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SUITE DE RUDIN-SHAPIRO 281

Le premier membre de (3) vaut : R(N, x)—EN2R(N—-2[N/2], x); le
second membre vaut, en utilisant 'hypothése E#y? et E#y3 :

2—E) 'y, —E)YN '+ (i —E) ' (y,—E)y} 1 —W. EW2],

avec

y,—E _ y,—E _
W= ;—Ey:lvﬂ 21N/ i_E'v;’H 2(N/2),
J1 Y2

Pour calculer W on utilise d’une part la relation y, .y, =E, d’autre part
la relation y, +y, =exp(inx/2).(A; +A,)=E+2, et on trouve :

si N est pair, W=1,

si N est impair, W=2.

Il ne reste plus qu’a constater directement que R (0, x) vaut 1 et que
R (1, x) vaut 2 pour conclure.

LEMME 4. — Pour x non congru a 1/2 modulo 1, il existe une constante
non nulle c =c(x) telle que, lorsque N tend vers Tinfini, on ait :

R(N, x)~c(ye' N (Y est définie au lemme 1).

Pour tout x, ona: R(N, x)=0 (]v|").
La démonstration est immeédiate grace aux lemmes 1 et 3.

Pour achever de démontrer le théoréme, il suffit d’exprimer la somme :
T(N,x)=Y._Jexp(2inx.u(n)),

en fonction de sommes du type R(M, x). L’idée est classique et est la
suivante :

Soit
N=2Moy M1y 2M24 | o My>M,>M,> ...,
le développement binaire de N. Alors :
T(N,x)=) exp(inx.u(n)+ Y ,exp(inx.u(m)+ Y ... + ...

ou ), porte sur les n compris entre 0 et 2Mo—1, 3" sur les n compris
entre 2Mo et 2Mo4+2Mi—1 Y sur les n compris entre 2Mo4+2M1 et
2Mo 4 My 4 2M2 ] etc.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



282 J.-P. ALLOUCHE ET M. MENDES FRANCE

K+2M -

Chacune de ces sommes est de la forme ) Yexp(2inx.u(n)) ou

2M+*1 divise K

Dans ces conditions, on a :

u(n+K)y=u(m)+u(K) pour n<2™,
et par conséquent :
YEr ™Mt exp2inx.u(m)=exp(2inx.u(K) R (M, x).

Par suite :

[T (N, x)| <|R (Mg, x)| + |R (M, x)| + |R (M3, x)| +. ..
<cy (|v|Mo+ |y|Mr+ |y|M2+ ...) (d’apréslelemme 4).
Donc :

| T(N,x)| <c, (Jy|Mo+ |y|Mo~t+ |y [Mo~2+ .. .)<c’|y|Me.

Nous observons alors que M,<(Log N)/(Log2), ce qui entraine :

|T (N, x)|<c’N®*  ou a=(Log|y|)/Log2),
et

|y| =max|cosmx+(—sin?mx+e 2i"X)1/2|,
x

Dés que x est différent de 0 modulo 1, nous avons vu que || est
strictement inférieur a 2, et donc a est strictement inférieur a 1.

Le théoréme est donc démontré avec un exposant a=a(x) explicite et
optimal. W

Remarque. — La méme méthode permet d’évaluer la somme
Xexp(2in(xu(n)+ys(n))) ou s(n) représente la somme des chiffres de n
écrit en base 2, il suffit pour cela de modifier le champ extérieur H dans
la fonction de partition Z. Enongons le résultat :

La somme
Z:';o' exp(2in(xu(n)+ys(n))=T, (N, x, y)
verifie :
| Ty (N, x, )| <c”N*+1  ou a=(Log|y|)/(Log2),

et
|y| =sup, |cos(nx+my)+(—sin(nx+ny)+e 2i*x)1/2|,
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SUITE DE RUDIN-SHAPIRO 283

En particulier pour x égal a 1/2, on obtient :

1= /2,

indépendant de y, ce qui implique :

SN (=1)*®exp(2imys(n)| <c” \/ITI
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Note ajoutée (octobre 1985). — En rapprochant la lecture du livre de N. L. BiGGs

[Interaction Models, Cambridge University Press, 1977) de ce qui précéde, nous obtenons
une triple identité entre les notions a priori distinctes : suite de Rudin-Shapiro, modéle
d'Ising et polynome chromatique d’un graphe.
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