BULLETIN DELA S. M. F.

SERGE OCHANINE

Modules de SU -bordisme. S-résolutions
de complexes finis

Bulletinde la S. M. F., tome 113 (1985), p. 99-121
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1985__113__99_ 0>

© Bulletin de la S. M. E., 1985, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/fsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1985__113__99_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. Frunce,
113, 1985, p. v9-12L

MODULES DE SU-BORDISME.
&-RESOLUTIONS DE COMPLEXES FINIS

PAR

SErRGe OCHANINE (*)

RESUME. — Suite de l'article [5]. On apprend a construire des résolutions projectives
dans la catégorie des couples exacts cohérents et a les realiser a I'aide de complexes cel-
lulaires et d’applications. On donne des conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence
d’une résolution de longueur finie.

ABSTRACT. — The study of the category of coherent exact couples started in [§] is
continued. Projective resolutions of exact couples are constructed and realized by means
of finite complexes and maps.  Criteria for the existence of such resolutions of finite length
are given.

Cet article est la suite de I'article [5] dont on utilisera sans restrictions
les définitions et les résultats.

L'é¢tude que P. Conner et L. Smith [2] ont faite des modules de bor-
disme complexe repose sur la possibilité, pour un complexe cellulaire
fim X. de construire des U'-résolutions, « U-bordism resolutions », de X,
i.e. des résolutions projectives finies de Q%(X) dont les termes sont des
modules de bordisme de complexes finis et les morphismes' induits par des
applications entre les complexes.

Le présent article est consacreé a la construction de résolutions analogues
pour I'étude des modules de SU-bordisme. Comme ce fut le cas pour les
questions de finitude. la catégoriec des Q*'-modules est ici inadéquate, et
cest dans la catégorie des couples exacts cohérents qu'on se place.

Dans le § 1. on ¢tudie les résolutions projectives dans V. On donne des

(*) Tente requ fe 16 fevnier 1983 revise le 12 septembre 1984,
S, Ocuanint. 1 P13 du CN RS Universite de Pans-Sud. Mathematique. bau-
ment 425, Y1405 Oy Ceden, France
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100 S. OCHANINE

conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence d’une résolution finie. .
Par exemple, si X est un complexe cellulaire fini tel que Hy4 (X ; Z)=0
(k= 0), le couple #(X) a une résolution projective finie, ce qui entraine
Iexistence d’une suite exacte : 0 » D, = ... = Dy — QY(X) - 0, ou
chaque D; est une somme directe de Q*V-modules isomorphes 4 QU ou W
(cf. [5]). Ce résultat est a comparer au fait que, par exemple, pour X = P,(C),
le Q5U-module Q5Y(X) est de dimension homologique infinie (cf. 1.11).

Dans le §2, on construit d’abord un nombre suffisant de complexes
cellulaires finis X pour lesquels &(X) est un couple projectif, puis on cons-
truit des « &-résolutions » de complexes finis, en tout point analogues
aux U-résolutions de Conner et Smith.

Dans une prochaine publication, on donnera quelques applications de
ces résultats concernant, d’'une part, les suites réguliéres dans les modules
de SU-bordisme, et, d’autre part, les relations avec la K-théorie.

1. Résolutions projectives dans V

(1.1) Soit ... = 2,4, ¥4 2,3 9,_, — ... une suite de morphismes
de V. On dira que c’est une suite exacte si pour tout i, on a img,, , =ker ¢,
(cf. 1.2.1) (*). Par résolution projective d'un couple exact cohérent &.
on entendra une suite exacte

@ Pu
—’9,,—*‘,,_,—’...-»90-—*9#0,

ou chaque Z,(n>=0) est un couple exact projectif (cf. 1.2.2). Il découle
de I.2.1 que dans ce cas, 2,=ker ¢, est un objet de V et que la résolution
est équivalente a une suite

0= Y= %y 32 -0

02,2, %,_, -0

de suites exactes de V.
Notons que tout £ a une résolution projective (cf.1.2.7).

(1.2) Nous allons voir que le couple 2 détermine les couples Z.(n=>0)
a facteur projectif prés.

(*) « Cf. L.Lm.n. » renvoie au numéro m.n. de [5).
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MODULES DE SU-BORDISME 101

Soient &/ et # deux objets de V. On dira que ./ est équivalent & 4 (nota-
tion o ~ ) s’il existe des objets projectifs 2 et 2 de V et un isomorphisme
ADP=RD2.

PROPOSITION. — Soient
| R A - S Ny |
0B~ B, 220
des suites exactes de V, avec o, et B, projectifs. Alors, si oA ~B, on a :
Ay~ By.

Démonstration. — En ajoutant aux deux suites exactes des suites de la
forme 0 » 0 - ¢ 4 ¢ — 0, avec € projectif, on se raméne aisément au
cas ou & = &.

Supposons d’abord qu’il existe un morphisme surjectif ¥ : &, — %,
qui rende commutatif le diagramme

'fn —"‘* .d
W' 'E
%0 "B“" A

Comme 4, est projectif, il existe un isomorphisme &/ = 4, ®.7. ol
#=ker V. qui identifie le diagramme ci-dessus au diagramme

BDP L

' 1

v

Ay v 4,

n, : By DY — X, étant la projection sur le premier facteur. Il est clair
que 2 est projectif, et on a ker a = ker (B - n,) = ker B@ £, ce qui prouve
la proposition dans ce cas particulier.

"

Dans le cas général. considérons la suite exacte
0= # = Ay@HBy > o/ = 0.

ou §{=0a: n, —P-n,. Comme a est surjectif, £ I'est également. Donc & est
un objet de V et on peut trouver un objet projectif €, et une surjection
Y %y — # (cf. 1.2.7). On a alors un diagramme commutatif

A " %o T 2o
11 6' |B

|
M = b & '
o — G A,
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102 S. OCHANINE

ol §d=Pom,oy=acm oy. On vérific aisément que m, : # — A, et
7, : # — %, sont surjectifs, donc m, - y. 1,y et § le sont également.
Si é,=Kker 3. %, est un objet de V, et d'aprés le cas particulier examiné
précédemment, o ~ 6o ~ 4. O

COROLLAIRE. — Si dans les suites exactes de V :

O oA, y> ... > Ayg—= A >0
0> B,> B> ... > By—» B0

les objets sf; et B; sont projectifs pourn > i >0, et o ~ B, alors o, ~ %,. O

(1.3) Soit 2 un couple exact cohérent. On appelle dimension homolo-
gique dh2 de 2 la borne inférieure des n tels qu'il existe une résolution
projective

0-Y% %Y1= ... 2% —->2-0.

Prenons un objet Z de V tel que dhP=m< x, et soit

-2,89, - ... 22,5920

une résolution projective arbitraire de 2. Alors, le corollaire 1.2 montre
que pour n>m—1, ¥, =ker ¢, est un objet projectif. Ainsi la suite exacte

0—’§m-l _’gm—l - ... —’90'*9—'0
est une résolution projective de longueur m de 2.

(1.4) Le lemme suivant se démontre par des vérifications standard.

LEMME. — Si 0= 2, - &, = 23 - 0 est une suite exacte de V,
Yy=(D,. E,. j,. C;) (2=1,2,3), alors la suite de A-modules

O0—-tD, »tD, »tDy -0

est exacte.
Démonstration. — Soient (f,, g,) et (f,,g,) les deux morphismes de
la suite exacte imuale.

Il est clair que la suite : 0 — 1D, 4 tD, 4 tDy — 0 est exacte en 1D,
et tDy. et que f>f,=0.

SiuetD; et f,lu)=0. il existe un he D, tel que f,(b)=d. On a alors
guihh) =/ /1th)=0,

car f(h)etD,. Comme g, est injectif, on a j,(h)=0, donc betD,. O

TOME 113 — 1985 — N |



MODULES DE SU-BORDISME 103

PROPOSITION. — Soit @ un couple exact cohérent. Alors :
dh@ =sup (dhstD, dhwE).
Démonstration. — Prenons une résolution projective arbitraire de 2 :
22,5 .. 828950, o,=(fng)-

Par définition, la suite —» E, %3 ... 5 E; 2 E — 0 est une suite exacte
de W-modules. Le théorémeI.2.9 dit que chaque E, (n > 0) est un W-module
libre, et nous avons ainsi une résolution libre de E.

De méme, le lemme ci-dessus, appliqué aux suites exactes courtesde 1.1,
donne des suites exactes :

0—tDy—tDy—tD—-0
0-tD, »tD, »>tD,_, -0
de A-modules qui conduisent a une suite exacte longue :

-0, 5 ... LD, Bip~o0.

Le théoréme 1.2.9 montre que c'est une résolution libre du A-module ¢D.
Il en résulte que

dh % > sup (dhytD, dhyE).
En particulier, cela achéve la démonstration si sup (dh,tD, dhy E)= co.

Supposons alors que sup(dh,tD, dhw Ey}=m<oo. Dans les suites
exactes (n=>m) :

0—-E,, + E,y =...+ Ey—=E =0
0—tD,_y=+tDy_y = ... »tDg = tD -0,
E,_, est un W-module projectif, donc libre (cf. 1.2.8), alors que tD,_,

est un A-module libre. Le théoréme 1.2.9 dit alors que 2, _, est un couple
projectif pour n>m. 0O

(1.5) Soit k un anneau principal.

LEMME. — Tout module cohérent sur I'anneau k|z,, ..., z,, ...] est de
dimension homologique finie.

Démonstration. — Cf. [2]. O

Par exemple, si 9 est un couple exact cohérent, on a dhy E < 0. Il en
résulte a I'aide de 1.4 que dh2 < oo si et seulement si dh,tD < 0.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE'



104 S. OCHANINE

(1.6) Soit M un A-module gradué (cf. les conventions I.1.4). Alors,
M est canoniquement un groupe différentiel relativement & 'homomor-
phisme t,: M — M de multiplication par I’élément toeA, (cf. 1.1.13).
On désignera x,(M) le groupe gradué d’homologie de M.

Par exemple, si M=A, la proposition 1.1.13 montre que % (M)=0.
Donc %,(M)=0 pour tout A-module libre M.

LEMME. — Soit 0 » M’ 5 M & M” - 0 une suite exacte de A-modules
gradués. Alors, si %, (M’)=0, la suite 0 = toM’ = toM LA toM” — 0 est
exacte.

Démonstration. — 1l est clair que le morphisme a: oM’ — toM est
injectif, que B : oM — toM” est surjectif et que fa=0. Prenons un metoM
tel que B(m)=0. Il existe un m’e M’ tel que a(m’)=m. On a oftom’)=tom=0.
Donc, comme « est injectif, tom’=0. Comme »,(M’)=0,onam’etoeM’. [J

PROPOSITION. — Soit M un A-module gradué cohérent. Alors :

a) dha M < v si et seulement si % (M)=0;

b) Si % (M)=0, on a : dhaM=dhgtoM, ot A=Y, Aex=H (M)
(cf. 1.1.13).

Démonstration. — Supposons que M ait une résolution projective finie
Sn Jo
O-M,=M,_,-» ... oM, M-=0.

Les A-modules gradués projectifs sont libres (cf.1.2.8). Doncona »(M;)=0
pour 0<i<n. Si M;=ker f;, on a une suite de suites exactes :

0—'Mn "Mn-l"m_n-z—’o
0-My—» My - M—0.
d'ou, par récurrence, %,(M,)=0(i>0) et %, (M)=0.
ATlinverse,soit x (M)=0et... - M, - M,_;, > ... > Mg M->0

une résolution libre de M sur A. Alors, toujours par récurrence, on a
%*,(M;)=0pour touti > 0. Le lemme donne alors une suite de suites exactes :

0—‘ Iono“’loMo—’loM -'0
Oﬂfoﬁl _’IOMI "’tono—’o
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MODULES DE SU-BORDISME 105

qu s’assemblent en une suite longue :
- toM,, - tOMn—l - ... toMo hd toM - 0.

Chaque t, M; étant un A-module libre, c’est une résolution libre du A-module
toM. En particulier, dhgtoM < dh M.

Comme M est un A-nlodule cohérent, il est de présentation finie sur A.
D’autre part, A est un A-module libre de rang 2. Donc le A-module M
est de présentation finie. L’anneau A est cohérent (cf. 1.1.13), donc M
est un A-module cohérent. Comme le A-sous-module toM de M est de
type fini, il est cohérent, d’ou m=dhgtoM < oo (cf. 1.5). Il résulte
que pour n>m, le A-module t,M,_, est projectif, donc libre. Comme
%e(M,-1)=0, la suite

0- tO_Mn—l i Mn-l 3 tonn—-l -0
est exacte, et elle est scindée sur A, puisque toM,_, est libre. La structure

de A (cf. I.1.13) montre alors que M, _, est un A-module libre pour n>m,
d’ou dhaM < m=dhstoM. O

(1.7) Soit maintenant 2 un couple exact cohérent. On pose 1,2 = x,(tD).
D’aprés le théoréme1.1. 16, tD est un A-module cohérent. La proposition 1.6
s’applique a tD et on obtient : dh9 < oo si et seulement si 1,2 =0.

PrOPOSITION. — 1N,2=0 si et seulement si la différentielle d’ du couple
deérivé &' de 2 est nulle.
Démonstration. — Considérons le couple dérivé 2’ :
tD '+1tD
. /
'41\ /I
‘/
H(E)
On a d'=j9. Donc d'=0 si et seulement si im ckerj =imt=t2D.
Or im¢’ =ker t. Donc d'=0 si et seulement si ker t = t2D. |

Exemples. 1. — Soit X un complexe cellulaire fini tel que H,,, (X :2Z)=0
(k=0). Alors, la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch montre que Wy,,,(X)=0
(k= 0), donc aussi Hy; 4 (W, (X))=0 (k>0). Comme d’ est de degré —3,
d’'=0, d’ot dh(X) < 0.

2. — Voici maintenant I'exemple d'un complexe X tel que dh.¥(X )= or.

Soit f : S* — S? I'application composée de I'application de Hopf $* — §?

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



106 S. OCHANINE

et de sa suspension S* — 3, et soit X le cone de f. C’est un complexe fini
de dimension 5. Soit i : 2 ¢, X Tinclusion canonique et soit aeﬁi"(x )
la classe quelle représente. Alors io f représente t?a, et comme cette
application est homotope a zéro, t2a=0. D’autre part, la suite exacte de
la cofibration S* - S? » X montre que QFY(S2)= Q$Y(X) pour i< 3.
Donc a#0 et ta#0. Enfin ta n’est pas divisible par t* pour des raisons
de dimension. Donc ta représente un élément non-nul de 13 (X)), d’ou
dhS(X)=dh&(X)= co.

(1.8) Pour les couples exacts cohérents 2 de dimension homologique
finie, dh 9 peut étre exprimé entiérement en termes du W-module diffé-
rentiel E :

ProposITION. — Sin,2=0,0na :
dh2 = sup (dhy E. dh,; v \H (E)).

Démonstration. — En vertu des propositions 1.4 et 1.6, il suffit de prouver
que dhxt2D=dh,,_,w,H,(E). Selon 1.7, la différentielle du couple 2’ est
nulle. Donc 2” se réduit a la suite exacte :

0-1DL H(E)S 12D - 0,
qu'on peut considérer comme suite de A-modules. Nous allons voir que

cette suite est scindée.
Considérons d’abord le couple & :

On a t3=0. Donc t?eQ3¥=F, est dans I'image de d: W, — Y. Or,
W, est engendré par x3(cf. 1.1.3). Donc on a nécessairement J(x3)=1t2.
Considérons alors le morphisme composé ¢ : Z(E) 2 Z(E) S D, on
Z(E)=kerd. Si eed(E)c Z(E), par exemple e=de’, on a :

o(e)=(xle)=&(x}joe’)=1%0e'=0 (cf. 1.1.10).

Donc ¢ induit un morphisme s : H (E) — t2D, qui est un morphisme
de A-modules. Si meD, on a : s"(t>m)=0d(x}Am))=1t>m, donc s est bien
un scindage de la suite exacte 2”. Soit 4=,"(tD). Alors on a un isomor-
phisme de A-modules H,(E)= A®c,A, ol c, est la classe du cycle x}
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MODULES DE SU-BORDISME 107

dans Hy(W). Comme H (W)=H, (W)®c,H W) (cf. 1.1.12. 1.1.13),
on obtient un isomorphisme de H,(W)modules : H,(E) =~ H (W)® °D,
dou dhy, w H (E)=dhgt*D. O

COROLLAIRE. — Soit 2 un objet de V. 1l est projectif si et seulement si
) N, =0:

b) E est un W-module libre :

¢) HE) est un H (W )maodule libre.

Démonstration. — En effet, 2 est projectif si et seulement sidh2=0. [J

(1.9) Soit 2 un couple exact cohérent de dimension homologique infinie.
Nous allons voir que par une résolution projective partielle, on peut trans-
former 2 en un couple d’'une forme particuliére.

Soit M un A-module gradué non-nul. On définit ©(M)eZ comme étant
la borne inférieure des i tels que M; # 0. Si dhyM =00, on a %, (M)#0 et
(1, (M)) > v(M). Posons def(M)=uv(x, (M))—v(M). Cest un entier non-
négatif qui n’est défini que pour les A-modules de dimension infinie. Si
2 est un couple exact cohérent, tel que dh @ = oc. on pose def (2)=def (¢t D).
Par exemple. dans I'exemple 2 de 1.7, on a def (/(X))=0.

PROPOSITION. — Soit M un A-module gradué tel que dh\M = cc, et soit
0 R — L4 M =0 une suite exacte de A-modules. ot

(1) L est un A-module libre ;

(i) f est minimal, i.e. le morphisme induit 1 ® f : QML) - QMM) est
hijectif (cf. 1.2.8).

Alors a) def(R) < def (M);

b) si def (M) > 0. alors def (R) < def (M).

Démonstration. — Soient m, : L — QML) et my, : M — QYM) les pro-
jections canoniques. Comme QL) et Q*(M) sont des espaces vectoriels
sur F,, et que 1 ® f: QML) — Q™M) est un isomorphisme, on peut trouver
des morphismes d’espaces vectoriels s;: QML) — L et s, :Q\M) - M
tels que =, s, =id. my sy =id et que le diagramme

L L. M
>
YA ™M

QML) B4 oM M)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



108 S. OCHANINE

soit commutatif. On identifiera Q*(L) et Q*(M) avec leurs images respec-
tives par s et sy. Si alors v=v(M),on a :
L.=QNL),, M.=Q"M),
et f: L, — M, est bijectif. Donc »(R)> 1{M). De méme :
l-v -1 =QA‘I')1 -1 @roQA(L)n M|'+| =QA(M)(‘+|®IOQA‘A/’)l

et f L.,y = M, estbijectif si et seulementsizy : M, - M, estinjcctil,
i.e. si et seulement si def (M)> 0.

a) La suite exacte x{L) - x{M) — %;+,(R) = %;+,(L) montre que

0
(%, (M))=0v(%,(R))—1, et,comme v(M) < v(R)—1, on a bien def (R) < def(M).
b) Sidef(M)>0,0naen plus {M)<1(R)—2,d’ou def (R)<def (M). []

(1.10) Voici maintenant le résultat principal de ce paragraphe :

THEOREME. — Soit 2 un couple exact cohérent. Alors :

(1) Sin,2=0,0na :dh?2 < ;

(2) Sin,7+#0,0na :dh2=co0, et il existe une suite exacte

027 >2,.,% .52, 839 -0,
ou (i) chaque Z{0 <i<n-1) est projectif :
(it) dans le couple T =(D. E.[.yon a : (a) E est un W-module libre.
_ thy 1D est un N-module libre

(iii) def (2)=0.

Démonstration. — L'équivalence de n,2=0 et de dh2 < 0 a déja été
établie (cf. 1.7).

Soit 2 un couple exact cohérent tel que dh2 = oc. Choisissons un mor-
phisme surjectif minimal f: L — M=tD, ou L est un A-module libre de
rang fini, et soit @q: 2y = 2 un morphisme surjectif d’'un couple pro-
jectif 24 qui induit f, i. e. tDy= L et le morphisme t Dy, — t D coincide avec f
(cf. remarque 1.2.7). Soit £, =ker ¢,. Alors. on a une suite exacte
0 —tDy = tDy — tD — 0, et on peut recommencer la construction pour
M=1D,. On obtient ainsi par récurrence une suilc exacte

0=y =Yy = ... Ty =27 =0,
ou chaque Z;(0 <i<n—1) est projectif. Il nous reste 4 prouver que pour

n grand, & =7,_, satisfait aux conditions (ii) et (iii).
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MODULES DE SU-BORDISME 109

Pour cela, notons que I'on a deux suites exactes :

0—-tD,_,=tD,_, = ... >tDy > tD >0

00— E,_, > E,_y, »...> Ey, » E -0,
dont la premiére peut étre considérée comme résolution libre de A-module
tD, alors que la seconde est une résolution libre du W-module E. Remar-
quons que ¢ D est un A-module de présentation finie, donc aussi un A-module
de présentation finie, et comme A est cohérent, 1 D est un A-module cohérent.
Donc dh5tD < x (cf. lemme 1.5).

Soit n > sup (dhx1D. dhy E, def (¢ D)). Alors tD,_, est un A-module libre,
et la proposition 1.9 montre que def (tD,-,)=def (Z,-,)=0. O

(1.11) Pour terminer ce paragraphe, nous allons démontrer le résultat
cit¢ dans l'introduction. L'idée de cette démonstration appartient a
R. E. Stong.

PROPOSITION. — dhgst W = .

Démonstration. — Soit . # la classe des Q3V-modules gradués M satisfai-
sant aux conditions suivantes : (a) si n=v(M), alors M, = Z; (b) chaque
M;(ieZ) est un groupe abélien de type fini; (c¢) tM,=0. Il est clair que
We.# et que ./ ne contient aucun Q!-module libre non-nul.

Soit Me.#/. n=t(M)etsoit0 - B 4% M, . — 0 une suite exacte
ou B et A sont des groupes abéliens libres de rang fini. Il est alors facile
de construire une suite exacte de Q% -modules :0 - K - U % VL M~ 0,
telle que :

(1) U et I sont des Q%'-modules libres ayant un nombre fini de généra-
teurs en chaque dimension ;

)y e(ty=n.V, =M, et f=id: V, - M,:

Q3) Vo=t ,@A=F@Aety:},,, = M,, estdonnéparf(x,a)=\();
tWy=n+1. Uy =Z@B et g: U,y = V.., est donné par
g(y, b)=(y mod 2. 6(h)).

On vérifie aisement que 'on a alors Ke.#.

Supposons que diy,s« W =2< x. Construisons par récurrence une réso-
lution libre partielle

O K—=F*'"oF*Ss SF' S F"SH =0

telle que Ke.# et 1< 2k+2. Alors K doit étre un Q*'-module projectif,
donc libre. ce qui est impossible. O
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110 S. OCHANINE

2. &-Résolutions de complexes finis

(2.1) Le corollaire 1.8 donne un critére de projectivité de #(X) en
termes du W-module différentiel W (X)), mais ce critére fait intervenir le
H_(W)-module H (W (X)) difficile a calculer. Nous allons donner une .
condition plus simple pour le W-module différentiel W,(X) qui entraine
la projectivité de S(X).

Soit X un complexe cellulaire fini tel que H, (X ; Z) n’ait pas de torsion.
On définit une opération homologique

Sq;: H(X :F) - H(X . F5)

de degré —2 comme étant le dual de Spanier-Whitehead du carré de Steen-
rod Sq2. Plus précisément, soit Y le m-dual de X (cf. [3]. chap. 15: [6].
chap. I1I). Alors Sq, est défini par le diagramme commutatif :

H(X:.F,) LNy ERLITR Fy)
I

Sq.. Sq°
Ho_ o X :F,) -2 H" " \(Y:F,).

ou D est I'isomorphisme de dualité.

Comme H,(X; Z) est sans torsion, il en va de méme pour H*(Y ; Z),
donc Sq'=0 dans H*(Y;F,). La relation d’Adem Sq?Sq?+Sq3Sq'=0
montre alors que Sq2Sq* =0dans H*(Y ; F,).d’ou Sq,Sq,=0dans H (X ; F,).
On notera H H (X ; [,) le groupe d’homologie de H,(X : F,) relativement
a Sq-.

Considérons par ailleurs 'homomorphisme de Thom
o WU(X)—= HAX:2)

défini de la maniére suivante : si f: M" — X représente la classe ee W, (X),
on pose p(e)=f,([M"]), ou [M"]eH,(M".Z) est la classe fondamentale
de M".

Soit W UX)=W(X)RF, et soit u' : Wi (X)— H(X:F,) la réduction
modulo 2 de p. Notons que la différenticlle d de W (X)) induit une diffé-
rentielle dans W”,(X) qu’on notera encore d.

PROPOSITION. — y’ est un morphisme de groupes différentiels.
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Démonstration. — 1l faut vérifier que pour tout eeH”(X), on a :
wdley=Sq,w'(e).

11 est clair qu’on peut se réduire au cas ou X = M" et ou e est la classe repré-
sentée par l'application identique M" — M"

Supposons que M" est plongée dans S"** et que v est le fibré normal de M"
dans S"**. Alors (cf. [3], chap. 15: [6], chap. III) I'espace de Thom Y = Tv
est le (n+ k + 1)-dual de M" (réunion disjointe de M" et d'un point). Le dual
de la classe fondamentale [M"] zoeITI,,(M"+ . F,) est la classe de Thom
ue HYY:F,). Donc, le dual de Sg,p'(e) est Sq*ue H**%(Y:F,). Si @y :
H*M"; F,) — HX(Y ; F,) est l'isomorphisme de Thom, on a donc
D(Sq,p'(e)) = Py(w,(v)), autrement dit, Sq,p’(e) est le dual de Poincaré
de la classe w,(v)=w,(M").

La proposition découle maintenant de ce que par définition de d. d(e) est
représentée par une sous-variété de M" duale, au sens de Poincaré, a w,(M")
(cf. [6]. chap. VIII. O

COROLLAIRE. — W’ induit un morphisme
(W)t Hi Wi X)) - H.H(X  F5). 0O

(2.2) Par section de p’ : W’ (X) — H,(X .F,) on entend un morphisme
de groupes différentiels s : H (X . F,) - W’ (X), tel que p's=id.

PROPOSITION. — Soit X un complexe cellulaire fini tel que H (X . Z)
soit suns torsion. Supposons que p’ admette une section s. Alors H (W (X))
est un H (W)-module libre.

Démonstration. — Comme H,(X : £) est libre, on peut trouver un mor-
phisme de groupes s’ : H (X :Z) - W _(X) tel que ps’=id et tel que
le diagramme

WuXN) e - H XN :2)
n n:

WXy« - HJUX:Fy,

ou m et p, sont les projections canoniques, soit commutatif.

Comme H, (X :Z) est sans torsion, la suite spectrale d’Atiyah-Hirze-
bruch de W, (X) est triviale. Il en résulte de la maniére habituelle que
»" induit unisomorphisme de H'-modules gradués : W ® H (X :2) — 1 ()
(cf. par exemple [1], p. 11). Par suite, si W’ =W ® F;, s induit un isomor-
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phisme de W’-modules différentiels : W’ ® H (X ; F,) = W (X), I'action

de d dans W’ ® H (X : F,) étant donnée par :
dw®h)=dw®h+W® Sqzh, weW’, heH (X ;F,).

Posons ensuite Wg(X )= W(X)/x; W(X), W'=W’'/x,W’.Commedx, =2
dans W, x, est un cycle de W’. Donc W” est canoniquement une algébre
différentielle et W,(X) est un W”-module différentiel. La suite exacte :

O-W I W W 50

donne une suite exacte :
0 WRHIX:F) 3 WRH(X:F) > WRHJX:F) -0,

d’ou résulte un isomorphisme de W”-modules différentiels

W" @ H (X :F,) S WiX),
induit par I'’homomorphisme composé ¢ :

H (X :F) S WiX) > WUX).
o étant la projection canonique. La formule de Kiinneth donne un isomor-
phisme de H,(W"”)-modules :
Qo : HUW")\@ H H (X Fy) 5 H(WUX))

induit par ¢. En particulier, H (W}(X)) est un H,(W”)module libre.

Comme W”=F,[x3, X4, ...] et dxy;=x5;-, (i > 2) (cf. 1.1.3) et comme
la formule de Leibnitz dans W” se réduit i la formule habituelle :

dla.b)=da.b+a.db,

ona : H(W”)=F,[hy, hs, ... ], ol h; est la classe du cycle x3;. L’homo-
morphisme a,n, : H (W) - H/(W") envoie c4;€ Hg{ W) sur h; (cf. 1.1.7).
Donc a, est surjectif. Le diagramme commutatif

H,W)® HHJ(X F) — HJ(W(X))

2.8 11 1,,

HW")® H Hy (X ;Fy) ==~ H(WX))

montre alors que a, : H (Wi (X)) = H,(W(X)) est surjectif. On a donc
deux suites exactes :

(S) 0 H(W)S  Hy(W)3 H(W") -0
(Sx) 0 — H(WX) = H(WiX)) 3 H(WiX) — 0.

TOME 113 — 1985 —N° 1



MODULES DE SU-BORDISME 113

Comme H,(W") est un anneau de polyndmes sur F,, il existe un scindage
multiplicatif o : H (W") - H/(W’) de la suite S, d’ou un isomorphisme
d’anneaux : "

Wt

H (W) =[x, |@H W"). ‘

Notons que o transforme H (W (X)) en un H, (W"”)module; il est clair
que la suite Sy est alors une suite de H,(W”)-modules. Comme le H (W")-
module H (W(X)) est libre. il existe un scindage

Y H WiUX)) = H (Wi(X))
de la suite Sy. d'ou un isomorphisme
H,(WyX)) =F[x,]® H(W{(X)

de H, (W”)-modules. En comparant les deux isomorphismes, on obtient
un isomorphisme de H,(W’)-modules :

H (WyX) = H (W) ® y,wH(WL(X)).
En particulier, H (W/(X)) est un H (W’)-module libre.
Considérons maintenant la suite exacte :
0 — W,(X) 3 W, (X)S WiX)—0.
Comme tout élément de H, (W, (X)) est d’ordre 2 (cf. I.1.4), la suite exacte
d’homologie se réduit a :
0 = HyW X)) S H(WiX) 5 HyX)) - 0.

L’homomorphisme n, : H (W) — H,(W’) permet de considérer cette suite
comme suite de H,(W)-modules.

Soit € : H (Wy(X)) = H (W, (X)) le morphisme de groupes défini par
e(h)= B(x,.h). he H (Wi X)). Si h est représenté par un cycle - de W (X).
£(h) est représenté par 12d(x,.-)=:. Donc. en, =id et € est le scindage de
la suite ci-dessus. Par un calcul analogue, on vérifie que € est un morphisme
de H,(W)-modules. On obtient donc un isomorphisme :

H (WUX)) = H (W (X))@ x, . H (W (X))
de H, (W)modules. De méme, on a un isomorphisme
H W)= H (W)@ x H (W)

de H,(W)modules. Donc H (W’) est un H (W )module libre, et, comme
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H (W,(X)) est un H,(W’)-module libre, il est aussi libre comme H (W)
module. Enfin, H (W (X)) est un facteur direct de H, (W .(X)). Il est donc
projectif et par suite libre (cf. 1.2.8). O

COROLLAIRE. — Soit X un complexe cellulaire fini tel que Hqy 4 (X ; Z)=0
(k>0) et H(X:Z) est sans torsion. Alors, si n’ : Wi(X)—> H (X ;)
admet une section,  (N') est un couple exact projectif.

Démonstration. — Conséquence immédiate de la proposition, du corol-
laire 1.8 et de I'exemple 1 de 1.7. O

(2.3) Nous nous placerons maintenant dans la situation duale de celle
de 2.2, plus commode pour les calculs explicites.

Il existe une théorie cohomologique multiplicative W*( ) qu'on pour-
rait définir par la formule Wi(X)=W,_;,_,(Y), oi X est un complexe
cellulaire fini et Y un n-dual de X au sens de Spanier-Whitehead. Si 6 :
W*(X) - W*(X) désigne le dual de d : W, (Y) —» W,(Y), on a 8§2=0
et pour tous a, be W*X) : 8(a.b)=08a.b+a.db,oua=a—x,8a(cf.1.1.2).
On peut donc définir I'anneau dérive H*(W*(X)) relatif a 8. De plus, si
W*=W+*(pt), H*(W*(X)) est une H*(W*)-algébre graduée et on a un
isomorphisme H*(W*(X))= H (W,(Y)) compatible avec les structures
de H¥(W?*)- et H, (W )-modules.

I existe un homomorphisme de Thom p: W*(X) - H¥%X ; Z) dual a p:
W (Y)— HY:Z), et un homomorphisme réduit p’: W¥X) - H*X ; F,),
ol W¥X)=WHX)®F,.

Dans le cas ou H*(X ; Z) est sans torsion, H*(X ; [F,) est un groupe diffé-
rentiel relativement a S¢°, et p’ est un morphisme de groupes différentiels.
Il est clair que p' : W¥X) — H*(X . F,) admet une section si et seulement
sipg’ : Wo(Y)— H_Y:[F,) admet une section.

(2.4) Voici un cas simple ou I'on peut facilement prouver I'existence
d'une section de p’.

Considérons un complexe cellulaire X, localement fini, i.e. ayant un
nombre fini de cellules en chaque dimension, et tel que H*(X,: Z) n'a pas
de torsion. Sih e H*(X o : F,). on a Sq(h?)=0, donc tout carré de H*(X,; F,)
est un cycle.

PROPOSITION. — Supposons que toute classe de H* H*(X , ; F,) contienne
un carr¢. Alors si X est le m-squelette de X, ona :
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(i) H*(X; Z) r’a pas de torsion ;

(i) W : WHX) - H¥X :F,) admet une section.

Démonstration. — (1) La suite exacte

Hi(Xo.N: V> H(XNy:2) - HX:2)5 H (X,.X:2)

montre que /(XN :Z)= H'(X,:Z) pour i<m, et que pour i=m, on 4 :
H™X ;Z)= H"(X,; Z)®@imE. Comme X est de dimension m, on voit
bien que H*(X; Z) n’a pas de torsion.

(ii) On voit de méme que H'(X,; F,) = H(X ; F,) est bijectif pour i< m
et injectif pour i=m. Donc. comme Sq? est de degré +2. on a :

HiIX,: = HHHY D N i<m-=2.
et par conséquent toute classe de H'H*(X ; F,) (i < m—2) contient un carré.
Si he H¥(X ; F,), il existe un me W¥(X) tel que p’(m)=h. En effet, la

suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch de X est triviale. donc p, et par suite p’,
sont surjectifs. L'élément mime W¥(X) est un cvcle. car :

Stmmy=dm.m+mdn=0.
Dautre part. p’tmm)=h?. 11 en découle que :
()*: HWHX) = HHYX . F)

est surjectif pour i <m-—2.

Par ailleurs, il est facile de voir que W(X)=0 pour i >m. Donc, pour
i=m—1 et i=m, le groupe des cycles de W}(X) est Wi(X) tout entier.
Finalement. on voit que :

(W) s HMOWHN D = H*HXX (T

ostsurjectif en toute dimension.
Il est facile maintenant de trouver unc base de H*(X :Fy) sur F;:
Cro..en ey el ... e telle que

Sq*ei=¢,  i=1.....1)
S¢*e’ =0 (i=1.....n.

Les classes d’homologie de ¢1..... ¢}’ forment alors une base de H* H*(X ; F,).
Comme p’': WHX)—= H%X; F,) et (p)* : H¥WFX)) = H*H* X : F,)
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sont surjectifs, on peut trouver des classes ay, ..., q, by, ...,b,e W¥X)
telles que

Wa)=e; (i=1,...,1

'J',(bi)=e,i' (i= 13 sy r)

3(bi)=0.
Les formules :
se;) =aq;
slef) = da;
slei')=b;
définissent alors une section de p'. |

Exemple. — Soit BSU,= X, I'espace classifiant du groupe SU,. On sait
que H¥BSU,; Z)=Z]c,, c3, ... ], ol ¢;(i > 2) est la i* classe de Chern
du fibré classifiant ¥, sur BSU,. En particulier, H*(X o; Z) est sans torsion.

Comme la réduction modulo 2 de c; est w,;. on a :

H*(Xo; “:2)=F2 [W4, Wee o v ] .

L’action de Sq? dans H*(X,; F,) est donnée par : Sqw,;=wg;+ (cf, par
exemple, [4], §8, probléme 8A). Donc :

H*H*Xo: F)=Fy[hy. ha. ... ],

ou he HYH*(X,;F,) est la classe du cycle w3, Donc toute classe de
H*H*(X,; F,) contient un carré¢, et la proposition s’applique a tout sque-
lette fini de X,, en particulier, au 2n-squelette qu'on va désigner par
X, (n>1). Il existe donc une section de s, de pu': W¥X,) - H4X,;F,).

(2.5) Soit MSU, l'espace de Thom du fibré ¥,. On sait que les MSU,
forment un spectre multiplicatif qui détermine les théories QSU( ) et

()l [1], [6]). Soit 2, la restriction de v, a X, et soit M, I'espace de
Thom de ,,. C'est un sous-complexe fini de MSU,,. L'injection M, ¢ MSU,,
représente un élément ueﬁﬂ}(M,,) qui est une classe de Thom, en ce sens
que sa restriction 4 $2" = M, est un générateur du Q% -module libre Q% (S2").

Soit we W MM,) Timage de u par la transformation naturelle
Q) = W*( ) duale de la transformation j: Q3 ( ) — W 1de l.1.1.
On notera o, € Vf'f"( M™) la réduction de o modulo 2. La classe

W(w,)e H"M,; F,)
est telle que sa restriction a S2"< M, est le générateur de H*(S*". F,).

C’est donc la classe de Thom cohomologique de M,,.
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La multiplication par « définit un morphisme de I *-modules
O WxX, - W *(M,) et un morphisme réduit ¢, : W ¥ X,) - W T(M,).
Comme o est dans I'image de Q¥,( ) = W*( ), on a 8w=0. La formule
de Leibnitz montre alors que @, et donc aussi ®, sont des morphismes
de modules différentiels.

Soit s, la section de I'exemple 2.4. Comme la multiplication par p'(w,)
définit I'isomorphisme de Thom @4 : H*(M,,; F,) = H*(M,; F,), il existe
un unique homomorphisme :

G, ﬁ*(Mn . |F2) - ”\/r(Mn)
qui rende commutatif le diagramme
HYM,; F)) = WHM,)
0"f Ol‘

| !
HYX,:F) —— WHX,).
I1 est clair que o, est une section de p’ : Vf"{(M,,) - il‘(M,,: F,).

PROPOSITION. — Soit N, un dual de Spanier-W hitehead de M,. Alors,
le couple exact /(N,) est projectif.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer que N, est
un (2x+ 1)-dual de M,. On a alors :

Hn..‘(N,.ZZ)E I:IZ:-Zk-l(Mn:Z); ﬁZa—Zk—l—Zn(Ar":Z)zoz

donc, en vertu de I'exemple 1 de 1.7, dh.¥(N,) < oc. De plus, H (N, :2)
est sans torsion. Le résultat découle maintenant de l'existence de o,,
de 2.3 et du corollaire 2.2. )]

(2.6) Soit X un complexe cellulaire fini pointé.

PROPOSITION. — Pour tour meS¥Y(X). il existe un entier positif k., un
complexe cellulaire fini pointé Q et une application f - Q — S*X 1els que :

(1) k7 (Q) est un couple exact projectif :

(2) m est dans U'image de f, - fl’i"(Q) — ﬁi‘r(S"X) = ﬁs.l'(X ).

Démonstration. — Soit Y un dual de Spanier-Whitehead de X et pe Q4 (Y)
le dual de m. On peut représenter p par une applicationa : S "'Y — MSU,,.
Comme l'injection canonique X, < BSLU, est (2n—1)-connexe, I'injection
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M, o MSU, est (4n-1)-connexe. Donc, pour n grand, a se factorise comme

suit : ~
s ry 4 M, < MSU,.

I en résulte que p est dans I'image de :
a* : QEUM,) — QEUS?TTY) = Q5 Y).

En dualisant, on obtient une application f: Q=N, — S*X telle que #(N,),
et donc ¥(N,,), sont projectifs (proposition 2.5) et que m est dans I'image

de f,. O
(2.7) Voici un résultat analogue dans la théorie W,( ).

PROPOSITION. — Soit X un complexe cellulaire fini pointé. Pour tout
ee W (X), il existe un entier positif |, un complexe cellulaire fini pointé P
et une applicationg : P — S'X tels que :

(1) S(P) est un couple exact projectif :

(2) e est dans I'image de

G WP) > WUS'X) = W (X).
Démonstration. — On procéde exactement comme dans 2.6, avec les

deux modifications suivantes :

a) Au lieu du spectre MSU, on considére le spectre MW tel que
MW, =P,(C) A MSU,_,, qui définit les théories W, ( ) et W*( ) (cf. [6],
ch. VIII).

b) Au lieu de M,. on prend le 2n-squelette R, de MW,. Le seul point
qui mérite une \érification spéciale est I'existence d’une section

Lo HYR,:7y) = W ¥R, de p':W ¥R, — HR,:F.).

Or, H* (MW, : F,) = H*P,(C); F,)® H*MSU,_, : F,) comme groupes
différentiels. Si xe H(P5(C) : F,)est le générateur canonique. on a Sq2x = x2,
d’ou H‘ﬁ*(PZ(C):Eg) =0 et. en vertu de la formule de Kiinneth,
H*H*MW,:F;)=0. Leantence de £» dccoule maintenant de la pro-

position 2.4 appliquée a Xo=MW,,. O
(2.8) La proposition suivante est une version topologique de [.2.7.

PROPOSITION. — Soit X un complexe cellulaire fini pointé. 1l existe un
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entier positif k, un complexe cellulaire fini pointé X, et une application
f:X,— SX tels que :

(1) S(X,) est un couple exact projectif :

(2) Le morphisme f, : #(Xo) — S(S*X) est surjectif.

Démonstration. — Le couple S(X) étant cohérent, il découle de 1.1.16
que le Q%U-module rQSY(X) est de type fini. De méme, le W-module W (X)
est de type fini. Soient by, .. ., h,eﬁi"(x ) des éléments tels que tb,, .. ., th,
engendrent tQ5Y(X), et soient e, . . ., e,€ W (X) des éléments qui engen-
drent lf'*(X).

Pour tout i=1, ...,s, prenons une application f; : Q; = S%X donnée
par la proposition 2.6 pour la classe m=b;. Puis, pour tout j=1,...,r,
prenons une application g; : P; - SX donnée par la proposition 2.7
pour la classe e=e;. Posons :

k=sup (ky, ...,k Iy 1),
Xo=8"%Q,V...VSkg VvShp v .. .5 tp,

et soit f: X, — S*X lapplication qui coincide avec S* % f; sur S¥"%Q,
et avec S*"g; sur S*7UP;.
11 est clair que le couple /(X ,) est projectif. D autre part.
fo i 1S8Y(X o) » tSYSEX) et f, W (Xo) = 1 (S*X)

sont surjectifs. Le diagramme commutatif suivant

W .(Xo) = Qff(Xe) —— 195X, =0

_r.J' f_l f_l

(85 X) =2 OQSU(S X) —— 1O3U(S'X) = 0.

dont les lignes horizontales sont exactes. montre que f, : Q5¢(Xo) — Q5(S*X)

est surjectif, donc que f, :¥(X,o) — S(S*X) est surjectif. O

(2.9) Soit X un complexe cellulaire fini. On note X . la réunion disjointe
de X avec un point-base.

Par &-résolution partielle de X, de longueur n (et de degré k), on entendra
un diagramme commutatif (3 homotopie pres) :

Ny Xy = = X, — Xo — S*X,
SN N SN NS
Y, ) A Y Y,
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dans la catégorie des complexes cellulaires finis pointés, tel que pour tout i,
0<i<n:

(1) Le couple exact X ;) est projectif :

(2) Le morphisme (f;), : A(X:) = S(Yi-,) est surjectif ;

(3) La suite Y; = X; — Y;_, est une cofibration.

On dira d’une &-résolution partielle que c’est une -résolution, si
X,=Y -, et =pt.

Il est facile de voir que toute &-résolution partielle de X définit une
résolution projective partielle

DX = S Xnoy) = ... = T (Xo) = (S X 1) =F(X)

du couple &#(X), et que toute & -résolution de longueur n conduit a une
résolution projective finie de longueur n de &#(X).

THEOREME. — Soit X un complexe cellulaire fini. Alors :

(i) pour tout n > 0, il existe une & -résolution partielle de longueur nde X :

(ii) pour qu’il existe une & -résolution de longueur n de X, il faut et il suffit
que l'on ait dhL(X) < n.

Démonstration. — (i) Procédons par récurrence sur n. Soit n=0. D’aprés
2.8, il existe une application f§: Xy — S*"'X, telle que F(Xp) soit un
couple projectif et que (f3), CP(Xb) = F(S1X ) soit surjectif. Alors,
si Y, est la cofibre de fg, on a une cofibration Yy, — SX§ o skx +.On voit
bien que l'affirmation est vérifiée pour n=0, avec Xo=SX; et fob=Sfg.

Si I'on a déja construit une &-résolution partielle :

L= X — Xy — SKX,

/\/\'/\./\/

de longueur n—1 de X, on trouve, grace a 2.8, une application f, :
X, = SK'Y,_, telle que ¥(X}) soit un couple exact projectif et que (f,), :
S(X5) = Y(S*Y,_,) soit un morphisme surjectif. Si Y, est la cofibre de f;,
on a une cofibration
Y, = SX, - S¥'*y,_,

et notre affirmation est vérifiée au rang n avec :

X,=SX;,, X;=S*'X; (0<isn-1);

Y,=8*'Y, 0<i<n-—1); Y_,=SX,, k=k'+k"+1.
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(1) La nécessité de la condition dh¥(X)<n est évidente. Supposons
donc que dh¥(X)<n et prenons une .¥-résolution partielle de longueur
n—1de X (on peut supposer n> 1, car pour =01l n'y a rien a démontrer) :

l_’X,, 2—’..."’X —'Xo—’SX.g.

/“\/\\/\/\/

Alors, on a une résolution projective partielle de #(X) :
P Xn-1) 55 S (Xuog) = ... > T (X}) > S (Xo) = S (SX ) = LX),

Le noyau de g, est exactement S(Y-,). Comme dh¥F(X)<n, S(Y,_,)
est projectif (cf. 1.3). Donc, si I'on pose X,=Y,_,, ¥,=pt, le diagramme :

Xp— X, D ..o X, — X, — S*X.,

/\/\\/\/\/

est une &-résolution de longueur n de X. O
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