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GÉNÉRATEURS DE L'ALGÈBRE ^(Gf
AVEC G=SO(m) OU SO^Ï, m - 1) ET AT=50(w-l)

PAR

ABDEL-ILAH BENABDALLAH

RÉSUMÉ. - Soient G = S0(m) ou S0o(l, m - 1), K = S0(m - 1) et ̂ {Gf l'algèbre récUe des
opérateurs différentiels sur G invariants par les translations à gauche de G et les translations à
droite de K. On démontre, en exhibant dans l'algèbre symétrique un système explicite de
générateurs, que ^(G)^ est engendrée par les centres de 4^(G) et de ^£(K\

ABSTRACT. - Let G « S0(m) or S0o(l* w - 1), X « S0(m - 1) and let ^{Gf be thé real
algebra of differential operators on G, left invariant by G and right invariant by K. We show
that ^(Gf is gcncratcd by thé centers of 4Sf(G) and ^(K).

Introduction

Soient G un groupe de Lie connexe, K un sous-groupe compact de G, n une
représentation irréductible de K d'espace V, E le fibre homogène associé à la
représentation TC, r(£) l'espace des sections C00 de ce fibre, C°°(G, V)* l'espace
des applications C00 de G dans V vérifiant : f(gk) = ^(fe"1)/^),
(g 6 G, k e K), et enfin 3^ l'algèbre complexe des opérateurs différentiels sur £
invariants par l'action naturelle de G sur r(£). Rappelons que F(£) est en
correspondance bijective avec l'espace C°°(G, V)\ Cette correspondance sera
notée ~ dans la suite.

Soient aussi ^(G) (resp. ^{K)) l'algèbre réelle des opérateurs différentiels
sur G (resp. sur K) invariants par les translations à gauche de G, (resp. de K)
et ^(G)^ la sous-algèbre de ^(G) formée des éléments de ^(G) qui sont
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304 A.-I. BENABDALLAH

invariants par les translations à droite de K. On note ^(G) ® C (resp.
W(K)®C) la complexifiée de l'algèbre W(G) (resp. W(K)\ (^(G)®^ le
commutant de ^(K)®C dans ^(G)®C et enfin dît la représentation
infinitésimale de n, J le noyau de dn dans ̂ (K) ® C et J * == ^(J) où S* est
l'anti-automorphisme principal de îf(^) ® C.

MINEMURA ( [3] ) a démontré le résultat suivant : pour D € WG) ® C) ,̂ soit
U(D) l'élément de ̂ , défini par

^BÇu^Dù (u €?(£)).

Alors Ker ^ = WG) ® C)^ n WG) ® C)J* et l'application ̂  définie à
partir de n par passage au quotient est un isomorphisme d'algèbres. Ce
résultat nous montre que l'étude de 3^ se ramène à celle de WG) ® C)^.
Nous nous proposons dans ce travail de calculer explicitement les générateurs
de l'algèbre réelle ̂ {Gf dans le cas où GestlegroupeSO(w)ouSOo(l, m - 1)
et K le sous-groupe S0(m - 1), (w > 3). Ces générateurs sont des générateurs
de l'algèbre complexe (W(G) ® C) .̂ Nous démontrons qu'il y a (m - 1)
générateurs, constitués par les générateurs du centre de W(G) et du centre de
^(K). En particulier nous en déduisons que l'algèbre ̂ (G)^ est commutative.

I. Notations et rappels

(1.1). — Soient ^o» • • •» em-\ ̂  base canonique de R", W"1 le sous-espace
de R" ayant pour base <?i, ..., e^-i, G = S0(m) le groupe des transforma-
tions orthogonales de R"* de déterminant 1 et K = S0(m — 1) le stabilisateur
de CQ pour l'action naturelle de S0(m) sur R". L'algèbre de Lie S0(m) de
S0(m) (resp. S0(m — 1) de S0(m — 1)) qui est constituée par les matrices
antisymétriques, munie de la forme bilinéaire symétrique positive non
dégénérée

B(X, Y} = - jtr (X, V). (X, Y€SO(m}\

s'identifie canoniquement à l'espace euclidien A2RW (resp. à A^""1) et on a
la décomposition directe orthogonale

A2R1" = CQ AR1""1 CA^"1.
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GÉNÉRATEURS DE L'ALGÈBRE ^(G^ 305

Moyennant ces identifications, tout élément X de S0(m) s'écrit

X = ^ o A X i + X î (J^eR^XîeA2»"1-1),

de plus pour k6SO(m — 1), on a

Ad(fc)X = eo A k î) + A2 k(X2).

Identifions l'espace vectoriel G = S0(m) et son dual algébrique par la
forme B. Soit S(G)i: l'algèbre des fonctions polynomiales sur G, invariantes
par la représentation adjointe de K. On sait que les espaces vectoriels S(G)A: et
^(G^ sont isomorphes par l'application symétrisation K qui vérifie :

npipi) = npWi) + ̂ Q\ (PI. pi es(Gn
avec (̂ (G^ et d°e < â°P^ + d°P2.

Il est facile de voir que si S(G^ admet r générateurs Pi, ..., P^ alors W(G^
admet ?i(Pi), ..., HP,) comme générateurs. Donc l'étude des générateurs de
^(G)^ se ramène à celle de S(G)i:.

(1.2). - Générateurs du centre ^(Sf^w)).
Pour m = 2n, on pose

PÎ,(X) = det (X - ̂ idnin) (X gSO(2n))
= ̂  + aaW^-2 + ... + ûa^X)^211-21» + ... + det(X).

W) = ||̂  A ... A X\\2 = H^ l̂l2, (1 ^ p ̂  n - 1),
J 2nW = (^nA)* C11 étant l'isomorphisme de A2" R2" avec R).

Les fonctions polynomiales a^p et 7^ (1 $ p ̂  n) sont invariantes par la
représentation adjointe de S0(2n). Un calcul direct montre que pour t
appartenant à l'algèbre de Lie du tore maximal de S0(2n),

~Î2p(t)-(p^(t\ ( l ^ p < n - l ) ,
^^-(nO'deKt).

Donc, pour tout X€SO(2n\ on a

1^X) = (p^a^X), (1 ^ p ^ n ~ 1),
ÎL(X)-(n!)2dct(X).
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306 A.-I. BENABDAUAH

De même, pour m = 2n + 1, on pose

P^X)»det(X-\id»^) (XeSOdn+l}}
= -pi^+frîWX2"-1

+ ... + &2,(W-2'-1 + ... + b^W],

~J^X)»\\X'^1, (Kp<n).

Comme précédemment, on a, pour tout XeSO(2n + 1)),

JîpW^pO^pW.

Les fonctions polynomiales (Ï2,)i <p<, (resp. (^2^)1 <p<«) constituent donc les
générateurs de 5(0)®, avec G = SO(2n)(resp.G = S0(2n + 1))(<^ par exemple
[4] page 302).

IL Générateurs de ̂ (WOn))500" ~l)

Dans toute la suite, on identifie, sauf mention du contraire, l'algèbre de Lie
de S0(m) à A2»" et l'algèbre de Lie de S0(m - 1) à A2 R"~1.

(2.1). - Soit XeSO(m). On a, d'après (1.1),

X » e o / \ X i + X j , (JÎ'leR'"-l,^€A2Rl"-l).

Pour m = 2n, posons

J^JO = ||W|2, 1 < p < n - 1,
î^ iW = ll̂ i A W|2, 0 < p < n - 1,
/^^W^^iAA-?-»^;

et pour m == 2n + 1,

J^) = HWI2, l < p < n - l ,
J2.W = (̂ A)*.

^2p+iW=ll^iAWl2, 0<p<n- l .

(2.2). PROPOSITION. — Les fonctions polynomiales Fi, ..., Fm-i définies sur
S0(m} par

F^.X)=I^X) (l ^i^m-l,XeSO(m)), si m = 2n,

TOME 111 - 1983 - N•4



GÉNÉRATEURS DE L'ALGÈBRE <W 307

FpC}^J^X) (l<i^w-l,X6SO(my, si m = 2n+1.

sont algébriquement indépendantes.

Preuve. - II faut montrer que si Pfêi, ...,^-i) est un polynôme
vérifiant

P(F^(X), ...,F^-iW)=0, pour tout XgSO(m),

alors P est identiquement nul. Nous démontrons cette propriété par une
double récurrence portant sur le degré de P et la « dimension » w.

Pour d°P = 1, la proposition est triviale quel que soit m. Pour m = 3 et
m = 4, la proposition est bien connue (cf. [5] p. 35 dans le cas m = 4).
Supposons-la donc vraie pour tout polynôme P, quand la « dimension » est
inférieure ou égale à m — 1 et pour les polynômes P de degré inférieur ou égal
à r, quand la « dimension » est égale à w et démontrons la proposition pour
les polynômes de degré r + 1, quand la « dimension » est égale à m. Il y a deux
cas à considérer suivant la parité de w.

1^ cas : m = In
D faut montrer que, si Pfêi, ..., ^n-i) est un polynôme de degré r + 1

vérifiant
P(JiW, . . . ,J2n-iW)=0, pour tout XçSO(2n\

P est identiquement nul.

Pour ZeSO(2n)

"0 Xi ............ X2,-i
— Xi 0 X^2 ........ l̂.ln-l

Z= -Xi2 :

: X2n-2,2n-l

_~x2n-l ~xï,2lt-l ' - ' ~'x2n-2,2n-\ 0

associons Z ' e S0(2n — 1) obtenue à partir de Z en annulant la dernière ligne
et la dernière colonne. Ji(Z'), ..., J^.^Z') sont les générateurs de
S(SO(2n - l)^211-2). Il est clair que, pour ZeSO(2n} tel que

X2H-1 ss xl,2ll-l ss • • • = ^lii-l,!»»-! = u»

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



308 A.-I. BENABDALLAH

on a

I^Z) = J^Z'\ (1 < p < 2n - 3),
J2,-2(Z)=./2n-2(Z')

/2,-i(Z)=0.

Soit Pfêi, ..., ^2n-i) un polynôme de degré r + 1, tel que :

P(/i(Z), ..., J^ - i(Z)) = 0, pour tout Z € S0(2n).

En particulier pour x^,^ = Xi.^-i = ... = ^n-z^n-i = O»

P(J (̂Z'), . . ., J2n-3(Z'), ̂ -2^), 0) = 0.

Le polynôme G défini par

G(MI, . . ., U2n-2» M2n-l) = ̂ l» • • •> "21.-3» "In-2> ^n-l)»

vérifie

G(W), ...,J^-2(Z/),0)=0.

D'après l'hypothèse de récurrence, J^Z'), ..., J2n-2(z')sont algébrique-
ment indépendants. Donc,

G(UI, . . ., M2,-i) = U^iH(u^ . . ., M2n-l)»

où H est un polynôme. Comme

G(Ui, . . ., U^,3, ~ Û2n-2> ^2n-l) = G(ti^ . . ., U^-z, ^n-l),

le polynôme H vérifie la même propriété. Par conséquent, il existe un
polynôme Ho»te! ̂ ue

H{U^, . . ., l^-i) = Ho(^l» • • • » "2n-3» ^In-2> ^2n-l)-

Ainsi,

Pfél, . . ., S2n-l) = ^n-l^ofél, . . ., ^2n-l),

avec d°Jîo < ^-P- 0" applique maintenant l'hypothèse de récurrence à Ho. Il
s'ensuit que P est identiquement nul.

y cas : m = 2n -h 1.
La démonstration est identique à la précédente.

TOME 111 - 1983 - N° 4



GÉNÉRATEURS DE L'ALGÈBRE <lfW 309

(2.3). PROPOSITION. — Soient X et X' deux éléments de S0(m} vérifiant les
conditions suivantes :

I^X) = /P") (1 ^ l ̂  m - 1), si m == 2n,
j^X) = J^X') (1 < ( ̂  m - 1) 5i m = 2n + 1,

Alors, « ̂ xi5^ k€SO(m - 1), tri ^ue A:' = kXk~1.

Preuve. — La proposition est trivialement vraie pour m = 3 comme, on
peut le vérifier facilement. Supposons qu'elle soit vraie à l'ordre m - 1 et
démontrons-la à l'ordre m. Il y a deux cas à considérer, suivant la parité de m.

1er cas : m = 2n
a) Supposons Xi ^ 0.
L'égalité I,(X) = Ji(X'), c'est-à-dire ||XJ2 = ||Xi||2, implique qu'il

existe u€SO(2n-l), tel que u(X^)-X\, Soient X\ = A2 u-\X2) et
^==^oAXi+^.Alors,

X" = ̂ Au-TO -h A^-TO = Ad^^oAXI -h ̂ 2]
^Ad^-^X'.

Le problème revient donc à démontrer que X et X" sont conjugués par un
élément de S0(2n - 1). Pour cela, nous allons montrer que X^ et X^ qui
appartiennent à A2 R2""1 = S0(2n - 1), vérifient l'hypothèse de récurrence.

y
Posons £ = R2""1,61 = —L- et £1 = ej-. £ se décompose en somme directe

\\Xi\\
orthogonale

£= R£i©£i,

d'où les décompositions suivantes en somme directe orthogonale

A2^ £ = 61 A [A2^1 £J ® A2^,, (1 ^ p ̂  n - 1),
A2^1 £ = £1 A [A^ £J ® A2^1 £1, (1 ^ p ̂  n - 2),
A^-^^eiAEA2"-2^].

Les éléments Xz et X;, qui appartiennent à A2 £, se décomposent en

X, = e, A Y, + YÎ (Yi e£,, 72 e A2 £1),
X 2 = C i A y i + y 2 {Y\çE,, Y^e/^E,).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



310 A.-I. BENABDALLAH

On a:

.x^peiAriArr^+r^, (i^p<n-i), w
ei A ̂ =61 A r̂ ,

d'où,

zlA.X-^.x-lArsÂ.

Par suite, on a,

ii-x-i A ̂ 11=11^1 ii wn
= 1 1 ^ 1 1 1 1 1 ^ 1 1 ,

du fait que Ii^iW = I^i(X') = /^(A-"); donc,

II W2 = II Wl2, c'est-à-dire J^X^) = J,̂ ), (1 ^ p ^ n - 2),

et

IIWI2 = p2 \\Y, A rï'-1^!)2 + nr^n2

= ll-yï^ll2 (du fait que I^X) = I^X') = I^X"))
=p21|ylAr^-l>A||2+||r^|(2

D'où,

II ri A yy-1^ il2 = uriAr^-^n2 i.e.
Jip-1(^2) = ./2,- iW) (1 < p < n - 2).

Maintenant, d'après l'égalité (*), on a :

elA^-^^eiArï-^^

soit encore, en multipliant les deux membres par ||A'i |),

A•lAÀ•<2'•-l)A=^lAy<2•-l>A

= Xi A ̂ <-l»A (du fait que /„- ,(X) = /„. ,(X"))
=XlAr2<'•-l>A.

Ceci entraîne que
y(n-l)A ̂  y»(»i-l)A

TOME 111 - 1983 - N"4



GÉNÉRATEURS DE I/ALGÈBRE ^(G^ 311

Donc

J2n-2(X2)=Jln-2(X^

et

lir, A rr^ll2 = \\Y\ A y^)A||2 i.e. J^(x,) = j^-aTO
Ainsi,

J ,̂)=J^), (l^I^2n-2).

On applique l'hypothèse de récurrence à X^ et X\. Il existe i? € S0(2n - 2),
telle que

X'^vX^1.

Définissons \v€SO(2n — 1) sur JE, en posant

w(£i) = 61,
w(x) = v(x) si xefi.

Alors,

w(^)=Xi, A2H<X2)=A2H<6^Ayl+ y2)==£iAYi+ y'î,
et

M(w)X = A^eoAXi + A^) = ̂ oAXi + Â"2 = Ad^-1)^'.

D'où
X /=Ad(MOw)X.

b) Si X, = 0, alors X\ = 0, du fait que I^(X) = Ji(;T). Donc, X = ̂  et
X' = A"2 appartiennent à S0(2n — 1), avec

J^X) = 7^ '̂). (1 < P < n - 1).

Il est bien connu que dans ce cas X et X' sont conjugués par un élément de
S0(2n - 1).

2e cas : m = 2n -h 1.
La démonstration ne présente aucune difficulté. Elle est analogue à la

précédente. Elle est laissée au soin du lecteur.
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312 A.-L BENABDALLAH

(2.4). THÉORÈME. — Soir F une fonction polynomiale sur S0(m) et vérifiant

F(kXk -1) = F(X\ pour tout k e S0(m - 1) et X e S0(m).

Alors, il existe un polynôme G à (m — 1) variables, tel que

F(X) = G(I,(X), .... J.-iW), si m = 2n,

F(X) = G^W, ..., ̂ -i(JO), si w = 2n + 1.

Preuve. — Le théorème est trivialement vrai pour m = 3, comme on peut le
vérifier aisément. Supposons qu'il soit vrai à l'ordre m — 1 et démontrons-le à
l'ordre m. Il y a deux cas à considérer, suivant la parité de m.

1er cas : m = 2n.
Nous allons montrer, dans une première étape, qu'il existe aeN et un

polynôme Gifêi, ..., ^2*1-1)» tels que

I\(X)F(X) = G,(I,(X), .... I^i(X)) M.

puis dans une seconde étape, qu'il existe peN et deux polynômes
Q(^ ' • . » ^2n-2) et ffféi, ..., ̂ -i), tels que

Q\Iz(X\ ..., I^^(X))F(X) = H(I,(X\ ..., I^-i(X)).

Ceci étant admis, démontrons le théorème :
Le polynôme

6^, ̂  . . ., S2n-2)Giféi, . . ., ̂ n-l) - W^, . . ., ̂ n-l)

est identiquement nul, lorsqu'on fait la substitution ^ = I^X). D'après la
proposition (2.2), les CWSO)i^^n-i sont algébriquement indépendants.
Donc ce polynôme est identiquement nul; ce qui entraîne que le polynôme
Gi(^i, ..., ^2n-i) est divisible par Çî, c'est-à-dire

Gifël, ...,^2n-l)=^G(^l, ...^2n-l),

d'où la conclusion d'après l'égalité (*).

(2.4.1). - 7^ étape :
Comme S0(2n} = A2 R2" = eo A R2"-1 C A2 R211-1, on peut consi-

dérer F comme une fonction polynomiale sur R21'"1 x A2^2'1"'1. Soit

TOME 111 - 1983 - ?4
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A'=(J!fl,.X'2)6R2"-l x A2»2"-1. U existe k€SO(2n-l), tel que A\
=k( RCi II et). Alors,

FCX-i,^)=F(prjei,^),

avec X\ = A2^1^). Posons

X' = 11-X'i H eo A ei + JÏ2 = A2 k~ Keo A Xi + ̂ 2).

Les éléments X et X', étant conjugués par un élément de S0(2n — 1), on a

/,(X) = /P"), (1 < ; < 2n - 1).

Posons £ = R2""1 et £1 = ef. Alors,

£=R<?i®£i et A 2£=elA£l©A 2£l .

L'élément X; de A2 £ se décompose en

^=^A^+y, .

Soit s une transformation orthogonale de R2""2, de déterminant égal à — 1
et

/- 1 0 ... 0^

k'=

L'élément k' appartient à S0(2n — 1). On a alors

F(Xi, X,) = f( ||̂ i II e». X\) = F(k'(||Xi|| ci), A2 k )̂)
=F(-||A-J|ei,Xl), (*)

avec

x; = A2^.^) = A2^^ ri + y,)
= - eiAs(yi) + A2^) = ei A Y\ + Y'i

ou on a pose

y'i^-sou v^A2^^).
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



314 A.-I. BENABDALLAH

F étant polynomiale, il existe des fonctions polynomialcs uniques G(,
définies sur A2 E, telles que

F(X,, Xî) = F( \\Xi 1) <?i, X^) = ̂  ||̂ i r'Gp-y
= F(- IIA-i II ei, Xï) = S<(- D" 11-X'i r'WS) (**).

d'après l'égalité (•̂ ). n est clair, que pour chaque i, la fonction G, est
invariante par S0(2n - 2). Appliquons l'hypothèse de récurrence aux G(.
Donc, pour chaque i, il existe un polynôme F(, tel que, pour tout Ze A2 £,
l'on ait

G^Z)=F^(Z), ...,J^(Z)).

On a

•W ÎIWI2, (Kp^n-2),
•^(^^(îT-1^.
J2p^(X'2)=\\Y^Y'W, (0<Sp<n-2).

Sachant que r'i = - s(Yt) et 7; = A2 s(Yi), il s'ensuit que

Jim^W^ (l<p<n-2),
•/2.-2W)=-^,-2W),

</2p+ iW) = J^ 1(̂ 2). (0 < P < n - 2).

Donc, pour chaque i, on a

G,(̂ ) = F îW), . . ., J2,-2W))

= F^i(^y, ..., J^-W, - J^^)).

Par suite, d'après l'égalité ('A'*), on a

F(̂ l, ̂ ) = ̂  ll̂ lir'̂ l̂W). • • .. Jln-l(X'i))

= L(- D" ii^rwTO.... j,.-3(̂ ), - ̂ .-2(^2)),
ce qui entraîne que F s'exprime comme un polynôme de
J,(Xi), ..., J^(X'^ IIA-iH2 , \\X^\\J^{X\), Jj.-z^). Calculons
maintenant les J^X'^) en fonction des I^X).

(1) On a,

X'^ = pei A Yi A y^- UA + Y^,

TOME 111 - 1983 - ?4



GÉNÉRATEURS DE L'ALGÈBRE *(G)1 315

par suite,

nw = p 2 11^1 A rr^ii2 + m\\\
c'est-à-dire

h^X) = P^-iW) + JiW (1 ^ p < n - 1).

(2) On a,

e^X'^=e^Y^;

d'où,

ll^lA^l|2=||Xll|2||r5A||2,

c'est-à-dire,

/2^ ,(X) = ||̂ i 11^2 )̂, (1 < p < tt - 1).

De (1) et (2), on déduit que

7 IY'\ — ^ \i (Y\ ^2p-nW\J^-m - -p ̂ i^x) - ̂ F-J.

(3) On a,
^(»-1)A ̂  („ _ ̂  ̂  y^ y(j,-2)A .̂ y(^-l)A;

d'où,
[|^(n-l)A],2 ^ („ _ 1)2 (|y^y^-2)A)|2 ̂  [| y^n- 1)A||2^

c'est-à-dire,

l^X') = /2,-2W = (n - D^^-a^) + Jj.-2(X,).

(4) On a,

(;lA.Y2('l-l)A=<;lAy<^l)A;

d'où,

HJIfill e, A Xy-1)A = X, A A-',"- nA = ||̂ i II e, A H"-1)A.
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Ceci entraîne que

<(x^xï-1^)* = ii^ilKr?-1^)*.

c'est-à-dire,

A--I. BENABDALLAH

/2..lW= 11^1 II ̂ ,-2(̂ 2).

Par suite,

j (x'} 1 [ i m ^-^"lJln-zW - ̂ p- ^2«-2W - i,̂  |j2 J.

En résumé, F(X) s'exprime comme un polynôme en les variables

i m j (Y) W ^--aPO IJn-iW1W, ...,l2n-iW,J^y .... ^^ , ^^ .

Ainsi, il existe v.eN et un polynôme Gifêi, ..., ^211-1)' tels ^"c

7Î(X)FW = Gi(/i(X), ..., /z.-iW).

(2.4.2). - 2^ étape :

Soit ̂  e S0(2n}. X se décompose en

X ^ e o ^ X i + Y , (XtSK2'-1, YeSO(2n-l}}.

Il existe une base orthonormale de R2""1 ei, ...,e.^-i, telle que la
matrice de l'application V s'écrive relativement à cette base :

D i.
r= D^-J, avec D, =

0 a/

.-a, 0

Donc, il existe kçSO(2n - 1), tel que

feyfc- ̂ y^D^a.e^ A £2,

Posons

XI = fe . JCi = E?^1^'6* et x' = ̂ oA^ + Y\ = A2^).
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On a

F(X) = F(X') = W, F).

Soient T le tore maximal de S0(2n - 1) et N(T) le normalisateur de T dans
S0(2n - 1); exprimons que F est invariante par N(T). Posons

S,=^.-i+x^ (Kj^n-1).

1) II existe reT, tel que

t ' ^1 = 1.̂ =1 V^/^j-l + -^^n-l^n-l-

Donc,

F(X) = F(Xi, r') = F(^/S[^ + ... + T^^n-a + x^-ie^-i, r).

2) Pourt,eT,

/ 2i -1 \

1
' 1

2î-l, ( l ^ î^n -1 ) ,t f=
~1

on a :

t,j i, t.y't,-1 = v

^(Sï^^ \/Sj^2j-l + ̂ n-l^n-l) =

= ̂ /Si6i + ... + ̂ /Si-iE^i-a — \/S(£2i-i

+ . . . -h y/S^- 1^2»- 3 "*" •x2n-le2n-l^

ce qui entraîne que la fonction F ne dépend en fait que des variables
5i, ..., 5,-i, ^n-i, a^ .... a^i, c'est-à-dire,

F(X) = P(S,€, + . . . + S,-i€2n-3 + ^2n-l£2«-l»ai. • • - ̂ n\
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3) PourW(eN(T),

2i

Wi= 2<, (1 ̂  i < n - 1),

on a :

w» • Œ?»! ^ftlj-l + ̂ n-l^n-l) = X?=l ̂ 2j-l — ^n-l^n-l»

W.-y^"1 = 0116^62 + . . . + a,-i82.-3A62i-2

- a,£2»A62, + . . . + a^-i62n.3A62n-2-

Donc

P(Si£i -h . . . + S^^n-2 + ^2n-l£2n-l» 0^1, • . ., On-l) =

= P(SI^I + . . . + S,-i£2n-3 - X2n-i62n-l, OCi, . . ., - OC,, . . ., a,-i).

Il s'ensuit, que pour toute famille (T|»)i<^n-i, avec r|f = ± 1, on a :

P(SI, . . ., S^-i, ^2n-l» û1!» • • •» ^n-l) =

=P(Si, ..., Sn-i, n?»!1^*^-!» ^1^1, ..., r|,_ia^-i).

Ainsi,

F(X) = EA,,..JS,, ..., S^)ay ... a^^
=SA,,,JS,, . . . ,S^,)TiY...^_^

[îli, ..., 'n^J^ay . . . a^^;_^,

pour toute famille (rh)i <»<„-!, avec r|, = ± 1. Donc,

î^y. . . î^ l•• : î [ r | l . . . r^„-J i n=l,

pour toute famille (r}^ ̂ «n-1» avec T|, = ± 1. Ceci est équivalent à dire que
i\ -h i^ ..., i,-i 4- !„ sont tous pairs. Par suite, si i, est pair, i\, .... ̂ ,i sont
tous pairs et, si !„ est impair, i\, ..., i\,_i sont tous impairs. Il s'ensuit qu'il
existe deux polynômes R^ et R^ des variables Si, ..., Sn-i» a?» • • • » a^-i,
uniques, tels que l'on ait :
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F(X) = R,(S^ ..., S.-i, af, ..., a.2-!, x^-i) +

+ x'^-i n?-i1 ̂ (Si. ..., S,-i, a2, .

4) Pour Wy6N(T),

^ 2i-l 2j-l \

• l : :
... 0 0 ... 1 0 ... 2i-l

0 (^ 0 1

... i 0 .. 1 6 0 ... 2j-l
0 1 0 0
: : 1

\ : : '•!/

, (i<j, 1 <i,j'<n-1),

on a

D,

WyY'Wy1 = D.

A,-i
O/

Si
0

Sz

51
0

52

Wy | S, = Sj

S, S.

^îr-l ^In-l
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Donc, pour toute permutation a de 1, ..., n - 1, on a

^»<S<,(D, ..., S^-i), a^i), ..., a^-i), x^-i) =
== ^<5i, ..., S^-i, a^ ..., a^, x^n-^ (i == 1, 2).

Si (Sp)i$p^n-i désignent les fonctions élémentaires symétriques de
a^, .... a2-!, on a

lir^ll2^?!)^, ( l ^ p ^ M - 1 ) .
•

Sachant que \\X\\\2 = ||^i||2, un calcul direct montre qu'on a aussi

P^Arii^B^lWll2-^],
||̂  AV^H2 = (2!)2 L-<^[11^112 - S,,], (S,, = S. + S,).

||̂  A r |̂|2 = (p,)2 ̂ ^,,<,<,^,_, a?, ... a^llA-,!!2 - S,,..,,],

(S,,...,, = 5,, + ... + S,,), 1 < p < n - 1),
^ y<(,-i)A ̂  („ _ i)i^_^i ... a._iCiAe2 A ... Ae^i.

D'où,

WA y'(-i)A)* = („ - l)!x;,_in"^1 a,.

et

, _ \]X,M^_1^2

x2'-1 ~ ((n-1)!)2^-,-

Les S, vérifient les (n — 1) équations linéaires suivantes :

r(Y A V^'DA^IÎV"-l ç — I I Y ||2 y/2 il Y ||2 Ll^ 1 " •• f JL-.i s, - 11^11 - ̂ -. = lix,n - ^_^^ .

Z^l^ii<...<ip^»»-l ̂ i • • • VÏp^ip...ip

= [ll^i I I 2 ll^ll2 - ll^i A r^ll2]^!)-2, (1 ^ p < n - 1).

Le déterminant associé à ce système est, au signe près, égal à

^ni^^n-l^-OcJ).

D est une fonction antisymétrique. Par contre le discriminant D2 est une
fonction symétrique. Donc D2 s'exprime comme un polynôme des variables
liril2,..., ll^-^n2.
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Posons :

a | ,Y | i2 II^Ay'-^ll2

^-"^l1 ((n-DOVi'

ûp+i = [ll^ill2 ll̂ ll2 - ll̂ i A y^ll2]^!)-2, (1 < P < n - 1).

Alors,

Si = - L^ i1 ̂ (a2. • • • 'a"2-1)^- (*)•
£/ •

Revenons maintenant à la fonction polynomiale F. Nous avons démontré
en 3) et 4) qu'il existait deux polynômes uniques, R^ et R^, des variables
5i, ..., 5^-i, aï, ..., a^-i, x^n-^ vérifiant

^i^od)» • • • » ^o(n-l)» ^<r(l)' • • •» ^(n-l)» X2n-l) ==

= R,{S,, ..., S^-,, a?, ..., a^i, x^.,\ (i = 1, 2),

pour toute permutation ae n-i et ^l8 Q110 ^on alt

FW = Ri(5i, . . . , 5,-i, aï, ..., a^-i, x^-i)
+ ̂ n-i n?^1^^^!, . . . , Sn-i, aï, ..., a,2 ,̂ x^-i).

Considérons le polynôme R^ {i = 1, 2), comme un polynôme en la variable
x^-i. Il existe des polynômes uniques R^ des variables
Si, . . . , 5^-i, aï, . . . , a^-i tels que Fon ait

.̂(5i, . . . ,S^-i,aï, ...,a^i,x^-0

=^,^,<5,, ...,5^-,,aï, ...,a^-i)x^,, (i = 1, 2).

Pour chaque couple (z,;), Jî^ vérifie : pour tout permutation ae S^-i,

^i/^od)» • • •» ^(î(n-l)» ^(l)» • • ••• ^(n-l)) = ̂ i/^l» • • • • • ^n-1» alî • • • » ^-n-l)'

Soient 5 = (5i, . . . , 5^-i) et a = (ai, . . . , a^-i). Posons

^<5, a) = R,/5i, . .., 5^-i, aï, . . . , a^-i).

Pour chaque couple (i, j), ̂ ,, est une fonction polynomiale, invariante par le
groupe symétrique £n-i . Pour :

M=(MI, ..., ̂ -i), v=(v^ .... t^-i), ..., w=(H'i, ..., H^-i),
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on pose

<Pi(u)=Zy,,

<p2(u, v) = S«ii»», (i ̂  fc),

(p3(y, v, w) = Zy^i, (i, k, / distincts deux à deux),

<P»-i(y> v, ..., w) = 2«(i>t... W(, (les indices sont distincts deux à deux).

Alors d'après [5], pour chaque couple (i-J), ,̂, est un polynôme de
<Pi> • • •» <Pn-i, où on a substitué dans les <p,, les variables u,v, ..., w
par S, a, dans toutes les combinaisons possibles. Remarquons que

ii^iA ni2 = L"Kiî iii2 - s,] = L^L,.A
= L^01^ = <P2(S, a),

\\X, A r̂ ||2 = (pO^^x.o,,,-, a?, ... a^llATJI2 - S^

-^^•••^rs p,s.,i•̂•1"î. J
^^(ïWS.a, ...,a).

Remplaçons Si, ..., S, -1 par leurs valeurs données par l'égalité (^) dans
(p2p(S, ...,S). On obtient :

^(S,...^)^^^^...,^.,).

Comme (p^p et D2 sont invariants par le groupe symétrique ©„ _ i, x(^ l'est
également. Par conséquent, ^p s'exprime comme un polynôme en les
variables ||y||2, ..., \\Y^\\\ ..., liy^^.Pourq)^^, ..., S)(p ̂  2),
on obtient

(p2p+i(S, ..., S) = ̂ ^ x|/2^i(aî, ..., o^)

x|/2^i est antjsymétrique. Donc ̂ i = 0 . Q^, où e^^i est symétrique.
Donc 9^+1 s'exprime en un polynôme des variables || VU2 , ..., Hy0'" ̂ H2.
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Par suite,

(p^i(s,..., s) = -^ e^aivii2...., ny^-^ii2).

Remplaçons Si, ..., S,,_ i par leurs valeurs données par l'égalité (^) dans
le reste des invariants. Pour les mêmes raisons que précédemment, ces
invariants s'expriment en des polynômes des variables
II Y ||2, .... IIV^"1^!!2; quotientés par D élevé à une puissance paire. En
conclusion, pour chaque couple (i, ;), R^ s'écrit

p /ç ç ^2 ^2 ^ Gjj{I^X\ ....J^-iÇY))^v3!» • • •> ^n~i» ai, . . . , a^-i) = —————-p^—————,

où Gij est un polynôme et Py un entier; et, en définitive, sachant que

D2 = ôidiyn2,..., ny^-1^!!2) = ûi^w,..., iin-i(x)\
F s'écrit :

^W . ̂ (W), . . .. lln^X}) = ff(JiW, . . ., J^n-lW),

où jFf est un polynôme et P un entier.

2e cas : m = In -h 1.
La démonstration est semblable à la précédente et ne présente aucune

difficulté nouvelle.

(2.5). COROLLAIRE. - L'algèbre ̂ (Gf, avec G = S0{m) et K = S0(m - 1),
est engendrée par les générateurs du centre de ^(S0(m)) et les générateurs du
centre de ^(S0(m — 1)). En particulier, cette algèbre est commutative.

Preuve. - Si m = 2n, soient XçSO(2n)' et X = CoA-Yi-h À^ sa
décomposition canonique. Alors,

X^^ peQ^X,^X^~W^XP^, (\^p<n\

(x^r^^Axr1^ (*).
D'où

ll̂ ll2 = p2 n^iA^-1^!!2 + ||W|2,
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c'est-à-dire

(2.5.1) 7^(X) = p^p-iW + 7^), (1 < p < n\

et

7^X)^nI^,(X)

d'après (^), d'où la conclusion dans ce cas. Si m == 2n + 1, un calcul analogue
au précédent montre que

(2.5.2) J^(X) = p2}^. ,(X) + 7 )̂, (1 ^ p < n),

et

J^(X)=n2J^,(X)+U2n(X2)']2.

M. Générateurs de ^(50o(l. w - l))50^-1)

(3.1). — Dans R" muni de la base canonique eo, e^ ..., ^,-1, (m > 3), on
considère la forme bilinéaire symétrique non dégénérée

B(x, y) = - Xo^o + Z î1 ^p^' (x = ̂ ^p' Y = ̂ W)-

Soient

/-l O . . . 0 \
0
: IdRW - 1

lo J
, ^=

( i 0 ... 0 \
0
: Idmffi - 1

\0 )

s=

SO(l,m-l}^{AçS^m,R),tASA=S}, S0o(l, m - 1) la composante
connexe de Id^m dans 50(1, m — 1) et K = 50(w — 1) le stabilisateur de CQ
pour l'action naturelle de S0o(l, w — 1) sur R". L'algèbre de Lie
50n(l, m - 1) de 50(1, m - 1) est :

S0n(l, m - 1) = {XçM(m R), ' X S + SX = 0}.

Notons Epq(p ^ q) la matrice d'ordre m dont tous les éléments sont
nuls sauf celui d'indice (p, q) pris égal à 1. Les matrices Yp = £„„ + £^,
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(p= 1, ..., m- 1) et A^=£^-£^, (p < ^; p, ç = 1, 2, ..., m - 1)
forment une base de S0n(l, m — 1). Pour

XeSO^m-^l\ X = ̂ IX,Y, + Si^<^-i x^,

posons :

^i ̂ r^^elfr-1, X^Ei^^m-i^^A^eA2»1"-1.

Soient les fonctions polynomiales sur S0o(l, m — 1) définies par :

(3.1.1.). - Si m = 2n,

~IW = - p2 ||XiA xr^ll2 + IIX^H2 , (1 ^ p < n),

J^W^^AXr1^;

(3.1.2). - Si m = 2n + 1,

J^(X) = - p2 HX^AXif-1^!!2 + IIX^H2, (1 ^ p < n).

(3.2.). THÉORÈME.

(i) Les fonctions polynomiales î^, (1 ^ p ̂  n), (resp. J^p» (1 ^ P ̂  n)
constituent les générateurs de l'algèbre réelle S(G)° avec G == SOQ(l,2n — 1)
(re5p.G=50o(l,2n)).

(ii) L'algèbre réelle ^(Gf avec G = 50o(l»w - 1) et K = 50(w - 1) est
engendrée par les générateurs du centre de ^(50o(l, m — 1)) et les générateurs
du centre de ^{S0{m — 1)). En particulier, cette algèbre est commutative.

Preuve.
(i) Soit P un élément du centre de l'algèbre S(50o0- m ~ 1))- Comme

5(50(m, C)50^^ = 5(50o(l,w - i))SOod.n.-i) ̂  c, P appartient à

5(SO(w, C))so(w(c) = 5(SO(w))so(w) ®C.

D'après (1.2), P est un polynôme à coefficients complexes de 1 ̂  (1 ^ p < n
— 1), — i72n si w = 2n, (resp. de J^ (1 ^ p < n) si m = 2n + 1) considérées
comme fonctions polynomiales sur 50(m, C). Identifions l'algèbre 50o(l, m
- 1) à l'algèbre G* = {JA'J; XeSOo(m, R)}. Alors, d'après (1.2), (2.5.1) et
(2.5.2), les restrictions des fonctions polynomiales 1 ̂ p, (1 < p < n), — iJ^n, si
m = 2n (resp. J ̂  (1 ^ p ^ n} si m = 2n 4- 1) à G* sont réelles et égales à T^p,
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(1 ̂  p ^ n) si m = 2n (resp. à J^, (1 < p < n)). Donc P est un polynôme à
coefficients réels de 7 ,̂ (1 ̂  p $ n) si w = 2n (resp. 7'2p, (1 < p < n) si w
= 2n + 1).

(ii) On a ^(G)50011-1^^ = ̂ (SO^C))500"-1^ pour G = S0(m, R)
ou S0o(l> w - 1)- D'après (2.5) et ce qui précède, il est clair que tout élément
de W(SOo(l, m - l))500"-l^ est un polynôme réel des générateurs du centre
de ^(S0o(l, m - 1)) et du centre de ^(S0(m - 1, R)).

(3.3) REMARQUE. - La commutativité de l'algèbre ^(S0(m, c)50^"1'^
résulte aussi de [2].
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