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Note sur les determinants bordés; par M. C. Le Paice.

(Séance du 2 avril 1880.)

Soit un déterminant symétrique du n'*™® ordre

@y Ay Qyn

Ay g3 ... dyp
A— ’

Qpy Qps ... dpp

que l'on peut toujours regarder comme le discriminant d’une
forme quadratique & n variables
q q
f: Za“k.l"-.l‘];.
Le déterminant symétrique que I'on obtient en bordant A de
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p rangées el de p colonnes composées chacune de 7 éléments et de
p zéros peut toujours se mettre sous une forme assez élégante.

Nous nous bornerons a le faire voir pour =25, p=3, afin
d’éviter la longueur des formules; mais on s’apercevra aisément

que la méthode de démonstration est générale.

Soit
ay A @y @y @y Moy oy
Q31 Q@3 Qg3 QAg, Qg Ay ps v
A= @y gy agy ag, ag Ay py v
) YRR VD VO VO M ()
[t SO o T o TR o S o o
171 Vg V3 v, V3 o o0
Soit
F =3 Ay
la forme adjointe de f.
Multiplions 4, par
Ay Ay Ay o
Ay Ay, Ay; 0 O
Ab—| Asr Ape Asjs; 0 0o o ;
I o
1
. o 1
nous aurons
dF()) (IF(;L) dF(v)
2A 0o o o O o, oy &,
dF()) dF(p) dF(v)
o 2A o o o o, iy &,
BA AY—
24, 4T= dF()) dF(p) dF(»)
W) 0O O o0 =2A ]
dyg dpg dvg
) YRR VD VR TR o o o
B1 Be M3 M s o o o
vy Vo VY3 Y, Yy o o o
VII.
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Mais il est visible, par.le théoréme de Laplace, que ce dernier dé-
terminant peut se mettre sous la forme de produit de deux déter-
minants rectangulaires.

En conséquence,

Mol N K
Ry TS | T P A
Vi V2 V3 Yy Y
dF(}) dF()) dF()) dF(L) dF(H) [
d), d)g dig dd, dlg
s || 4E(e) dF(p) dF(p) dF(p) dF(g)
dp, dp, dy, dp, dpg
dF(v) dF(v) dF(v) dF(y) dF(v)
&, dvy dyy dv, dvg

En appliquant la régle de multiplication a ces deux détermi-
nants rectangulaires, on trouve

(IF()\) (lF(y.) dF(v)
B St e
dA[ l[!Li dv,_'
dF()) N dF(p) dF(v)
5 b 02 A2 . . ) .
Paar=aTa E"‘ Y Z“‘ dyy E"' g
(IF()\) (ll’(y.) ) (lF(v)
Zvi )y EW dy; 2" v

En général, si nous désignons par D le déterminant fonctionnel
du second membre, nous aurons

2'l AlAn—*l e 2’1—’) A"-—I)D
ou
2P A AP~1=D.

Cette relation est bien connue pour p = 1. Elle donne, par exemple,
I’équation tangentielle d’'une conique ou d’une surface du second
degré dont on connait I'équation en coordonnées ponctuelles.
Pour n =4, p= 2, elle a été employée par Hesse dans la théorie
des surfaces du second ordre (*).
Cependant la maniére dont I'illustre géométre démontre I'iden-

(') Porlesungen iiber analytische Geometrie des Raumes, 3'* Aufl., S. 17g.



— 131 —

tité des équations
D=o0, A ;=0

semblerait porter a croire que le théoréme général ne lui était pas
connu.

Cette méme propriété, pour n =3, p = 2, a été employée par
Clebsch ().

Enfin, pour p = 2, n quelconque, elle résulte, comme 1'a fait
voir M. Salmon (2), d’une propriété générale des mineurs du second
ordre d’un déterminant; mais cette démonstration n’est plus appli-
cable dés que p surpasse 2.

Si I'on observe que

ay a4y a M
a % a
21 22 33 <
M) = ; =N Ay A+ Ay,
a3y A3y Qzz /3
B p2 ps O

. =4 (pAn+ paAp) + mAp) +. .,
on voit que

Cette relation s’applique naturellement aux déterminants d’ordre
quelconque.
Par suite, la formule donnée plus haut peut encore s’écrire

0] S0p) o)
A3 (p)=| 3(pr) I(pp) (p)

F(vr) () J(w)
et, en général,

APLG(D, gy vy oeny @) :i[a(n)a(yy)g(w) .o O (wm)].

Une démonstration absolument semblable donnerait le phéo-
réme plus général

F(NN) () ... &) @)

apmtg (B e m\ S X)) A(p ) o ()
Vg, .oow eeeiee tereaee s eeseeen
d=, V) doyp') ... 8w, 0)

(*) Porlesungen itber Geometrie, 1*** B., 2'f Theil, S. gog.
(*) Lessons on higher Algebra, 3% ed., p. 29.
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Sous cette derniére forme, on voit que la relation s'applique
encore lorsque le déterminant A n’est pas symétrique.
On a donc ce théoréme général :

Le produit du déterminant que l'on obtient en bordant un
déterminant du ni¢me ordre A, de p colonnes de n éléments
M@y ..., etdep rangées X, i, ..., w', par la puissance p—1
de A, est égal & un déterminant dupiéme ordre dont les éléments
sont les formes bilinéaires obtenues en bordant A d’une colonne
et d’une rangée prises dans les 2p lignes ), p, ..., w; ¥, i/, ..., w'.

Nous pensons que cette relation, tout au moins sous sa forme
générale, n’est pas connue; du moins ne 'avons-nous point ren-
contrée jusqu'ici.

Elle se préte a différentes applications & la théorie des formes
algébriques et a la Géométrie.



