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L. S. CATÉGORIE ET SUITE SPECTRALE
DE MILNOR-MOORE
(Une nuit dans le train)

PAR

YVES FÉLIX, STEPHEN HALPERIN et JEAN-CLAUDE THOMAS (*)

RÉSUMÉ. - Nous montrons qu'il est impossible de majorer la catégorie d'un espace en terme
des invariants liés à la suite spectrale de Milnor-Moore et donnons une caractérisaùon des
espaces S dont l'algèbre de Lie d'homotopie rationnelle est abélienne et e ( S ) ^ 2 .

ABSTRACT. - Thé rational category of a space is not bounded by invariants related to thé
Milnor-Moore spectral séquence. We give a characterization of space S whose homotopy Lie
algebra is abelian and which satisfy e{S)^2.

Dans cet article on désigne par S un C ̂ -complexe, 1-connexe dont
Fhomologie rationnelle est de dimension finie en chaque degré. On rappelle
que la L.S.-catégorie de S est le plus petit entier m tel que w+1 ouverts
contractiles dans 5 constituent un recouvrement de S. Cet invariant
homotopique, noté cat (5) est minoré par la L.S.-catégorie du localisé SQ de 5,
notée cato(5) et appelée la catégorie rationnelle de S.

Deux autres invariants homotopiques liés à la L.S.-catégorie sont définis à
l'aide de la suite spectrale de Milnor-Moore. Rappelons que si l'on considère
la bar-construction sur l'algèbre différentielle des chaînes (C^(Q(5)), S ) de
l'espace des lacets 0(5), alors la filtration par le bar degré engendre une suite
spectrale de coalgèbres convergeant vers H ^ ( S ) . Nous appelons suite
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90 Y. FELIX, S. HALPERIN ET J.-C. THOMAS

spectrale de Milnor-Moore, la suite spectrale E^ * duale de la précédente, qui
converge vers H* (S; Q).

Les deux invariants e(S} et l ( S ) sont alors définis par :

e(S)^sup[p\E^^O}.
/(Sï^nf^llE^^*}.

L'invariant e(S) a été introduit par TOOMER[T] qui démontre que
e (S) ̂  cato (S) et conjecture l'égalité; depuis LEMAIRE et SIGRIST ont exhibé un
exemple avec e(S)=2 et cato (S) =3. Le résultat principal de GINSBURG [G]
appliqué à SQ donne /(S)^cato(5); par suite :

sup(/(S), <?(5))^cato(5)^cat(5).

Depuis s'est posée la question d'une éventuelle majoration de cato (S) en
termes des invariants 1{S) et e(S). Un des buts de cet article est de démontrer
l'impossibilité d'une telle majoration. En effet nous pouvons énoncer :

THÉORÈME 1. — Soit Y= (Bip^2 Yp un espace vectoriel gradué de type fini. I l
existe un et un seul espace S (à type d'Homo topie rationnelle près) tel que :

(i) <?(5)<2;
(ii) L'algèbre de Lie 7ï^(Q(5))®Q est abélienne;

(iii ) rima^e de rhomomorphisme de Hureu'icz (rationnel} est isomorphe à Y.

THÉORÈME 2. — A l'exception des seuls espaces S " , S1' x Sq (/?, q impairs) et
des espaces dont la cohomologie rationnelle est isomorphe à Q[a]/a3 tout
espace satisfaisant aux conditions (i), (ii) du théorème 1 vérifie aussi :

dim7t^(S)®Q=oo.

Dans ce cas, (?(5)=/(S)=2 et cato(5)==oo.
Ces résultats laissent ouvert le :

PROBLÈME. - Si cato (S )< oo, peut-on majorer cato (5) en fonction de e (S)
et de l ( S )

Nous pouvons néanmoins montrer que même quand S est un CW
complexe fini on ne peut pas majorer cato (S) uniquement à l'aide de e (S). En
effet :
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L. S. CATÉGORIE 91

THÉORÈME 3. — I I existe une suite infinie S ̂ k=l, 2, ..., de CW complexes
finis 1-connexes, telle que :

e(S^2 et cato(5J>Â:.

En particulier cato(SJ/^(Sfc) ->• oo.

Ces résultats se démontrent à l'aide des modèles minimaux de Sullivan. Ceci
désigne une algèbre différentielle graduée (a. d. g. c. ) (A X, d) où X = @p ̂  ̂  Xp

est un espace vectoriel sur Q, gradué de type fini, \X l'algèbre graduée
commutative libre engendrée par X, d est une dérivation de carré nul et de
degré + 1 telle que ^/(X)c:(A AT (A AT. D'après [S] et [B-G]. on associe à
loui espace 5 un modèle minimal (A X, d} unique à isomorphisme prés, ce q ui
induit une bijection entre « les types d'Homo topie des espaces SQ » et « les
classes d'isomorphisme des modèles minimaux ».

D'autre part l'a. d. g. c., A X est munie d'une seconde (wedge) graduation
A X = (+),^o A1 X, lorsque l'on désigne par A1 X le sous-espace des mots en X
de longueur i. La filtration par les idéaux \^X engendre une suite spectrale
qui s'identifie à celle de Milnor-Moore.

Si on suppose en outre que d{X) <= A1 X pour un (fixé, alors la cohomologie
H (A X, d) est bigraduée H (A X, d) = @^ H^ q (A X, d) où H^ q (A X, d) est
le sous-espace des classes représentées par des cocycles dans (A^ X)p+q.

La proposition clef s'énonce :

PROPOSITION 1. — Soit ZQ^^p^^Z^ un espace vectoriel gradué de typefini.
I l existe une et une seule a. d.g. c. (AX, d) (à isomorphisme près) telle que :

(a) d(X)a^X.
(b) (kerrf)nX^Zo.
(c) H^iAX.d}^^.
Dans ce cas, (AX, d) vérifie nécessairement :

^•'''(AX,^)^, 7^3.

Démonstration de la proposition 1. — PosonsZf = (A3 Zo)^^1 et définissons

d : Zi -» A^o. Supposons (A (Zo®.. .©Z^), d) définie et choisissons Z^ +1

et d : Z^+1 -» Ker dr\ A3 (Zo ®. . . ® ZJ de telle manière que d induise un

isomorphisme Z^ i — H 3 ' * (A (Zo © . . . ® ZJ. d}.

Bl 1 1 1 1 1 \ 1 ) 1 1 \ S()( 1 1 II MAI Hl MA 1 1 ( ^ 1 1 1 ) 1 1 RA\0:



92 Y. FELIX, S. HALPERIN ET J.-C. THOMAS

Posons X^^^Z^, alors l'a.d.g.c. {AX,d) ainsi construite vérifie
(a) [b) (c) et est évidemment unique à isomorphisme près.

11 reste à démontrer que H " ' * (A X, d) = 0, p ̂  4. Pour ceci, fixons une base
Xi ,^ , . . . de X avec deg^$deg;c,+i; alors dx^eA { x ^ . . . , ^-i).
Soit {AX^,d} l'a.d.g.c. obtenue en quotientant (AX,d) par l'idéal
A4' (.Vp . . . , .v,_ i ) et définissons la condition C^ par :

C; : JP'^AX^)^ si p^3 et p^-q^r.

Nous terminons en montrant :

(û) q => c^,
et :
(b) (q,vy^2) => Cî^.

(û) C5=>Cj+i : Nous noterons rf et d les différentielles induites dans A X^
etAX^.^l.Sia)6(AJ'A^^+l)s(5^r,/?^3)estunrf-cocyclealorsrf<D==^t2.Ily
a deux cas à distinguer :

Cas (i) : degjCj est pair. Dans ce cas la relation 0==d2 <S>=Xj€Kî implique
riQ=0. Mais :

Î^A^^.r1^1, |x,|=degx,,

et en vertu de Cp ft=rfT et ûf(<î)-^F)=0. Mais <î)~^^e(APX^)s et une
deuxième application de C, donne <I>—^r=<^P, d'où ^>=ûW.

Cû^ (n) : de^Xj est impair. De f/(xjQ)=0 on tire û(iï=x^tli, et donc une
suite Q=Qo, QI, . . . d'éléments dans AX^y avec :

ûS2,=^Q.+p

En particulier degt2>degîîi > ... et donc pour un certain /, Q,+1 =0. Il
en suit que ^Q.=0 d'où (d'après C;) Q.=^r, et donc ^(0;_ i +.v,r.)=0.
Une deuxième application de C', donne Q;_ i+A^r ,=û f r , _ i et
^(Q,.^4'-^^-!)^- Continuons de cette manière; à la fin on trouve
^p=<D+x,ro, d'où <D=^.

0) C;, tout j^C^1 : Soit OetA^X)'"'1 un cocycle, /?^4. Il faut
démontrer que <Ï> est un cobord. Évidemment <Ï> se projette en zéro dans A X >,
pour / assez grand. Il suffit donc de montrer que si <1> se projette sur un cobord
dans A X ̂ , il se projette aussi sur un cobord dans A A^,. Notons d et d les
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L. S. CATÉGORIE 93

différentielles dans A X^ et A X>, et ̂  l'image de 0 dans A X^,, ̂  son image
dans AX^,.L >/•

Alors y =rfT; remplaçons ̂  par ̂  - dT de telle manière que ̂  = x, Q. Si
degx, est pair nécessairement rftî=0; de plus tîe(A^3 X^,)^. Appliquant C\
nous obtenons tî = rfT, ^F = rf(-v, F).

Si degx, est impair nous trouvons 0=Qo, Qi, . . . avec ^Q^=.v,Q^i;
pour des raisons de degré, il existe k -hl tel que iï^ +1 = 0. Les ft,. étant tous de
degré ^r, nous concluons par le même raisonnement que dans (û) que
Q=JT+x,r. Alors :

^x^-ûfOc.r).
C.Q.F.D.

Démonstration du théorème 1. — D'après un résultat d'ANDREWs et
ARKOWITZ [A-A], la condition îr^(ftS)®Q abélienne équivaut à
d(X)^A^X,où{\X, rf)estle modèle minimal de S.SideplusûfWcA3^,
l'image de l'homomorphisme de Hurewicz est en dualité avec Ker {d) n X, [S],
[B-G], [B-L].

Avec les notations de la proposition 1, choisissons Zg=Hom(Vp, Q). Les
conditions (ii) et (iii) du théorème 1 sont satisfaites et puisque H ^ *
(AÂ, ûQ=0 sip^3, la condition (i) du théorème 1 est certainement vérifiée.
. Pour montrer l'unicité, supposons que S vérifie (i), (ii), (iii). Soit (A X, d) un

modèle minimal de 5, à l'aide d'un changement de générateurs, on peut
supposer que si ^(A-+<I>)=O pour un xeX et un OeA^X alors ^=0.
Posons, alors Z = X n ker d et A X = A Z®A Y.

Soit maintenant (AX, D3)=(AZ®A Y, ^3) le modèle construit dans la
proposition 1 à partir de Z. En vertu de l'unicité de (AX, D3) il suffit de
montrer que (AX, 1)3) est isomorphe à (AX, d} pour établir l'unicité de 5.

Supposons avoir construit un isomorphisme :

^ : (^Z®^YP,D^^(^Z®^Y<p,d}

tel que v|/,^=idAz. Soit î^e V, alors v|/(D3Î :) est un ^/-cocycle dans
(A^X^^ et puisque ^(5)==2 nécessairement ^^3^) est un J-cobord.

Posons, v)/(D30 :))=^ (a^+P^)) où a(.î :)e(AZ®A+ V"^ P^eV
dépendent linéairement de .̂ Puisque v|/ est un isomorphisme, pour tout v^O
^f(D^} possède une composante non nulle dans A3 X, d'autre part pour des
raisons de degré que o^v' teA^A'.
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94 Y. FELIX, S. HALPERIN ET J.-C. THOMAS

Par suite. rfa^eA^X et (iCy)^O; c'est-à-dire que P est injectif.
Prolongeons v)/ à V en posant v|/ ( y ) == oc ( y ) + P ( y ) alors ^ :
(A Z0A ? ,̂ 1)3) -^ (A Z®A 7 ,̂ rf) est un homomorphisme d'à. d. g. c.
injectif. Il est à montrer que P^cimxl/. Soit ye Y1' alors dy appartient à
(A Z®A V^) n A^3 X, d'où :

v|/- l(f/y)€(AZ®Ay</?)n(A^3X)n(kerD3).

D'après la proposition 1, \|T1 (ûfy)=D3<D et puisque <D est de degré p. \|/(<î>)
est défini et rfd'-vl^d) ))=().

Posons <D=y+û avec yeY^ SîeA^X, alors ^(y~P 0')~Q')=0 avec
Q'eA^X. Par hypothèse y-fi(y)€ ypnZ=0, d'où :

.v-P^^^^-a^)3-^^-^'1^^)))

ce qui démontre que i|/: (AZ®A ? ,̂ D3)-^(AZ®A^ Y, rf) est un
isomorphisme d'à. d. g. c. Une induction sur p termine la démonstration.

Démonstration du théorème 2. — Puisque d'après ce qui précède S admet
un modèle du type (A X, 1)3), nécessairement /(S) = 2. Si on suppose en outre
que dimA:==dim (TC»(5)®Q)=oo, d'après [F-H-T] nécessairement
cato(S)=oo, puisque ïi^(5)®Q est abélienne.

Supposons maintenant que dimX soit fini, et notons x^, ..., x^ une base
de X telle que deg.x'^deg;c,+i. Comme nous l'avons déjà remarqué dans la
démonstration de la proposition 1 chaque (AX^,, d) satisfait aux
conditions (i) et (ii); en particulier :

0=[x^eH(AX^

Cette dernière condition entraîne d'après [H] que dim H (A X, d) < + oo et
d'après [-F-H], §.9, que dim (^"^^(S)^. Un petit calcul utilisant la
relation dX <= A3 X et [H], §. 11, montre alors que les seuls modèles possibles
sont :

(A (.v), 0), deg x impair.

(A(x, y), 0), degx et deg y impair.
(A(x,y),d), ^=0. dx^y3.

C.Q.F.D.
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Démonstration du théorème 3. — Soit S satisfaisant aux conclusions des
théorèmes 1 et 2 choisi de façon que dim7tp(iS)®Q^/?-(-l, pour tout/?>l.
(Ceci est possible en choisissant bien l'espace vectoriel Y.)

Soit (A X , d) le modèle minimal de 5. La différentielle d est homogène de
wedge degré 2. Considérons un idéal bigradué l^ de A X tel que :

Jj?=0, p<k, IliQ(KeTd)k=(AX)\
Jj^AX^, p>k.

L'algèbre différentielle quotient (A X / I ^ , d) a le même modèle (A Z, D) que
le fc-squelette S(k), d'une décomposition homologique de S, Évidemment,
dest homogène relativement à la graduation induite dans A X / ï ^ par le wedge
degré.

Montrons d'abord que e (S {k)) < 2. En effet si <I> e A3 Z est un D-cocycle son
image dans A X / I ^ est la somme de d-cocycle y,. Chaque ̂  est l'image, par
la projection A X -^ A X / I ^ d'un rf-cocyclex? ;\e A1 X (puisque la projection
est bihomogène et surjective en cohomologie). Comme e(AX, d)^2, T^ est
un rf-cobord, par suite les ̂  sont des rf-cobord et 0 est un D-cobord.

Posons maintenant :
S, =5 (4 k2 +2).

L'inclusion îi^ (05^)00 -^n^{fl.S)®Q est un isomorphisme en degré
^4k2. Si cato(5)==w^2A: alors en vertu de notre hypothèse initiale
rg{n^ (tî5))>w4-1. En appliquant alors [F-H-T], théorème 1.6, on déduit
que m{4k^-l)—4k>4k2, puisque n^(SÏS)®Q est abélienne. Par suite si
m^2k, nécessairement m>k et donc m>k est toujours satisfaite.

Finalement puisque cato(5J^2, nécessairement e(S,,)^2, ce qui montre
que e ( S , ) =2.
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