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L. S. CATEGORIE ET SUITE SPECTRALE
DE MILNOR-MOORE
(Une nuit dans le train)

PAR

Yves FELIX, StepaeN HALPERIN et Jean-CLaupe THOMAS (*)

RESUME. — Nous montrons qu’il est impossible de majorer la catégorie d’un espace en terme
des invariants liés a la suite spectrale de Milnor-Moore et donnons une caractérisation des
espaces S dont I'algébre de Lie d’homotopie rationnelle est abélienne et ¢(S)1<2.

ABSTRACT. — The rational category of a space is not bounded by invariants related to the
Milnor-Moore spectral sequence. We give a characterization of space S whose homotopy Lie
algebra is abelian and which satisfy e(S)<2.

Dans cet article on désigne par S un CW-complexe, 1-connexe dont
’homologie rationnelle est de dimension finie en chaque degré. On rappelle
que la L.S.-catégorie de S est le plus petit entier m tel que m+1 ouverts
contractiles dans S constituent un recouvrement de S. Cet invariant
homotopique, noté cat (S) est minoré par la L.S.-catégorie du localisé Sg de S,
notée cat, (S) et appelée la catégorie rationnelle de S.

Deux autres invariants homotopiques liés a la L.S.-catégorie sont définis a
I’aide de la suite spectrale de Milnor-Moore. Rappelons que si I'on considére
la bar-construction sur I'algébre différentielle des chaines (C, (Q(S)), ¢) de
I'espace des lacets Q(S), alors la filtration par le bar degré engendre une suite
spectrale de coalgébres convergeant vers H_(S). Nous appelons suite
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90 Y. FELIX, S. HALPERIN ET J.-C. THOMAS

spectrale de Milnor-Moore, la suite spectrale E¥: * duale de la précédente, qui
converge vers H*(S; Q).

Les deux invariants e(S) et /(S) sont alors définis par :

e(S)=sup{p|E*#0}.
I(S)=inf{p=>1|E}  =E%*}.

L’invariant e(S) a été introduit par TooMEer[T] qui démontre que
e(S)<cat, (S) et conjecture ’égalité; depuis LEMAIRE et SIGRIST ont exhibé un
exemple avec e(S)=2 et cat,(S)=3. Le résultat principal de GiNsBURG [G]
appliqué a Sg donne /(S)<cat,(S): par suite :

sup(/(S), e(S))<caty(S)<cat(S).

Depuis s’est posée la question d’une éventuelle majoration de cat, (S) en
termes des invariants /(S) et ¢(S). Un des buts de cet article est de démontrer
I'impossibilité d'une telle majoration. En effet nous pouvons énoncer :

THEOREME 1. — Soit Y= @,;2 Y, un espace vectoriel gradué de type fini. 1

existe un et un seul espace S (a type d homotopie rationnelle prés) tel que :
(i) e(S)<2
(i) L’algébre de Lie m, (Q(S))®@Q est abélienne;
(i) I'image de 'homomorphisme de Hurewicz (rationnel) est isomorphe a Y.

THEOREME 2. — A l'exception des seuls espaces S?, SP x S (p, q impairs) et
des espaces dont la cohomologie rationnelle est isomorphe a Q[a]/a® tout
espace satisfaisant aux conditions (i), (i) du théoréme 1 vérifie aussi :

dimn, (S)®@Q=co.
Dans ce cas, e(S)=1(S)=2 et cat,(S)=o0.
Ces résultats laissent ouvert le :

ProBLEME. — Si cat, (S) < oo, peut-on majorer cat, (S) en fonction de e(S)
et de /(S)

Nous pouvons néanmoins montrer que méme quand S est un CW
complexe fini on ne peut pas majorer cat, (S) uniquement a I'aide de ¢(S). En
effet :
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L. S. CATEGORIE 91

THEOREME 3. — Il existe une suite infinie S,, k=1, 2, ...,de CW complexes
finis 1-connexes, telle que :

e(S,)=2 et caty(S,)>k.

En particulier caty(S,)/e(S,) — .

Ces résultats se démontrent a I’aide des modéles minimaux de Sullivan. Ceci
désigne une algébre différentielle graduée (a. d. g.c.) (A X, d)ou X =P),,, X
est un espace vectoriel sur Q, gradué de type fini, A X l'algebre graduée
commutative libre engendrée par X, d est une dérivation de carré nul et de
degré + 1 telle que d(X)<=(A X)™ (A X)*. D'aprés [S] et [B-G]. on associe a
tout espace S un modele minimal (A X, d) unique a isomorphisme prés, ce qui
induit une bijection entre « les types d homotopie des espaces Sq » et « les
classes d’isomorphisme des modéles minimaux ».

D’autre part I’a. d. g.c., A X est munie d’une seconde (wedge) graduation
AX= @,}0 A X, lorsque I’on désigne par A’ X le sous-espace des mots en X
de longueur i. La filtration par les idéaux A>’ X engendre une suite spectrale
qui s’identifie a celle de Milnor-Moore.

Si on suppose en outre que d(X )= A’ X pour un ifixé, alors la cohomologie
H(A X, d)estbigraduée H(A X, d)= C—BMH""’(A X,d)ouH”9(A X, d)est
le sous-espace des classes représentées par des cocycles dans (A? X)P*4,

La proposition clef s’énonce :

PROPOSITION 1. — Soit Z,={P),,, Z§ un espace vectoriel gradué de typefini.
1l existe une et une seule a.d.g.c. (A X, d) (a isomorphisme preés) telle que :

(@) d(X)=A3X.

(b) (kerd)n X=Z,,.

(c) H>**(A X, d)=0.

Dans ce cas, (A X, d) vérifie nécessairement :

HP*(AX,d)=0, p>3.

Démonstration de la proposition 1. — Posons Z? =(A3 Z,)P*! et définissons
d:Z, S A2 Z,.Supposons (A(Z,® ... ® Z,), d) définie et choisissons Z,, ,
etd:Z,,,»KerdnA*(Z,®...® Z,) de telle maniére que d induise un

isomorphisme Z, ., > H>** (A(Z, ®...® Z,). d).
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92 Y. FELIX, S. HALPERIN ET J.-C. THOMAS

Posons X=(),,,Z,, alors 'a.d.g.c. (AX, d) ainsi construite vérifie
(a) (b) (c) et est évidemment unique a isomorphisme‘prés.

Il reste a démontrer que H? * (A X, d)=0, p > 4. Pour ceci, fixons une base
Xy, X3, ... de X avec degx;<degx;.,; alors dx;eA (x,, ..., x;_,).
Soit (AX,,, d) I'a.d.g.c. obtenue en quotientant (A X, d) par l'idéal
A (x,, ..., x;_,) et définissons la condition C’; par :

Ci: HP'(AX,)=0 si p>3 et p+gq<r.

Nous terminons en montrant :

(@) ¢ = (i,
et:
) (C},Vj=2) = Ci*.

(@) Cj=Cj4, : Nousnoterons d et dles différentielles induites dans A X, ;
etAX,;,, . Si®e(A?X,,,,) (s<r, p=3)estund-cocyclealorsdd=x;Q.1ly
a deux cas a distinguer :

Cas (i) : deg x; est pair. Dans ce cas la relation 0=d? ® =x;dQ implique
dQ=0. Mais :

Qe(APT1 Xyt | xj|=degx;,

et en vertu de C}, Q=dI et d(®—x;I')=0. Mais ®—x;T'e(A” X, ) et une

deuxiéme application de C; donne ®—x;I'=ad¥, d’ou ¢=4d¥".

Cas (ii) : deg x; est impair. De d(x;Q)=0 on tire dQ=x;Q,, et donc une
suite Q=Q,, Q,, ... d’éléments dans A X, avec :

dQi=x;Q;.,.

En particulier degQ>degQ, > ... et donc pour un certain i, Q;,, =0. 1l
en suit que dQ;=0 d’ou td’aprés C7) Q;=dT; et donc d(Q;_,+x;I'))=0.
Une deuxiéme application de C; donne Q,_,+x;I;=dl;_, et
d(Q;_,+x;T;_,)=0. Continuons de cette maniére; a la fin on trouve
d¥Y=0+x;T,, dou O=d¥".

(b) Cj, tour j=Ci*': Soit ®e(A?X)*! un cocycle, p>4. 1l faut

démontrer que ® est un cobord. Evidemment @ se projette en zérodans A X
pour i assez grand. 11 suffit donc de montrer que si ® se projette sur un cobord

dans A X _; il se projette aussi sur un cobord dans A X ,,. Notons d et d les
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L. S. CATEGORIE , 93

différentiellesdans A X, et A X ,,et ¥ I'image de ® dans A X ,;, ¥’ son image
dans AX ;.

Alors ¥’ =dT; remplagons ¥ par ¥ —dT” de telle maniére que ¥ =x; Q. Si
deg x; est pair nécessairement dQ=0; de plus Qe(A>* X ,;)<". Appliquant C;
nous obtenons Q=dI, ¥=d(x;TI).

Si deg x; est impair nous trouvons Q=Q,, Q,, ... avec dQ,(=x,.Qk+,:
pour des raisons de degré, il existe k + 1 tel que Q,,, =0. Les Q, étant tous de
degré <r, nous concluons par le méme raisonnement que dans (a) que
Q=dl'+x,T". Alors :

¥Y=x,Q=—d(x;T).
C.Q.F.D.

Démonstration du théoréme 1. — D’aprés un résultat d’ANDREWs et
Arkowitz [A-A], la condition =, (QS)®Q abélienne équivaut a
d(X)=A*?X,0u(A X, d)estle modéle minimal de S.Side plusd(X)= A3 X
I'image de ’homomorphisme de Hurewicz est en dualité avec Ker (d) n X, [S],
" [B-G], [B-L].

Avec les notations de la proposition 1, choisissons Z§=Hom(Y,, Q). Les
conditions (i) et (iii) du théoréme 1 sont satisfaites et puisque HP *
(A X, d)=0si p>3, la condition (i) du théoréme 1 est certainement vérifiée.

. Pour montrer I'unicité, supposons que S vérifie (i), (ii), (iii). Soit (A X, d) un
modéele minimal de S, a 'aide d’'un changement de générateurs, on peut
supposer que si d(x+®)=0 pour un xe X et un ®eA>? X alors dx=0.
Posons, alors Z=X nkerdet AX=AZ®AY.

Soit maintenant (A X, D,)=(AZ®A Y, D,) le modéle construit dans la
proposition 1 a partir de Z. En vertu de I'unicité¢ de (A X, D;) il suffit de
montrer que (A X, D,) est isomorphe a (A X, d) pour établir I'unicité de S.

Supposons avoir construit un isomorphisme :

V: (AZ®A 77, D)= (A Z®A Y<', d)

tel que Y, =id,,. Soit ye ¥?, alors (D, v) est un d-cocycle dans
(A3 X)P*1! et puisque ¢(S)=2 nécessairement D, (v) est un d-cobord.

Posons, Y(D,(y))=d (a(})+B(})) ou a(¥)e(AZ®A* Y=y B(y)eY”
dépendent linéairement de . Puisque { est un isomorphisme, pour tout y # 0
Y (D, ;') posséde une composante non nulle dans A® X, d"autre part pour des
raisons de degré que a(y)e A>> X.
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94 Y. FELIX, S. HALPERIN ET J.-C. THOMAS

Par suite. da(y)eA>*X et B(y)#0; c'est-a-dire que B est injectif.
Prolongeons ¥ a ¥? en posant Y(y)=a()+B(y) alors :
(AZ®A Y<*, D;) > (AZ®A Y<*, d) est un homomorphisme d’a.d. g.c.
injectif. Il est & montrer que Y?<Imy. Soit ye Y7 alors dy appartient a
(AZAAYP)NnA**X, dou :

V™Y (dy)e(AZ®A Y<*)n(A>*X) n (ker D;).

D’aprés la proposition 1, ™! (dy)=D, ® et puisque ® est de degré p, Y (P)
est défini et d(y—V (P))=0.

Posons ®=y+Q avec ye ¥?, Qe A>?X, alors d (y—B () —Q')=0 avec
Q'eA>2X. Par hypothése y—B(y)e Y Z=0, d’ou :

y=BM=v ) —-a@)=vG-¥v""(@)))

ce qui démontre que V¥ : (AZ®A Y<*, D;) > (AZRAP Y, d) est un
isomorphisme d’a. d. g.c. Une induction sur p termine la démonstration.

Démonstration du théoréme 2. — Puisque d’aprés ce qui précéde S admet
un modéle du type (A X, D,), nécessairement /(S)=2. Si on suppose en outre
que dimX=dim (n,(S)®Q)=c0, d’aprés [F-H-T] nécessairement
cat, ()= oo, puisque 7, (S)®Q est abélienne.

Supposons maintenant que dim X soit fini, et notons x,, ..., x, une base
de X telle que deg x;<degx;, ,. Comme nous ’avons déja remarqué dans la
démonstration de la proposition 1 chaque (AX,, d) satisfait aux
conditions (i) et (ii); en particulier :

0=[x]PeH(AX,)).

Cette derniére condition entraine d’apreés [H] que dim H (A X, d)< + oo et
d’aprés [F-H], §.9, que dim (X™r)<e(S)<2. Un petit calcul utilisant la
relation dX = A3 X et [H], §. 11, montre alors que les seuls modéles possibles
sont :

(A(x),0),  degximpair.
(A(x, ), 0), deg x et deg y impair.

(A(x, y),d), dy=0, dx=y>
C.Q.F.D.
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Démonstration du théoréme 3. — Soit S satisfaisant aux conclusions des
théorémes 1 et 2 choisi de fagon que dimn,(S)®Q>p+1, pour tout p>1.
(Ceci est possible en choisissant bien 1’espace vectoriel Y.)

Soit (A X, d) le modéle minimal de S. La différentielle d est homogéne de
wedge degré 2. Considérons un idéal bigradué I, de A X tel que :

I5=0, p<k, L®Kerd)*=(AX),
I’=(AX), p>k.

L’algebre différentielle quotient (A X /1, d)aleméme modéle’(A Z, D)que
le k-squelette S(k), d’'une décomposition homologique de S, Evidemment,
dest homogéne relativement a la graduation induite dans A X /I, par le wedge
degré.

. Montrons d’abord que e (S (k)) < 2. En effet si ® € A> Z est un D-cocycle son
image dans A X /I, est la somme de t_i-cocycle ¥.. Chaque ¥, est I'image, par
la projection A X — A X/I,, d’un d-cocycle ¥ ;e A’ X (puisque la projection
est bihomogeéne et surjective en cohomologie). Comme e(A X, d)<2, ¥ est
un d-cobord, par suite les ¥, sont des d-cobord et ® est un D-cobord.

Posons maintenant :
S, =S(@4k*+2).

L’inclusion x, (QS,)®Q — 7, (QS)®Q est un isomorphisme en degré
<4k®. Si caty(S)=m<2k alors en vertu de notre hypothése initiale
rg(n,, (QS))=m+ 1. En appliquant alors [F-H-T], théoréme 1.6, on déduit
que m(4k+1)—4k>4k?, puisque n, (QS)®Q est abélienne. Par suite si
m<=2k, nécessairement m >k et donc m>k est toujours satisfaite.

Finalement puisque cat,(S,) =2, nécessairement e(S,)=2, ce qui montre
que ¢(S,)=2.
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