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Bull. Soc. math. France,
110, 1982, p. 429-445.

INVARIANTS DE PLUSIEURS FORMES BINAIRES

PAR

MICHEL BRION (*)

RÉSUMÉ. - Soient V un 5L2(C)-module rationnel de dimension finie, et A l'algèbre des
fonctions polynômiales sur V, invariantes par SL^C). Pour à entier, notons ̂  l'espace des tonnes
binaires de degré à, alors V est de la forme V^ x ... x ï^, d'où une f̂ l''-graduation canonique
sur A. On donne une formule explicite pour la série de Poincaré de cette algèbre graduée, avec des
exemples numériques pour r = 2. On déduit de cette formule la liste des 5L2(C)-modules
V^ x ... x V^ (avec r ^ 2) tels que A admette un système de paramètres formé d'éléments M'-
homogènes, et on décrit l'algèbre A dans ces cas, qui se trouvent être les cas les plus simples.

ABSTRACT. - Let V be a rational, fmite-dimensional 5L2(C)-module and let A be thé algebra
ofpolynomial functions on V which are SL^C)-in variant, îfd is an integer, let ^ bc thé space of
binary forms ofdegree à : then V is a V^ x ... x ,̂ whence a canonical '̂-graduation on A.
An explicit formula for thé Poincaré séries of this graded algebra is given, with numerical
examples for r = 2. From this formula, thé listof thé SL^Q-modules V^ x ... x ^suchthat
A has a M'-homogeneous System ofparameters is deduced, and A is described in ail of thèse cases
(which turn out to be thé simples!).

1. Introduction

Soient G = SL^(C) et V un G-module rationnel de dimension finie. Un
problème de la théorie des invariants est de décrire par générateurs et
relations l'algèbre A == C^V^0 des polynômes G-in variants sur V. On sait
depuis le 19e siècle que même si la dimension de V est petite, l'algèbre A peut
être fort compliquée (sa structure n'est pas connue pour V irréductible et
dim V ^ 10 par exemple).

(*) Texte reçu le 19 janvier 1982, révisé le 24 mai 1982.
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430 M. BRION

Si d est un entier positif, notons V^ l'espace vectoriel des formes binaires de-
degré d, i.e. des polynômes homogènes de degré d, à deux variables; il existe
alors (di, ..., dy) tel que V ^ V^ x . . . x V^ comme G-module (cf. par
exemple [1]), et A s'identifie à l'algèbre des «invariants simultanés de
r formes de degrés d^ ..., dy» dans la terminologie classique. L'algèbre A
est ^-graduée par les degrés partiels par rapport aux V^. On peut donc
définir la « série de Poincaré » (ou de Hilbert; introduite par Cayley) F de A
par :

F(z,, ....z^S^dimAJz"

oùz011""^ = zï1 . . . z^ et An est l'ensemble des éléments homogènes de A de
multidegré n. Il est bien connu (cf. par exemple [9]) que la série formelle F est
une fraction rationnelle en z^, ..., z,., qui apporte beaucoup d'information
sur la structure de A. Dans la deuxième partie de cet article, on établit une
formule explicite pour la série de Poincaré de A, en généralisant une formule
de Springer (cf. [2]) pour les invariants d'une forme binaire. Ces résultats ont
été annoncés dans [3].

S'il est difficile de décrire l'algèbre A, on peut en chercher un système de
paramètres (i.e. des éléments algébriquement indépendants Pi, ...,?„ de A
tels que A soit entière sur C[?i, ..., ?„]). Dans la troisième partie, on
énumère les G-modules V == V^ x ... x V^ (avec r ^ 2 et 7° = {0}) tels
que A admette un système de paramètres formé d'éléments r-homogènes. Il est
remarquable que de tels G-modules soient en nombre fini, et que la structure
de leur algèbre d'invariants soit particulièrement simple : c'est un module
libre de rang au plus 4 sur une sous-algèbre de polynômes. La classification de
ces G-modules repose sur l'étude du dénominateur de la série de Poincaré, à
l'aide de la formule de la seconde partie.

2. Série de Poincaré des invariants
de plusieurs formes binaires

2.1. Soient G et V = V^ x . . . x V^ comme précédemment. Soient
Zi, . . . , Zy des indéterminées; si û^ , . . . , a y sont des entiers positifs, posons

et

^(zi, . . . , z ^ )=

dét (z? ,̂,̂  = Iz01, ....z0-!

|1 + ̂ r-4^ ^ ̂  ^2r-5^ ^ ^ ^r-4 ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ r-l|

111 ^ z2 z'"'1!l|i, ^., ^ . . . . . ̂  i
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INVARIANTS DE FORMES BINAIRES 431

Alors Sy est une somme alternée de fonctions de Schur, c'est donc un
polynôme symétrique en r variables.

Si pe^J, notons 6p une racine primitive p-ième de l'unité. Si
n = (ni, . . . , n^eN^ il existe une unique application linéaire 0>^ :
C(zi, . . . , z,) ->- C(zi, ..., z,) telle que

<î>n(/)W, . . ., Z;-) = ,—————- Zl̂ n.....l̂ n./(e;;̂ l, . . ., 9 )̂
"1 • • • "r

(théorie de Galois). Pour rf entier > 0, posons ï(d) •={d—lj\jçN,
à - 2j > 0}etpour^ = (d^ .. .,d,)e(N ^ {0 })\ posons I(d) = n,^(d,).
Enfin posons (comme dans [2], formule (4)), pour de^O^e ^d :

y^) = (- ̂ e{e+l). n^,^(i - z21)-1. n^,^_,(i - z2^)-1.
On peut maintenant énoncer le

THÉORÈME 1. — La série de Poincaré de l'algèbre W-graduée C^V^]0 est

F = ̂ iMPn)
où

ph(zl' • • •' zr) -TT^1"/!"^^ • nl<i<r(l - z?)^,-'..)/2(^A A l < l < ^ $ r t l ~~ zizj)

avec h = (h^ ..., h,) et d = (d^, ..., rf,).

2.2. Démonstration. — Montrons d'abord le

LEMME 1. — 5i maXi^^Jz^l < 1, alors

F(z,, . . .,z,) = (27T)-1 f^l - ̂ ie). nî -̂ 4.(2,, e16) d6
Jo

où pour ee ̂ , on pose /^(z, u) = Y\o^j^e(^ - z^"27)"1.

Démonstration du lemme 1 :

Remarquons que f^z, ̂ } = ̂ J _ ̂  où ^ = (^ .̂,), et que

^•^dét.^d-z,^ = LeNZ" ̂ ci^ff'1).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



432 M. BRION

cette série convergeant, uniformément par rapport à 9, pour
maxi^.^lz^l < 1. Il suffit donc de montrer que

dim Cm? = (27C)-1 f ̂ l - e219) Tr^g-1) d6
Jo

pour tout neW. Or C[K]^ est somme directe de sous-G-modules de la
forme T^, et on voit facilement que

r2"
(27i)-1 \ (1- é?219) TTy^g-1) dQ vaut 0 si e ̂  0, et 1 si e = 0.

Jo

Suite de la démonstration du théorème.
Si N est un entier > 0 divisible par tous les h ç I(d^) u ... u ï(d^\ on a ([2],

proposition 1) :

fe(^ u) = ̂ ^h-1 ̂  ̂ ,((1 - z^Qiurl

-d-z-^e.-^-^y^,^^^)
pour tout ee{d^ ..., d^}\ donc F(zi, .. .,z^) est la somme de termes A^
avec; = 0\, .. .,j\\ h = (h^ ..., A,), 1 ̂ j\ < ̂  pour 1 ̂  n < r, et hçl(d) :

A^ = (2inh, ... ^)-1 f FIi ̂ i ̂ ((1 - zN/hl. ̂ ^)-1

J |uL= i
- (1 - z^Q^u)-1) . (1 - u2) . ̂ ^(z?^

A l'intérieur du cercle |u| = 1, les pôles de la fraction rationnelle à intégrer
dans Aj^ sont : z^O^ avec 1 ̂  / ^ r. Si l'on suppose que Iz^'l ^ |z |̂ pour
f ^7, hiel(di), hjel(dj), alors ces pôles sont simples, distincts. Soit Bj^i le
résidu en ^'O^. On a

cv7 7 ^ - V V BJ1hvl
F^ZI, . . ., Z^ — ^6J(d)^l^ji^/,i....,l^^$hr.l<«r 7——————T~9

et ^ ... ̂

B^,=Y\,^{{l-^l"•.Qy;,.zN"".^,)-l

-(l-z,-N/'"•.e,7•••.2r/'"•ej;',)-l).

^l«•^7«,„N,-»,)/2(z?'/'"•. e,;;:). (i - z 2 ^ 1 " . e '̂).
Posons alors, pour hel(d) :
P,.,(2i, ...,z,)=nr^((l-^i)~1

-d - z,-^,)-1). ni ̂ ^.^..-^^•Mi -j)
TOME 110 - 1982 - N° 4



INVARIANTS DE FORMES BINAIRES 433

On a alors : F(zi, ..., z,) = L.cW^Œi ̂ r-?Wi, ..., 2.).
Or (1 - z^)-1 - (1 - z,-1^)-1 = ̂ 1 - z?)(l - z^i)"1^ - ̂ F1, donc

l.̂ ^r^W2!» • • •» ^r)

== ril<^r(l — zl) • yd^di-hi^l^l^l^r T=f——7j——————^7—————x
1 lr^1 "•"• Zl'ZU^l — ^r)

= FIl̂ rO - zî)y^-hz)f2(Zl) . 5,(Zi, . . ., Z,) . ril^<^r0 - Z^)-1

OÙ

5^(Zi, . . ., Z,.) = f l i^»<j<r(^ ~ zizj) • Sl^f^r n——71——————T7——————T
Hr^ïH — ZiZrnZi ~ Zi')

Pour calculer s^, prenons d^ = ... à, = 1. Alors J(rf) = {(1, ..., 1)},
Yi.oOO = 0 - ̂ F1, ̂ d = id et si F, est la série de Poincaré de CR^y]0, on
a :

F,(Zi, . . ., Z,) = 5,(Zi, . . ., Z,) . ni<« l̂(1 - ZiZj)'1'

Appliquons alors la formule (10) de [4] : on obtient

/- . |1 + z2-4, z + z2-5, ..., z-4 + ̂  z-3, z-2, z--1!
5r(zlî • • " 2r) = ——————————n-772———TTÏ——————————11 , .̂, ^ , . . ., z j

donc Sy = 5 ,̂ d'où le théorème 1.

2.3. Exemples. — Si a^ est la fonction symétrique élémentaire à r variables
et de degré n, on a :

5^ = $2 = ^3 = 1; ^4 = 1 - Û4; ^5 = 1 - Û4 + ̂ S - ÛJ.

Si r = 1, le théorème 1 n'est autre que la formule (13) de [2].
Si r = 2, on obtient pour la série de Poincaré F de C[T^ x V^ :

F(Z, Z') = L.€TO^6J(d')<^,,^————^_^ z Y<i.(d-/,)/2^)yd'.(d'-/,')/2^'))-

A l'aide de cette dernière expression, M. Michel QUERCIA a calculé sur un
ordinateur les valeurs de F pour d ^ 5 et à' ^ 5 (ces valeurs n'étaient connues
que pour à ̂  4 et d' ^ 4, ou pour à = 1 et à' = 5; c/. [5]). On trouvera ci-
dessous les valeurs de la série de Poincaré (p(z) = /(z, z) de l'algèbre
^[Vd x ^'1° = 4 graduée par le degré par rapport à V, pour d ' = 5 et
2 ^ d ^ 5. Ces séries de Poincaré sont données sous forme « représentative » :
le numérateur de (p est un polynôme en z, à coefficients entiers posi-
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434 M. BRION

tifs, et le dénominateur est un produit de m termes de la forme 1 — z" où
m == à + d' — 1 est la dimension de Krull de A. Une telle forme existe
toujours car A est une algèbre f^-graduée de Cohen-Macaulay (c/. [6], [7]).

(d, à') = (2, 5). Numérateur de q> :

1 + z2 -h z4 + z6 + 2z7 4- 3z8 + 5z9 + 5z10 + 8z11 + 7z12 + 8z13 + 5z14

4- 5z15 -h 3z16 + 2z17 -h z18 -h z20 4- z22 + z24

Dénominateur :

(1 - z3)^ ~ z^l - z5)^ - z6^! - z^tl - z8).

(3, 5). Numérateur :

1 -h 3z4 -h 5z6 + 19z8 + 29z10 -h 10z12 + 12z14 4- 12z16

+ 10z18 + 29z20 + 19z22 + 5z24 + 3z26 + z30.

Dénominateur :

(1 - z4)3^ - z6)^! - z8)2.

(4, 5). Numérateur :

1 + 2z5 + 4z6 + 6z7 + 9z8 + 15z9 + 18z10 + 23z11 + 29z12

4- 31z13 + 33z14 + 37z15 + 37z16 + 37z17 + 37z18 + 33z19 + 31z20

+ 29z21 + 23z22 + 18z23 + 15z24 + 9z25 + 6z26 -h 4z27 + 2z28 -h z33.

Dénominateur :

(1 - z^l ~ z3)^ - z4^! - z5^! - z6)^ - 2^(1 - z8)^ - z9).

(5, 5). Numérateur :

1 + 4^ 4- 4z6 -h 44z8 4- 70z10 + 184z12 + 215z14

+ 382z16 4- 491z18 4- 508z20 + 491z22 + 382z24 4- 215z26

4- 184z28 4- 70z30 -h 44z32 4- 4z34 4- 4z36 4- z40.

Dénominateur :

(1 - z2)^ - z4)2^ - z6)2^ - z8)3.

TOME 110 - 1982 - N° 4



INVARIANTS DE FORMES BINAIRES 435

2.4. Le théorème suivant généralise le corollaire 2 de [2] (cf. aussi [8],
Example 4.2 et Theorem 4.3).

THÉORÈME 2. - Avec les notations du théorème 1, on a pour
r ^ 3; ou pour r = 2, et (d^ d^) ̂  (1, 1); ou pour r = 1, d ̂  3 :

l̂-1, . . ., Zr~1) = (- W1 . . . Z^1^, . . ., 2,)

ou m = di 4- ... + ̂  -h r - 3 est la dimension de Krull de C^V}0.

Démonstration. - D'après le théorème 1, on a :

F(Z,-1, . . ., Z,-1) = ̂ H.lMW, . . ., ̂ ni^Wl ~ ̂ lZj-l)-l

• ni<i<r(l - Zr^^h^i'1))
Or on sait que

y^-w(z'1) = (-1^^1^,.-^^)
(c/: [2], formule (5)). De plus, si r ̂  3, on vérifie facilement que

s^\..., z.-1) = (- ir^^-^z,... z,)-1^,.... z,).
On a donc :

(-irF(z,\ ...,z,-l)=

^^ ̂ (n^.o'̂ ) n—^"1^ - ̂ ) .̂̂ )).
Or on a pour (n^ ..., n^çW et ûeC(zi, ..., z^) :

^(zï^- ... z-^(z,, ..., z,)) = zî* ... zï^ûXz,. ..., z,).

On en déduit le théorème pour r ^ 3.
Si r = 2, on obtient :

F(z-\z-1)^

V ^ /(l-z-^l-z'-2) , \
Lh€l(d),h' €/(</') ^M^———j _^ -1^ -1——— Vd.(d-h)f2(z Y(d\(d'-h-)12^) j

==(—D^-'-^'-^ij^+ij'rf'+i

L.c/W.fc'eW) ^M'^1^"1 ————^^ z ï«.(«-*)/2(^'.(rf'-k)/2(^))

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



436 M. BRION

d'où

- F(Z, Z') + (- I)^^I^-IZ^-IF(Z-I, z'-l) = ̂ ,̂ W)

^M^O - ̂ Vï^-k^) • ̂ "Kl - ̂ '̂.«r-.')̂ ))

II est clair que si û, bçC(z), alors O^^z)^7)) == Ofc(û)(z)<I>^(&X^ d'où

- F(z, z') -h (- ly^'^z-4-1^-1^1, z'-1)

= L.eWM^"1 - ̂ )7d.(«-*)/2^)).

L.'eW)^2^1 ~ Z^d'^'-h'^))'

Or d'après [2], démonstration du corollaire 1, on a pour d > 2 :

Z*6/W^(^.(4-*)/2(^)) = E*e/(d)<I) '̂'17<f.(4-l,)/2(^

d'où le théorème dans le cas où r = 2. Pour r = 1, cf. [2'], corollaire 2.
2.5. Le théorème 1 permet d'expliciter la série de Poincaré /(z^, ..., z^, t)

de l'algèbre des « covariants de r formes binaires de degrés à^ ..., dy », en
effet cette algèbre n'est autre que C[ï^ x ... x V^ x 1 ]̂°, munie de sa
^r-graduation canonique. On obtient ainsi :

/(zi, . . . ,z , , t )=

^ ,-. / ùr+l(zl9 ' • »>^r>0________T-r /i _2\,, /^ \\L^w^h[ irr——/<—-.firr———.1——ri li ̂ r(i - ̂  )yd^-w2^.)
Mll^i^rV 1 "~z»^•lll^»<^^'•^ l ~zizj)

avec fc = hi, ..., fc,) et d = (di, ..., d,). En effet J(l) = { 1}, et

Yi.o^-O-^2)"1.
De plus, d'après le théorème 2, on a pour {^ i , ..., dy} ^ {1} :

/(z,-1, ..., z.-1, r1) = (- l)̂ 1 ... z^r2/^ ..., ̂  0

avec m = d^ + . . . -h dy 4- r — 1.

REMARQUE. — Dans le cas d'une seule forme binaire, les résultats qui
précèdent étaient déjà connus de SYLVESTER et FRANKLIN; cf. par exemple [9].

3. Systèmes de paramètres plurihomogènes

3.1. Soit V = V^ x ... x V^ un G-module tel que r ^ 2 et Ve = {0}.
Comme CI^0 = A est une algèbre de Cohen-Macaulay (cf. [6]), il existe des

TOME 110 - 1982 - N° 4



INVARIANTS DE FORMES BINAIRES 437

polynômes ?i, ...,?„,, fi i, ..., 6, homogènes par rapport à V, tels que
PI, ...,?„ soit un système de paramètres de A, et que

^Ci^sôWi, ...,PJ.

La dimension de Krull de A est w = d^ -h ... + ̂  + r - 3.

THÉORÈME 3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) On peut choisir P^ ...,Pn,,6i, ..., Qs homogènes par rapport à chaque

V^ 1 ̂  i ̂  r.
(ii) A ûAn t̂ un système de paramètres homogènes par rapport à chaque V^.
(iii) La série de Poincaré (à r variables) de A admet pour dénominateur un

produit de m termes de la forme 1 — z6, ee W.
(iv) ( î, ..., défait partie de la liste suivante :

( r = 2 ) ( l , l ) ; (1,2); (1,3); (1,4); (2,2); (2,3); (2,4); (3.3); (4,4).
(r = 3) (1, 1, 1); (1,1,2); (1,2,2); (2,2,2).

Démonstration. — II est clair que (i) => (ii). De plus, si (ii) est vraie, alors A
est un module r^-gradué sur C[?i, ...,?„]; comme A est libre sur
C[Pi, ..., P^], il est bien connu que le C [Pi, ..., P^]-module A admet une
base (gi, ..., Qs) formée d'éléments r-homogènes, et l'on a alors :

^^zdesQi
F(ZI, . . ., 2,) = niwi-^8^)

donc (i) o (ii) => (iii). On va d'abord montrer que (iv) => (ii), puis que
(iii) ̂  (iv).

3.2. Démonstration de (iv) => (ii)

D'après la théorie de Hilbert (cf. [10], paragraphe 4, p. 326), il suffit
de trouver ?i, . . . ,?„ éléments r-homogènes de/l, dont l'annulation
simultanée entraîne l'annulation de tous les éléments sans terme constant
de A; autrement dit, si u, est la forme binaire de degré d, :

PI(MI, ...,u,)= ... =PJUi, ...,^)=0

implique que u^, . . . ,^ ont un facteur linéaire commun, de
multiplicité > ^,/2 dans chaque u, (cf. [10], paragraphe 5, p. 238). Montrons
sur des exemples comment construire un système de paramètres r-homogènes
dans chaque cas de la liste.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



438 M. BRION

Exemple 1. - Les cas (1, !),(!, 2), (2, 2),(1, 1, 1) ne posent aucun problème
car A est alors engendrée par des éléments algébriquement indépendants
(cf. par exemple [11], p. 323 à 331).

Exemple 2. — Cas de (d^, d^) = (2, 4). On a alors m = 5. On considère les
invariants d'une forme quadratique u et d'une forme quartique v. Posons

u = ax2 4- 2fcxy + cy2

et u = a'x4 4- 4bfx3y -h 6c'x2^2 •+- 4d'x^3 -h e'y^.

L'algèbre des invariants de v est engendrée par 1 de degré 2, et J de degré 3
(cf. [Il], p. 173). Le coefficient de À-n dans I(^2 -h [iv) est un invariant
bihomogène C, et C(ûx2, i;) = ûV. Le coefficient de Â,|A2 dans J(Ku2 -h ^w) est
un invariant bihomogène Z), et D(ax2, v) = û2^' — d'2). Soit A le
discriminant de M. Si A(u) = I(v) = J(i;) = C(u, v) = D(u, i?) = 0 alors quitte à
transformer u et v par un ^6 G, on peut supposer que u = ûx2; b = c = 0.

• Si a = 0, comme u = 0 et I(v) = J(i?) = 0, tous les invariants sans terme
constant de u et v sont nuls.

• Si a 9e 0, comme C(u, y) = D(u, v) = 0, on a : e' = ^/ = 0. De
plus, I(v) = a'^' — 4fc/d/ 4- 3c'2 = 0 donc c' == 0. On a alors u = ûDc2, et
v = (û'x + 4fc^)x3 donc u, r ont un facteur commun de multiplicité con-
venable. On en déduit que (A, J, J, C, D) est un système de paramètres
2-homogènes de A.

Exemple 3. — Cas de (d^ d^) = (3, 3). On a alors m = 5; on considère les
invariants de deux cubiques u, v. Soit A le discriminant de la forme cubique;
écrivons ^ ̂  ̂  ̂  L .̂̂ 4-^", r).

D'après [10], p. 331, AQ, ..., A4 sont des invariants bihomogènes, dont
l'annulation simultanée implique que u et i; ont un facteur carré commun.
Donc (AQ, . . . » A4) est un système de paramètres de A formé d'éléments
bihomogènes.

Exemple 4. — (d^, d^ d^) = (1, 1, 2). On a alors m = 4; on considère les
invariants des formes u = ox •+• py; u' = a'x -h P'y; r = ax2 -h 2fcx^ -h cj^2.
Formons les invariants trihomogènes C = a?' — a'P; Z) = ac — b2',
E = ûp2 - 2bap + ça2; £' = û?'2 - 2te/P/ + ça'2.

Si C(u, u') = D(i;) = £(u, v) = E^M', r) = 0, alors comme ac — b2 = 0, on
peut supposer que u = ûx2 et b = c = 0. On a alors

a?' - a'P = ûp2 = a?'2 = 0.
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• Si a = 0, alors v = 0 == ap" -- a'P; tou$ les invariants sans terme constant
de u, u\ v sont donc nuls.

• Si a i=- 0, alors P = ?' = 0, donc u = ox, u' = o^x, v = ûx2 : on voit que u,
u\ v ont un facteur linéaire commun de multiplicité convenable, donc
(C, D, £, £') est un système de paramètres trihomogènes de A.

Les autres valeurs de (d^, ..., dy) se traitent de façon analogue. Pour les cas
(4, 4) et (2, 2, 2), on procède comme dans l'exemple 3, et pour le cas (1, 2, 2)
comme dans l'exemple 4. Pour les cas restants, on peut utiliser la description
de A donnée dans [11] (paragraphes 141, 145 et 260).

Démonstration de (iii) ==> (iv)

3.3. Cas de deux formes binaires
Soit V = V^ x V^ tel que la série de Poincaré F de C^V^0 s'écrive :

F(z, z') = P(z, z'). B '̂)̂  - ̂ /e')"1

où P est un polynôme, et où card X - ^ m - ^ d ^ à ' — 1.
Si /i, /i' sont des entiers, on note h A W leur pgcd et fc v h' leur ppcm; on

note enfin E^' l'ensemble des termes qui ne figurent qu'une fois dans la suite
des (h/h A h\ V / h A h'), hel(d), ^'eJ(d').

LEMME 2. - F(z, z') = L,̂ ).̂ W)(I ~ ̂  A ̂ "/' A *')' 'A^z, z') ^
A/, ̂ ' est une fraction rationnelle non nulle, dont le dénominateur est de la forme
^(z^avecf^geClZ].

Démonstration. — Pour h e I(d), h' e J(rf'), on a :

0),,,<(1 - z2^! - z/2)(l - zz')-^,.^-^^.'.^'-/.')^^'))
= S^O^M'rtI - ̂ Xl - ̂ 2)(^/)nY^-<.)/2(^'.«/-^)/2(^))

= £^0^(^(1 - ̂ )Yd.(d-^)) • ^'(^"(i - ̂ y^'-^))
^ /i __ /i'//i A h'^h/h A /»'\- l

Z^oWO - ̂ )7d.(d-»)/2^))<I>»,̂ '"(l - ̂ h^--*-)/^'))

Posons maintenant

/,.»(z) = <D»(2"(1 - z^y,.,^,,/^^)

g,.̂ ') = <D,,(2'"(1 - z'2)^.,^')}
et

A,,»-(z, z'} = En^V*v *'/«,».(̂ «.*-(̂ ).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



440 M. BRION

L'expression de F obtenue en 2.3 donne alors :
EYy y'\ — V M -fc'/fc A h' /* /* A fc'\-l J /_ _ / \
r(Z, Z ) — ^6J(d),*'eJ(<n(1 — ^ z ) ^M'(2» z )

et le dénominateur de A^ est de la forme f(z)g(z'\ avec /, g e C[Z]. Il reste à
montrer que A^. ̂  0.

Fixons h, A7 et posons z = (à - A)/2. La série de Taylor en 0 de
z"(l — z^y^z) a ious ses coefficients entiers, du signe de (— ̂  ou nuls
(d'après la forme de y^g) donc il en est de même de la série de Taylor de
fn^) = ̂ (^(1 — ^Yf^M)) en 0- E11 effet ^h se prolonge en un endomor-
phisme de l'espace des fonctions analytiques au voisinage de 0, tel que
O^z") = z"^ si h divise n; sinon O^z") = 0. Les g^' vérifiant une propriété
analogue, il suffit de montrer que 0^(1 — z^y^z)) ̂  0, ou encore que la série
de Taylor en 0 de (— 1)̂ 1 — z^y^z) contient un terme en z"*.

Or si à ̂  2, alors 1 — z2 divise le dénominateur de (— 1)^(1 — z^y^iz)
donc on a au voisinage de 0 :

(- IHl - z^y^z) = z^^^a^2"

avec Û2n ^ 1 pour tout n ^ 1; on peut alors choisir n pour que

2n + e(e + 1) = 0 mod h,

d'où le résultat dans ce cas.

Si d = 1, alors h = 1 et e = 0 donc (— 1)^(1 — z^y^z) = 1 et on a encore
<D^((1 - z^y^z)) ^ 0. D'où le lemme 2.

Comme le polynôme 1 — z^0' est irréductible si a A û' == 1, on déduit du
lemme 2 que Y[(h,h')eE^(1 ~~ z*7*A'•z'^ A *') divise le dénominateur de
F(z, z') (sous forme irréductible), donc divise ri(e.e')6^(^ ~ z € z / € ) . Or pour
e ^ 0 et e' ^ 0, 1 — z^'^ a au plus un diviseur de la forme 1 — z^'0 avec
(û, ûOeE^.Donca^ = card E^' ^ nombre d'éléments (e, e ' ) de X tels que
e ̂  0 et e' ^ 0.

Soit m^ la dimension de Krull de C^]0, et soit f^ la série de Poincaré de
CC^]6 : on sait que mj est caractérisée par : lim^i(l — z^f^z) est finie non
nulle. Or

^z)=P(z,0).n<e.o)^(l-^)'1

et P(z, 0) est un polynôme, donc

m^< card {(e,0)|(e, 0)eX}.
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Comme card X = w, on en déduit que

- • • ( * ) ^.d' < w - ̂  - w^ = d + à' - w^ - w^ - 1

On vérifie facilement le

LEMME 3. - (i) Sid^î et à' ^ 3, alors a^' ^ 4 sauf pour a^ = 04,4 = 2.
(ii) Si S > 3, alors a^^ = ̂ d' > 3 sauf pour 0^3 = 0^4 = a^ = ̂ 4 = 2.

(Rappelons que û^.d' est le nombre de termes distincts dans la suite des
(h/h A h\ V / h A h'\ hel(d), h'eIÇd^)

Si d ^ 3 et à' ^ 3, alors m^=d-2 et m^ = <f - 2 donc (*) donne :
a^d' ^ 3. D'après le lemme 3, les seules valeurs possibles pour (d, d ' ) sont (3, 3)
et (4, 4).

Si ^ = 2 et d' ^ 3, alors m^ = 1 et w^ = à' - 2 donc û^' ^ 2. Les seules
valeurs possibles pour (d, d') sont (2, 3) et (2, 4).

Si d = 1 et d' ^ 3, alors m^ = 0 donc a^' < 2, ce qui donne pour valeurs
possibles (1, 3) et (1, 4).

Il reste comme possibilités : (1, 1), (1, 2) et (2, 2). On obtient donc la liste du
théorème 3 (iv) pour r = 2.

3.4.. Cas d'au moins trois formes binaires
Soit d'abord V = V^ x V^ x V^ tel que la série de Poincaré F de CCT^

s'écrive :

F(z)=p(z).n^i-^)-1

où z = (z^, Z2, Z3), P est un polynôme, et X est un ensemble à m éléments de
N3 \ {(0, 0, 0)}; m = ̂  + ^2 + ^3 est la dimension de Krull de CCK]0. Si
d, d' ^ 1, soit b^d' le nombre de facteurs de la formel — z^', avec ̂  A e ' = 1,
dans le dénominateur de la série de Poincaré (sous forme irréductible) de
C[^d x ^d']6. Alors fIee^O - ̂ e) est divisible par les dénominateurs de
F(z^ Z2, 0), F(zi, 0, Z3), F(0, Z2, Z3). Comme F(zi, Zz, 0) est la série de
Poincaré de C[F^ x Ï^J6, on voit que n<«ejr(l - ̂ ) est divisible par m^
éléments de la forme 1 - z^, b^^ éléments de la forme 1 - z^2, etc. On a
donc :

... (**) w^ + m^ -h m^ + b^, + b,^, + ̂ .̂  ̂  m

= ̂  + ̂  + ^3

De plus fc^^. ^ ûj^' d'après le lemme 2.
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Si di ^3; ^ ^ 3; ^ ^ 3, alors b^2 + ̂ 3 + ̂ 3 ̂  6 donc

^1^2 + ^i.^ •+• û^^ ^ 6. D'après le lemme 3, les seules possibilités pour
(di, d^ d^) sont (3, 3, 3) et (4, 4, 4). Or d'après [5], le dénominateur de la série
de Poincaré (sous forme irréductible) de C^ x V^]° est

(1 - zz')(l - zYXl - zz^Xl - z^l - z'4)

donc ^3,3 = 3, ce qui élimine le cas (3, 3, 3). De même, le dénominateur de la
série de Poincaré (sous forme irréductible) de C[V^ x V^]0 est

(1 - zz'Xl - z^'Xl - zz^Xl - z2)^ - z^Xl - z3)^ - z'3)

(cf. [5]) donc b^ = 3, ce qui élimine le cas (4,»4, 4). On peut donc supposer
que ^3 = 2.

Si ^3 = 2 et d-i ^ 3, alors m^ = 1 et (**) donne :

m^ -h m^ + b^ + b^ + ^».d2 ^ 1 + ^ 1 + ^ 2

d'où, comme m^ = d^ —2 :

Û2,di + ̂ .̂  4" ^1^2 < ^1 ~ ̂ i + 3-

Donc di < 2 (sinon on aurait a^^ + ^2^, + a^2 < 5 ce qui contredit le
lemme 3).

Si rii = 2, on a : 202.^2 ^ 3 ce qui est faux (lemme 3 (ii)) et si d^ = 1, on a :
2ûi,d2 ^ 3 œ ^m est faux également. On conclut que d^ ^ 2, et de même
d, <2.

Si ^3 = 1 et à-i ^ 3, on obtient de même :

ûi,<n + ûi.̂  + a^z ̂  3 -h di - w^.

Une discussion analogue permet de conclure que d^ ^ 2 et di ^ 2. On obtient
ainsi la liste du théorème 3.(iv) pour r = 3.

Supposons maintenant que V = V^ x . . . x V^ vérifie la condition du
théorème 3. (iii) avec r ^ 4. De même que précédemment, on a alors :

Zi^rWrf. + EKK^A^ ^ w == d^ + . . . + à, + r - 3.

On en déduit que

Sl^iO^i + ̂ l^i<j^3^di,dj ^ W — ̂ ^i^^di ~ Z,»$4 ou j^^d^dj-

Or w^ ^ à — 2 pour tout d ^ 1, donc
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EKI-O .̂ + Zl<i<^3^..dj ̂  m ~~ Z4^i<r(^» — 2) — ^——-——— — 3 j

^ d, + ̂  + ^3 + 2(r - 3) - ̂ ."^ + r

d'où

. . . (***) ^i$i^3W^. + ^l<Kj<3^.,^

< ̂  + ^2 + ^3 - ) ^1+^2+^3

La démonstration précédente montre alors que (rii, ri^, ^3) figure dans la liste
du théorème 3. (iv). On en déduit que d^ ^ 2 pour 1 ̂  i < r. On peut donc
supposer que d^ = ... = dy == 2, et ri,+i = .. . = ̂  = 1. Alors w^ vaut 1
pour 1 ̂  i ̂  5, et vaut 0 pour 5 + 1 ̂  i ̂  r; de plus, a^j = 1 P0^
1 ̂  i <j ^r. On tire donc de (»**) :

5 + ." ) ^ 2s + (r - 5) + r - 3, d'où r2 - 5r + 6 ̂  0,

ce qui est faux pour r ^ 4. La démonstration du théorème 3 est ainsi achevée.
3.5. Les algèbres Cl^0, pour V figurant dans la liste du théorème 3.(iv),

ont été étudiées au siècle dernier. En utilisant par exemple [11] et ([12,
17e leçon), on peut expliciter la structure de ces algèbres. Quatre cas se
présentent :

(i) ̂ [i^]0 est une algèbre de polynômes; on donne ci-dessous (di, . . . , dy\
la dimension de Krull m de C[ F]0 et les multidegrés d'un système de
m générateurs r-homogènes de C^F]6.

(d^, . . . ,^) m Multidegrés

(1,1) 1 (1:1)

(1, 2) 2 (2, 1); (0,2)

(1, 1, 1) 3 (1, 1, 0); (1, 0, 1); (0, 1, 1)

(ii) II existe un système de paramètres r-homogènes S de (^[î^0, et un
élément r-homogène a de (^[ï^6, tels que a et S engendrent l'algèbre C^i^]6,
et que û^C^.

On donne ci-dessous (J^, ..., dy\ la dimension de Krull m de C^F]6, les
multidegrés des éléments de S, et le multidegré de a.
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Multidegré
(Ji,...,^) w Multidegrés des éléments de S de a

(1.3) 3 (3, 1); (2,2); (0; 4) (3.3)

(1.4) 4 (4. 1); (4.2); (0.2); (0,3) (6.3)

(2,3) 4 (2,0); (1,2); (3,2); (0,4) (3.4)

(2. 4) 5 (2. 0); (2, 1); (2, 2); (0. 2); (0, 3) (3, 3)

(1, 1, 2) 4 (1, 1. 0); (2, 0, 1); (0, 2, 1);
(0, 0, 2) (1, 1. 1)

(1,2,2) 5 (2, 1, 0); (2, 0. 1); (0. 2, 0);
(0, 1, 1); (0, 0, 2) (2, 1. 1)

(2, 2, 2) 6 (2, 0. 0); (1, 1. 0); (1. 0. 1);
(0, 2, 0); (0, 1, 1); (0. 0, 2) (1, 1, 1)

(ni) V = ^3 x ^3» CEV]6 est l'algèbre des invariants de deux formes
cubiques. Il existe alors un système de paramètres bihomogènes S de (^[F]0

dont les bidegrés sont :(4, 0);(3, !);(!, 3);(0, 4); il existe de plus des in variants
bihomogènes non nuls û, b de bidegrés respectifs (2, 2), (3, 3) tels que
{ 1, û, b, ab} soit une base du C[5]-module CEV]0.

Remarque. — S n'est pas le système de paramètres construit à l'exemple 3.
(iv) V = V^ x V^\ Ç,\yf est l'algèbre des invariants de deux formes

quartiques. Il existe alors un système de paramètres bihomogènes SdeC^V^6

dont les bidegrés sont : (2, 0); (3, 0); (1, 1); (2, 1); (1, 2); (0, 2); (0, 3). De plus il
existe un élément non nul adeC^V^0, bihomogène de bidegré (2, 2), tel que
{1, a, a2} soit une base du C[S]-module CCF]0.
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