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LA AT-THÉORIE STABLE
PAR

CHRISTIAN KASSEL (*)

RÉSUMÉ. - Pour tout anneau A, on définit des groupes K}(A} de X-théorie stable, obtenus par
un procédé topologique de stabilisation à partir de la K-théoric algébrique. Une suite spectrale lie
les groupes de X-théorie stable à Fhomologie du groupe linéaire général GLJ^A) opérant par
conjugaison sur les matrices de trace nulle.

ABSTRACT. — Givcn a ring A, we defme abelian groups K^A) constructed by stabilization
from thé algebraic K-groups of A. There is a spectral séquence relating thé stable X-groups to thé
homology of thé full linear group GL,(A) acting by conjugation on matrices of trace zéro.

Introduction

Pour tout anneau unitaire A et tout A-bimodule P, nous définissons une
suite de groupes abéliens K^(A, P) (n e N), appelés groupes de K'théorie stable
de l'anneau A. Ces groupes sont étroitement liés à certains groupes
d'homologie du groupe linéaire général.

Le groupe GL^(A) des matrices inversibles d'ordre n sur A opère par
conjugaison sur le groupe M,(P) de toutes les matrices carrées d'ordre n à
coefficients dans P. Posons GL(A) = lim^ GL^(A) et M(P) = lim^ M^(P). Les
groupes de X-théorie stable apparaissent alors dans une suite spectrale

2^ = H,(GL(A), K^A, P) => H,^(GL(A), M(P))

qui converge vers les groupes d'homologie de GL(A) opérant par conjugaison
sur M(P). L'action de GL(A) sur K^(A, P) est triviale.

(*) Texte reçu le 20 novembre 1981, révisé le 24 mai 1982.
C. KASSEL, Université Louis Pasteur, Département de Mathématiques, 7 rue René Descartes,

67084 Strasbourg Cedex.
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382 C. KASSEL

Désignons par Tr l'homomorphisme composé

M(P) -H^ P ̂  H^(A, P) = P/[A, P]

([A, P] est le sous-groupe de P engendré par les éléments ap — pu, acA et
p€P)etpar

Tr, : H^GUA), M(P) -. H<(GL(A), ^o(A, P))

les homomorphismes induits par Tr en homologie. Alors Tr, est un
isomorphisme pour tout i ̂  0 si et seulement si Kf(A, P) = 0 pour tout i ̂  1.
La X-théorie stable apparaît ainsi comme l'obstruction pour que la trace
induise des isomorphismes en homologie.

La K-théorie stable a été définie pour la première fois par F. WALDHAUSEN
au moyen d'un procédé de stabilisation nécessaire à l'étude de certains
problèmes de topologie géométrique [23]. Continuant dans cette voie, nous
avons déterminé certains groupes de K-théorie stable de Z en montrant qu'ils
sont en relation avec l'homotopie stable des sphères [11]. Dans une autre
direction, nous avons utilisé la X-théorie stable pour calculer des groupes de
K-théorie algébrique d'anneaux du type A[e] (e2 = 0) [10] [11].

Détaillons maintenant le contenu de chaque paragraphe.
Le procédé de Waldhausen fait appel à la notion de X-théorie algébrique

d'un anneau simplicial. Le paragraphe 1 en rappelle la définition. Nous
montrons sur un exemple élémentaire comment les groupes de K-théorie
stable s'introduisent dans les calculs.

Le paragraphe 2 donne la construction par stabilisation d'un espace de
^-théorie stable KS(A, P) dans le cas général d'un anneau simplicial A et
d'un bimodule simplicial P. On établit l'existence d'une suite spectrale
convergeant vers les groupes d'homotopie de KS(A, P) (théorème 2.7).

Au paragraphe 3 on explicite les relations de la X-théorie stable avec
l'homologie de GL(A). On calcule les premiers groupes Kf(A, P) en termes de
l'homologie de divers groupes linéaires et des groupes H^A, P) d'homologie
de Hochschild de A (corollaire 3.2).

Au paragraphe 4 on utilise la stabilisation introduite au paragraphe 2 pour
définir une multiplication sur la K-théorie stable et pour construire des
homomorphismes JC,(A) -*• Xf(A, A) -^ H,(A, A). On en déduit, lorsque A
est commutatif, une minoration des groupes Kf(A, A) par les modules de
différentielles ft^.
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LA ^-THÉORIE STABLE 383

Le paragraphe 5 est constitué de lemmes techniques nécessaires à la
démonstration des résultats du paragraphe 4. Quant au paragraphe 6, il sert
de référence constante pour Fhomologie de Hochschild : c'est une liste de
propositions connues ou faciles à démontrer.

1. A'-théorie d'un anneau simplicial

Soit R un anneau simplicial unitaire. Pour tout entier n ̂  0, l'ensemble R^
des n-simplexes de R est muni d'une structure d'anneau unitaire; les faces et
les dégénérescences sont des homomorphismes d'anneaux. L'ensemble no(R)
des composantes connexes de -R a aussi une structure d'anneau : c'est un
anneau simplicial trivial ou discret (c'est-à-dire toutes les faces et
dégénérescences de Uo(R) sont égales à l'identité). L'application canonique
p : R -^ TCoW e^ un homomorphisme d'anneaux simpliciaux.

A partir du groupe GL^(noR) des matrices inversibles et du groupe E^R)
des matrices élémentaires, on construit les deux ensembles simpliciaux
suivants.

DÉFINITION 1.1. - On définit GLn(R) et É^(R) au moyen des carrés cartésiens

GL,(R) ———. GL^oW) Ê,(R) ——— E^(R))
l l et l [

M,{R) -^ M^(R)} M,(R) -M^ M^oW)

On pose GL(R)= lim, GL^(R) et Ê(R) = lim^ Ê^(R}.
Les ensembles simpliciaux GÏJ(R) et Ê(R) sont des monoïdes pour la

multiplication des matrices. On peut considérer les classifiants BGL(R) et
BÊ{R). Il est clair que n^BGL(R) = GUnoR) et n^BÊ(R) = E(noR\ Ces
groupes fondamentaux contiennent tous deux le groupe parfait E(noR)' La
construction 4- de QUILLEN [14] permet de former les espaces BGLÇR^ et
BÊ(R)+. On peut poser la

DÉFINITION 1.2. (WALDHAUSEN [23]). — L'espace de K'théorie algébrique
de l'anneau simplicial R est

K(R) = Ko(noR) x BGUR)\

Ses groupes d'homotopie sont notés K^R).
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384 C. KASSEL

On observe aussitôt qu'on retrouve la définition de Quillen lorsque R est
discret. En basses dimensions, on a :

Ko(R) = K^R)
K,(R) = n.BGHR)^ = ̂ BÔUR^ = GUn^ = K^R).

En ce qui concerne BÊ(R)^, on a la

PROPOSITION 1.3. — L'espace BÊÇR)^ est le revêtement universel de
BGLW.

Preuve. — Considérons le diagramme cartésien

X -^ V
ul v [

BGL(R) -^ BGHR)"

où y est le revêtement universel de BâLÇR)^. La fibre de v s'identifie au
groupe discret n^B6L(R)^ = GHnoR)^. Comme la fibre de u a le type
d'homotopie de celle de v, X est le revêtement de BGL(R) correspondant au
sous-groupe E(noR) de n^BGLÇR) = GL(noR). Par définition même de Ê(R}
(voir le carré cartésien de droite de 1.1), X a alors le type d'homotopie de
BÊ(R). Par ailleurs

H^Y, X) s H^BGUR)^, BÔUR)) = 0.

Comme n^(X) = E(noR\ alors n^X)^ = 0 = n^(Y). Il résulte des propriétés
fondamentales de la construction + de Quillen que Y s X^ ^ BÊ(R)+. D

Introduisons maintenant un autre espace lié à la X-théorie algébrique de
l'anneau simplicial R.

DÉFINITION ET PROPOSITION 1.4. — Soit F(R) la fibre théorique de
l'application de BGL(R) dans BGLJ(R)+. Elle a le type d 'homotopie de la fibre de
BÊ(R) -^ BÊ{R)+. F{R) est un espace acyclique dont le groupe fondamental
niF(R) est isomorphe au groupe de Steinberg St(nQR) de l'anneau Uo{R).

Preuve. — Ce résultat est bien connu lorsque R est un anneau discret, c'est-
à-dire isomorphe à UoW (volr [14]). Lorsque R est un anneau simplicial
quelconque, la première assertion résulte du fait (démontré en 1.3) que le carré

BÊ(R) -^ BÊ(R)^
l l

BGHR) -^ BÊiR)^
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LA J^-THÉORIE STABLE 385

est cartésien à homotopie près. La projection p : R ->• ^o(R) induit une
application F(R) -»• F(KQR) dont nous notons la fibre théorique par <Ï>(J?).
Alors risomorphisme n iF(R) s n^F^R)^ St(nQR) est une conséquence du

LEMME 1.5. — ^>(R) est simplement connexe.
Démonstration du lemme. — De la suite spectrale associée à la fibration

^(R) -^ F(R) -> F(noR), on tire la suite exacte

H2(F(noR)) - H^(F(noR\ H,(W)) ̂  H,(F(R)).

Or par définition de la construction -h, F(R) et F(KQR) sont des espaces
acycliques. Les groupes de droite et de gauche sont nuls et par conséquent,
H^(F(n,R\ H,WR))) = 0.

Considérons maintenant le diagramme suivant dont toutes les lignes et les
colonnes sont par définition des fibrations

(1.6)

W^ F(R) ^ F(noR)
l l l

JL ^ BÊ{R) -^ BE{noR)
l l i
F -. BÊ(R)^ -^ BE{noR)^

Par définition de BÊ(R\ ̂ L est simplement connexe. La fibration verticale de
gauche induit donc la surjection TC^F -> TiiO(JÎ) de 7CiF(JÎ)-modules. Or
n^ÇR) opère sur la fibre F via n^BÈ{K)^ qui est nul. (Prop. 1.3). Par
conséquent 7ii<I>(JÎ) est un 7iiF(R)-module (abélien) trivial, et on a :

n,W = H,WR)) = Ho(^o-R), H,WR))) = 0. D

Soit A un anneau, considéré comme anneau simplicial discret. L'espace
F{A) nous permet de définir de nouveaux groupes que nous identifierons au
paragraphe 2 comme des groupes de K-théorie stable. Ces groupes nous
serviront dans les calculs de K-théorie algébrique qui suivent.

DÉFINITION 1.7. — Soit A un anneau {discret) et P un A-bimodule {discret).
Pour tout entier i ^ 0, nous posons

K?(A, P) = H,(F{A\ M(P)),

groupe d'homologie dans lequel le groupe fondamental St{A) de F{A) opère par
conjugaison sur le groupe des matrices M{P) = lirn^ M^{P) à coefficients
dans P. Lorsque P = A, on pose : K^A) = Kf(/l, A).
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386 C. KASSEL

1.8. Exemples d'anneaux simpliciaux :
Soit C un groupe abélien (resp. simplicial) et X un ensemble simplicial. On

note C[X] le groupe abélien simplicial (resp. bisimplicial) dont les
n-simplexes sont donnés par la somme directe de copies de C indexées par les
n-simplexes de X. Si X a un point-base *, on pose C[X~\ = C[jr|/C[>]. On
observe facilement [l], paragraphe 1 que le foncteur X ̂  Cpf] est une
théorie d'homologie, c'est-à-dire X (-»• ^iC[X} vérifie les axiomes
d'Eilenberg-Steenrod sauf l'axiome de la dimension. En particulier si C est
discret, TC,C[JT] = Hi(X, C). Par conséquent, si S" est une représentation
simpliciale de la sphère de dimension n, [̂5"] est une représentation
commode pour l'espace d'Eilenberg-Mac Lane K(C, n). Dans le cas général
d'un groupe abélien simplicial quelconque, les groupes d'homotopie 7t»C[^]
se calculent au moyen de la suite spectrale d'Atiyah-Hirzebruch.

En considérant une représentation simpliciale convenable 1 pour le
segment [0, l], alors on a la suite exacte des groupes abéliens simpliciaux

0 ^ C - C[T} -. <Î[S1] -^ 0.
Cette suite est scindée (sur Z) car elle provient par tensorisation par C de la
suite exacte 0 ̂  Z -^ 2[J] -^ 2[S1] ̂  0.^[S1] est contractile et <Î[S1] a
le type d'homotopie du classifiant BC de C.

Avec ces notations, introduisons deux classes fondamentales d'anneaux
simpliciaux.

a) A tout ensemble simplicial Y, KAN [7] a associé un groupe simplicial GY
qui a le type d'homotopie de l'espace des lacets t2|y| de la réalisation
géométrique de Y. Pour tout anneau A (simplicial ou non), on obtient un
anneau simplicial R en posant R = A [G Y].

b) On se donne un anneau A (éventuellement simplicial) et P un A'
bimodule simplicial. Alors PfS"] a également une structure de A-bimodule.
On met sur le groupe abélien A © P[S"] l'unique produit compatible avec la
projection sur A et nul sur le facteur P[y] (cf. [10]). On obtient ainsi un
anneau simplicial dont les groupes d'homotopie sont donnés par la formule
suivante lorsque A et P sont discrets et que n ̂  1,

n,(AQP^)=

A si i = 0
P si i = n
0 sinon.

Montrons sur cet exemple (n ̂  1) par quelle méthode on peut effectuer des
calculs de X-théorie algébrique d'anneaux simpliciaux.

TOME 110 - 1982 - N° 4



LA J^-THÉORIE STABLE 387

Comme A © P[S"] -^ A est scindé et que ?[$"] est connexe et de carré nul,
on a la suite exacte de monoïdes M(P[S"]) -> Ê(A © P[S"]) -+ £(A). En
passant aux classifiants, on a la fibration

BMCPES"]) ^ BÉ(A © P[5"]) -^ B£(A).

Le diagramme commutatif de fibrations

BM(P[S"]) = BM(P[Sn])
1 i
^ ^ B£(A © ?[$"]) -. BE(A)^
[ l I I

F(A) -. B£(A) -. BE{A)^
livre une fibration

(1.9) BM(P[S"]) ̂ U^ F(A)

II en résulte que n^U» ^ ^iF(A) s Sr(A).
En appliquant la construction + relativement au groupe parfait 5t(A), on

forme U^ . Le groupe fondamental de U^ est nul.

LEMME 1.10. — U^ a le type d'homotopie de la fibre de
BÊ(A © P^y -^ BE(A)^.

Démonstration du lemme. — On considère le diagramme commutatif entre
les deux fibrations

[/„ -^ BÉ(A © P[S"]) -^ BE(A)^
l l I I

(fibre) -> BÉiAQPVy -^ BE(A)^.

Dans les deux suites spectrales de Serre associées, le groupe n^BE{A)^ = 0
opère trivialement sur Fhomologie de la fibre. D'après le théorème de
comparaison de Zeeman, les deux applications verticales de droites étant des
équivalences d'homologie, il en est de même de U^ -^ (fibre). Comme
Tii (fibre) = Ker(7iiB£(A © P^y -^ n^BE(Â)'') est nul, l'application
précédente se factorise par U ^ . L'application U^ -^ (fibre) est une
équivalence d'homologie entre deux espaces simplement connexes : c'est donc
une équivalence d'homotopie (faible). D

Considérons maintenant la suite spectrale d'homologie associée à la
fibration (1.9). Pour une théorie d'homologie h^ quelconque, elle s'écrit :

£^ = H,(F(A\ h,(BM(P^))) => h^(U,) ^ h^{U;).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



388 C. KASSEL

Pour h^ nous prenons Phomotopie stable. Comme la fibre est n-connexe, le
théorème de la suspension de FREUDENTHAL ([25], Thm. VII, 7.13) entraîne
que

M(P) pour q = n 4- 1
0 pour q ̂  n + 1 et q ̂  2n.

h,(BM(P^)) = ^BA^POT) =

II en résulte que h^U^) = 0 pour i ̂  n et que h,{U^) = Jf,_^(F(A), M(P))
pour n 4- 1 ̂  i ^ 2n. Comme l/^ est aussi simplement connexe, un résultat
classique de topologie algébrique montre qu'il est n-connexe et, en appliquant
une seconde fois le théorème de la suspension, on a

K,(A © PCT/X^A) = n,{U^ (lemme 1.10)

= ^{U^) pour i ̂  2n
^ f 0 pour i < n
~~ [ Hi.^^(F(A), M(P)) pour n + 1 ̂  z ^ 2n,

Par définition des groupes introduits en 1.7, nous pouvons donc énoncer le
résultat suivant.

PROPOSITION 1.11. - Soit n ̂  1 et A et P discrets, alors

K,(A © POT) = K,{A) © { ° si i ^ n
[ Kf^_ i(A, P) 5i n +1 ̂  i ^ 2n.

En exprimant ces isomorphismes en termes de ^-théorie relative, on a de
manière équivalente :

JCf(A, P) = K^(A © PV-^/K^A)
= K^^(A © PCS"-1], PCS"-1]) quand n ^ f + 2.

Ainsi le groupe Xf(A, P) apparaît comme un groupe de K-théorie relative
d'un idéal suffisamment connexe (au moins i-connexe). Au paragraphe 2 on
montre par quel procédé il est possible de se débarrasser de l'indice n dans les
formules précédentes.
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LA ^-THÉORIE STABLE 3g9

2. Stabilisation de la Â'-théorie algébrique

Donnons-nous un anneau simplicial A et un A-bimodule simplicial P.
Considérons le carré commutatif (dont les morphismes sont évidents)

A © P -^ A C FUI
l l
A -^ A © PfS1].

Il est cartésien d'après 1.8. Si P est k-connexe, les morphismes du carré sont (k
+ l)-connexes. Pour reprendre la terminologie de [23], paragraphe 1, le
carre est (k 4- 1, k + l)-connexe et homotopiquement cartésien. La
proposition 1.3 de [23] (dans la version corrigée de [18], proposition 9.5)
affirme qu'en appliquant le foncteur K au carré précédent, le carré

K(AQP)^ K(AQPm)
l i

K(A) ^JC(A©^[S1])

est (k + 2, k -+- 2)-connexe et 2(k + 2)-homotopiquement cartésien, en
d'autres termes, l'application induite entre les fibres des flèches horizontales
est (2k -+- 5)-connexe (toutes ces dimensions résultent du théorème d'excision
en homotopie [25], VII.7). Or .4®P[J] est homotope à A, car P[J] est
contractile. La fibre de la flèche horizontale du haut a donc le type
d'homothétie de la fibre K(A © P, P) de l'application K(A ® P) ̂  K(A\
Quant à la fibre de la flèche horizontale du bas, elle a le type d'homotopie de
l'espace des lacets SÎK(A © P[51], P[51]).

En résumé, si P est fc-connexe, on a construit une application (2k + 5)-
connexe

(2.1) K(A ©?,?)-. ÇÎK(A © ̂ [S1], P[51]).

^ Nous appliquons ce qui précède au cas où le bimodule est de la forme
PV' 1]. Dans ce cas, il est (n - 2)-connexe (n ̂  2) et P^S"'1] [51] ^ P[5n].
(2.1) donne une application (2n + l)-connexe

K(A © P[5"-1], P[^-1]) ̂  ÇÎK(A © PCT, PCT).

Par application itérée du foncteur Î2, on a une (n + 1 ̂ équivalence
(2.2)

WK(A © P^-1], P^-1]) - Q^ ̂ (A © PCT. POT) (n ̂  2).
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390 C. KASSEL

En prenant le télescope de ces applications, on a la

DÉFINITION 2.3. — L'espace de K-théorie stable de A est défini par

K\A, P) = Im^îî^A ® P[y-1], PCS"-1]).

5i A = P, on pose K\A) = K\A, A).
Rappelons que WALDHAUSEN ([24], paragraphe 6) définit K\A) comme la

limite lim^ 0" fibre (X(A[GS'1]) -^ K(A)\ A[G5'"] étant l'exemple (û) de 1.8. Sa
définition est équivalente à la nôtre, comme il est démontré p. 388 de [24].

D'après (2.2), l'application

Q^A © W-1], P^-1]) ̂  K\A, P)

est (k + l)-connexe, ce que nous exprimons dans la

PROPOSITION 2.4. — Pour tout anneau simplicial A et tout A-bimodule
simplicial P, la stabilisation induit les isomorphismes

TI^A, P) ̂  K^(A © P^- ̂ )/K^(A) pour n ̂  k ̂  2.

Cette proposition jointe à la proposition 1.11 donnent le

COROLLAIRE 2.5. — Lorsque A et P sont discrets, alors

TtnK\A, P) ̂  K;(A, P) pour tout n > 0.

Les notations introduites en 1.7 trouvent leur justification dans ce
corollaire. Lorsque A et P sont discrets, nous dirons désormais que les
groupes Kf(A, P) sont les groupes de K-théorie stable de l'anneau A (à
coefficients dans P).

L'espace de K-théorie stable a de bonnes propriétés fonctorielles. Un
homomorphisme P -^ Q de A-bimodules induit une application
K\A, P) -^ K\A, Q\ définie à homotopie près. L'énoncé suivant indique le
comportement de la X-théorie stable lorsqu'on est en présence d'une suite
exacte O ^ P - ^ Q - ^ R - ^ O d e A-bimodules.

PROPOSITION 2.6. — La suite exacte O ^ P - ^ Q - ^ R - > 0 de A-
bimodules simpliciaux induit lafibration homotopique

^(A, P) ^ ^(A, Q) -. ^(A, R).

TOME 110 - 1982 - N° 4



LA ^-THÉORIE STABLE 391

Preuve. — Le carré
A e PFS"] -^ A

^ 1
A © êiy] -^ A © ̂ [5"']

est (m, w)-connexe et homotopiquement cartésien. En suivant un
raisonnement analogue à celui qui a été mené plus haut, on voit que
l'application induite

tr-^A © P|y], POT) -^ Çî^1 fibre(X(A © Q^} ̂  X(A © R^))

est (w -h 2)-connexe (m ̂  1). A la limite, l'application

^(A, P) ^ fibre^A, ô) ^ K^A, R))

est donc une équivalence d'homotopie (faible). D
Nous abordons maintenant le problème du calcul des groupes

d'homotopie de K\A, P). Nous montrons dans un instant qu'ils forment
l'aboutissement d'une suite spectrale.

THÉORÈME 2.7. — I I existe une suite spectrale (du premier quadrant)
convergeant vers Vhomotopie de K\A, P). Elle est de la forme

£^ = Hp(F(A), M{n,P)) => n^K\A, P).

Dans le terme £2, le groupe îtiF(A) opère par conjugaison sur les coefficients.
Lorsque P est discret, 7t,P = 0 pour i ̂  1. Les termes E^ de la suite

spectrale sont tous nuls, sauf ceux de la ligne du bas. On retrouve ainsi le
corollaire 2.5.

On a aussi les isomorphismes :

KUA, P) ̂  H^{F(A\ M(nç,P))
s Ho(St(A), M(7ioP))
^ K^îloA, UoP).

Démonstration. — Reprenons mot pour mot le début de la démonstration
de la proposition 1.11. On a le diagramme de fibrations

BA^PI:̂ ]) = BA^PI:̂ ])
i i

U, ^ BÉ{A © P^]) ^ BÉiA^
i l I I

F(A) -. BÉ(A) ^ BÊ{A)+.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



392 C. KASSEL

Pour les mêmes raisons qu'en 1.10, le groupe n^ Uj, est parfait et V! a le type
(Thomotopie de la fibre de BÊ(A © .?[$*])+ -*- BÊ(A)^. Par conséquent

7^,([7,+)=K,(A©P[Sk])/X,(A) pour i^2 et k ^ l
= Tif-k- iK^A, P) pour k + l ^ i ^ 2 k (Prop. 2.4).

On a également la suite spectrale

2^ = ^(F(A), ^(BA^POT) => h^(U,) ̂  h^(U!\

Toujours en prenant pour h^ Phomotopie stable, on a en vertu du théorème
de Freudenthal :

^ f 0 pour q ̂  k
UBM(W])) = T^BMCPOT = ^
' ' iM(^-k-iP) pour k + 1 ^ ^ ^ 2 f e .

•
II en résulte que U^ est k-connexe et donc que

f 0 pour i ̂  k
îi,(^) = ^(l/^) = \ p

l Tif-k-iK^A, P) pour f c + l ^ i ^ 2 f c .

On a ainsi une suite spectrale dont le terme E^y est nul pour q ^ k et est
isomorphe à Hp(F{A), M^.^-i^) P01"' ̂  + 1 ̂  ^ < 2fe. En prenant l'entier
k assez grand et en réindexant la suite spectrale en posant q' = q — k — 1, on
obtient le résultat désiré. D

Le théorème précédent peut être précisé lorsque A est commutatifet que les
structures de A-modules à droite et à gauche sont les mêmes sur P, plus
précisément lorsque [A, A] = [A, P] = 0, où [A, P] désigne le sous-groupe
simplicial de P engendré par les éléments de la forme ap-pa (a e A, p e P).

PROPOSITION 2.8. — Supposons que [A, A] = [A, P] = 0, alors il existe deux
applications (naturelles en P )

|P| ^ K\A, P) -. |P|

^ont la composition est, à homotopie faible près, l'identité sur la réalisation
géométrique de P.

Ce résultat est dû à WALDHAUSEN qui l'a démontré ([24], Proposition 6.1)
lorsque P = A. Sa démonstration s'étend sans peine au cas général. Décrivons
l'application i. On remarque (1.8) que

|P| ̂  lim^fr IPOTI ^ lim^ [BP^-1]]
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II suffit donc de décrire l'application BP^"1] -> K(A ©^[y"1],
Piy1]) qui, à la limite, induit f. Considérons les 3 fibrations horizontales
(m ̂ 2)

BP^-1] -. BGL,(A © P|y-1]) - BGL,(A) }
^ l l

BM(P|y-1]) ^ BGL^ePCy"-1]) ^ BGL(A)

^ l l
K(A C PE^-1], PC5"1-1]) ̂  BGL(A 0 PIS"1-^ -. BGL(A).

Les flèches verticales sont induites par l'inclusion de GL^ dans GL.
L'application cherchée est la composée des applications verticales de gauche.

En reprenant la démonstration du théorème 2.7 avec le diagramme
commutatif

BP^ -^ BP^ ^ *
1 i l

BM{P^)—— U, -F(A),

on obtient une suite spectrale triviale : e^ = Hp(*, n^P) => TC^(P) et un
morphisme de suites spectrales entre cette dernière et celle du théorème 2.7.

Par conséquent le diagramme

Cin -^ ̂  -^ îtn(P)

1 i [
£ân ——— £Sn ——— ̂ (A, P)

est commutatif. Le morphisme vertical de droite est induit par i. D'après
la proposition 2.8, il est injectif. Le morphisme vertical de gauche
ein = ̂ (P) -^ E^ = Ho(F(A\ M{n,P)) = Ho(E(A\ M{n,P)) est induit par
l'inclusion n^P = M^P) —> M{n^P). Comme [/1, P] = 0, le composé

n^P -> Ho(E(A), M{n^P))-^n^P est l'identité ([9], Proposition 1.3).

e^ -^ E^ est donc un isomorphisme. Il en résulte que E^ = £^,, ce qui
signifie que les différentielles de la suite spectrale E^ sont nulles lorsqu'elles
ont pour but les termes E^. En conséquence, on peut réécrire la suite
spectrale de la manière suivante :
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COROLLAIRE 2.9. - Lorsque [A, A] = [A, P] = 0, (û suite spectrale du
théorème 2.7 est équivalente à la suivante

, ( Hp(F(A\M(n,P)) si p ^ O
^- . . - ̂ (A, P)/^(P).

l 0 si p = 0

3. Relation avec Fhomologie de GL(A)

Nous étudions maintenant le cas particulier important de la X-théorie
stable d'un anneau (au sens algébrique usuel), considéré comme anneau
simplicial discret ou trivial. Dans tout le paragraphe, les anneaux et les
bimodules sont donc discrets.

Tout d'abord on a le résultat fondamental suivant.

THÉORÈME 3.1. — a) Pour tout n ^ 0, P -»• K;(A, P) est un foncteur de la
catégorie des A-bimodules dans celle des groupes abéliens. Toute suite
exacte (E) de A-bimodules 0 - ^ P - ^ Q - ^ R - ^ O induit une longue suite
exacte, naturelle en (E)

... -. Kî(A. P) ̂  K;(A, Q) -. K;(A, R) -. X;-i(A, P) ̂  ...

b) I I existe une suite spectrale (du premier quadrant) convergeant vers
Vhomoîogie de GL(A) opérant par conjugaison sur M(P). Elle est donnée par

E2,, = H,(GL(A\ J^(A, P)) => H^(GHA\ M(P)).

Dans le terme E^, le groupe GL(A) opère trivialement sur K^(A, P).
Preuve. — La partie (û) du théorème résulte de la proposition 2.6.
Considérons la fibration homotopique F(A) -+ BGL(A) -^ BGL{A)^.

L'action de conjugaison de GL(A) sur les matrices définit M(P) comme
système de coefficients locaux sur BGL(A). La suite spectrale de Hochschild-
Serre associée converge vers H^(BGL(A), M(P)) qui est canoniquement
isomorphe à H^(GL(A), M(P)). Le terme E^ est donné par

£^ = Hp{BGlJ(A)\ H,(F(A\ M(P))) = H,(BGHA)\ K^A, P)).

Le groupe fondamental 7llBGL(A)+ s Ki(A) opère trivialement sur M(P)
(cf. [9], démonstration du théorème 2.16). Comme F(A) est aussi la
fibre de BE{A) -^ BE(A)^, ce dernier espace étant simplement connexe,
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Ki(A) ̂  ïiiBGZ^A)^ opère trivialement sur K^(A, P) dans le terme £;,. Par
conséquent

E2^ ^ H,(BGL(A), K^(A, P)) S Hp{GL(A), K^A, P)). D

COROLLAIRE 3.2. — Les premiers groupes de K-théorie stable s'expriment en
termes de l'homologie des groupes et de l'homologie de Hochschild.

a) ^o(A, P) ̂  Ho(GL(A), M(P)) ̂  H^ P).
b) jq(A, P) s J^(GL(A), M'(P)) ̂  H,(A, P).
c) ^(A, P) ̂  ^2(St(A), M'(P)) s J^WA), Sr(A, P)).
d) Ki(A, P) ̂  ^3(Sr(A), Sr(A, P)).

Démonstration. — Expliquons d'abord les notations du corollaire. Le
groupe M'(P) est le noyau de l'homomorphisme Tr défini dans l'introduction.
On a ainsi la suite exacte de GL(A)-modules :

0 -. M'(P) -. M(P) Ï Ho(A, P) ̂  0.

Le point (a) du corollaire résulte alors de la suite spectrale 3.1 ainsi que de la
nullité de Ho(GL(A), M'(P)) (voir [9], Prop. 1.3).

Quant au Sr(A)-module 5t(A, P), c'est une extension de M'(P) par le module
trivial H^(A, P)(cf. [9], paragraphes 1 et 2). D'où une seconde suite exacte de
5t(A)-modules :

0 -^ Hi(A, P) ̂  5t(A, P) ̂  M'(P) -^ 0.

Des suites exactes d'homologie associées aux deux suites exactes courtes
précédentes, on tire les isomorphismes

f Kf(A, P) si i ^ l
1 0 si i = 0

A:f(A, P) si f ^ 2

H,(F(A), M'(P)) =

,̂(F(A), 5t(A, P)) = j
0 si i = 0 et 1 ([9], proposition 1.5).

Nous posons G(A) pour un des groupes GL(A), E(A) ou St{A) et S(A) pour £(A)
ou 5r(A). En reprenant le raisonnement qui a permis d'établir le
théorème 3.1 (h), on montre qu'on a deux suites spectrales

f Hp(G(A\ K^A, P)) si ^ ^ 1
^= n • -> H^(G(A), M'(P))

t 0 si q = 0
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f H^S(A), K^A, P)) si g > 2
£M=! 0 si ,=0 et i - ̂ W)^(A. P)).

Là encore, l'action est triviale dans les termes T2 et "£2 et elle se fait par
conjugaison dans les aboutissements.

De la première suite spectrale, on tire

K\(A, P) = Hç,(G(A\ K\(A, P)) ̂  H,(G(A), M\P)\

groupe dont on a montré ([9], théorème 2.16) qu'il est isomorphe au groupe
H^A, P) de Hochschild.

Pour la deuxième suite spectrale, on prend S(A) == 5t(A). Les groupes
H^(St(A)) et H^(St(A)) sont nuls, ce qui s'exprime par

"£„ = 0 pour q = 0 et 1 et pour p = 1 et 2.

Par conséquent,

K^A, P) ̂  'T^ ^ H^(St(A\ St(A, P)) ̂  H^(St(A\ M\P))
K^A, P) ̂  "E^ ^ H,(St(A\ St(A, P)). D

L'énoncé qui suit précise également le lien de la ^-théorie stable avec la
situation décrite en introduction.

COROLLAIRE 3.3. ~ Soit C une classe de Serre de groupes abéliens, vérifiant la
propriété supplémentaire

B e e = > B ® C e e pour tout groupe abélien C.

Alors K^A, P)eG pour 1 ̂  i ̂  n si et seulement si H,(GL(A), M'(P))€C pour
0 ^ i ̂  n (ou si et seulement si H^E(A), M\P))eG pour 0 ̂  i ̂  n).

En particulier, les groupes de K-théorie stable K^(A, P) sont nuls pour tout
i ^ 1 si et seulement si H,<GL(A), M'(P)) = 0 pour tout i, ce qui est équivalent
à dire que les homomorphismes

Tr, : H^GL(A\ M(P)) ̂  ^<GL(A), Ho(A, P))

induits par Tr sont des isomorphismes pour tout i. En d'autres termes, la
^-théorie stable représente exactement l'obstruction pour que la trace
induise des isomorphismes en homologie.
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Démonstration. — On considère la suite spectrale

f H,(G(A), K^A, P)) si q^l
£.={ , , ̂ ^/WG(A),M'(P))

et on procède par récurrence sur n ̂  1.
Pour n = 1, jq(A, P) = ̂  = ffi(G(A), M'(P)).
Supposons l'équivalence du corollaire 3.3 démontrée pour 1 ̂  n ̂  k et

démontrons-le pour w = fc -h 1. D'après le théorème des coefficients
universels, on a

T^ = ^(G(A)) ® 2^(A, P) © Tor(^_ ^(G(A)), Â:;(A, P)) pour p ^ 1.

D'après [20], si C vérifie les hypothèses de l'énoncé, alors

BeC =0 Tor(B, C)6C pour tout groupe abélien C.

Comme T^ = ^(A, P\ il en résulte que K^A, P)eC pour 1 ̂  i ^ n si et
seulement si 'E^eC pour 1 ̂  q ^ n. Par l'hypothèse de récurrence 'jE^eC
pour 1 ̂  q ^ ^c. Par conséquent Â^+i(A,P) est C-isomorphe à
^^(G(A), M'(P)). D

Nous transcrivons maintenant en termes de la ^C-théorie stable des calculs
qui ont été faits ailleurs. Ainsi la conjonction du corollaire 3.2 et de la
proposition 6.3 donne la

PROPOSITION 3.4. — Si A est commutatif et si [A, P] == 0, alors

^(A.P)^? et K1(A,P)=Q,^P.

Pour A = Z, on a la

PROPOSITION 3.5. — a) Les groupes de K-théorie stable de Z sont finis pour
i ̂  1.

b) K^Z) = Z et K\(Z) = 0.
c) K\{Z) ̂  H^GL^ MW) ̂  H^SW, M,(Z)) pour 9 ^ n ̂  oo.

Remarque. — On a obtenu dans [11], chapitre 13, des résultats plus précis
sur X^(Z).

Démonstration. — Le point (b) résulte de la proposition précédente.
a) Xf(Z) est de type fini : d'après les résultats de stabilité de DWYER [3],

H,(5L(Z), Z) ^ H,(5L,(Z), Z) et H,(SL(Z\ M\Z)) ̂  H,{SL,(Z), M^(Z)) pour
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un entier n fini assez grand. Or il résulte de [19] que H,{SL^Z\ M;,(Z)) et
Hi(SLn(î\ Z) sont de type fini. Ce qui reste vrai pour n = oc. On termine par
un raisonnement de récurrence analogue à celui de la démonstration du
corollaire 3.3. La classe des groupes abéliens nuls après tensorisation par Q
est une classe de Serre qui vérifie l'hypothèse supplémentaire du
corollaire 3.3. La nullité des Xf(Z) ® Q est donc équivalente à la nullité des
groupes Hi(SL(Z\ M\Q)) s H^SHZ), M'(Z)) ® Q, ce qui a été démontré par
FARRELL et HSIANG [5].

Le point (c) découle de l'étude de la suite spectrale '£^ et du résultat suivant
dérivé de VAN DER KALLEN [8], théorème 5.6

H,(SL^Z\ M,(Z)) ̂  H,(5L^(Z), M^(Z)) pour n ̂  2i + 5. D
Considérons maintenant le cas des corps finis.

PROPOSITION 3.6. — a) Soit k un corps fini. Alors K^k) = k et K\(k) = 0.
b) K^(k) = k si k est un corps fini de caractéristique 2ouk = Z / p p o u r p ^ 5.

Preuve. — Seule la partie (b) nécessite quelques commentaires. En
utilisant 3.2, on voit facilement que

KW ^ H^(SL(k\ M\k)).
Or ce dernier groupe est isomorphe à k d'après [4], proposition 3.0 et [2l],
théorème 9.16.

4. A-théorie et homologie de Hochschild

Nous ne considérons dans ce paragraphe que des anneaux et des bimodules
discrets.

Le théorème 3.1 montre que les groupes K^A, P) ont des propriétés
analogues à celles des groupes Hn(A, P) d'homologie de Hochschild (voir
paragraphe 6). En basses dimensions les deux théories sont isomorphes
(corollaire 3.2). En dimensions supérieures, elles sont généralement
différentes (ainsi, K^Z/p ^ 0 et H^Wp, Z/p) = 0 pour p premier ^ 3). Il
existe cependant un homomorphisme fonctoriel entre la ^C-théorie stable et
Fhomologie de Hochschild. Nous le décrivons maintenant.

K. DENNIS a défini un homomorphisme D, comme composé des trois
applications

H,{GUA\ M{P)) ̂  H,<Z[GL(^)], M(P)) ^ H,(M{A\ M{P}) -. H,(A, P).
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La première est décrite en 6.11, la seconde est induite par l'inclusion de GL(A}
dans M(A), la troisième est l'équivalence de la proposition 6.9 (voir également
[6], paragraphe 1 et [9], 2.9).

Il ne reste plus qu'à définir une application

u, : K^A. P) == H,{F{A\ M(P)) ̂  Hf(GL{A\ M(P)) = H,(BGL{A\ M(P)).

Ui est induite en homologie par l'application composée de BSt(A) ̂  BGL{A)
et de l'application (unique à homotopie près) classifiant le revêtement
universel de F{A) : F(A) -^ Bn^F(A) = BSt(A). Par définition, D, est la
composée D, o M,. On a la

PROPOSITION 4.1. — a) SoitO -> P -> Q -> R -^ 0 une suite exacte courte
(scindée sur ~L) de A-bimodules, alors les applications Défont commuter le
diagramme de suites exactes

. . . - ^M, P) ̂  K^ Q) -^ K^A. R) - ̂ _i(/l, P) ^ . . .
l l l l

. . . ^ ^(A, P) ^ H^A. Q) -^ H^A, R) -. H,.,{A, P) - . . .

b) Les applications DQ et D^ sont bijectives, tandis que D^ est surjective.

Preuve. — a) Le diagramme commutatif résulte du diagramme pour les D,
([9], 2.20) et de la fonctorialité de l'homologie.

b) Pour i = 0 et 1, H,{F(A), M(P)) ̂  H,(St(A\ M(P}\ La proposition 2.10
et le théorème 2.16 de [9] montrent que Do et D^ sont bijectives. La
surjectivité de D^ se montre comme celle de D^ (voir [9], 2.20). D

Avant d'aller plus loin dans la comparaison avec l'homologie de
Hochschild, montrons que, lorsque P = A, le procédé de stabilisation du
paragraphe 2 permet de construire une application 5 : K{A) ->- K^A}. En
effet le premier terme de la limite dans la définition 2.3 est l'espace
Ç1K{A © A, A). Or A © A n'est autre que l'anneau /î[e] des nombres duaux
sur /l(e2 = 0). L'élément inversible 1 -h c de Z[e] définit un unique élément
(encore noté 1 4- c) dans ^i(Z[c], (e)). Le produit par cet élément définit (à
homotopie faible près) une application ([14], I I )

K{A) ^^'^ Ok-(^[c],(c)).
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DÉFINITION 4.2. — L'application s de stabilisation de K(A) vers K\A) est la
composée

s : K(A) —JLt^ QX(A[e], (e)) ^ K^A}

On note s.: K^A) _£±^ K^i«e], (e))-. K?(A) les homomor-
phismes induits sur les groupes d'homotopie.

DENNIS [2] a également défini une application ^ : K,<A) -»• H»(A, A) vers
rhomologie de Hochschild. Elle est décrite explicitement dans [6]. Cette
application se factorise par la K-théorie stable, à savoir

PROPOSITION 4.3. — I I existe des homomorphismes hf : Kf(A) -»- H^A, A),
tels que le triangle

K,{A) ——s—^ K^A)

\ /<"H^ Af

soit commutatif, i.e. /if o s, == A» pour tout i ̂  0. De plus h\ = — D,.

La proposition sera démontrée au paragraphe 5. Comme Do et D^ sont des
isomorphismes (proposition 4.1) et que hi est décrit dans [6], l.a, on peut
expliciter SQ et s, en identifiant K^(A) à H^A, A) au moyen de hf pour i = 0
et 1.

PROPOSITION 4.4. — a) 5o est la trace de Stallings ([22], 1.7 et 1.8) : à tout
module projectifde type fini défini comme l'image du projecteur p du module
libre A", 5o associe sa trace Tr(p) dans ^o(A, A).

b) à la classe dans K^{A) de la matrice inversible g. Si associe l'élément de
Hi(A, A) représenté par

L.j^®^"1^6^^^
((g'1)^ sont les coefficients de la matrice inverse de g).

c) Lorsque A est commutatif et qu'on peut identifier Hi(A, A) à
^^{proposition 6.3), s^ est donné par

d(d^(g))

"^•^w
où det(^) est le déterminant de g.
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Preuve. - (a) et (b) résultent de la proposition 4.3 et de [6], l.b et Lf.l.
Pour(c),si^eGL^(A)

det(^)= Lxe^ 6(^a(i)i . . . g^n

Par conséquent,

d(det(g)) = ̂ . ]̂  e(a)^^ ... ̂ . g^dg^.

Le signe A signifie qu'on a supprimé le terme au-dessus duquel il se trouve.
On a alors :

d(det(g)}=^u(ij)dg^

où on a posé :

^J) = Zo€Zn^(0=J ̂ (̂Dl . • • go(i)i . . . (̂n)n-

On observe alors que dans u(i, j) il n'y a plus aucun coefficient de la ligne i ou
de la colonne j. En fait u(i, j) est le cofacteur de g^ dans la matrice g. Or on sait
que le cofacteur permet de calculer les coefficients de la matrice inverse g ~ 1

([13], XIII, proposition 8) :

(.-i)..=^lA
{g )IJ det(g)

et donc det(^) = ̂ ifj i<9~^iJd9Ji est rélément ^ ̂ A qm correspond à
l'élément donné dans (b) (cf. proposition 6.3). D

La stabilisation permet également d'étendre à la JC-théorie stable les
structures multiplicatives qui existent en JC-théorie algébrique. Lorsque P est
un A-bimodule et g un B-bimodule, alors P®^Q a une structure
(« diagonale ») de A (g)^ B-bimodule. Au paragraphe suivant nous
démontrons le

THÉORÈME 4.5. — // existe une application continue

K\A, P) A K\B, Q) ̂  K\A ̂  B, A ®^ Q @ P ̂  B)

naturelle en A, B, P, Q et qui induit un produit (avec les propriétés usuelles)

KÏ(A. P) 0 K^B, Q) -. K^,(A ̂  B, A ®^ Q © P ̂  B).
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Cette structure multiplicative est compatible avec celles qui existent en
K-théorie algébrique [14] et sur l'homologie de Hochschild [6], 5,c; le
diagramme induit

K,(A) (g) K,(B) ^ K^(A 02 B)
5! ® S, 1 5,+, 1

^î(^) 0 ̂ Î(B) ^ K^,(A 02 B)

h^h5, l h^i

^(A, A) 0 H,(B, B) ^ H^(A 0^ B, A 0^ B)
est commutatif.

Nous en déduisons une minoration des groupes de X-théorie stable d'un
anneau A commutatif. Au paragraphe 6 nous définissons un homomor-
phisme œ^ : ^(A, A) -^ Sï\ vérifiant la formule (6.6). D'après le théo-
rème précédent, œ^ o ̂  = - œ^ o D^ vérifie la même formule du produit.

THÉORÈME 4.6. — Pour tout anneau commutatif A et tout entier n ̂  2,
œ» o £)„ (resp. œ^ o DJ iWuft une surjection scindée de K^(A) ® Z[l/yî!] (resp.
H,(GL(A\ M\A)) ® Z[l/nî] et ^ Hn(St(A), 5r(A, A)) ® Z[l/n!]) sur
%®Z[I/M!].

Preuve. — Une fois qu'on dispose de la formule du produit, la
démonstration se fait comme pour la proposition 6.7 : il suffit de noter que
cùi o DI est un isomorphisme et que le produit en K-théorie stable est
commutatif au sens gradué. Le. x . y == (- l)1-^ . x si xeKf(A) et yeK^A)
(comparer avec [14], théorème 2.1.12).

Par ailleurs £)„ se factorise par définition à travers les groupes qui se
trouvent entre parenthèses. D

5. Constructions simpliciales

Ce paragraphe purement technique a pour but de démontrer la
proposition 4.3 et le théorème 4.5

Soit G un monoïde (avec unité 0) pour une opération -+-. Alors si on
note NG le nerf de la catégorie à un seul objet associée à G, NG est un

TOME 110 - 1982 - N° 4



LA ^-THÉORIE STABLE 403

ensemble simplicial dont les n-simplexes sont donnés par (NG)^ = G" et les
faces vérifient les relations

[ (9i. ' " . 9n) si î '=0
^(Qh ' • ' . 9n) = (9i. • . . , 9i + ^.-n, ..., g») si 1 ̂  i ^ n - 1

{ (9i. ' - ' . 9n-i) si i = n.

NG est souvent noté WG [17]. Sa réalisation géométrique est le classifiant
BG de G. On étend le foncteur N à la catégorie des monoïdes simpliciaux,
dans ce cas NG devient un ensemble bisimplicial.

Lorsque C est un groupe abélien simplicial, NC est un groupe abélien
bisimplicial qui a le type d'homotopie de <?[S1] (défini en 1.8). Un moyen
commode de s'en rendre compte est d'introduire la suite exacte de groupes
abéliens (simpliciaux) :

(5.1) 0 -> C ^ EC ^ NC ^ 0.

C a ici une structure simpliciale triviale (les faces et dégénérescences sont
égales à l'identité). Quant à EC, il est donné par (EC\ = C^1 et les faces par

d,{CQ, ...,€„)
f(co, . . . , c. 4- c,.n, . . . , € „ ) si 0 ̂  i ̂  n - 1
[(co, ..., c^-i) si ;'= n.

EC -> NC et C -»• EC sont données resp. par

(c-o, . . . , €„) ̂  (ci, ..., c») et c ̂  (c, 0, . . . , 0).

Il est bien connu que EC est contractile. Il en résulte que 7c,-n(NC) ̂  7r,(C)
(i ^ 0). Nous avons besoin d'une description de cet isomorphisme. Pour cela,
nous identifions les groupes d'homotopie d'une groupe abélien simplicial aux
groupes d'homologie du complexe de chaînes associé. La fibration (5.1) donne
lieu à une suite exacte de complexes et l'isomorphisme n^i(NC) -^ TC,(C)
apparaît comme un homomorphisme-bord de la longue suite exacte
d'homologie correspondante.

LEMME 5.2. - L'isomorphisme n^^(NC) -^ n^C) est induit au niveau des
cycles par {c^ . . . , c^i)e(NC)^i ̂  CiëC^
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Preuve. — II résulte d'une « chasse » dans le diagramme

1 i i
0 ^ C^,^ EC^,-^ NC^, ̂ 0
O^C, ^EC, ^NC, ^0

l l l

L'image par rhomomorphisme-bord d'un cycle S(ci, ..., c^+i)eNC,+i
s'obtient de la manière suivante (cf. [13], chap. IV) : on le relève d'abord en
2(0, Ci, ..., cJeEC^+i, on prend sa différentielle

Z £?;o1 (- WO, c^ ..., c^i) = E(ci, 0, ..., 0)6£C, D

Au paragraphe 6, on introduit le groupe abélien simplicial H(A, P). La
définition de H(A, P) s'étend au cas où A est un anneau simplicial et P un A-
bimodule simplicial. C'est ainsi que NP est un A-bimodule simplicial. On
peut diagonaliser le groupe bisimplicial H(A, NP) pour former le groupe
simplicial diag H(A, NP).

LEMME 5.3. - ^-n(A, NP) ̂  Hi(A, P) pour tout i ̂  0.

Preuve. — La suite exacte 0 -^ P -^ (£P)n -^ (NP)n -* 0 est scindée, donc
pour tout m ^ 0, la suite

0 -. A^^z? -^ A^^z^P^ -^ A^^z^P), -^ 0

est exacte. En vertu du lemme de réalisation fibrée [15], on voit d'abord que
H(A, P) -^ H(A, (£?)„) -^ H(A, (NP)») est une fibration, puis dans un
deuxième temps, que Jf(A, P) -^ H(A, EP) -^ H(A, NP) est une fibration de
groupes abéliens simpliciaux. L'homotopie qui permet d'établir que EP est
contractile, montre que A01"®^? l'est aussi pour tout m ̂  0. Par
conséquent H(A, EP) est contractile, ce qui démontre le lemme. On laisse au
lecteur le soin de faire une chasse au diagramme comme en 5.2 et de montrer
que l'isomorphisme énoncé en 5.3 est induit par

ûi ® ... ®û,+i ®(pi, .. .,Pi+i)

I € A^1) ®2 p^l = (diag H(A, NP)),̂  D
û2 ® . • • ®û.+i ® pi eA®1 ®z P == ff(A, P)..

TOME 110 - 1982 - N° 4



LA J^-THÉORIE STABLE 405

5.4. La bar-construction cyclique a été introduite par WALDHAUSEN [24] :
lorsque F est un monoïde qui opère de manière compatible à gauche et à
droite sur l'ensemble X, la bar-construction cyclique est l'ensemble simplicial
N^F, X) défini par

N F̂, X\ = F" x X et

((/2, ...,/n^/l) Si f = 0

di(fi, . . . , ^ , x ) = = (/i, ...,./L/;+i, . . . ,x) si l ^ f ^ n - 1

(/i» '".fn-i.fnX) si f = n .

Sans entrer dans les détails (qu'on trouve dans [24], paragraphe 2), rappelons
que si le monoïde F opère des deux côtés sur un groupe abélien (simplicial) £,
alors F opère aussi sur NE. De plus, on peut définir un produit semi-direct
F tx E. WALDHAUSEN montre qu'il existe une application simpliciale

u : diag N^F, NE) -^ N(F ^ E)

qui est une équivalence d'homotopie faible lorsque KQ(F) est un groupe ([24],
Lemme 2.3.1).

On va maintenant établir un lien entre la bar-construction cyclique et
l'homologie de Hochschild. Supposons que A soit un anneau simplicial et P
un ^4-bimodule simplicial. Alors le monoïde GL^(A) (défini en 1.1) opère par
multiplication à droite et à gauche sur M^(P). Par définition de la bar-
construction cyclique, l'inclusion de GL^(A) dans Mi,(A) induit une
application simpliciale

A^(GL,(A), M,(P)) ^ H(M,(A\ M,(P)).

Sur les n-simplexes, elle est définie par

(g^ ..., ̂ , w)€GLfc(Ây x Mk(P) ̂  g^ ® ... ® ^®w.

Comme Tio^^^) = GL^n^A) est un groupe, on peut appliquer le
lemme 2.3.1 de [24]. Par composition avec u~ 1 , on a ainsi une application

N(ÔLk(A} EX Mk(P)) -^ H(M^A\ NM^P)) ̂  H{M^A\ M,,(NP)).

Nous nous proposons de la décrire lorsque GL^{A) est un groupe.
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LEMME 5.5. — L'application simpliciale précédente est donnée par
(9i, ̂ i; . . . ;^,mJ

^i®...®^,®(^-1... g^lm^g,\...,g,lm^l ... ^-1)

5î<r /es n-simplexes.

Preuve. - II suffit de calculer u~ 1 à partir de la formule donnée dans
[24]. D

5.6. On suppose maintenant que A et P sont discrets. L'extension donnée

0 ^ Mfc(P) -^ GLk(A ® P) -^ GLk(/l) -> 1

(l'injection i étant donnée par i(m) = 1 -h m) fournit un isomorphisme

GLfc(A) ix Mfc(P) ̂  GLk(A © P)

IGUSA ([6], II) a construit un « edge-homomorphism » de la suite spectrale
de Hochschild-Serre de l'extension précédente. Il s'agit de
l'homomorphisme b, : H^GL^A © P))/H,(GL^A)) ̂  H^,(GL,(A),M,(P)\
l'action de GL^(A) se faisant par conjugaison dans ce dernier groupe. D'après
(6.11), celui-ci est isomorphe au groupe de Hochschild
^-i(Z[GLfc(A)], Mfc(P)) qui, lui-même, s'envoie dans H^.^M^A), M „{?)).

' Nous explicitons l'application composée

H,(GL,(A) ̂  M,(P))/H,(GL,(A)) ̂  H^,(M,(A\ M,(P))

dans le cadre simplicial introduit plus haut.

LEMME 5.7. — L'application précédente est décrite par

{9i, m, ; . . . ; ̂ , mj e N(GL,{A) x M,(P)),

^ - ^ ® . . . ® ^ ® ^ ~ 1 . . . g^m,g-^çH(M^A\M^P)\.,.

Preuve. — II faut d'abord décrire l'isomorphisme de GL^A) x M^P) avec
GL^(A © P). Celui que nous choisissons et qui est seul compatible avec la
notion de produit semi-direct de [24] est donné par : (g, m) ̂  g + m. IGUSA,
par contre, prend l'isomorphisme (g, a} ̂  (1 + a) g. On passe de l'un à l'autre
en posant : m = ag. D'après [6], le et \d, l'application
H^GL^A © P)) -. H^i(GLk(A),Mk(P)) s'écrit sous la forme :

(gi. ûi; ... g^ ûn)i-^-(^ ..-^n)® g\^i
^- g2® . . . ® ^® ^-1 . . . ^^r^i.
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On termine en remplaçant a^ par m^g^1. Q
Lorsque /l et P sont discrets, les lemmes 5.5 et 5.7 fournissent

respectivement deux applications

W, : H,(GL,(A ® P)) -. J^(M,(A), 7VM,(P))
et /„ : H,{GL,{A © P)) -. H,.,(M,{A), M,{P)). .

La description des homomorphismes W^ et /„ et de Fisomorphisme

H,(M,(A), NM{P)) ̂  H^,(Mk(A\ M,(P))

(Lemme 5.3) entraîne le

LEMME 5.8. — L'homomorphisme composé

w ^H,(GL,(A ® P)) —. H,(M,(A), NM,(P)) —^ H^.,(M,(A\ M,(P))

est égal à — ï^ en d'autres termes, moyennant des identifications convenables,
les homomorphismes W^ de Waldhausen et 1^ d'ïgusa sont les mêmes au signe
près.

Ce résultat est crucial pour la suite.

5.9. L'application (due à WALDHAUSEN) de N(GL,,(A) x M^P}) dans
H{Mk{A). M^NP)) (définie plus haut) va nous permettre de construire une
application

h5 : K\A, P) -. \H(A, P)\

vers la réalisation géométrique \H(A, P)| du groupe abélien simplicial
H{A, P). En effet, l'équivalence de MORITA (6.8) induit une équivalence
d'homotopie H(M^), M,,{NP)) ̂  H{A, NP). Par composition, on obtient
une application simpliciale N(GL^A) EX M^P)} -> H(A, NP) dont on
s'assure sans problèmes qu'elle se stabilise en k (cf. [6], Thm. 1./.2). En
passant à la réalisation géométrique, on a une application

B(GL{A ® P)) = B(GL{A) x M(P)) ^ \H(A, NP)\.

Comme n^H(A, NP)) est un groupe abélien et que n^BGL(A ® P) contient le
sous-groupe parfait des matrices élémentaires, l'application précédente se
factorise de manière unique à homotopie près ([14], Proposition 1.1.2) à
travers BGL(A © P)+. Nous notons par h{A, P) l'application composée

K{A ® P) -. B{GL{A ® P)Y ^ \H(A, NP)|.
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On peut maintenant appliquer la stabilisation introduite au paragraphe 2.
Considérons le carré cartésien

A C P ^ A © PU']
l l •
A -^ A © [̂S1].

Par définition de l'homologie de Hochschild (quitte à reprendre le
raisonnement de la démonstration du lemme 5.3), on obtient le carré cartésien
(à homotopie près)

H(A, NP) -^ H(A, NP(T|)
i • l

H(A, N0) ̂  H(A, NP[S1]).

Par conséquent, l'application verticale induite entre les fibres est une
équivalence d'homotopie. Comme H(A, N0) et H(A, N^[7]) sont
contractiles, on a le carré commutatif

K(A © P, P) —^ CÎK(A ® P^1]. P^)
h(A,P)l h{A,PlS^)l

|H(A,NP)| -^ni^A.NP^1])!

Ceci suffit pour définir par stabilisation l'application cherchée.

DÉFINITION 5.10. - h5 = lim, t2'7i(A, PES'"-1]).
h5 est à valeurs dans lun^ Q^^A, NP^"-1])! s |H(A, P)|. On note ^
l'homomorphisme induit n^K^A, P) -^ H^(A, P).
Supposons maintenant que A et P sont discrets. Alors TI^K^A, P) s K^(A, P),
d'après le corollaire 2.5. La stabilisation livre le carré commutatif

(5.11) '

^i(A©P,P) ——^(A,P)
^,(A,P)i fc;i

H^,(A,NP) -^H,(A,P)

L'homomorphisme A,+i(A, P) est le composé
K^(A ©?,?)-. H^,(GHA © P))

•^ H^,{M(A\ M(NP))^ Hn^(A, NP)
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de l'équivalence de Monta, de H^+i (cf. 5.8) et de l'homomorphisme de
Hurewicz de BGL(A © P)^. Moyennant l'identification du lemme 5.3 et en
vertu du lemme 5.8, An+i(A, P) = — ^^i où g^+i est le composé

K^,(A © P, P) ̂  H^,(GHA 9 P))

^i H,(M(A), M(P)) —^ H,(A, P)

de l'équivalence de Monta, de J^+i (cf. 5.8) et de l'homomorphisme de
Hurewicz.

Nous supposons de plus que P = A. Alors IGUSA ([6], Thm. 5.e) a montré
que le triangle

(5.12)
K^A) > < ( 1 + £ ) » K^(A[£], (6)) = K^,(A © A, A)

Hn(A,A)-

est commutatif (cf. 4.2 pour les notations). En mettant bout à bout les
diagrammes (5.11) et (5.12), on voit qu'on a démontré la première partie de la
proposition 4.3.

Pour achever sa démonstration, il ne reste plus qu'à identifier les
homomorphismes h^ et Dn. Le résultat suivant répond à une question posée
p. 392 dans [24].

LEMME 5.13. — Pour tout n ̂  0, h; == — £)„ (A et P sont discrets).
Preuve. — Nous reprenons les notations de la démonstration de 2.7 avec A

et P discrets. En écrivant les suites spectrales des deux fibrations (pour n ̂  2)

BM(P[S"-1])^ L/^ ^ F(A)
II i i

BM(P[5"-1]) -* BÔL(A © P^"-1]) -^ BGL(A),

comme les fibres sont (n — l)-connexes, on obtient le carré commutatif

n,^K{A ©PE^-1 ]) -^ J^(F(A), M(P))
i 1

H (̂GL(A © P^-1]))-^ H,(GL(A), M(P))
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Les applications verticales sont à gauche rhomomorphisme de Hurewicz et à
droite l'application induite par F{A) -*• BSt(A} -> BGL( A} (cf. paragraphe 4);
b et V sont des « edge-homomorphisms » des suites spectrales. Lorsque n est
assez grand (devant p), b est un isomorphisme. Après identification de
H,(G1^A\M{P)) avec H^,,,{Gl{A\ M(P[5"-1])), b' apparaît comme
« l'edge-homomorphism » lp^.n d'Igusa étendu au cas simplicial. En passant à
rhomologie de Hochschild, le lemme 5.8 donne le diagramme commutatif

n^K(A C P[5"-1]) ——^ H,(F(A). M(P))
l ~ i '

H,^{GL{A e P[5"-1])) -^ H,{GL{A\ M(P))
- ̂  l [

H^(M(A\ NM^"-1]))——. H,(M{A\ M[P))

Après stabilisation, on obtient — h^ à gauche et Dp à droite. D

5.14. Le produit défini en K-théorie algébrique s'étend aux anneaux
simpliciaux et, par stabilisation, à la K-théorie stable.

En effet, on observe d'abord que les formules de somme directe et de
produit tensoriel des matrices (décrites dans [14], 1.2.2 et 2.1.1) s'étendent au
monoïde GL^A) pour tout anneau simplicial A. La première conséquence qui
en résulte, est que, comme dans le cas discret, BGL(A}^ est un H-espace.

En procédant comme Loday, on définit une application (avec les propriétés
habituelles)

X( / I )A K(B) -. K(A0^B)

où l'anneau simplicial A 0^B est le produit tensoriel degré par degré des
anneaux simpliciaux A et B.

En passant à la limite sur les anneaux A ©P^""1], on construit une
application-produit

K^A. P) A ^(B, Q} -^ K^A (g)^ B, P ®^ B © A (g); Q}

où le bimodule de droite a la structure évidente de A (g^^-bimodule
simplicial.

Supposons que A et B sont des anneaux discrets et qu'on a : P = A et
Q = B. Alors l'application de stabilisation s : K(A) -> K^A) commute aux
produits. En effet, on a le diagramme
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K(A) A K{B) -^ ÇïK(A © A, A} A QK(B © B, B) -^ Â^/l) A K^B)

i i i
XG4(g)^B) -* £ÎK(A0^B@A^^B. A®^B) ̂  K^A^^B}

Le carré de droite est commutatif par définition du produit sur la X-théorie
stable. Celui de gauche l'est aussi car l'application K(A) -->• ÇîK(A © A. A} est
précisément définie avec le produit en X-théorie algébrique (cf. 4.2). A ce sujet,
on pourra également se reporter au paragraphe 1.3 de [24].

Quant à la compatibilité des produits en K-théorie stable et sur
Fhomologie de Hochschild, elle est établie en substance dans [6], chapitre 5 :
IGUSA montre qu'en mettant sur la X-théorie algébrique la multiplication
définie par LODAY [14] et sur l'homologie de Hochschild le produit décrit en
(6.5), l'application h^ de Dennis (cf. proposition 4.3) commute aux produits
([6], corrolaire 5.C.3). La démonstration d'Igusa s'étend au cas simplicial et
comme h^ définit h^ par stabilisation (propriété 4.3), il résulte de tout ce qui
précède que h^ commute également aux produits. Ce qui démontre le
théorème 4.5.

6. Addendum sur l'homologie de Hochschild

Dans ce paragraphe, nous rappelons la définition de l'homologie de
Hochschild ainsi que les principales propriétés nécessaires à notre étude.

Soit A un anneau et P un bimodule sur A. Nous notons H{A^ P) le groupe
abélien simplicial dont les /c-simplexes sont définis par

H{A. P), = A ®^A (82 . . . (g)z.40zP.

k fois

Les opérateurs de face et de dégénérescence sont donnés par

^•(ûi ® a^ ® . . . ® ûfc ® p)
a-^ ® . .. ® ûfc ® pa^ si i = 0
ûi ® .. . (x) û,û,+1 ® . . . ® p si 0 < i < k

ûi ® . . . ® a^-1 0 cikP sl l = ^

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



412 C. KASSEL

S,<ûi ® Û2 ® . . . ® ûfc ® P)

/ 1 ® ûi ® ... ® ûjk ® p si 1=0
= ; ûi ® ... ® û, ® 1 ® û f + i ® ... ® p si 0 < i < k

[ ûi ® ... ® a» ® 1 ® p si i = k

DÉFINITION 6.1. — Les groupes d'homologie de Hochschild H^A, P) sont les
groupes d'homotopie du groupe simplicial abélien H(A, P).

H^(A, P) = Kn(H(A, P)) n^O.

Puisque H(A, P) est un groupe abélien simplicial, on sait [17] que ses groupes
cThomotopie sont les groupes d'homologie du complexe (H(A, P)^, d^ où on a
posé^=^o(-l)^.

La proposition qui suit caractérise (à isomorphisme près) les groupes
d'homologie de HOCHSCHILD ([16], p. 288-289).

PROPOSITION 6.2. - a) Pour tout n ̂  0, H^(A, P) est un fondeur de la
catégorie des A-bimodules dans celle des groupes abéliens. Le groupe flo(A, P)
est isomorphe à P/[A, P].

b) Si E : 0 -»• P ->• Q ->• R -»• 0 est une suite exacte courte de A-
bimodules, scindée en tant que suite de groupes abéliens, alors il existe pour
chaque n> 0 un homomorphisme bord £„ : Hn(A, R) -^ A^-i(A, P) naturel
en E, tel que la longue suite

... ^ H^A, P) ̂  J^(A. Q) ̂  H,(A, R) -E^ Hn-i(A, P) -. ...

soi ( exacte.
c) Pour tout bimodule P, il existe une surjection N -^ P, scindée sur Z, telle

que H^A, N) = 0 pour tout n ̂  1.
Quand A est commutatif et que les structures de A-module à gauche et à

droite coïncident sur P, ce qui, avec nos notations, s'écrit [A, A] = 0 et
[A, P] = 0, alors l'homologie de Hochschild est liée aux « différentielles
absolues de Kaehier » de A. Rappelons que le A-module 0^ des différentielles
absolues de l'anneau commutatif A est le A-module engendré par les
générateurs da (où a parcourt A) et les relations

d{a + b) = da + db
(û, beA).

d(ab) = adb + bda
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Pour n = 1, on a la

PROPOSITION 6.3. — Supposons que A et P vérifient [A, A] = [A, P] = 0,
alors H^{A, P) est isomorphe à Î2^ 0^ P.

Preuve. - [A, P] = 0, donc H^(A, P) est le conoyau de d^ '.
A ®zA 02? -^ A 02? où on a : ^^O^®?) = b®ap — ab®P
+ û ® fcp. L'application û ® p i-̂  dû ® p de A ® P dans tî^ (g)^ P passe par
J^i(A, P) et définit l'isomorphisme annoncé. D

En dimensions supérieures, on vérifie facilement que si [A, A] = [A, P]
= 0, alors l'application H(A, P)n -^ % ®A^ donnée par la formule

(6.4) ûi ® ... ® û,, ® p ̂  ûûi A aû^ A ... A dû,, ® p

définit une application œ^ : Hn(A, P) -^ tî^ ®^P. Nous allons démontrer
une formule du produit pour œ,,.

Restreignons-nous au cas où P = A est un anneau commutatif. Alors il
existe un produit H^(A, A) x JfJA, A) -^ Hn+m(A, A) ([6], 5.c). Si
xeH^(A, A) est représenté par û^ ® ... ® û, ® b et ^eff^(A, A) par
ûn+i ® ... ® û^+^ ® c, alors x^e^+JA, A) est représenté par

(6.5) ^ e(CT)flad) ® ... ® û^^^ ® bc

où CT parcourt les permutations d e { l , . . . , w + n } vérifiant

a(l) < . . . < o(n) et a(n + 1) < ... < a(n + w).

(w + m)!
De telles permutations sont au nombre de ————. Elles sont appelées

n\ m\
« shufïles » en anglais. e(a) est la signature de a.

Quant à Q^, cette algèbre est munie du produit extérieur. On dispose de la
formule suivante :

(n + m)!
(6.6) œ^+Jx, y) = ———— œ^(x) A œ^(^).

n\ m\

La vérification en est immédiate. On en déduit la

PROPOSITION 6.7. ~ Pour tout anneau commutatif A et tout entier n ̂  2, (un
induit une surjection scindée de H^{A, A) ® Z[l/yi!] sur t2^ ® Z[l/yi!].
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Démonstration. - Remarquons que û)i est l'isomorphisme décrit dans la
proposition 6.3. Si û,, ..., a^çH^A, A), alors la formule du produit (6.6)
s'écrit

(̂ûi, ..., fln) = n\ œ(ûi) A ... A œ^ûj.

Si on identifie aeH^A, A) avec son représentant ^'®û" dans H(A, A)i
= A ®zA, alors le produit a^ ... a^eH^A, A) est représenté par

Lr^Kd) ® . . . ® <n) ® ûï . . . <,

où a parcourt cette fois-ci toutes les permutations de {1, ..., n}. Cette
formule permet de vérifier facilement que le produit a^ . . . ̂  est strictement
anticommutatif(à savoir a^ ... ^ = 0 chaque fois que a, = û, pour f ^7) et
ainsi d'obtenir le carré

A^A, A) —— H,(A, A)
^i l ^ ©, i

A^ — a\
pour lequel on a : œ^(ûi A ... A ûj = nî 0)1(02) A ... A œ^aj. Puisque (ûi
est un isomorphisme

aoda, A . . . A d^ ̂  ̂ eîn^i) ® . . . ® û^ ® ûo

définit un homomorphisme ^ : Q^ -^ H^(A, A) qui vérifie :

^tfn^Qda^ A . . . A ̂ ) = n\ do da^ A . . . A da^

?„ est la section cherchée lorsqu'on a inversé n! D
L'homologie de Hochschild est également invariante par équivalence de

Morita. Deux anneaux A et B sont équivalents au sens de Morita s'il existe un
A-B-bimodule M et un B-A-bimodule N tels que

M ^ B ^ ^ A et N Ç ^ ^ M ^ É B

On doit à DENNIS le

THÉORÈME 6.8. — Si A et B sont équivalents au sens de Morita, alors il existe
une équivalence naturelle

H(B, P) S H{A, M ®^ P (g^ N)

pour tout B-bimodule P.
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La démonstration en est donnée dans [24], paragraphe 6 et [6], l.e.
En particulier, les anneaux A et M^(A) sont équivalents au sens de Monta :

il suffit de prendre pour M les vecteurs-lignes à coefficients dans A et pour N
les vecteurs-colonnes IGUSA ([6], corollaire 1.2.5) a explicité l'équivalence
d'homotopie entre H(M^A), M^(P)) et H(A, P).

PROPOSITION 6.9. — Au niveau des k-simplexes, l'équivalence f de
H(M,(A\ M^(P)) dans H(A, P) est donnée par

fk(a1 ® ... ® ̂  ® p) = Tr(û1 ® a2 ® ... ® û* ® p)

pour tout k ^ 0 (a'çM^A) et peM^(P)).
Par définition, le coefficient (f, j) de la matrice a1 ® û2 ® ... ® ̂  ® p de

M^(A ®zA 02 ... ®zA 0zP) est égal à

Z/^Omi) ® û?(l)/(2) ® . . . 0 ̂ (k-D/W ® P/(t)/(k+l)»

où la sommation porte sur toutes les applications / :
{0, 1, . . . , k + 1} -. {1, 2, ..., n] vérifiant /(O) = f et f(k + 1) =:./.

Rappelons pour terminer que Phomologie des groupes est un cas
particulier de Fhomologie de Hochschild.

En effet, à tout groupe G et à tout G-module à gauche M, on associe
l'anneau Z[G] et le bimodule Mg dont la structure de module à gauche est la
même que celle de M. Celle de droite est induite par l'application
d'augmentation e : Z[G] -^ Z, en d'autres termes G opère trivialement à
droite sur M.

Réciproquement au Z[G]-bimodule M correspond le G-module à gauche
Me dont le groupe abélien sous-jacent est le même que M. L'opération de G
sur M est donnée par la conjugaison

(g, m) ̂  gmg~1 (geG, me M).

On a les isomorphismes suivants ([16], p. 291 et [6], théorème l.d)

(6.10) H^(G, M) ̂  ^(Z[G], M,)
pour tout n ̂  0.

(6.11) ^(Z[G], M) ^ ^(G, M,)
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