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GENERALISATION D’UNE CONSTRUCTION
DE R. APERY

PAR

Henri COHEN (*)

1. Introduction

Dans sa démonstration de l'irrationalité de {(3), Apéry introduit un
tableau triangulaire (c, ,),54»0 avec :
(_ l)m— 1

1
cn,k:zl<m(n?+21<m<k s(n n+m\’
() (")

m m

qui posséde les propriétés suivantes :

(@) c,, , approche de fagon exponentielle {(3), donc fournit un moyen
d’accélérer la  convergence de Y., 1/m®. Plus précisément
18B3)—c,, | =0@47");

(b) c,, , a de bonnes propriétés arithmétiques : son dénominateur ne croit
pas trop vite. Plus précisément, si on pose d,=le plus petit commun multiple

del,2,..,n,0ona-
2d3(":">c,,,,ez.

11 est instructif de comparer ceci au tableau triangulaire fourni par la formule
sommatoire d’Euler-MacLaurin. Si on pose :

1 mb,,_,

1
dn. k=Zl<n<n ‘m—s + §Z|<n<2kw ’

(*) Texte regu le 25 février 1980, révisé le 24 octobre 1980.
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270 ' H. COHEN

ot les b; sont les nombres de Bernoulli (by=1, b; = —1/2, b,=1/6, b, =0,
b,=—1/30, etc.) alors :

(c) d,, , approche de fagon exponentielle {(3), plus rapidement que c, ,.
Plus précisément : 153)—dy o =0(e2"").

La convergence en 4" est donc remplacée par une convergence en 5357 ", ce
qui est beaucoup plus rapide;

(d) d, . a de mauvaises propriétés arithmétiques. Le dénominateur de
d, .y €St au moins de I'ordre de n* * ", comparé a un dénominateur de I'ordre
de (4€%)" pour c, ,. A cause de ces mauvaises propriétés arithmétiques, il est
peu probable que I'on puisse utiliser les d, , dans une démonstration
d’irrationalité, et c’est ce qui donne toute sa valeur aux c, , d’Apéry.

Nous nous proposons ici de généraliser & d’autres fonctions que 1/m? la
méthode d’accélération d’Apéry, en conservant les propriétés (a) et (b). Nous
n’obtiendrons pas de nouveau résultat d’irrationalité, mais c’est peut-étre un
pas dans la direction de tels résultats.

NotaTioNs. — Nous utiliserons la notation x! a la place de I'(x+1).

D’autre part, une somme du type Y, .. . @ pour convention la valeur 0 pour
A=0.

2. Une construction générale

Nous nous intéressons bien siir avant tout a la généralisation des c, , pour
£(2p+1). Nous allons placer cela dans un contexte un peu plus général.

Soit g une fonction satisfaisant aux hypothéses suivantes :

(%) (a) g est une fonction entiére nulle en 0,
(b) il existe ae[0, 1[ tel que g*(0)=0 (a*).

On peut considérablement affaiblir les hypothéses (x) pour pouvoir effectuer
la construction qui va suivre, mais nous n’en aurons pas besoin. Pour une
telle fonction g nous poserons pour |x| <1 :
2 m
g (2 Log (x+/FTF D)= Tupod(g) 20
et d,,(g)=dQ (g). Ces coefficients sont bien définis d’aprés (a).
Enfin, nous appellerons fla transformée de Laplace de g :

)= fwe-*'g(ndt.

[}
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UNE CONSTRUCTION DE R. APERY 271

L’hypothése (b) assure que f(x) existe pour x> 1.

ProrosITION 2.1. — La série 2,,), f(m) converge et on a :

S(/)=Tur S (m)= J 99 4,
En effet, il est clair que :

g(t) ©e™
Ym=1 f(m )-—j ——l'd .[o ?:—lg(t)dt,

les deux intégrales convergeant griace aux hypothéses (x) (noter que
g(t)~tg’(0) quant t — 0). La fonction | g (t)/(e' — 1) | est bornée sur R* donc
la deuxiéme intégrale tend vers 0 quand n + oo, d’ou la proposition.

Le théoréme fondamental de cet article est le suivant :

THEOREME 2.2. — Posons :
i f)= ZKm‘nf(m) Zlim( 24
On a alors pour n21 et 0<k<n-—1:

(n—k—(1/2))! 4.1 9)
(n+k—(1/2))‘ ZJ)O n2t*2

dp(8)(n—(m/2))!
m(n+(m/2)!

Cak(f)=Cuy i (f)=

k-1)! )
(n(n+k)|) ZJ)O 2;li(zg)

De ce théoréme, il nous sera facile de déduire que les c,, , ( f ) accélérent la
convergence de la série ), ncof(m) et plus précisément que
IS(f)—cnu(f)I=047"),

Démonstration. — On a :

ert(F ) =Camsa ()= S 1)+ Srcmers 2

9 (n—(m/2))!  (n—1—(m/2))! :l
(n+@m/2))! (n—1+(m/2))!

(n—1—(m/2))! ag**(g) d‘“’(y)
- (n+(m/2)) (D)O n2k+2 z&>0 )

=f(n)— zl<m‘2kdm(g)—m'
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272 H. COHEN

Posons :

-

b, .(9)=— (n—(m/2))! e v (g)

(n+(m/2)—1) 1 &+>0 p2k+2 "

11 est facile de voir que les hypothéses (x) entrainent que 42 ¥ (g) =0 (2 *) (la
constante du O dépendant de m) donc puisque o < 1 la définition de b,, ,(g9)a
bien un sens. Calculons b, , ,(g)—b,, .(9) :

s 2,0() = by o(g)= = Z LD

(n+(m/2))!
2T T (n(m/2)— 1)1 S0 p2k2
(n—1—(m/2))! o den 5 29
e (Do S - (- B ),

Or en dérivant deux fois la relation de définition des d*’(g) nous obtenons :

1
Tt e Lese /D = L RO

xX“+

(2x)"' 1
-1)!

1
219" V@ Log (x+/x*+1))

(2 )m 2
wguﬂ)(z Log(x++/x2+1)) =Xu»2 n’:)(g)(mx 2)!°

D’ou en multipliant par x/2 la premiére ligne, (1 +x?) la deuxiéme et en
ajoutant :

2 m
g%+ (2 Log(x++/x* + ))-——Z,,,omd""( )( ")

(2x) (2x)

+- Zuom(m l)d“‘)( )— + Zn)() Lz(g)
On en déduit la relation :

2
a2 (g)=d%,, @)+ T-d¥ )
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UNE CONSTRUCTION DE R. APERY 273

On obtient en reportant dans la formule obtenue plus haut :

bm+2. n(g)—bm n(g)

(n—1-(@m/2))! d2++2) () e ")(g)
T (n+m/2))! (Z»o T~ k0 )

(n—1-(m/2))!
On a donc : = de

Cn.k(f)—Cn—l,k(f)=f(”)—215m52k(bm+z,u(g)"bm.n(g))
=f(M)=b; ss1,n(@)=b2xs2,2(@)+Dby, 4(9)+b;, . (9)

v

Or:
g" (2 Log(x++/1+x%)=g%(2x+0(x?))

| =g®(0)+2xg** D (0)+2x?g**?(0)+0(x*),
donc dP(g)=g**1(0) et d¥ (g)=g**?(0). On en déduit que :

b, n(g)+b2 #(9)=— Zk)l h-f(l)) == .[0 gw)e ™du=— f(n),

car l'intégration terme & terme de la série de Taylor de g est justifiée d’aprés
les hypothéses (x). On obtient donc :

cn.k(f)—cn—l.k(f)= —byx+1,0(9)—b; k+z,.(g);

ce qui n’est autre que le théoréme 2.2.

ProrosiTION 2.3. — Posons :

c:l.k(f)=221<msn("1)m_l mf(m)+z,‘,;‘2k(—1)”d,,,(g)

on a alors pour n>1 et 0<k<n-1:

c;n.k(f)_c:n—l,k(f)=(_1)"—12 "(C..,k(f)‘cn—l,k(f))-

Démonstration. — Vérification évidente.

(n—(m/2))!
(n+(m/2))!’

L’intérét de cette proposition est mis en évidence quand on suppose, en
plus des hypothéses (x), que g’ (0)=0. En effet, g’ vérifie alors aussi (x) et cela
assure la convergence de la série 20, (=1)™"! mf (m), et nous verrons que les
¢, accélérent la convergence de cette série de la méme fagon que les c, ,
accélérent la convergence de Y .., f(m).
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274 H. COHEN

3. Une famille de polyndmes

Il est utile pour la suite d’introduire une famille de polynomes jouant pour
le procédé d’accélération décrit plus haut le méme role que les polynomes de
Bernoulli pour la formule sommatoire d’Euler-MacLaurin.

DEeFINITION 3.1. — On pose, pour | x| <1 :
. 2x)"
e’“““‘”\/‘“”:L?oP,,(a)(—m—z— et P,(@a)=)Yr_ob, ,a".

(On convient que b,, ,=0si p<0oup>m.)

Les propriétés des polynomes P,,(a) sont résumées dans la proposition
suivante :

ProposiTiON 3.2. — (1) P,,(a) est un polynéme unitaire de degre m.

(2) Les P, (a) vérifient la relation de récurrence :

P,,,(a+%)—P,,,(a—%>=mP,,,_,(a).

(3) Ona Potar=1 ¢t pour mz1:
(@+@m/2)-1)!
)=

4) P,(—a)=(-1)"P,(a).

Démonstration. — (1) et (4) résultent de (3). (2) résulte immédiatement du
fait que sh(Log(x++/1+ x?))=x. Pour (3) on vérifie que les polynémes Q,,
définis par Q,=1,

(a+(m/2)-1)!

N P YD
vérifient la méme relation de récurrence(2). Si on pose
R, (a)=P,(a)—Q, (a) et que 'on suppose par récurrence que R,,_, (a)=0
on voit que R, (a+(1/2))=R,,(a—(1/2)) donc que R,,(a) est une constante,
doncR,,(a)=0(m>1)puisque Q,,(0)=0et P, (0)=0en mettant a=0dansla
définition 3.1. D’ou la proposition.

Les propriétés des coefficients b,, , sont résumées dans la proposition
suivante : .

ProrosiTiON 3.3. = (1} b,, ,=0 si m—p est impair.

2
) b o=0; by, 3 =(— 12" (g-l)z ;
m -
b,,,,4=(—l)"'/2<5_1)!221‘k‘(m/2)_1 k=2
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UNE CONSTRUCTION DE R. APERY 275

si m est pair;
_ 2)—-1)1?
b . =(—1)m-1)2 (m/ .
m,1 ( 1) (_1/2)!2 ’
m ((m/2)—1)1? 1\°2
bm, 3=(— 1)( +1)/2_(W_ lekstm—l)/z k"':;_
si m est impair.
(3) Plus généralement, si m—p est pair :

— m nP~2
bm,p=('-l)( p)/2(2 l)'z(p 1)' mp ou em.pe[()’ll-

Démaonstration. — (1) résulte de la proposition 3.2, (4), (2), (3) : pour m
pair >2 on peut écrire d'aprés la proposinon 3.2, (3) :

, 2
P,,,(a)=(—1)"'"2’fl (g_l)! zaz(l__ ‘11_2) (1_%2-> .. (1— (——-(m/;;_ng >

d’ou I'assertion de (2) pour m pair. Pour I’assertion (3) (avec m pair) on
remarque que les contributions au terme a?¢ ont toujours le méme signe
(=1)m2)=1 (_1)9=1 et donc que leur somme en valeurs absolue est moins

que ce qu’elle serait pour le produit infini, c’est-a-dire :

(—1)m2-1 (% _1> !za_smﬂ

n
m/2 12 nliigtd
=(—-1) ( ) Z.,;n 2q=1)! (—=1)5,

d’ou (3) dans le cas m pair.
De fagon analogue, si m est impair :

_ mo1y2((m/2)—1) 12 44? - 44? 44°
P,(a)=(—-1) 1)12W0<1_TT) (1———3—2—)...<1—(—m>

et la méme démonstration que dans le cas m pair marche, en remarquant que :

cosma ___ 4 1' 4q* ) 4q*
o eyt ) )
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276 ’ H. COHEN

4. Convergence et vitesse de convergence
PRroOPOSITION 4.1. — Avec les notations des paragraphes précédents, on a :
dgl‘) (g) = Z:=0 g(p+ b (0) bm. P

Démonstration. — On a :
(2 x)"'

eZaLog(x+\/l+x’ Zm=0 z, ob,,, pa

@x)"

m'

"Zp Oapzm P m P

11 résulte donc du développement en série entiére de e que :

2x)™ (2 Log (x++/1+x%))?
Lrmpbm s = p! ‘

On a donc :

g® (2Log(x++/1+x?))

2L V1 P
Sy s e

2 m
"Zp o Zm=p g(H”(O)b"' "( :3

=Z: 0

2x
X" (s gt P O)b,,,),
d’ou la proposition 4.1.

CoOROLLAIRE 4.2. — Si g vérifie (%) avec une certaine constante o<l ona :

|9 (g) <C. (3—1> 1ok,

ou C ne dépend que de g.
En effet, d’aprés les propositions 3.3 et 4.1 :

rp-2

|2 (@)<Y} 1|9“’+”(0)|(—-1) P=1)"
<C1<__1>'220>0ap+knp\C(5_1>'2 o

avec C=C, e*".
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UNE CONSTRUCTION DE R. APERY 277

‘CorOLLAIRE 4.3. — Quand n — oo, ¢, , converge vers S( f ) et c, , converge
vers S'(f), uniformément pour 0<k<n.

En effet, I’estimation du corollaire 4.2 montre que :
1
cn. k—21<m<nf(m)=0 ;

et :

; 1
c;.k—ZZI(m<n(_l)m—l mf(m)=0(;)9

la constante du O ne dépendant pas de k<n.

CoROLLAIRE 4.4 : |¢, ,—S(f)|=0(m"%*4"").
En effet, d’aprés le théoréme 2.2, on a :

Cn,n_cn—l.n—l=cn.n_cn,n-l+cn.n—1_cn—1.u-l
_dy,—y(g)  (1/2)! d;.(9)
T 2n—1 (2n—(1/2))! " 2n(2n)!
(1/2)! d¢)(g) + 1 5, dZ.l(g)
2n—(3/2))1&?° p2*2 T 2p—1)14P0 p2i¥2

On voit aisément en utilisant la formule de Stirling et le corollaire 4.2 que
tous les termes de cette formule sont des O (n~%%4~"). Le corollaire 4.4 en
résulte immédiatement.

COROLLAIRE 4.5. — Si en plus des hypothéses (x) on a g’ (0)=0 et si on pose

S (f)=3ps1(=1)""'mf (m) alors on a :
lcn,n=S' (f)I=0m™247").

Ceci résulte immédiatement de la proposition 2.3 et du corollaire 4.4.

5. Applications. Exemples

Prenons g(t)=t2"/(2r)! (r>1 entier) qui vérifie bien g’'(0)=0 et les
hypothéses (x). On a alors f (x)=1/x2"*1, d¥ (g)=b,, ,,- donc d,,(9)=0
si m est impair. On obtient :

THEOREME 5.1. — (1) Posons (cf. définition 3.1) :

, 1 me.Zr(n_m)!
Cn,k=2mm<n;z—r$?+zlsvn<k 2m (n4+m)!’

. BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



278 H. COHEN

On a alors :

& —c =(""k"1)! r-1 D2k422,-21
n k n-1,k (n+k)' 1=0 n2i+2

2)Ona:

. 8 « bina.-
CQHJPZH%}Pﬁ),Hﬁ%ﬁﬁﬁ,

ou §,, est le symbole de Kronecker, la convergence de cette série étant en
O(n=%24-m),

Pour r=1, on retrouve bien les ¢, , d’Apéry, et la formule (2) s’écrit,
d’aprés la proposition 3.3 :

S (=D)i=-11 5. (=1)"7!
CO)=32 g -52-1"—;(‘57)’
n

formule également donnée par Apéry, mais connue [2].
Pour r=2 on obtient de fagon analogue :

5 -1y 4
§(5)=52>1 ;':(TL) (Zl(km—lk—z-m)'

n

THEOREME 5.2. — (1) Posons :
" (=nHm! . (n—m)!
Cu,k=221<m<n Tt +Zl<m<k(— 1)"by 2 r(n__T_m—)!'

On a alors :

n—k—-1)! r—1 brx+22,-21

Crk—Cn-1,x=(=1)""12 ntk)! 1=0 T 20+1

2) Ona:

b2 ol,Zr—Zl(__l)"—1

o
(1—2*-2'>t;(2r)=2:;5(—¥) = T TR

la convergence de cette série étant en O (n~3%4-").
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UNE CONSTRUCTION DE R. APERY 279

Pour r=1 on retrouve bien les c, , d’Apéry et la formule :

(n 1)

n
n

Pour r=2 on obtient :
7 3 1 _ 4
§C(4)= —52..)1 ;;(2—,1) (Zl(k(n—lk 2 ﬁ)
n

Dans ce cas particulier, on peut transformer de fagon agréable cette formule.
En effet, revenant au théoréme 5.2, 0n a :

7 _ 1 3 ®© b2n,4("1)'

§C(4)—2E'>1—:—§n_—2 "=1""2n)!
" n

OI‘ nous avons vu que .

Zm b 2x)m™ (2L0g(x+\/l+x ))”
mEPTMP p!

Il résulte de la nullité des b, ., 4 que :

o binax?" (2 Log(/2)+y/THCEAN _2(, . (x\}*
= 24 =3\Areshz )

"=l (@2n)!

La série de gauche définit une fonction holomorphe dans le disque | x| <2 et
on voit aisément qu’on obtient, en changeant x en ix :

b2 4(—1)")(2" 2 . X 4
o 2mai” )T _Z(Arcsins | .
® a1 3 rc sm2

3 (-1 nt

[

5 n=1b2n.4"(_2n—)!=m6-=C( )-75
puisque 2 (4)=nr*/90. On obtient donc :

7 5 1
(5*"73)@(4>=22»"7(7)’
n

En particulier :
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280 H. COHEN

soit :

COROLLAIRE 5.3 :

36 1
C(4)=ﬁ2.>1n7(—2';j-

n

6. Conclusion

Comme annoncé dans lintroduction, nous avons généralis¢ la
construction d’Apéry et montré que les ¢}, , approchaient exponentiellement
{(2r+1). En remarquant que d2"~2? b, ,, ,,/(m—1)'>€Z pour m<n, on
montre facilement comme dans [1] que les dénominateurs des c}, , sont bons,
et plus précisément que :

ProposITION 6.1 :

k
2.d3'“("‘; )c;,,‘ez.

Toutefois, nous n’avons, ni généralisé les « coefficients barycentriques »

n\? (n+k\* . . , . . ;
k k qu’utilise Apéry, ni ses relations de récurrences. Je compte

revenir sur ce dernier point dans un prochain papier.

Drautre part, il est possible de placer le processus d’accélération d’Apéry et
celui d’Euler-MacLaurin dans un cadre commun plus général : soit
8=F(D)=D+a,D*+ ... un  opérateur (ou D=d/dx) et
D=F"'(3)=8—a,8*+ ... la série formelle réciproque. Si g et u sont des
fonctions et si on pose :

f(n)=g(=D).u(n),

alors on peut accélérer )., ., f (m) par :

d 1
C"J‘:ZI<m<nf(m)_Zo<m<k;lﬂ!‘8M_l u<n+§),

ou :
T, du om_X g(—F (X))
2m1 T 2 sh(FU(X)/2)
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UNE CONSTRUCTION DE R. APERY 281

-La famille de polynomes analogues aux P, (a) est définie par :

k

S X
AT = Zf)o Pk (a)k_! ,

etonadP,(a)=kP,_,(a). On retrouve Euler-MacLaurin en prenant §=D,
u=f(n—(1/2)) et g(X)=e"*"2. On retrouve la construction décrite ici en
prenant =2 sh D/2, u=1/n.
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