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SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES
AYANT UNE VALEUR MOYENNE NON NULLE

PAR

Hepr DABOUSSI (*)

RESUME. — Nous déterminons une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
multiplicative f vérifiant lim, _, » 1/x Y4 <x | f(#)|* < 00 pour un A > 1, ait une valeur moyenne
non nulle. Nous généralisons ainsi des résultats antérieurs de H. DELANGE et de P.D.T.A.
ELLiOTT.

ABSTRACT. — We give necessary and sufficient condition for a multiplicative function f,

satisfying the condition lim, . o, 1/x Z,.‘ «|f(n)|* < oo for some A > 1 to have a non zero mean
value. This generalizes earlier results of H. DELANGE and P.D.T.A. ELLIOTT.

1. Introduction

1.1. Une fonction f: N* - C est dite multiplicative si f(1)=1 et
S (m.n)=f(m).f (n) toutes les fois que (m, n)=1.

1.2. Une fonction f: N* — C a une valeur moyenne non nulle si et
seulement si la quantité 1/x Y, ., f (n) tend, quand x — + oo, vers une limite
non nulle. On notera M (f) cette limite.

1.3. Un théoréme de DEeLANGE [4] affirme que si f est multiplicative,
| f(n)] < 1, alors f a une valeur moyenne non nulle si et seulement si la série
Y, (f(p)—1)/p converge et 1+ =, f(2%)/2* # 0.

1.4. ErLuiotT [6] a montré que, si f est multiplicative, et satisfait aux
conditions suivantes :
() lim, 1/x T, ¢, | f (1) 12 < +o0;

(ii) fa une valeur moyenne non nulle;

(*) Texte recu le 7 janvier 1980, révisé le 24 octobre 1980.

H. DABOUSSI, Université de Paris-Sud, Département de Mathématiques, Batiment 425, 91405
Orsay.
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184 H. DABOUSSI

alors les séries suivantes sont convergentes :

f(p)-1 |f(p)-1/ £ (M2
g A0, g B2 g (5., 0020,

et, pour tout nombre premier p, 1+Y 2, f(p*)/p* # 0.

Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, alors fet | f |2 ont une
valeur moyenne non nulle.

DELANGE et l'auteur [2] ont donné une nouvelle démonstration de ce
résultat, et ont, indépendamment, montré que ces conditions impliquaient
que f est limite périodique B2 ([5], [1]).

1.5. Nous allons établir dans cet article le résultat suivant, qui généralise
celui d’Elliott.

THEOREME 1. — Soit A > 1, et soit f une fonction multiplicative vérifiant :

_— 1
(l) hmx-o+co;Zr<xlf(n)|x<+w:
() lim,_ % Ya<xf(n) existe et est non nulle.
Alors :

(3) la série Y (f(p)—1)/p est convergente et on a:
|f(p)-1|* lf(p)I*

Lironesn — <+, Yymsz——— <+,

p
£ (Zas L ) <o

(4) pour tout nombre premier p, la série 1+Y %, f(p*)/p* est non nulle.

Réciproquement, si la condition (3) est vérifiée alors f est limite périodique B*,
et en particulier M (f) et M (| f |*) existent. De plus, M (f) est non nul si, et
seulement si, la condition (4) est vérifice.

Remarques. — Le nombre 3/2 du théoréme peut étre remplacer par tout
nombre supérieur a un.

Notre méthode est essentiellement différente de celle d’ELLioTT.

Elle consiste a étudier la série de Dirichlet de la fonction multiplicative et,
en ce sens, est plus proche de la méthode analytique de DELANGE [4].
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SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 185

Ce travail a été exposé au Séminaire Delange-Pisot-Poitou en octobre 1976.
Il constitue une part de la thése de I'auteur (Orsay, 1979).

Nous avons démontré la réciproque du théoréme 1 dans [1].
Nous allons en fait, démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Soit A > 1 et f une fonction multiplicative vérifiant :

(5) z'lf'(:)ll <o pour tout s> 1;
(6) fi;s-ol.s>l§(s)_lz|f¥t =4 < w©;
Q)] m,_, . 567y f(,) existe et est non nulle.

Alors les conditions (3) et (4) sont vérifiées.
Il est facile de voir que les hypothéses (1) et (2) du théoréme 1 entrainent (5),

(6) et (7).
2.

2.1. Nous démontrerons d’abord le théoréme suivant :

THEOREME 3. — Soit f une fonction multiplicative réelle ou complexe. Soit
A > 1. Supposons que :

8) Z”—i’:“—l < o0 pour tout s> 1,
o) R SOF _ ¢ o,
1) . iim, ., .., :s) zf(”) B> 0.
Alors :

1) Smen LEE <o,
(12) S s s M%ﬂ <
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186_ H. DABOUSSI

et pour tout p premier, la série :

(13) 1+Z:::.1f (P

est convergente et est non nulle.

On montrera ensuite qu’en remplagant ’hypothése (10) par (7) on pourra
ajouter aux conclusions que la série ) (f (p)—1)/p est convergente et que :

ZP(Z>2 ‘!'f(p;;')l:)<+°°'

Nous établirons a la fin une généralisation du théoréme 2.

2.2. NOTATIONS

La lettre p désigne un nombre premier;
p | n signifie « p divise n »;

p Xn signifie « p ne divise pas n »;

p’ || n signifie « p/ | n et p/* ! Xn».

2.3. LeMME 1. — Soient u,, u,, ... u, ... et vy, vy, ... U, ... des
Jfonctions a valeurs complexes définies sur un ensemble S.

Supposons que, pour tout me N* et tout seS,

U () S Up,  |On(s)—tn(s)| <V
ouU ,,, et V,, sont des nombres positifs vérifiant :
YeUi<oo et YV,<oo.
Alors le produit infini :

[Tm=1 A +up (s)) e

est absolument convergent pour s€ S. De plus il existe une constante C telle que
pour tout ensemble E d’entiers et tout seS :

| TTmee (1 + 11 (s)) e | < C.

Preuve. — Soit T>0telque U, < Tet V, < T. Posons:
w,, (s)=(1+u,, (s)) e~*=® —1.

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 187
~ Les fonctions ((1+u)e™*—1)/u? et (e*—1)/u (prises égales & —1/2 et 1
respectivement pour u=0) étant continues. il existe M tel que :
|14+u)e *—1| < M|u|? |e*—1|< M |u| pour |u|<T.
Il en résulte, en remarquant que :
|10 (5)] < 1((L 411y (5)) €75 =1 [| =00 4| gemteeid) 1,
I’inégalité,
| wn (s)] < M |u,, (s) |2 =561 + M | u,, (s)—vp () | < MW,,,
ou:
W,=Uié"+V,,.
Ona:
Yr g | Wal<METY, UZ+MY, V, <+,

et donc le produit infini [](1+w,,(s)) est absolument et uniformément
convergent pour s€S.

2.4. LEMME 2. — Soita>1et ze C.

La quantité | z |* —1+a (1 —Re z) est positive pour tout z complexe.

De plus il existe des constantes positivesc,,c,, c et ¢ , ne dépendant que de
a telles que :

(14) silz|<3/2,c, |z—=1]2<|z|*—14+a(l1=Rez)<c,|z—1]3,
<

)
(15) si|z]>3/2,c3|z]I*<|z|*—1+a(l1-Rez)<c, |z ]

Preuve. — Posons z=xe'® avec x > 0 et 0eR.

Puisque x*—1+a—ax cos 0 = x*—1+a—ax, il suffit de remarquer que
la fonction définie pour x > 0 par x — x*+a—1—a x est minimale au point
x=1, ou elle vaut 0 pour obtenir que x*—1+a—ax cos 8 > 0 pour tout
x = 0 et tout 0eR.

L’inégalité (15) est immédiate.

De méme D'inégalité (14) pour x e [0, 1/2] puisque chacune des fonctions
x—|xe®—1|? et x = x*—1+a—0ax cos 0 est majorée et minorée par des
constantes positives indépendantes de 6 pour x€[0, 1/2].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



188 H. DABOUSSI

Soit alors xe[1/2, 3/2). La formule de Taylor montre qu'’il existe he 0, 1]
tel que :

x*=14+a(x—-1)+

“(“2“1) (x—1)2 [1+h(x—1))*~2.

Ainsi :

a(e—1)
2

Puisque 1+h (x—1)€]1/2, 3/2[etque (x—1)®+2x (1 —cos0)=|xe’®—1]|2,
on a, en prenant,

, (e a(@=1) (1) a(@—1) (3|2
cl_mm(i’—i_—(i) ) (5) )
. a a(@=1)/1\*"2 a(@—1)/3\*"2
evmman (3. 2622 ()22 (3) ),

ci|xe®—1]12 < x*+a—1—axcos® < ch|xe®—1}2.

x*—1+a—axcosO=ax(l—cos0) + (x=D2[1+h(x=1)""2.

2.5. Supposons que f satisfait aux hypothéses du théoréme 3.
Soit py=A/A—1) et 6,=1—-1/2p.
Montrons, d’abord, que I’hypothése (8) entraine que :

(16) Z,( ® . lf;f’:)lu)<oo pour s>1 et ae[l,A],

(17) Z,( b Ifl(,f:)l><oo si 0> 0,.

Si a=A (16) découle de (8).
Si a < A, I'inégalité de Holder entraine que :

(pT) | AYLY a/h 1 (A—a)/r
5 (52 S < (g (55, ) (0 o )

et donc (16) se déduit de (8) et de la convergence de la série ) , (372, 1/p"),
pour s> 1.

Drautre part, soit g (n) la fonction multiplicative déterminée par :

(p)= 0 si r=1,
gtPrI=V 1 s r22

TOME 109 — 1981 - N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 189

Ainsi Y, (3.2, 9(p")/p™) < o pour y > 1/2, et donc:

(18) Y grf:l) <o pour y>1/2.

Soit @ > 6,. On peut trouver deux nombres a et b tels que a+b=c et
a> 1/A, b> 1/2p. L’inégalité de Holder. montre que :

A\1A 1/p
Zlg(n)f(n)l (E I.I(n)l) <zgni::_)) ’

n°

et donc ZIg(n)j(n)Vn" < oo grace a (8) et (18). Tenant compte de la
définition de g, on obtient (17).

2.6. Pour tout p premier, la série 1+) 2, f(p")/p" est convergente
d’aprés (17).

Nous allons voir que les hypothéses entrainent qu’elle est non nulle.

Posons, pour s > 1,

F(s)=zfr(:) et F,(s)= 2,,,@.

L’inégalité de Holder et ’hypothése (9) donnent :

(19) l]ms_.l s> 1 C(l ) Z Ij(n)]“ Shms_’l " ( (ls) z 'f(n)ll)cﬁ. A‘n

pour tout ae[l, A[.
Par suite, puisque | F, (s)| < Y. | f (n)|/n*,

(20) im,., 5, = | F,(s)] < A"

1
E(s)
Mais, pour s > 1,

F =321 Lo L0,

F)=3x, 1) (" ) 5 L8y ;f’." (F(s)=F, ().

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



190 H. DABOUSSI

Ainsi :
(1+2,=1f(”")F (5)= ( r.lf;”’)r()
et donc :
w J(P)|5= f(P')
=t s=1 g()IF(S)I '1+Zr=l 'hm,.., C()IF s)1.

11 résulte de (10) et (20) que :

©
r=1

B<A1/l.

f(p") .

1+Z,=l

B étant non nul, cela implique que 1+ Y =, £ (p")/p" #0 et prouve donc (13).
2.7. Soit a€[l,A[.On a :

5 BP

@1 7

En effet : si A>2a, cela découle de (16).

Supposons a<A<2a et soit ¢, €]1, A/(2a—A).

De (16) on déduit I’existence d’une constante c telle que |f(p)|* <csp®.
Ainsi :

Y, 1f(P) P2 p=2<cEe M Y | f(p) | pr2+or@e-ni),

11 suffit alors de remarquer que 2—o, ((2 a—).)'/l)> 1 pour déduire (21) de
(8).

2.8. Pour s>1, posons :

w0=TL| (1452 D) (1- 2 ) exp =502 fo]

r’ r’

f(rN)- f(p' o)
"

f(p) 1

up(s)=1rws

p( )—

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 191
Ainsi :
H ()=, [(1 +u,(5)) exp—v,(s)],
U=y, 1/(p") pf(P' ')

V,=2(Zm () )+ g,

Les inégalités (16) et (17) montrent que : ) ¥, <o, ce qui entraine que
Y Vi<oo. '
Et, puisque U,<V,+|f(p)—1|/p,ona:

2 If(p)I? 1 3
YUi3Y 12+3Y 52 +3Z-’;7<+oo d’aprés (2.1).
En appliquant le lemme 1, on obtient que 5 (s) est absolument convergent

pour s21 et qu’il existe une constante C telle que, pour tout ensemble F de
nombres premiers distincts et tout s=1on a :

(22) Ler ( %) exp ip‘jff"l <C

De plus 5 (1) est différent de zéro.

1_'_2:0‘1!(11)

2.9. LEMME 3. — Soit E un ensemble fini de nombres premiers, k un entier et
o et A réels satisfaisant 6 : 1 <a<A.

Supposons que la fonction f satisfait les hypothéses du théoréme 3.

Alors, il existe une constante D () ne dépendant pas de E et de k telle que :

O e [1+ e, Y ‘;’,”"] [1——;] exp a l:&:ﬂp_)]@(a,,

Preuve. — Soit hg(n) la fonction multiplicative définie par :

1 si p¢E,
r = ? .
he (P") {0 si peE, rz1

On voit immédiatement que pour s> 1,

AULIUIE I (1 L )).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIOUE DE FRANCE



192 : H. DABOUSSI

On en déduit que :

F(s)___<zf(n)n’:£(”)) HpeE(l+Z:°=lf(p') >’

Comme, grice a (13), quand s — 1, le produit :

l'I,es(1+Z'=nf(p))
tend, vers le produit :
e (1422, 22),
qui est non nul,on a:
- 1) 1| f(0) hsln)
’vhm-:_‘l C(s) IF(s)l ].—IP‘E (1+Z'=1 p )I hmg-ol c(s) z . .
Ainsi :

(23) E*$|ZM HFL‘E(HZ:".,

T

Si ae[l, A] et si 5>1, on a également :

5 If(n)l'hs(n) “TL.: (1+Z,=1 |f(p )| )
et donc : :

[Z lf(n)l'hs(n)] L. (1+E,=1 If(P')i‘) T |f§;)|".

nS
Par suite, pour tout entier k,

[Z If(n)l‘ha(n)] L.t (1+Z,=1 If(p )| )\Z Iff:)l _

nl

11 résulte de (19) que :
4 Tm._, ¥ If(n)'lt‘;hs(n)g A.n[n' (1 T If(p')l' )]

TOME 109 — 1981 — N° 2




SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 193

Soit a€]l, A] pour s> 1, on a par I'inégalité de Hélder :
fmhem)]
R

« l/a 1-1/a
<(§(s)—lz lf(n)"l’hi(n)) (c(s)-lz hEn(‘n)) ) .
11 résulte alors de (23) et (24) que :

(HpEE 1+2r=1f(1:') )—‘l
gAm(Hp (I+Zr=l lf(P')l")”“'l_LEE(1 __1_)1-(1/-)

p

40

puisque 1/¢(s) 3. hg(n)/n* tend vers [Le: A=(1/p).
Ceci peut s’écrire :

Mo+ If(p')l")< | -) |

p

<A""B"[]—L,E

| I+Z£°-1f(p') ( __)].

Multipliant par :

i p(ﬂﬂﬂ)

p

il vient :

@)Y 1\ [ 1=Ref(p))
_I'La[(HZ'-: P )(1 p)exp(a I )

SA"“‘B“"[H,,e£ 1+Z§".=1 ( —1> exp ____I—Ref(p)] .
p p
11 résulte alors de (22) qﬁé S

1550 L 1-2) s RS ),

1 p

ol D(x)=A"*B"*C".

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



194 . H. DABOUSSI

2.10. Prenons k=1 dans I'inégalité (I) du lemme 3.
Puisque log (1+u)>u—u? si u> —1/2, on déduit :

. ¢‘1+ —aR g 2a 1
AL pa o °f(P)._ZpE£_I%_-—Z,eE?-slogD(a),

pour tout aell, A].
Comme, d’aprés (21), ¥ |f(p)I1*“/p* <o on voit que :

“yog—1—aRef
e I/ (p)|"+a . aRef(p)

sD 1 (a),
ou :
. . . p 2a l
D, @)=logd(@)+L LB 5
On remarquera que D, (a) est une constante indépendante de E.

Pour x>0et 0 e R, la quantité x*+ o — 1 —a x cos 0 étant positiiie d’aprésle
lemme 2, il en résulte que :

g UDrracizaRe/ (),

En particulier :

“+oa—1—aRef
e LI HE ISR D)

et:

lemba/z 17(p) |'+a—pl —aRe/(p) <.

Ceci entraine d’aprés (14) et (15) que :

-1
p

,

ZII(P)R<3I2

et:

(25) Yoo M <oo pour tout 1<a<A.

Il nous reste & montrer que :

ok

Zm)»sn
p

TOME 109 — 1981 —~ N° 2
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Reprenons I'inégalité (I) du lemme 3 avec k=1, E={p<y tel que

|/ (p)|>3/2} et a=A, ce qui donne :

lf(p)l‘)( __1) ( l—Rcf(p)>
I-L,es(l-'-——p 1-— Jexp A ———= |<D().

Or d’apres (25), les séries :

1 If (p)I
Z!(p)l>3/2—p et Y- N

sont convergentes, et donc le produit :

[Lyon>s <1 —-;) exp (;, l—_RefLQ)

p

est convergent. Il est non nul ayant tous ses facteurs non nuls et il en résulte

que :

—Ref -1
D 0= [ Ty (1-3 ) xp 1122

ou:

P
Cela montre que :

vk,

Zﬂp)i>3/2 ©

et achéve la démonstration du théoréme 3.

3. Démonstration du théoréme 2

Soif f vérifiant les hypothéses du théoréme 2. A fortiori f vérifie les
hypothéses du théoréme 3. Il nous suffit donc de prouver que la série

Y (f (p)—1)/p converge et que :
ry 1A
Zp(z»z If(;:)l )<°°-

3.1. CONVERGENCE DE LA SERIE Y (f (p)—1)/p

~ Nous utilisons pour cela la méthode classique de DELANGE [4].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



196 H. DABOUSSI

Il est immédiat que, pour s>1,

RS OMY (l+2, ()= f(p"‘))
c(s) p >1 . rs

le produit étant absolument convergent pour s> 1. Ainsi :

1
C(s

Draprés I’hypothése (7) on a :
f (p) 1

)Zf(n) #@eapy DL,

lim, , o (s) exp },

=M(f) ou M(f)#0.

D’apreés le lemme 4, 5 (s) tend vers o (1)#0, quand s — 1, et donc :

X ‘ 1 M
lim, _,, exp Zf(p) Jf’(({;

Il en résulte que Y (f(p)—1)/p* tend vers une limite finie quand s tend vers 1.
Posons :

f(p)—-1

a(u)= Z;«' P

et montrons que . .
(1) f(p)-1
“(s_l) AL

tend vers zéro quand s tend vers 1. Posons o=s—1.
Pour 6>0,0n a :

2{-(—1;),:1 =J "’ e 'a(t/oc) dt.

[}

L\_g =1 _ [ o L)t
a(c) Y » _,[o e'lel 5 a(o dt.
11 nous suffit alors de démontrer que, pour tout t, e~ [a(1/0)—a(t/c)]

" tend vers zéro quand o tend vers zéro et que son module est majoré par une
fonction de t intégrable sur (0, o). -

Ainsi :

TOME 109 — 1981 — N° 2



SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES 197

Soient y et z réels satisfaisant 4 0<y<z.Ona:

|a(y)—a(z)|=|2,<,“f—‘fl’,'—l|.

Notons :

E,=E,(y, z)={p tel que e°<p<e* et |f(p)|<3/2} .

et ) .
E,=E,(y, z)={p tel que e’<p<e® et |f(p)|>3/2}.
On a
180) = @1 < Tpeg, LB 45, LB
Or: .
-1 ( -1)? 1 1/2
ZGE, %l- S((Zpeb'. ﬂ—p);—l) (Z'eil_p)) ’
N—1 A\1/4 1\1-am
Remarquant alors que :
1 N
2‘,,0‘,.-1-, < (log% +d),

ou d est une constante absolue, on en déduit que :

—112\1/2 1/2
la(y)—a(z)lg(Z‘E‘Lf_(_’%._l_L) (‘°g§ +d)

|f(p)|l)l/1( 3 d)l—um

'*‘2(2"5, » logy+ .

Ainsi grice a (11) et (12) on voit que |a(1/0)—a(t/c)| tend vers zéro
quand o tend vers zéro en tout point t, et que :

«(5)-+()

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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ou: :
€= (Z!(m«/zlf%:‘l—'z')m
et '
Cr= (Z[(p;|>3/2 |f(pp) |’->lll-

Les fonctions e~ (log | t|+d)"* et e~ " (log | t | +d)! ~!/*) étant intégrables sur
[0, + oo[, nous obtenons le résultat.

3.2. CONVERGENCEDE LA SERIE Y .Y | f(p")I*/P".
Notons f*(p)=Inf(| f(p)|, 3/2).
11 est facile de voir que la convergence des séries :

)—1p

-1 P
zf(p; . Tironcrs If(pp | f(p)

et Y s >

entraine la convergence des séries :

f*(p)-1
r—,

et

f*(p)-1
) P

En effet,

If*(p)—-1] 1 1
> =32ﬂm>3/2—p <+,

|f(p)—1| If(P)l‘<+°o
p p

ZII(P)|>3/2

YN <2Y o3

Remarquons alors que :
Hf(PI=1E<|f(p)—11?
et que :

Hf(PI=12=If(p)P-1+2(1—=|f (D)),
I f(P)=1P=|f(p)P—1+2Re(1-f(p)),

on obtient que :

1-1f(p)!
- 2 p
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converge et aussi :

1-|£( 1-f*
Sy -1

ZI(P)I<3/2 ) )

L’inégalité :

o | f(P)=1P<If(p)F=1+A(1—-Ref(p))<c, | f(p)—- 1

si| f(p)|<3/2, entraine alors la convergence de ¥, ;,<32(f*(p)*—1)/p et
finalement de ) (f*(p)*—1)/p puisque :

* l__ 1 ‘ 3 I l
Zup)»s/zi(‘{)—']‘ < [(3) - I]Z)npmm—p <oo.

p

Mais, pour tout p et tout s>1ona:

* A A\ -
+£¥)—<1 ou p=(l+—;(%)) l.

Alors, étant donné k entier =2, on a pour tout p et tout s> 1,

I

145, If(P)l‘ f‘(P)‘_'_z Lf ()P

r=2 rs
p

>(1+%€X)(1+ )AL )'K)

Comme, pour x> —1/2, log(1 +x)=>x—x? on en déduit :

(1-4)(1+ £, 2200

(1+ zrgzlf(p’)l‘) (f“‘(x;r—l _f‘(p;:‘ﬂ)'

Il en résulte que, pour s> 1, et y quelconque >2,

|fm)* E_ |f(P)|l
(s)zl n’ (np‘)( p >

* 1_1 * 24
xexp(zf (1;1 _Zf (p) +1>.

p2
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D’ou -

If(l’)l1 1( If(")l‘)
ZJ<)'Z'=2 pn C() Z n
* 2 _ * A __
exp(Zf (p) Zf (p) l).

pS
Prenant les limites supérieures quand s tend vers 1 on obtient :

5 ( lf(p'w) [Zf“(p)“ﬂ Zf*(p)‘—l]k

P p

Faisons alors tendre k et y vers 'infini on a :
- ISP ()
ZP ( pr <

4. Nous pouvons généraliser le théoréme 2 ainsi :

THEOREME 4. — Soit A>1 et f une fonction multiplicative vérifiant :

If(n)l‘

<400 pour tout s>1,

(26) )

= If(n)ll
@7 m, ., (S)Z <o,

il existe deux entiers |, k tels que :

(28) hms-l C( )lel(k)f(n)

existe et est non nulle.

(29) Alors: il existe un caractére de Dirichlet y, tel que les sommes ou séries
suivantes sont finies ou convergentes :

I%:(p) f(p)—1}

-1
ZM{)@—) > Zﬂp)m/z ) »
A ry |12
Z!‘(p)bJIZ@’ Zr(Z‘ﬂ )l )
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(30) De plus, pour tout p premier ne divisant pas (1, k) :

est non nulle.

k k
1+L)lxn(p)pkf(p)

Réciproquement si les sommes ou séries ci-dessus sont finies ou convergentes
alors f est limite périodique B*.

Notons I=1'd, k=k’'d avec (k’, I')=1.

Soient a et b les fonctions complétement multiplicatives définies par :

_ [ 1 sipld, _J 1 siptd,
“(”)'{o si ptd, b(”)'{o si pld.

On voit facilement que n=1(k) équivaut a : n=n, dn, aveca(n, d)=b(n,)=1,
(nyd, ny)=1et n,n,=1'(k").
Dés lors :

b
E'Il(k)f(n) = le f(:'ldf) (, d)(z'l.nx-"(*')f_(w)’

n® n
1 —_
(31) Z..m)f(n) m&mrl(l')
3, Lo dat D) (Z f("z)b("z)x("z))
' nidi ! n3

Comme en 2.3, on voit que :

<00 pour tout p premier.

RELLL
Ainsi :

T, lf(pl),la(p) mem

Il en résulte que :

sl mlae) _

n
et donc :
(32) L."M(_"_);‘i‘_")l <4
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Nous allons montrer qu’il existe un caractére y, modulo k’. et un seul tel
que :
. | oSy, (n)b@m) .
lim, ,—Y—=" ..
17 (s)z = existe et est non nulle
Ceci entrainera que la fonction b y;, f vérifie les hypothéses du théoréme 2,
et donc, puisque b(p)|y,(p)|=1 sauf pour un nombre fini de nombres
premiers, que les sommes ou séries suivantes sont finies ou convergentes :

I%:(p) f(p)—11

’ 21(?)!‘3/2 p ’

x1(p)f(p)—1
) p

A (AYLS
Zum»/zM'— ’ b=t anl[(p_’:)‘!‘ .

P
De plus :
S(P*) % (PY)
est non nulle pour tout p|d. On montrera alors que :

Lf(p")P
le.(p)lb(p)-o Z;z ‘—p—,— < 00.

Considérons les quantités :

zx(n)f(")b(n)

m,_, - "
n

s-tlm

Si elles sont nulles pour tout caractére ¥ modulo k', on déduirait de (31) et
de (32) que :
f(n)

. 1
llm,_ 1 mz.l“)'—ns_ =0.

Iy a donc au moins un caractére y, modulo k', pour lequel 1a quantité plus
haut est non nulle. Supposons que ce soit encore vrai, pour un autre caractére
%2 modulo k'. On aurait, en appliquant le théoréme 3 aux fonctions by, f et
bx.f, '

—1p
Zﬂm‘mlm(p)fp(p) P oo

Lf(p)I*

DITTReY N <+ o0,

Ixz(p)fp(p)—ll2 <o

’

ZI}(P)I‘3/2
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puisque, sauf pour un nombre fini de p, |X.1(P)|b(P)-|Xz(P)|b(P)=
Ces inégalités impliquent a leur tour que :

121 (P) =22 () I? ' 1
zl/2<|j(p)|(3/2 ! 2 <o et Zf(?)|<1/2; < 4+ 00.

p

Comme, d’autre part,

L@

s
P
entraine que :

1
Zum»m—p <,

on voit que :

z |Xl(P);Xz(P)|z

< +00.

. Mais, si %, #7%,, il existe m premier avec k’ tel que y, (m)#y,(m). Si
p=m(k’),
121 (P)=X2(P) P =121 (m) =%, (m)|*>0
et comme : ‘
Z’-m(k')‘; =+,

ona:

z |11(P);Xz(l’)|z

= 400,
ce qui est contradictoire.
Ainsi pour tout x modulo k' xaéx,,
. 1 «x(m)f(n)b(n)
lim, ,,-— Y >=———"——==0.
IC(S)Z

L’hypothése (28) et (31), (32), entrainent alors que :

, 11 (n).f () b(n)
(33) \s—lc( )2——_———_—
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existe et est non nulle et par conséquent la fonction by, f vérifie les
hypothéses du théoréme 2.
Montrons maintenant que :

AYLY
Zz.(m(,,_o Py I_f(pl’_)l

Pour s>1:

n

1 fm)y, (m)bm)
&%

<(LZM>1/;
C(s) s

Ainsi, (33) entraine que :

If(n)xl (n)b(n)l1
(S)z

_:-I n

Or,
1 ol (n)b(nn*)
(C(S)z g

n
ry|h A
xnlntr)b(p)-o(l+2,>l If(p )| ) C(s)z |f(n)|

et donc :
AV LY
lim, Hmp)b(p)-O[l"' Yos If;p i ]
— If(n)ll][ lf(n))cx(")b(")l‘]'1
<@t TG o

quantité finie d’aprés (27).
On en déduit le résultat désiré.
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