BULLETIN DELA S. M. F.

MICHEL FLIESS

Fonctionnelles causales non linéaires et
indéterminées non commutatives

Bulletin de la S. M. F., tome 109 (1981), p. 3-40
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1981__109__3 0>

© Bulletin de la S. M. E,, 1981, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/lsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1981__109__3_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
109, 1981, p. 3-40.

FONCTIONNELLES CAUSALES NON LINEAIRES
ET INDETERMINEES NON COMMUTATIVES

PAR

MicueL FLIESS

RESUME. — Les indéterminées non commutatives permettent de jeter les bases d’une théorie
des fonctionnelles causales non linéaires.

ABSTRACT. — The foundations of a theory of non-linear causal functionals are laid down using
non-commutative indeterminates.
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Introduction

Les fonctionnelles, c’est-a-dire les fonctions de fonctions, ont, dés leur
origine (c¢f. VoLTerra [51]. VoLTerra et Peres [52], Leévy [37]), éte
considérées comme des fonctions d’une infinité de variables « ordinaires ».
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FONCTIONNELLES CAUSALES 5

Ce point de vue, certes indispensable, ne facilite pas toujours les choses :
comment calculer avec une infinité de variables ?

En lieu et place, nous introduisons un nombre fini d’indéterminées non
commutatives. Une fonctionnelle causale (ou non anticipative), fonction de
n fonctions, est dite analytique si elle est donnée par une série formelle en n+ 1
indéterminées non commutatives (*) : une pour le temps, les n autres pour les
n fonctions. Les régles de calcul sont simples : addition et mélange (ou shuffle
product) correspondent a I’addition et au produit des fonctionnelles. Pour les
équations différentielles forcées, les indéterminées non commutatives
généralisent les séries de Lie de GROBNER [29)] et le calcul symbolique, ou
opérationnel, de Heaviside, cher aux ingénieurs. Enfin, toute fonctionnelle
causale, continue dans une topologie usuelle, peut, sur un compact, étre
arbitrairement approchée par des fonctionnelles analytiques, de séries non
commutatives rationnelles ou polynomiales.

Notre approche présente des liens évidents avec les travaux développés,
“depuis plus de 25 ans, par CHEN ([4]-[6], [8]) qui, & tout chemin, associe une
série non commutative. Nous utilisons quelques-uns de ses résultats pour
jeter les premiéres lueurs sur les fonctions généralisées dans un cadre non
linéaire. Comme SussMANN [48] I’avait suggéré, on rencontre des
phénoménes tout a fait nouveaux et inattendus, qui s’expliquent par crochets
de Lie et n’ont pas d’analogue dans la théorie linéaire des distributions de
L. SCHWARTZ.

L’origine de ce travail se trouve dans les problémes posés par
I’automatique non linéaire. Il faut cependant noter une rencontre entre notre
combinatoire non commutative et certains développements de la mécanique
statistique ou quantique. L’intégrale itérée de CHEN, ici employée,
s’apparente aux intégrales chronologiques (ou time-ordered integrals) usuelles
depuis Dyson [11]. Quant au mélange, il est trés proche des méthodes
formelles proposées, il y a longtemps, par FEynmaN [12]. Ce rapport entre
mathématiques pour sciences de I'ingénieur et physique n’est pas nouveau; il
était déja présent dans un cours fameux de WIENER [53].

La plupart des résultats ont déja été présentés, de fagon souvent succincte

([15], [16], [19]425), [27)).

(*) Les indéterminées non commutatives ont déja été proposées pour définir des fonctions de
plusieurs opérateurs ne commutant pas (cf. LAPPO-DANILEVSKY [35], TAYLOR [49]).
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6 M. FLIESS

Chapitre 1
Rappels sur les séries formelles non commutatives
1. -Définitions et propriétés générales
(a) SERIES FORMELLES

Soit X* le monoide libre engendré par un ensemble fini, non vide X,
'alphabet. Un élément de X* est appelé mot. L’élément neutre, ou mot vide,
est noté 1. La longueur |w| d’'un mot w est le nombre de lettres dont il est
composé : | x, x, x| =4. La longueur du mot vide est nulle. Pour tout x€ X,
|w|, désigne le nombre d’occurrences de x dans w: |x, x,x3 Iy, =3,
[xy x5 x} |, =1. 11 est clair que :

[wl=Y ex W],
Soient A un anneau commutatif unitaire, A<X ) et A{(X)) les
A-algebres des polynomes et des séries formelles, a coefficients dans A, en les

indéterminées (ou variables) associatives xe€X (non commutatives si
card X 22). Un élément se 4 {{ X )) est noté :

s=Y {(s,w) wlweX*} ou (s, w)eA.
Addition et produit (de Cauchy) sont définis par :

5 +5,=Y {[(s;, w)+(s;, w)] wW|weX*},
sl sz=z {[Zr.v,-lr(sl’ Dl)(SZs 02)] w'wEX* }

Dans le cas ou X est réduit a la seule lettre x, on retrouve les algebres
commutatives usuelles A4[x] et A[[x]] des polynomes et des séries en une
indéterminée.

(b) RATIONALITE ET THEOREME DE KLEENE-SCHUTZENBERGER

Une série se A ({ X )) est inversible ssi son terme constant (s, 1) ’est
dans A. Une sous-A-algébre R de A ({ X )) est dite rationnellement close ssi
I'inverse de toute série inversible de R appartient encore a R.

L’A-algébre 4 {(X) ) des séries rationnelles (cf. SCHUTZENBERGER [44]) est la
plus petite sous-A-algébre rationnellement close de A{{X)), qui
contienne A { X ).

Remarque. — Dans le cas d’une seule indéterminée x, toute série rationnelle
est développement de Taylor a I’origine du quotient P/Q de deux polynémes
P,QeA[x], Q(0)=1.

TOME 109 — 1981 — N° |



FONCTIONNELLES CAUSALES 7

AM*N désigne I'ensemble des matrices & M lignes et N colonnes. Une
représentation (matricielle) p : X* — A" *¥ est un homorphisme du monoide
X* dans le monoide multiplicatif des matrices carrées d’ordre N.

THEOREME 1.1 (dit de KLEENE-SCHUTZENBERGER, cf. [44]). — Une série
re A{{ X)) est rationnelle si, et seulement si, il existe un entier N> 1, une
représentation p : X* — AV*N une matrice pe AN*¥, tels que :

1890 r=Y {(Trppw) wjweX*}
[Tr ppw désigne la trace de la matrice p pw).

CoroLLAIRE (cf. [18]). — Une série re A{{ X )) est rationnelle si, et
seulement si, il existe un entier N > 1, une représentation p : X* — AN*N des
matrices ligne he A'*¥ et colonne ye AN*! tels que :

r=Y {pwy) wlweX*}.

Remarque. — Dans le cas d’une seule indéterminée x, le théoréme de
KLEENE-SCHUTZENBERGER est équivalent & la condition classique suivante : la
série Y., a, x* est rationnelle ssi les coefficients obéissent, a partir d’un
certain rang, a une relation de récurrence linéaire, a coefficients constants.

2. Divers produits

(a) Proburr ’HADAMARD

Le produit d’Hadamard de deux séries s,, s, € A ({ X )) est la série 5, Os,
donnée par :

510s,=Y {(sy, w) (52, w) w|weX*}.

Généralisant un résultat ancien d’EMILE BOREL, SCHUTZENBERGER [45] a
montre :

ProrosiTiON 1.2. — Le produit d’Hadamard de deux séries rationnelles est
une série rationnelle.

Preuve. — Soient r;e A {(X)) (i=1, 2) données, comme en (1.1), par :

ri=Y {(Trp;p,w) wlweX*}.

Soit p=p,(X), 1, le produit tensoriel des deux représentations :

VweX*, pw=p, w®X),p,w.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



8 M. FLIESS

11 est clair que :

rOry=Y {(Tr(p,Q,p:) pw) wlweX*}. W
(b) MELANGE

On appelle ( produit de) mélange (%) de deux mots w, w’ € X*, le polynéme
homogéne w w w', de degré |w| +|w’ |, défini par récurrence sur la longueur :

lwl=1l; VxeX, lwx=xwl=x;
(I.2) Vx,x'eX, Vo, veX*
(xv) w (x'v)=x[vw (x"v')]+x'[(xv) w v'].
La série s, w s,, mélange de s,, s,€ 4 {{ X)), est donné par :
sy w S;=Y {(s3, 1) (52, v2) v w v, |0y, v,€X*].

Avec addition et mélange, 4 {{ X )) est une A-algébre commutative, intégre
si A D'est, et unitaire.

On montre (cf. [17]) :

ProrosrTioN 1.3. — Le mélange de deux séries rationnelles est une série
rationnelle.

Preuve. — Introduisons, en bijection avec X, le nouvel alphabet

X={x|xeX }. Etant donnéer, (resp. r,) € 4 { (x) ), substituons i tout x& X
la série rationnelle :

x{ZElﬁe?‘}=x(l—zﬁ; y)~!
(resp. x{YwlweX*}=x(1-Y,.x ¥))

On obtient des séries r,, 1,€ A{(X U X)), dont on vérific aisément la
rationalité. Soit I’épimorphisme @ : 4 {(XuU Y)) — A{(X)) défini, pour
tout xe X, par g x=@ x=x. Il vient :

rywr, =o(r, o;z)-

D’ou, en vertu de la proposition 1.2, le résultat cherché. W

(3) On dit aussi produit de Hurwitz ou d’intercalement. En anglais, le terme consacré est shuffle
product.
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FONCTIONNELLES CAUSALES 9

Remarque. — Soient r,e A{(X)) (i=1, 2) données comme en (I.1).
Définissons la représentation v : X* — AMN:*¥N: oi N, est ia dimension
de p;, par : '

VxeX, vx=p;xQ, 1y, +1yQH2x

(1 est la matrice unité de AN*V).

11 vient :

rywra=Y {(Tr(p,X),p;) vw) wlweX*}.

3. Systémes d’équations

(a) RAPPELS TOPOLOGIQUES (3)

Soit &/, le A-module des polynomes homogénes de A (X ) de degré d
d=0,1,2,...); &, est isomorphe & 4. L’A-algébre 4 { X ) est graduée :

A<X>=('Ba>o oA,

On munit 1’4-algébre 4 ({ X)) des séries de la topologie produit des
topologies discrétes pour les &/,. Avec la topologie discréte pour 4,
A {({ X)) est une algébre topologique, séparée et compléte.

Soit (X) I'idéal bilatére de A ({ X )) formé des séries de terme constant
nul. La suite d’idéaux (X)* (k=1, 2, ...) est un systéme fondamental de
voisinage de 0. La topologie précédente est donc métrisable : la distance de
deux séries s,, s,, telles que :

s;—5,€(X)*, 5, —s,¢(X)*!
est 1/2*,
(b) POINTS FIXES

Introduisons un nouvel alphabet ®={6,, ..., 8, }, disjoint de X. Soit le
systéme d’équations, en les inconnues 6, :

(1.3) 0,=p,(0y, ...,8,) (k=1,...,N),

() En toute rigueur, il aurait fallu placer ce paragraphe dés le début, ne serait-ce que pour la
substitution utilisée dans la preuve de la proposition 1.3.

' BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



10 ' M. FLIESS

ol pet AKX x...xALLX)) 2 AKX)) est uné contraction
relativement a la topologie précédente. D’aprés le théoréme classique du
point fixe, il existe un et un séul N-uple s,, ..., sye 4 {({( X)) tel que:

S,‘=pk(sl, ceey SN)'

Ce N-uple est dit solution de (I.3) et s’obtient par itérations.
Exemple. — Soient X ={x, x} et I'’équation :

0=xx+x0x.

La solution est la série algébrique (cf. CHOMSKY et SCHUTZENBERGER [9])

Yas1 XX

Chapitre 11

Fonctionnelles causales analytiques
K désigne soit le corps des réels, soit celui des complexes.

1. Définition et premiéres propriétés

(a) INTEGRALES ITEREES

Soit I'alphabet X ={x,, X4, ..., X, }. Pour T€[0, cof, considérons les
~ fonctions continues par morceaux u, ..., 4, : [0, T] - K. A tout mot non
vide x; ...x; € X*, attachons lintégrale itérée (cf. Cuen - [4]-]6], [8])

t
J dg, ...dt§, (0<t<T) définie par récurrence sur la longueur :
[J

t
= Go(®)=t, é.~(0=4[ u;(t) de(i=1, ..., n);
0
t
- j dg;=§;(t) (j=0,1, ..., n);
1]
— T'intégrale J dg,  ...dg, est définie pour tout t€(0, 7]; il vient :
0
1 14 T
J dg, ... dE-u‘FJ dg, (1) J g,  ...dg,
0 0 0
(I'intégrale de droite est de Stieltjes).

TOME 109 — 1981 — N° ]



FONCTIONNELLES CAUSALES 11

Exemple. — Au mot xg x, xg~ ... X, xg (1<iy, ..., iy<n) correspond
I'intégrale itérée : ‘
(I1.1) j" J" e J’tz (t—T)"u; (14) (Tg‘ﬁi_l)“a-, o (1) T
1]

0 o, toy_, . 0!

dt, ...dr,.
/]

Cette formule généralise celle, classique, qui, dans notre écriture, associe au

mot xg x, l'intégrale :
t (I—‘t)' )
dr.
J " u (1) dt

o !

Cette derniére expression est la primitive d’ordre a de u,, qui s’annule, avec
ses o premiéres dérivées, au point 0.

(b) SERIES GENERATRICES

Soit ge K ({ X )). Supposons qu’on puisse lui associer des réels positifs
T, M de sorte que la série numérique :

t
(M1.2) y()=(a. 14Tz I 1 m0(8, x,v...xjn)f dg, ... dg,
(1]

fr -
soit absolument convergente : £, (t)=r, E“-(r)=J u;(c)do(i=1, ..., n)
(4]
avec u; continue par morceaux, telle que t<7, max,c.r|u;(t)|<M.
g définit une fonctionnelle de domaine de convergence non vide, qui
est causale (ou non anticipative) : y(t) ne dépend que des valeurs antérieures

des u;(t), c’est-a-dire pour t1<¢.

LemMmE I1.1. — Pour T et M pris comme précédemment, deux séries g,
g8, € K ({ X )) définissent une méme fonctionnelle si, et seulement si, elles sont
égales.

Preuve. — 1l suffit de montrer que, si ge K ({ X )) induit la fonctionnelle
nulle, alors g=0. Si u,, ..., u, sont nulles, on obtient une fonction
analytique du temps, d’ou :

(8, 1)=(g, Xo)= ... =(g, xy)= ... =0.
Dérivant (I1.2), il vient :

d
| =T x)u (o)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



12 ) M. FLIESS
Pour avoir zéro pour tout u,(0), il faut que (g, x,)= ... =(g, x,)=0.
De méme :
d’y . o
a? i o=z-‘°. iy=1(9, X, xs,,) u;, 0) u, (] +Z?=1 [(8, xo x;)+(8, X;Xo)] u;(0).
~ Pour avoir zéro, il faut que

(ga xi, X; )=0# (9’ Xo xi)= _(ga x.'xo)-

o

Avec des u;(t) dérivables, la contribution pour la dérivée troisiéme des
termes :

Z'i'=1 (8, xox;) Jodgo dr;+(8, x;X,) J dg; dg,
0
est :

. 1 1 du
Zi=l [g (8, xox;)+ 3 (s, x,xo)] ';It'i‘

t=0

Pour I'annuler, on doit avoir (g, xox;)=—2 (9, X;X,). Avec I'égalité
précédente, il vient (g, xq x;)=(g, x; Xo)=0.

Pour des longueurs supérieures, la généralisation est facile. W

Une fonctionnelle causale est dite analytique (*) si elle peut étre définie, .
dans un domaine non vide autour de I’origine, comme précédemment, par
une série non commutative, qui est alors unique. Ladite série est la série
génératrice de la fonctionnelle. Par abus de langage, une fonctionnelle de série
génératrice g sera parfois appelée fonctionnelle g. ‘

Par analogie avec une terminologie usuelle en ingéniérie, on appelle
uy, ..., u, les entrées de la fonctionnelle.

Remarques. — (i) Au lieu d’entrées continues, on aurait pu les prendre
Lebesgue-intégrables et essentiellement bornées, avec la topologie de la
convergence uniforme 4 un ensemble de mesure nulle prés. Soulignons,

(*) En analyse fonctionnelle, le terme analytique a déja été utilisé avec des sens variés (cf.
VOLTERRA et PERES [52], p. 68-69, PELLEGRINO, in LEvY [37), 4° partie, HILLE et PHILIPs [31),
chap. 111, §3).
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FONCTIONNELLES CAUSALES 13

cependant, que, pour les fonctionnelles analytiques, les espaces fonctionnels
habituels ne semblent guére convenir. C’est la représentation des entrées sous
forme de séries de CHEN (cf. chap. IV) qui devrait fournir le bon choix.

(ii)) Avec des fonctionnelles a valeurs dans un K-espace vectoriel de
dimension finie, il aurait fallu prendre un vecteur de séries génératrices.

(111) 1l est aisé de définir notre développement fonctionnel, non plus a partir
de zéro pour le temps et les entrées, mais a partir de %, 9, ..., u2. Il suffit,

t
pour définir I'intégrale itérée f ds, ... dg,, de poser :
tO

Eo(t)=1—1°, é:(t)=f’(u.-(t)—u?(1)) dr.

(iv) La causalité est, dans le formalisme des fonctionnelles analytiques,
obtenue en traitant le temps par une autre indéterminée non commutative x,
(comparer avec SEgaL [47]).

(c) SERIES GENERATRICES RATIONNELLES
Une fonctionnelle causale, analytique est dite rationnelle, ou polynémiale,
ssi sa série génératrice ’est.

ProrosiTioN I1.2. — Une série génératrice rationnelle est absolument
convergente pour tout choix du temps (fini) et des entrées continues par
morceaux.

Preuve. — Soit ge K{ (X) ). Le théoréme I.1 implique I’existence d’une
constante réelle positive M, telle que, pour tout x; .. .x; €X*, on ait |(a,

X ...% )| <M"*2. Or:
t ! v+l v+l
d, .. de|< AT
0 v ° (V+1)’

ou
A,=sup(l, maXoc ., 1<icnl U (D))
D’ou la convergence absolue de (I1.2) pour tout t £ 00, et toutu; : [0, t] - K
continue par morceaux. W
"Considérons le systéme différentiel :
y(®)=Arq(1).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



14 M. FLIESS

Le vecteur d’état g (t) appartient a un K-espace vectoriel Q de dimension finie
(g(0) est donné). Les applications 4y, A, ..., 4,: Q@ =0, A : Q0 — K sont
K-linéaires. Les entrées u,,...,u,:[0,7]—> K sont continues par
morceaux. Pour tout t€[0, 7], 1a formule de Peano-Baker permet d’écrire :

(I.4) y@O)=A[1+Y,50 Zﬁ,...,;,-oA,,---Aj,J g, ...dg; 14(0),
o

ou 1 est ’application identité. (I.. 3) détermine une fonctionnelle causale qui,
en vertu de (II.4), est analytique de série génératrice :

M1+ E00 2 im0y - -4 %, - - %14 0).

Le corollaire du théoréme I.1 en prouve la rationalité et conduit a
énoncer :

ProrosiTioN I1.3. — Une fonctionnelle causale analytique est rationnelle si,
et seulement si, elle peut se mettre sous la forme (I1.3).

Remarques. — (i) (I1. 3) est classique en automatique, ou il est connu sous le
nom de systéme régulier ou bilinéaire.

(ii)) La formule de Peano-Baker donne une premiére justification
heuristique de notre approche par indéterminées non commutatives.

(d) MULTIPLICATION DES FONCTIONNELLES

Considérons le produit :

(o))

de deux intégrales itérées. La formule d’intégration par parties permet de le
réécrire ainsi :

[l ) o)
ool ) [ )

La définition méme du mélange par la formule (I.2) conduit & énoncer
(cf- ReE [41]) :

TOME 109 — 1981 — N° |



FONCTIONNELLES CAUSALES 15

ProrosiTioN I1.4. — Le produit de deux fonctionnelles causales analytiques
est une fonctionnelle de méme nature, de série génératrice le mélange des deux
séries génératrices.

Remarque. — Le lecteur vérifiera que le domaine de convergence du
mélange de deux séries est non vide s’il en est de méme des séries originales.

En vertu de la proposition 1.3, il vient :

CoOROLLAIRE. — Le produit de deux fonctionnelles causales analytiques
rationnelles (resp. polynémiales) est une fonctionnelle de méme nature.

2. Approximation des fonctionnelles causales

Soient 4 un compact de [0, o[, ¢ un compact de C°(#)" (°). Une
fonctionnelle causale .# x ¢ — K est dite continue ssi c’est une application
continue au sens usuel. Il est clair que toute fonctionnelle analytique, de
domaine de convergence contenant £ x ¥, est continue.

THEOREME I1.5 (8). — Soit une fonctionnelle causale continue $ x€ — K,
ou # est un compact de[0, oo[, € un compact de C° (#)". Dans la topologie de la
convergence uniforme, elle peut étre arbitrairement approchée par une
fonctionnelle causale analytique, que I'on peut choisir rationnelle ou
polynémiale.

Preuve. — Pour appliquer le théoréme d’approximation de Stone-
Weierstrass a I'algébre des fonctionnelles polynémiales, il suffit, en vertu
du dernier corollaire, de vérifier la propriété de séparabilit¢ suivante :
Etant donné deux (n+1)-uples distincts (t, u,, ..., u,), (t', u}, ..., u))
de #x¥, il existe une fonctionnelle polynomxale p telle que
P(‘ Ugy - - os ,);ép(t uls et n)

— si t#¢t’, il suffit de prendre la fonctionnelle de monéme générateur x,;

— si t=t', supposons u,#u;. La fonctionnelle causale de mondéme
générateur x&x,, appliquée & v=u, —u;, prend la valeur (¢f. chap. II, §14)

t

I ((t—=71)*/k ") v(t)dx. Si I'on avait zéro pour tout k, v serait nulle. D’ol
]

contradiction. H

" (}) C°(F) désigne l’espace des fonctions continues .# — K, muni de la topologie de la
convergence uniforme.
(5) Résultat dé a I'auteur ([19], [20]). SUSSMANN [48] a, indépendamment, obtenu dans une

autre topologie ou les entrées doivent intervenir de maniére affine, un énoncé voisin, donné dans
le cadre des systémes réguliers. Mentionnons aussi un résultat plus faible, dd 2 KRENER [32).
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16 M. FLIESS

Remarques. — (i) Pour des topologies plus générales, renvoyons au
point (i) des remarques du paragraphe 1b de ce chapitre.

(ii) Avecla convergence précédente, il n’est guére possible de généraliser le
théoréme a un intervalle de temps infini (¢f. BRockeTT [3]).

(ili) Bien des fonctionnelles élémentaires ne sont cependant pas
analytiques, ne serait-ce que lidentité u,(t)— u,(t). Pour le prouver,
raisonnons par l’absurde. Soit i la série génératrice de lidentité.
Nécessairement, x,i=x,. Donc, i n’appartient pas & K {{ xo, x, »> ().

3. Séries de Volterra

(a) HISTORIQUE ET DEFINITION

Pour généraliser le développement de Taylor ordinaire, VOLTERRA [51] a
proposé, pour une fonctionnelle de u, : [0, 1]— K, le développement

suivant :
1

(I1.5) ko'*‘J ky(c)uy (0,)do,
o

1 1
+Jlo Jokz(cz, 0,) 14, (6,)uy (0,)do,do, +. ..
koeK,k, : [0, 1] > K, k, : [0, 1]> = K, ... sont les noyaux, qui sont choisis,
ainsi que u,, de maniére a assurer I’existance des intégrales et la convergence
de (11.5). En 1909, FrRECHET (cf. VOLTERRA et Perks [52], p. 61, Levy [37),
p.-79) a montré que, relativement & diverses topologies usuelles, toute
fonctionnelle continue de u, : [0, 1] = R peut, sur un compact donné, étre
arbitrairement approchée par une fonctionnelle réguliére, c’est-a-dire de
forme (II.5), ayant au plus un nombre fini de noyaux non nuls.

Les bornes d’intégration dans (II.5) étant fixes, il n’y a pas d’évolution
temporelle. Tant en automatique et électronique (cf. BARRETT [1] et SCHETZEN
[43]), qu’en mécanique des milieux continus (¢f. FINDLEY, LA1 et ONARAN [13]),
I’expression (I1.5) a été modifiée pour devenir dynamique :

t

(I1.6) y(t)=ho(t)+J hy(t, ty)w (zy)dr,
o
+Jl J hy(t, T3, T1) Uy (T2) 4y () drydTy + ...
oJo

(") Démonstration due 2 JACQUES SAKAROVITCH (communication personnelle).
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(I1.6) est appelé série de Volterra (8). Le théoréme de FRECHET peut étre
généralisé de maniére a obtenir un énoncé analogue a celui du théoréme I1. 5.

En (II. 5) et (I1.6), les noyaux sont uniques (3 un ensemble de mesure nulle
prés) si 'on impose I'une des deux conditions classiques :

— symétrie : pour tout s, les noyaux k, (1, ..., T;),h, (¢, 1,, ..., T,)s0ONt
symétriques s’ils sont de fonctions symétriques de t,, ..., T,;

— triangulation : les noyaux k.(t,, ..., T;) et h,(t, 1, ..., T;) sont
triangulaires ssi, en (II.5) et (I1.6), les termes d’ordre s peuvent étre écrits
sous forme :

f1 T,
I ko(tg, ..., T)uy(t). . .uy (1y)dr,. . .dT,
JOJO V]
(1z2t,2...21,21,20),
ft [, 1,
J hy(t, Ty, .., Ty) Uy (Ty). . .1y (Ty) dr,. . .dT,
JOJO o

Remarque. — La généralisation de (I1.5) et (II. 6) aux entrées vectorielles
est immédiate.

(b) LIEN AVEC LES SERIES NON COMMUTATIVES

THEorREME 11.6. — La série de Volterra, sous forme triangulaire :

t [, T,
ho(t)+2>,J J j ho(t, Ty -, T U (T). oy (1) dt,. . dTy
V] V] (1]
t=2t,2...21,21,20)

définit une fonctionnelle causale analytique si, et seulement si, pour tout s=>0,
hy(t, 15, - .., T,) est, au voisinage de I'origine, une fonction analytique des
variables t,t,, ..., T,,de sorte que les rayons de convergence de hy, hy, h,, . ..
soient bornés inférieurement par une quantité strictement positive.

(") La littérature sur les séries de Volterra est immense, bien plus développée en
automatique et électronique qu’en mécanique. On a cherché aussi a utiliser dans d’autres
domaines, comme la biologie, ces séries pour des modélisations non linéaires.
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Preuve. — Développons h,(t, 1,, ..., T,) en fonction des variables
tl' tz‘-tl, ooy t"t' .
h:(" t:’ ML ] tl) Z:o ., 2,30 s gy «o s &,
(t T,)". ( 2= T ) TP

o, !0yt !

La formule (I1.1) permet de se ramener a la série non commutative :
Z . u,>o ...u,x:)’xl---x?)'xlx?)o- n

Ainsi, séries de Volterra et fonctionnelles causales analytiques constituent
des objets mathématiques voisins.

4. Quelques fonctionnelles causales analytiques particuliéres
(a) FONCTIONNELLES STATIONNAIRES

Une fonctionnelle causale #(t,u,, ...,u,) est dite stationnaire si
elle est invariante par translation temporelle. En d’autres termes, si,
pour tout t,>0, on pose :

0 si 0<1<t
to) - = 0>
“e) {“i('r“to) si 12ty (i=1,...,n)

il vient # (1, +t, uP)=F (t, u;).
La formule (II.1) conduit a énoncer :

ProrosiTioN I1.7. — Une fonctionnelle causale analytique est stationnaire
si, et seulement si, tout mot non vide du support (°) est de lu forme wx;(we X *,
i=1, ..., n).

(b) FONCTIONNELLES LINEAIRES

Une fonctionnelle causale £ (t, u,, ..., u,) est dite linéaire ssi, pour deux
n-uples d’entrées (u'®, ..., u®) (k=1, 2), il vient, pour tout ¢ :

F(t, Y aVuV o u) =31, oV F (t, uM)+ o> F (1, u{?)

(o;€K).

De méme qu’au paragraphe précédent, la formule (II. 1) conduit a écrire :

(°) Le support de s€ K {{ X )}, noté supp s, est I'’ensemble des mots de coefficient non nul :
wESupp so>(s, w)#0.
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ProvosiTION I1.8. — Une fonctionnelle causale analytique est linéaire si, et
seulement si, tout mot du support de la série génératrice est de la forme
xoX;Xo(k, leN; i=1, ..., n).

Une série génératrice s’écrit alors :

» v m
Zit 1 Zn v30&i, v, p X0 X Xo-

Remarque. — Si # (1, Y 1., a{V u” +a{? u{®) est une forme quadratique
en les variables a (¥, # est dite quadratique. Dans ce cas tout mot du support
de la série génératrice est de la forme x% x;. x¥ x;xh(h, k, leN;
i,i'=1, ..., n). Il est immédiat de passer aux ordres supérieurs.

(c) FONCTIONS DE TRANSFERT ET SERIES GENERATRICES

D’aprés les propositions I1.7 et I1.8, la série génératrice d’une
fonctionnelle causale analytique, linéaire et stationnaire, est de la forme :

ZL 1 Zno a; ,XgX;.

Avec la convolution, la fonctionnelle s’écrit :

Z?-L ' h;(t—71)u,(t)dr.
0

Un calcul immeédiat montre que la transformée de Laplace J. e P*h,(t)dtrde
0
hyest Y, 0a; ,/p**.

A un changement élémentaire de variables prés, la série génératrice
redonne, dans le cas linéaire et stationnaire, les fonctions de transfert. Ilyala

une premiére indication, qui sera renforcée au chapitre 111, § 24, et dans des
travaux ultérieurs, du fait que les indéterminées non commutatives
fournissent une généralisation non linéaire des transformations de Laplace et
de Fourier.

(d) SERIES GENERATRICES ECHANGEABLES ET FONCTIONS ANALYTIQUES

Une série se K {{ X)) est dite échangeable (cf. [18]) ssi deux mots ne

différant que par ’ordre des lettres, ont méme coefficient. On peut aussi
écrire : '

Vje{ov 1; ceey n}a lexi='wllx, = (s’ W)=(S, w,)'
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ProposiTion I1.9. — Une fonctionnelle causale analytique est fonction
t
analytique de t, éi(t)=J u;(t)dt(i=1, ..., n) si, et seulement si, sa série
0
génératrice est échangeable.

Preuve. — (i) La condition est suffisante. En effet, si &, , , désigne le groupe
symétrique sur {0, 1, ..., v}, il vient :

Tace. f e, =5, (1) 5,0

(ii) Nécessité. Un calcul élémentaire montre que les coeficients (g, x; x ;) et
(8, x;x;)(j#j') sont, respectivement, égaux aux dérivées (9/05;), (0/8;) et
(0/0%;)(0/0E;), prisesen £ ;=E, = 0. Ces dérivées étant égales, il en va de méme
des coefficients. La généralisation a une longueur quelconque est facile. W

Remarque. — Une série échangeable est un objet « faussement » non
commutatif puisque I’ordre des indéterminées n’importe pas. Retrouver alors
les fonctions analytiques ordinaires, confirme le fait que les fonctionnelles
analytiques en sont une généralisation.

Chapitre I11

Equations différentielles non linéaires en régime forcé

1. Séries de Lie non commutatives

(a) DEFINITION ET PROPRIETE FONDAMENTALE

Soient n+1 champs de vecteurs formels, c’est-a-dire des opérateurs

différentiels linéaires, du premier ordre :
) 9 ]
A.i=2f=le;(ql’ ey qN)—a? (."-‘05 1, ...,n).

Les 6% sont des séries formelles en les indéterminées commutatives
q', ..., q", donc des éléments de la K-algébre K[[g!, ..., ¢"]] des séries
formelles commutatives. Pour tout heK[[q’_, ..., q"]), on généralise la
théorie de GROBNER [29] en construisant la série de Lie (') (non commutative)

(*°) Leterme « série de Lie » est emprunté a8 GROBNER [29]. Il peut préter a confusion, car une
série de Lie n’est pas un élément de Lie comme I'est, par exemple, d’aprés la formule de Baker-
Campbell-Hausdorfl, Log e* e*:.
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AheK|lg'.....q"] <{X)) en les indéterminées associatives xe X et a
coefficients dans K [[q', ...,q"]] :

(IL.1) Ah=h+Y 00 T8 oA, A R)x...x,.

Jv Jo

Il faut faire attention a 'ordre inverse des suites x; ...x; et 4, ... 4;.

ProrosiTion II1.1 (“). — L’application :
A:K[lg', ...,q" 1= Kllq", ..., @' IKX D>
est un morphisme de K-algébres commutatives d condition de prendre le
mélange comme produit de K [[q*, ..., ¢"]J<{ X D).
Preuve. — Pour h,, h,eK[[q", ..., ¢"]}, il s’agit de prouver :
Ao, hy+a,hy)=a,Ah,+a,Ah, (o, 2, €K),
A(hyhy)=Ahy w Ah,.

Seule la derniére identité mérite démonstration, semblable, d’ailleurs, a celle
de GROBNER [29], p. 16-17, et de la proposition I1.4. Il vient :

Ajv‘ .. Ah (hl h2)= Ajo' . Aj'_l (hl A), hz +h2 AI' hl)'
Cette formule traduit la récurrence (I.2) définissant le mélange. W

(b) MAJORATION DES COEFFICIENTS

Les séries 0%, he K[[q*, .. ., ¢"]] ne sont plus formelles, mais absolument
convergentes pour | g*| <p(k=1, ..., N) ou elles sont majorées : | 0%| <M,
lh|<M'.

D’aprés une formule classique de Cauchy, les coefficients de (g?):. . .(¢")'¥
dans ces séries sont majorés, en module, par M/p* - *IN ou M'/p"*---+IN_En
utilisant, comme GROBNER [29], chap. I, les fonctions majorantes
M/(1—-y/p)¥ et M'/(1—y/p)", on montre que |4, ...A; h| est, pour
|g*] <y ou 0 < y < p, majoré en module par :

M'(v+1)! /=N [ —(N+1)M ]““
(1=y/p) [ N+1) Lp(1—y/p**
v+1/

(*!) Ce résultat et sa démonstration peuvent passer pour une extension non commutative du
calcul ombral popularisé par G.-C. ROTA et son école (cf. [42]).
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2. Equations différentielles

(a) FORMULE FONDAMENTALE
Soit le systéme différentiel :
(11.2) { 4(1)(=dq/dt)= Ao () + Ti-1 4y (1) Ai(@),
y(®)=h(q).

L’état g appartient a une variété réelle analytique Q de dimension finie (g (0)
est donné). Les champs de vecteurs 4,, 4,, ..., 4, etlafonctionh: 0 - R
sont analytiques, définis dans un voisinage de ¢q(0). Les entrées
Uy, ..., u,:[0, T] - R sont continues par morceaux.

La formule qui va suivre généralise les travaux de GROBNER [29], chap. II,
sur les équations différentielles en régime libre (voir aussi CHEN [7]).

TutoreME II1.2. — La sortie y(t) du systéme différentiel (I11.2) est une
Jonctionnelle causale analytique des entrées u,, ..., u,, de série génératrice

(I11.3) hlo+ Y0 E’; gm0 Ay A Rlox X
(la barre |, indique I'évaluation en q (0)).

Preuve. — Posons :
(I1.4) ¢*()=¢"(0)+ Y5020 ....jm0

t
A,o...A,‘,q*|OJ de,...dE,  (k=1,...,N),
[

,V(f)=h|o+zv>o Z: Y] Aj‘,- . -Aj,hIOJ dE»j.' . 'dr;.io .
0

La majoration précédente permet de choisir ¢ et u; de fagon a assurer la
convergence absolue de ces séries. En vertu des propositions I1.4 et II1. 1, on
ay(t)=h(q', ..., q").

1l reste 3 montrer que q', ..., g" vérifient les équations différentielles
désirées. Pour ce. écrivons les champs de vecteurs en coordonnées locales :

0
Aj(q', ..., ¢ )=YN-00%(a", ""qN)W (j=0,1, ...,n),
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et différentions les deux membres de (II1.4) V:
dg*= [93 lo+ X023t .. jm0
v A, .A,'O{‘,lo‘[;dgjv. . .dgjo]dt
Dy [R5 05 >3
A -A,,efloj;dé,- . .dl’;i.]uidt.

D’aprés les propositions I1.4 et III.1, le premier crochet [ ] vaut
08(q', ..., q") et le second 0%(q!,...,q"), ce qui achéve Ia
démonstration. B

Comme GROBNER [29], chap. I, on montre, en application du paragraphe
précédent, qu’il y a convergence absolue de la série génératrice (I11.3) pour :

=P
I<T=wm+DM’
et

max,c.du;(T)| <1 _

Remarque. — Une limitation provient du premier degré des entrées en
(II1.2). Si, par exemple, elles figurent & des puissances positives, on pourrait
les supposer dérivables et prendre ces dérivées comme nouvelles entrées. Ainsi
I’équation y(t)=(u, (1))* y(t) est remplacée par le systéme :

éo (t) = ul (t)9
' (1)=(¢° (1) ¢' (1),
y(t)=4'(2).

(b) EXEMPLES

(i) Champs de vecteurs commutatifs
Supposons en (I11. 2), les champs de vecteurs 4y, A4,, ..., 4, commutatifs,

C’est-a-dire les crochets de Lie [4;, 4;] nuls. Alors, la série génératrice est
échangeable (chap. II, § 4 ¢) et la sortie y s’écrit :

an) B O G

y(t)=2s..s,....,:,>0A’0°Asll' So 331 !...S,'!
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Point n’est besoin ici d’indéterminées non commutatives et d’intégrales
itérées (cf. GROBNER [29], chap. I, § 3, chap. II, §6).

(ii) Systémes réguliers (ou bilinéaires)
Au systéme régulier (II.3), sont associés les champs de vecteurs :
8/0q" \
Bi@=(", ....a"'4;{ - (j=0,1,...,n)
a/oq"
(‘A est la matrice transposée de A), et la fonction":
. b(4)=;\-¢1=2':=1 xqu-
Dans la série de Lie :
blo+Yus0 2...im0Bi-- B bloX, ...X,,

le coefficient de x; ...x; est, comme on le vérifie, L4, ...4;q(0). 1y a
concordance avec la proposition II.3 et le théoréme de KLEENE-
SCHUTZENBERGER, dont le théoréme III.2 peut paraitre comme une
généralisation infinitésimale.

(iii) Equation de Duffing

En mécanique non linéaire, on rencontre 1’équation différentielle :

y+ay+by+cy*=u, (1),
dite de Duffing. On lui associe le systéme différentiel du premier ordre :
q.l (t ) = qz’
g*(t)= —ag*—bg' —c(g')’ +u, (t),
y(t)=q,
les champs de vecteurs :

)
Ao(q', ¢¥)=4*— — (ag* +bq" +c(q')?

9
oq* oq*’

0
Al (qu q2)= a_qz,
et la série génératrice :

y(0)+2‘,>0 Z-o_ gm0t A A gt ox; ... X,
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(¢) VARIANTE NON AUTONOME

Considérons le systéme différentiel :

111.5 q.(t)=BO(t’ q)+2;"=lui(t)8i(t, q)9
(-3) { y()=b(t, q)

identique a (III.2), a ceci prés que By, B, ..., B,, b peuvent dépendre
(analytiquement) du temps. En ajoutant une dimension ¢°, on voit que (II1. 5)
est indiscernable (*?) de :

q°(t)=1,
q(t)=By(q% q)+Y 1=, u(t)B;(q° q),
y(t)=b(q’ 9),

ou g°(t)=t. D’ou les champs de vecteurs :

i)
AO (ta q)= E +Bo(t, q),

Ai(ta q)=Bi(t’ Q)
etla:

ProposrTioN II1.3. — La sortie y(t) du systéme différentiel non autonome
(II1. 5) est une fonctionnelle causale analytique des entrées u,, . .., u,, de série
génératrice :

b|0+2v>0 Z: eeerjymO Aj,- . -Aj, b |0xj,...xj°.

(d) Cas DEs SERIES DE VOLTERRA

Bien des auteurs, surtout en automatique (¢f/. FLAKE [14], BROCKETT [2],
GiLBERT [28], DwyER [10], LEsiak et KRENER [36], etc.), mais aussi en physique
(Uzes [50], LANGOUCHE, REKAERTs et TIRAPEGUI [34], etc.) (1*), ont cherché &
calculer la série de Volterra relative a la sortie de systémes de la forme (111.2).
Les théorémes II.6 et II1.2 permettent de donner une forme explicite aux
noyaux de Volterra triangulaires. ‘

('?) Deux systémes sont dits indiscernables ss’ ils définissent des fonctionnelles égales.
(*?) Dans les deux cas, nous limitons la bibliographie & quelques articles récents.
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Pour simplifier I’écriture, on se limite dans (III.2) 4 une entrée scalaire

(n=1).

ProrosiTion 111.4. — La sortie y(t) du systéme différentiel (111.2) peut se
mettre sous forme de série de Volterra :

)’(t)=wo(t)+-[owx (& t) o (ty). |t +

t 1, T
+-[ J. I wy(t, Ty, ..., T (T,). . .uy (ty)dr,y . . .dT,+
(1] (1] (4]

dnoyaux triangulaires (t=>1,2> . . . 21, 20), qui sont des fonctions analytiques
données, dans un voisinage de I'origine, par :

g
wo(t)=21>oA:>h|o il =e hl,,

(t tl)‘ T}
'

w (L, 1))=Y, .50A46A; A3hlo =g 4, "W Aop |

.....................................

we(t, Ty, ...y Ty)

(L=, ). . (1, —1, )7}
igeq ! '2 ig !
= ‘leAl é"_'l)AoAl LY l é’—“)th'o-

=Zj,,i,. ...,i,.,;OAidAl Ag... A  Agrhl,

Remarque. — Ces formules généralisent, en un certain sens, celles données
par GROBNER [29], chap. IV, § 14, lorsqu’il utilise les séries de Lie a des
développements perturbatifs.

(e) CALCUL ALGORITHMIQUE DE LA SERIE GENERATRICE

La détermination pratique des développements fonctionnels et, en
particulier, de la série génératrice, n’est pas une affaire simple. On propose ici
un calcul récurrent des coefficients par une méthode de point fixe.

Passons aux coordonnées locales dans (II1.2) :

0
Ad - =20 - g
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11 vient :

(II1.6) qh(t)=q"(0)+J" 8@ (), ..., ¢"()dr
[}

+Xi-1 ou;(r)ﬂf(q‘(r), oy g (@) dr.

Par hypothése, 6 et h sont développables en séries de Taylor dans un
voisinage de (g (0), ..., ¢V (0)). A une telle fonction :

a(g', ... @)=Y, 04, @ =2 O)...(¢"-7" O,

associons :
ag'.....g%) =Y. . w0, 5y (8 =4 (0)" ... (g" —q" (0)"",

ot g, ...,g"eK((X)) sont des séries de termes constants
q'(0), ..., " (0). Le signe w s, désigne le mélange 3 la pynlssfmoe Sg- .La
signification méme des lettres xo, X;, - - -, X, dans I'intégrale itérée conduit &
réécrire (I11.6) sous la forme :

g*=q*(0)+xo 0% (g, ..., @)+ Tlay x,0%(a", ..., gV),

g=h(g!, ..., d").

D’apres le chapitre 1, § 3 b, il existe un et un seul (N + 1)-uple solution
g!, ..., ", g qui s’obtient par itérations. Celle-ci est la traduction, en un
langage différent. de la méthode d’itérations bien connue de Picard pour les
équations intégrales. On retrouve ainsi la premiére partie du théoréme II1. 2,
a savoir que la sortie est une fonctionnelle causale analytique.

Exemples. — (i) Au systéme régulier (II.3) correspond I’équation :

g! 4 0) g’
)= . +(xoAo+x Ay + ... +x, 401 - )
q* 7" (0) g"
gl
g=A{ .
o
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D’ou :
g' q'(0)
=(1-xodo—x, 4, —...—x,4,)7" R
g" 9" (0).
et : q‘ ©)
g=A(l—xodg—x; A, —...—x, 407+ ),

7" 0)
qui est la série génératrice rationnelle attendue.
(ii)) A I’équation de Duffing (¢f. § IIb) :
y+ay+by+cy* =u,(t)

correspond 1’équation intégrale :
t t T t T
y(t)+aj y(‘r)d‘r+bf dtJ. y(c)do+cj dt,f y3(t)dt
0 0 0 0 0

t T
= J dt'[ u,(c)do+at+p,
/] V]
ou a et § sont deux constantes. On lui associe I’équation :
g+axyg+bx3g+cx2 g d=xyx; +axy+P.

Remargque. — 1l existe d’assez nombreux travaux pour calculer les premiers
termes de développements fonctionnels de la sortie y d’un systéme de type
(III. 2). Lorsqu’on s’intéresse seulement a la solution stationnaire, on trouve,
dans la littérature des ingénieurs, des techniques de transformations de
Laplace ou Fourier multidimensionnelles (¢f. BARRETT [1], LuBBOCK et BANSAL
[38], etc.). En physique, on utilise des méthodes du type diagramme de
Feynman (c¢f. MorToN et CoRrsIN [40], LANGOUCHE, RGEKAERTS et TIRAPEGUI
[34], etc.). Dans les deux cas, il est possible de montrer que tout se raméne aux
propriétés des séries non commutatives (14).

(*#) Diverses publications sur ce sujet sont actuellement en préparation. Pour un cas
_particulier. roir [33).
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(f) LIiENS AVEC LE CALCUL SYMBOLIQUE DE HEAVISIDE

Soit le systéme (*5) :

q(t)=Fq(t)+ Yi-1ui()g;,
y(t)=Hq(1)
ougq(t),g,, --.,g,appartiennent a un K-espace vectoriel de dimension finie

0[q(0)=0]; les applications F: Q — Q, H : Q — K sont K-linéaires. Le calcul
précédent donne pour série génératrice de la sortie y(t) :

g=H(l 'F’Co)-1 (ZL; gi %),
alors que la matrice de transfert est :
91
Hip-F) | -
9n
On retrouve ainsi les conclusions du chapitre II, § 3 c. I est clair que le calcul

symbolique ici exposé, généralise au non linéaire celui classique depuis
Heaviside.

Chapitre v
Séries de Chen et entrées généralisées

1. Généralités

(a) RAPPELs SUR LES TRAVAUX DE K.-T. CHEN

Il ne s’agit que de rappeler, briévement, quelques points ici utilisés des
travaux entrepris par CHEN [4]-[6], [8].

Attachons a tout chemin de R"*1,§;:[0, t] » R(j=0, 1, ..., n),oules ;
sont continues a variation bornée, la série non commutative de R<{{ X ) :

t
(Iv.1 1+ Y0 =0, - - - xjoJ‘ dg; ...dg,
)

(*%) 1l s’agit, en automatique, de ce qu’on appelle la représentation par espace d’état d’un
systéme linéaire et stationnaire.
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ou:

Jod§j=§j(t)—§j(o)’

J' de, ...de, = J' dg,.'(r)lf' de, ...dg,.
0 ) 0

(IV.1) est appelée série (exponentielle) de CHEN du chemin.

PropriIETE IV.1. — La série de CHEN caractérise le chemin a une
translation preés.

PRrOPRIETE IV.2. — La série de CHeN de deux chemins {£{"=[0, t,] =+ R}

(k=1, 2) mis bout a bout, c’est-a-dire du chemin £;=[0, t, +¢,] > R, ol :
E ()= EM(r) si 0<t<ty,

T EPa—)-EP ) +EP(E)  si <t +t

est égal au produit des séries de Chen :

L+t
1+ E»Z’L ceendym0 %, e xJ.Jo g, ... dg,
LY
N ] _[ dED . dED)
[

4
X(14 Yoo im0 X, o e x"JodF’}-” ... dEM).

ProprIETE IV.3. — Le logarithme d’une série de CHEN est un élément de
Lie. Ce résultat, retrouvé par Rek [41], est une généralisation de la formule de
Baker-Campbell-HausdorfT.

Exemple. — La série de CHEN du segment de droite §;(t)=a;t(0<T<1)est
expt(}7.oa;x;). Celle des chemins £ (t)=a{P 1 (0<t<1¢,; k=1, 2), mis
bout a bout, est :

expt, (N l-oaP x))expty (3 )=o) x)).

(b) LIENS AVEC LES FONCTIONNELLES CAUSALES ANALYTIQUES

Reprenons les notations des chapitres II et III. Attachons aux entrées
continues par morceaux u;:[0, t] = K (i=1, ..., n), le chemin de K"*! :

Eo)=r,  E(0)= f'u.-w)do 0<t<t).
0
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La série de CHEN de ce chemin :

) t
T+ Yo X im0 X, - - xioJ'OdEJ. - dE

sera dite série de CHEN des entrées pendant I'intervalle de temps [0, ¢].
Soit une fonctionnelle causale analytique de série génératrice
ge K ({( X )).Sitetles u;appartiennent au domaine de définition, la formule
(II.2) montre que la sortie, c’est-a-dire la valeur de la fonctionnelle, est
donnée par dualité canonique (1°) entre série génératrice et série de CHEN.
Aussi, allons-nous considérer les entrées également sous forme de séries
non commutatives.

(c) ENTREES GENERALISEES

Considérons les trois types de fonctionnelles causales analytiques
suivants :

~ Polynomial.

— De série génératrice g, & croissance des coefficients au plus

exponentielle : il existe des constantes positives c,, ¢, telles que, pour tout
weX*:

lg, wl<cyci”.

Comme on le vérifie aisément 4 partir du théoréme I. 1, les séries rationnelles
ont cette propriété.

— Le plus général.

Pour assurer la continuité de la dualité décrite au précédent paragraphe,
définissons les topologies suivantes :

— Latopologie 7 psur K {{ X )) est définie par la famille de semi-normes
I |l, indexées par we X* :

Isllo=1(s, w)I.

— Pour M=1,2, ...,s0it EcK{{X)) la K-algébre des séries s telle
que la somme :

Y {(s, wyM™|weX*}

(*¢) Soient s, s’€ K ({ X )) deux séries telles que la somme :

Y {5 w)(s', w)lweX*}

soit absolument convergente. La dualité fait correspondre aux deux séries la somme en question.
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soit absolument convergente. Les séries de CHEN du précédent paragraphe
appartiennent a E. Munissons E de la topologie 7 ¢ définie par I'ensemble des
normes ||| ||, (M=1,2,...):

Misllly= X {1(s, w) | M™ |weX*}.

— Relativement a la fonctionnelle analytique g, considérons I’ensemble
29,=K (X)) des séries s telles que la somme :

Y &g, w)(s, w)|lwe X*)
soit absolument convergente. 2, est topologisé par la norme | |, :

Islo=Y.{l(8, w)(s, w)||lwe X*}.

Soient__C—, et EE les complétés, par rapport aux topologies J , et J , de
I’ensemble C des séries de CHEN du paragraphe précédent. On note C le
complété, par rapport a 7, de C n 2,. Comme en théorie des distributions

(cf. SussMANN [48]), un élément de C_,,\C, EE\C, EQ\C est appelée entrée
(ou fonction) généralisée. '

Remarque. — Une limite peut exister dans une topologie et non dans une
autre.

2. Description d’exemples

(a) ImpuLSION DE DirRAC

Soient les entrées ul"(t)=a;l (0<t<1/l; 0;€K; i=1, ..., n). Il leur
correspond la série de CHEN :

exp(-)—clg + Y0 a,.xi).

Pour [ infini, la limite dans les topologies 7, et I est :
(Iv.2) exp (Y r-; o;x;).

Relativement & 7, la limite existe si la somme :

oL

o ...
Zv)OZi:’,, ceriym1 (85 X xio)m
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est absolument convergente. Le coefficient de x, étant nul, (IV.2)
n’appartient pas a C. Il s’agit d’une entrée généralisée, donnant un analogue
de la « fonction » ou impulsion de Dirac & I’origine.

Si (IV.2) appartient a Eg, la fonctionnelle causale analytique g « passe
instantanément », avec cette entrée généralisée, de la valeur (g, 1) 4 :

. o ...
6 D+ Yo dn . im (8 X ... X%)W-

Avec le systéme (II.3) (cf. SussMANN [48]), on passe de Aq(0) a :

Aexp (ZL 19;4;)q(0).
Si:

— n v
g= Zi=1 v20 i, v X0 Xi

est une fonctionnelle linéaire stationnaire (cf. chap. II, § 3¢), on passe de 0 &
Z?=1 a; o ;, résultat que I'on obtiendrait en théorie des distributions.

Une impulsion identique a (IV. 1), mais située a 'instant ¢, est déterminée
par la série de CHEN :

exp (Y71 &;X;) €Xp txo.
La série de CHEN :

exp(t— 1) Xoexp(Liay ¥ x) . .. exp1, xexp(Yin, ol x,)

donne, a I’instant ¢, une entrée formée d’un train d’impulsions de Dirac (*7).

(b) PUISSANCES D’UNE IMPULSION DE DIRAC : UN EXEMPLE DE
RENORMALISATION

On sait (¢f. ScuwaRTz [46]) qu’il est en général impossible de multiplier les
distributions et, en particulier, que les puissances 82,83, . .. de'impulsion de
Dirac ne sont pas des distributions. De méme ici, on ne pourra représenter le
carré d’une impulsion de Dirac par une série de Cur~. Il n’empéche qu’il est
possible de proposer ce que 'on appelle en physique une renormalisation
(¢f. GUrnnGER [30]). basée sur des considérations combinatoires naturelles.

(*") Voir [26] pour les liens avec les processus stochastiques ponctuels.
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Parallélement au précédent paragraphe, considérons I’entrée ul’ =a, 2
0<t<l1/l;i=1, ..., n). La série de CHEN associée est :

x
y,=exp(T° + X0 ailxi>'

Faisons croitre indéfiniment I. Pour la limite du coefficient du mot we X*,
plusieurs cas se présentent :

= |lwl,+... +|w| st|w],. Alors :
lim, o (v, w)=0;

- |w|,;+...+|wl,_?|w|x°. Alors :
lim, _ o, (v, w)=c0;

- lexl+...+|w|,_=|w|x°. Alors :

l‘”xl

oy

'W'x.

..a
fw]!
Soit une fonctionnelle causale analytique g telle que :
- VYweX*, (g9, w)#0 lwl, +...+lwl|, <|wl,;
— la somme :

lim, . (y,, w)=

luly lwly
oy ...,

soit absolument convergente. Il est alors possible de donner, 4 I'instant 0, une
valeur 4 g pour le carré de I'impulsion de Dirac, a savoir :

weX‘}

allwlx, ) al:lx_

- weX"}.
Jw]!

Exemple. — La fonctionnelle linéaire x,x, correspond a ce que I'on
appelle, en électronique, un double intégrateur représenté par le diagramme :

u, () i(1) J. y(@®
= [T 0 | | v
‘entrée sortie
intégrateur intégrateur

Le carré de I'impulsion de Dirac 6(0), défini par :

lim,_,mcxp(? +1x1)
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fait passer la sortie de 0 a4 1/2. Or, le calcul aprés une seule intégration
donnerait a i(t) (voir fig.) une valeur infinie. Il y a bien renormalisation.

Remarque. — On pourrait de méme calculer toute puissance de I'impulsion
de Dirac.

(c) INTERACTION DES COMPOSANTES

Ce dernier paragraphe trouve son origine dans SussMANN [48]. I est, &
notre avis, d’une grande importance, car il exhibe des phénoménes non
linéaires typiques, n’ayant aucun analogue linéaire, en particulier en théorie
des distributions. L’explication physique intuitive est une interaction des
composantes de l’entrée généralisée. D’un point de vue mathématique,
apparaissent les propriétés combinatoires des algébres de Lie libres, comme la
formule de Baker-Campbell-Hausdorff.

(i) Soient les trois entrées généralisées de séries de CHEN exp(x; +x,),
€Xp X, €Xp X,, €Xp X, €XP X,. La premiére est une impulsion de Dirac au sens
du paragraphe 1 a. La seconde consiste, pour autant que cela soit traduisible
en langage ordinaire, en la « succession instantanée » d’impulsions de Dirac
sur la premiére et seconde composante. Il y a inversion de ’ordre dans le
troisiéme cas.

Une fonctionnelle causale analytique g passe de (g, 1) aux valeurs, en
général distinctes :

Avec le systéme (I1.3) on passe de Aq(0) a :
- Aexp(4;+A4,)q(0),
- Lexp A exp A, q(0),
- Aexp A, exp 4, ¢q(0).

Ces différences sont expliquées par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff.
Elles disparaissent dans le cas linéaire ou échangeable (cf. chap. II, § 3bet d).
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(ii) Cet exemple d’intégrales oscillantes est di & MCSHANE [39], chap. VI,
§ 5 (*®). La série de CHEN du chemin :

sinl?t cosli’t

{éﬁ’(r)=t,§‘1"(r)= 7 8P ()= —

OStst}

a, pour [ infini et relativement 4 J, ou J, la limite :

Iv.3) | p[+_._;__]

Ce chemin correspond aux entrées u{’(t)=Icosl*t, u{ (t)=—Isinl*1
(0<1<1). Pour ces entrées, la sortie (II.3) est, a I'instant ¢ :

y(:)=xexpz[Ao+ ﬂ;—‘ﬁ’l’-]qm
En tant que distributions, les limites de £, £, u{", u{’ sont nulles. Si, en
(I1.3), on ne laissait qu'une des deux entrées et on annulait ’autre, la sortie
aurait pour valeur limite y(t)=A (exp t A,) g (0). La contribution limite d’une
coordonnée seule est donc nulle. Le phénoméne non linéaire consiste en
P'interaction des deux composantes. '

APPENDICE

Fonctions et fonctionnelles

La remarque (iv) du paragraphe 2 du chapitre II, montre que I'identité
u, (t) > u, (t) n’est pas une fonctionnelle causale analytique. Il en va de méme
pour f(u,(t), ..., u,(t)), ou f est une fonction analytique de n variables, au
sens usuel. Méme si le théoréme II.5 d’approximation permet d’approcher
ces fonctions, il y a 1a une lacune des indéterminées non commutatives. Pour
employer une terminologie courante, il faudrait pouvoir représenter non
seulement les systémes héréditaires (*°), mais aussi les instantanés ou sans
mémoire.

(*®) Il sert a montrer la difficulté de généraliser au cas vectoriel le théoréme d’approximation
de WONG et ZAKAI sur les équations différentielles stochastiques (voir [26]).

(*°) Terme employé aussi par VOLTERRA [51].
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Nous proposons un formalisme, englobant indéterminées commutatives
ou non, permettant d’obtenir fonctions et fonctionnelles analytiques.
X={x,, x;, ..., x, } désignant I’alphabet usuel, posons :

X={x, ..., x, } =X\,

Soient K[X°] et K[[X°]] les K-algébres des polynomes et des séries a
coefficients dans K, en les indéterminées associatives et commutatives x € X°.

Comme pour K ({ X ), on peut graduer et donc donner une topologie a
K[[X°). feK[[X°]) et ge K {{ X ) désignent respectivement une fonction _
et une fonctionnelle causale analytiques, au produit tensoriel f(X)y g,

associons, s'il y a convergence, la fonctionnelle causale de valeur, a
I'instant ¢ :

[Zk.. ....k,>oﬁ(,mk,u‘i' (t)...dx ()] [(9, 1)

+ E;oZ’.’.. i=0(8, X .. xj,,)f dE.vj__ ce d&j‘,]'
0

Pa)
Ainsi, 4 tout élément du produit tensoriel complété K [X°JXR)x K <{ X ),
on peut, sous réserve de convergence, associer une fonctionnelle répondant
au probléme posé.

Remarque. — Pour les indéterminées commutatives, on utilise X° et non X,
car x, dans K {{ X )) suffit 4 assurer la présence du temps.
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