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PRODUIT CROISÉ DTTNE ALGÈBRE DE KÀC
PAR UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT

PAR

JEAN DE CANNIÈRE (*)
[Katholieke Universiteit Leuven]

RÉSUMÉ. — A partir d'une algèbre de Kac K = (Af, F, x, <p) et d'une action a d'un
groupe localement compact G sur M (vérifiant certaines propriétés), on construit une
nouvelle algèbre de Kac K ® a G, en munissant le produit croisé M ® e G des structures
nécessaires. On étudie également l'algèbre de Kac duale de K ®a G.

ABSTRACT. — If K = (M, x, F, (p) is a Kac algebra and a is an action of a locally
compact group G on M (satisfying some additional properties), it is shown that thé
crossed product M ® » G can be endowed with thé necessary structure so as to yield a
new Kac algebra K ® a G. Furthermore, an investigation of thé dual Kac algebra of
K ® a G is made.

Introduction

La théorie des algèbres de Kac, développée par M. ENOCK et
J.-M. SCHWARTZ (entre autres) dans [4] et [16], se propose d'étudier une
certaine catégorie (dont les objets sont des algèbres de von Neumann
munies de structures supplémentaires) qui englobe celle des groupes locale-
ment compacts, et qui admet un foncteur de dualité généralisant la dualité
de Pontrjagin pour les groupes localement compacts abéliens.

Cette théorie présente une sérieuse lacune, à savoir la pénurie d'exemples
qui ne se réduisent pas immédiatement au cas des groupes. En effet, à une
exception près [12], toutes les algèbres de Kac connues sont soit abéliennes
ou symétriques (c'est-à-dire des algèbres de groupe, voir [4]), soit des
produits tensoriels de telles algèbres [17].

(*) Texte reçu le 20 octobre 1978.
Jean DE CANNIÈRE, Département Wiskunde, Katholieke Universiteit Leuven,

Celestijnenlaan 200-B, B-3030 Leuven (Belgique).
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338 J. DE CANNIÈRE

Les résultats exposés ici, qui décrivent une nouvelle façon de construire
des exemples, ne comblent pas cette lacune d'une manière pleinement
satisfaisante, puisque la construction s'eifectuera à partir d'une algèbre de
Kac donnée au préalable, qui sera donc fatalement du type décrit plus haut,
et d'un groupe. On montrera néanmoins dans [2] qu'on peut obtenir ainsi
des contre-exemples intéressants ([2], théorème 3.8 et remarque 4.6).

Plus précisément, soient K = (M, F, x, (p) une algèbre de Kac, G un
groupe localement compact, a une action de G sur M. On démontrera qu'il
est possible de munir le produit croisé M (g)^ G de M par G d'une structure
d'algèbre de Kac, lorsque a vérifie certaines conditions.

L'étude de ces conditions est entreprise dans la seconde partie du para-
graphe 2, une première partie étant réservée au rappel de la définition des
algèbres de Kac, et à la démonstration de quelques lemmes à leur sujet.

Les définitions d'un coproduit F, d'une involution x et d'un poids (p sur
M 0a G au paragraphe 3 sont fort naturelles. En particulier, le poids $
n'est autre que le poids dual de (p ([19], [8}, [9], [5]). Le théorème 1
énonce qu'on obtient bien ainsi une algèbre de Kac \(M 0^ (J!» ^, îc, (p)
(qu'on appellera le produit croisé de K par G).

Le paragraphe 4 a pour but de déterminer l'algèbre duale du produit
croisé défini précédemment. L'énoncé du théorème 2 est assez surprenant :
II s'avère que l'algèbre de von Neumann sous-jacente à l'algèbre duale est
le produit tensoriel M (x) L°° (G), et que le poids de Haar correspondant est
le produit tensoriel $ ® ̂ . A la lumière de la proposition 1.4 de [17], il
est clair que la structure coalgébrique, en revariche, devra être « tordue » par
rapport à la structure produit tensoriel (cette idée est précisée dans la
proposition 4.10).

Les quelques exemples développés au paragraphe 5 permettent finalement
d'illustrer et de rendre plausible les résultats obtenus.

Le tout est précédé d'un paragraphe premier, de caractère essentiellement
technique, qui contient des résultats préliminaires indispensables.

On remarquera, pour terminer, que ce qui suit ne constitue vraisembla-
blement qu'un premier pas vers la définition d'une notion plus générale de
« produit semi-direct d'algèbres de Kac ». Les résultats décrits dans [6]
et [3] permettent en effet d'envisager une telle généralisation.

Je tiens à exprimer ma gratitude à A. VAN DAELE, qui m'a suggéré le
problème et a suivi avec une attention active les ébauches successives de
solution.
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PRODUIT CROISÉ 339

Je suis reconnaissant à M. ENOCK et J.-M. SCHWARTZ, qui ont donné à
Louvain deux conférences au sujet des algèbres de Kac, et qui m'ont signalé
l'existence d'un exemple intéressant dans [12].

Enfin, je désire remercier également U. HAAGERUP qui ne m'a pas seule-
ment aidé à vaincre certaines difficultés techniques, mais m'a en outre
permis de prendre connaissance d'un manuscrit [11], qui est à la base d'une
simplification substantielle du raisonnement (il en existe à présent un tirage
préliminaire).

1. Rappels et résultats préliminaires

Dans la suite, M est une algèbre de von Neumann, ̂ f un espace hilbertien,
G" un groupe 1. c. (localement compact) muni d'une mesure de Haar fixe, Aç
la fonction modulaire sur G.

On notera i^ l'automorphisme identique de M, 1^ l'élément unité de M
et 1̂  l'opérateur identique surJ^f. On préférera cependant écrire Iç lorsque
Jf = L2 (G).

K(G), K(G, ̂  ) et K(G, M) désigneront respectivement l'ensemble des
fonctions complexes continues sur G à support compact, celui des fonctions
continues sur G à valeurs dans J"f et à support compact, et finalement celui
des fonctions sur G à valeurs dans M, *-ultrafortement continues et à
support compact. K (G, ̂ f) est dense dans L2 (G, c^f), qu'on notera ^ et
qu'on identifiera à ^f (g) L2 (G). Tout xç=K(G,M), considéré comme
champ mesurable d'opérateurs, définit un élément de M ® L°° (G) qu'on
notera également x (on observera que tout x e K (G, M) est borné en norme).
De plus, tout élément de K(G, M) est scalairement intégrable pour la topo-
logie ultrafaible sur M, et l'intégrale appartient à M.

On utilisera sans référence particulière les notations habituelles de la
théorie des poids n. f. s. (normaux, fidèles, semi-finis) [1].

Par y, on entendra le poids n. f. s. sur L°° (G) correspondant à la mesure
de Haar choisie sur G, c'est-à-dire vérifiant :

^C0=f f(g)dg, /eL^G)^
JG

(on utilise l'intégrale supérieure essentielle).

Les résultats dont on aura besoin dans la suite ont principalement trait
à trois sujets : les poids opératoriels, les produits croisés et les poids
duaux.
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^ J. DE CANNIÈRE

(A) Poids opératoriels

La notion a été introduite par HAAGERUP dans [10].
Soient M, N des algèbres de von Neumann, (p un poids n. f. s. sur N.

Alors ÎM ® (p peut être considéré comme un poids opératoriel de M ® N
sur M (à condition d'identifier M ® C et M) ([10], déf. 5.6). La plupart des
poids opératoriels qu'on utilisera seront de ce type.

On démontre facilement, à leur sujet, le lemme suivant :

LEMME 1.1. - (a) Soient M, N des algèbres de von Neumann, (p un poids
n. /. s. sur N. Pour tout œ e (M^ et tout x dans l'extension de la partie
positive de M (x) N ([10], déf. 1.1), on a

^ (OM ® (P) (x)) = (p ((œ ® ̂ ) (x)).
(6) 5'o^ Mi, M^, ^ û^ ûf/^é^ ûfe von Neumann, a ̂  homorphisme

normal de M^ dans M^, (p un poids n. /. s. sur N. Alors

0'M2 ® <P)((a ® ̂ )(x)) = a((^ ® (p)(x)),
770Mr ^OM^ x dans l'extension de la partie positive de M^ ® N.

LEMME 1.2.- 5^7 ^ e K(G, M) positif, c'est-à-dire x (g) ̂  0 /?o^r tout
geG. En considérant x comme un élément positif de M ® L°° (G), ̂  ^

OM®^)W= | x(g)dg.
JG

Démonstration. - Soit œe(M^)+. On vérifie aisément que
((œ ® ^oo (G)) (x)) (g) = œ (x (g)) 1. p. p. (localement presque partout).
Par conséquent, on a

œ((iM ® ̂ )00) = ^'((œ ® ^oo (G))OC)) d après 1.1 (a)

= (o(^(g)NgJG
=co( x ( g ) d g ] ,

\JG /
d'après la définition de l'intégrale de x. Le lemme est ainsi démontré.

LEMME 1.3.- (a) Soit x comme dans le lemme précédent, et soit (p un
poids n. f. s. sur M. Alors

((p®^)(x)=(pff x(g)dg)
_\JG )

== ^(x(g))dg.J G
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PRODUIT CROISÉ 341

(A) Soit encore (p un poids n. f. s. sur M, et soit xe K(G, M) tel que
x (g) e n^p. p. (presque partout ), et que la fonction g i-> |( A<p (x (g)) ||, définie
p. p., soit de carré intégrable. Alors la fonction g i-» A<p (x (g)) appartient à
^(G,^).

Démonstration. — (a) On a

((p ® ̂ ) (x) = (p ((^ ® ̂ ) (x)) d'après [10], théorème 5.5

==(()( x(g)dg\ d'après 1.2.

D'autre part, (p est la borne supérieure d'un système filtrant croissant
{ ©^ } Œ (M^)+. Par conséquent,

(p[ x(g)^gj=supœ^ x(g)dg^

= sup œ, (x (g)) rfg = sup œ, (x (g)) rfg,
JG JG

puisque toutes les fonctions g \-> œ^ (x (g)) sont positives et continues.
Finalement, / /, \ r

<p( ^(g)^)= (p0c(g))^.
\JG / JG

(Z?) Notons d'abord que la fonction g h-> (Aç (x (g)) [ Ç) est p. p. limite
ponctuelle d'une suite de fonctions continues à support compact, et est donc
mesurable pour tout Ç e c^fç. Comme

|(A,(x(g))|OM|Aç(^(g))||. ||Ç|| P.P.,
elle appartient à L2 (G).

D'après (a), on a

(1) ((p®^-)(x*x)=f (p(x(g)*x(g))dg=f llA^g))!!2^^,
JG JG

et donc x e n^ 0 ^-.
Soient .ye^p, /e A: (G). On a

^ ® / e yîç ® ̂ , A, <g) jr (^ ® /) = A, (y) ® /,
et par conséquent

(<P®^)((^®/)*x)== f 7(g)((A^^(x))(g)|A,^))rfg.
JG

D'autre part, on déduit de (1) par polarisation que

(<P®^)((^®/)*x)= f f(g)(\(x(g))\A^y))dg.
JG
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^42 j. DE CANNIÈRE

Comme ces égalités valent pour tout/e K(G\ on a, par densité de K(G)
dans L2 (G),

((A<p ® ̂  (x)) (g) | A, (y)) = (A, (x (g)) | A, OQ) p. p.,

pour tout y e n^. Il en résulte immédiatement

(2) ((A, ̂  ̂  (x)) (g) | Ç) = (A<, (x (g)) | Ç) p. p. pour tout Ç e Jf,.

On sait que A<p ® y (x) appartient à L2 (G, ^f<p), et prend donc presque
toutes ses valeurs dans un sous-espace fermé à base dénombrable de ^f .
Soit e le projecteur sur ce sous-espace. Il résulte de (2) que

(A,, ® y (x)) (g) = e \ (x (g)) p. p.
et par suite que

IK^x)!!2^ ||^(x(g))||2^.
J G

D'après (1), on a également

llA^WlI^f |K(x(g))||2^;
J G

on déduit des deux dernières égalités que

\ ̂  (g)) == e \ (x (g)) = (A^ ̂  (x)) (g) p. p.

et donc que g i-> A<p (x (g)) appartient à L2 (G, ^f<p).

(B) Produits croisés

Depuis la parution de [19], il existe plusieurs exposés de la théorie des
produits croisés (voir par exemple [21]). On se bornera donc à rappeler les
notations usuelles.

Soit a une action ultrafaiblement continue d'un groupe 1. c. G sur une
algèbre de von Neumann M. On notera M = M (x)a G le produit croisé
de M par G relativement à oc (en général, le symbole - marquera tous les
objets définis par rapport au produit croisé). On suppose en outre que M
opère dans un espace hilbertien c^f, et que a admet une implémentation par
une représentation unitaire continue g ̂  Ug de G dans ^f.

DÉFINITIONS 1.4. - (a) On désignera par n l'homomorphisme normal
fidèle de ^ (^f ) dans ^ (^f ) ® L00 (G) vérifiant :

(TT (x) Ç) (g) = Ug 1 xug Ç (g) pour tous x e 50 (^f),

^GK(G^) et g e G ([2l], déf. 2.4).
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PRODUIT CROISÉ 343

(b) Soit g ^-> "kg (resp. g }—> ç>g) la représentation régulière gauche (resp.
droite) de G dans L2 (G). On pose X (g) = 1 ,̂ ® \ pour tout geG. Par
définition, M est engendrée par les opérateurs n (x), ;c e M, et À, (g), geG.

(c) On notera M (G) l'algèbre de von Neumann engendrée par les opé-
rateurs Kg, g e G.

(d) Soit V l'opérateur unitaire sur Jf = L2 (G, ̂ f) = ^f ® L2 ((7)
vérifiant :

(V Q (g) = u^(g) pour tous ÇelC(G, Jf) et geG.

On se rappellera que

(1.4.1) Vn(x)V*=x®lG pour tout xej^(^f),
et
(1.4.2) VK(g)V*=Ug(S^g pour tout geG

([2l], prop. 2.12).

(e) Comme en [8] (lemme 2.3 (e)), on définit une application [i de K(G, M)
dans M par „

H M = MgM^fe))dg pour tout xeK(G, M).
J G

On sait que n (7^ (G, M)) est une sous-algèbre involutive ultrafaiblement
dense de M.

On aura besoin d'une représentation maniable des éléments du prédual
M^ A cet effet, on pose la définition ci-après :

DÉFINITION 1.5.- Soit G) e M^. Pour tout g e G, on définit co (g) e M^
par

<x, œ(g)> = <7c(x)À(g-1), œ>, XGM.

(On notera que cette définition a un sens, puisque l'application
x »-> < TC (.y) À, (g~1), G) > est linéaire et ultrafaiblement continue.)

LEMME 1 . 6 . — (a) L'application g \—> œ (g) est continue (pour la topologie
normique sur M^).

(b) I I œ (g) I I 3$ I I œ |[ 7?oMr tout g e G .
Il est possible de retrouver œ à partir de l'application g^co(g) :

LEMME 1.7. — Soient encore œ ^ g h-> G) (g) comme en 1.5. Pour tout
xeK(G,M), on a /,

<H(x)*,œ>= <x(g)*,œ(g)>dg.
J G
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344 J. DE CANNIÈRE

Démonstration. — II est clair d'après 1.4 (é) que

H(x)*=f ^(g)*)^-1)^,
JG

et donc „
<^(x)*, œ> == ^(xQO*)^-1), œ>^

r= < x (g)*, œ (g) > dg, d'après 1.5.
JG

Ce lemme justifie l'identification de M^ à un certain ensemble d'applica-
tions de G dans M^, la relation entre œ et œ (g) étant donnée par 1.5 et 1.7.
Il est possible de calculer directement œ (g) lorsque œ = cùç^ où Ç, T| ejf.

LEMME 1.8.- Soient Ç, T| e^f, g e G. On a

œç,,i(g)= œ^)^) oo^-i^,
J G

l'intégrale étant entendue scalairement.
Démonstration. — Soit x e M. On a

^^nfe))^^)^-1),»^), d'après 1.5,

= (^ -1 M Ç fe^î) | TI (^)) ̂ ^, d'après 1.4 (a) et (b),
Y

= <x'^(gh)^(h)o^h-^>dh,
J G

ce qui implique que la fonction h h-> (Oç ̂ ^ ^ (/,) ° a^-i est scalairement inté-
grable, d'intégrale ©^ ^ (g).

Si Ç et T| sont à support compact, on voit que (ùç^ a également un support
compact.

(C) Poids duaux

Le concept de poids dual a été introduit par TAKESAKI ([19], déf. 5.14).
Ici on utilisera les définitions équivalentes qui en ont été données dans [9]
et [5].

Dans ce qui suif. M, G, a et M sont comme en (B). En outre, (p est un
poids n. f. s. sur M.

DÉFINITIONS 1.9.- (a) On notera ô l'homomorphisme normal fidèle de M
dans M® M (G) vérifiant :

S(n(x)) = 7i (x) ® Iç, xeM

TOME 107 — 1979 — N° 4



PRODUIT CROISÉ 345

Wg))=Mg)®^, geG

([13], théorème 1 ; pour les notations, voir 1.4 (à), (b) et (c)).
(&) Soit v(/ç le poids canonique sur M (G) ([9], déf. 2.2). En posant

T M = OM ® ̂ c) (§ (^)) pour tout x e M+,
on définit un poids opératoriel Tde M sur TC (M) ([5], lemme 2).

(c) Le poids n. f. s. (p = (p o 71-1 o T sur M s'appelle le poids dual de (p
([9], th. 3.1 (rf); [5]).

LEMME 1.10. - Soit x e K (G, M). Z^ conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) H(x)e^(1.4 (e)).
(ii) x (^) e n^ p. p., et la fonction g h-> || \ (x (g)) |(, définie p. p., est de

carré intégrable.
Si Vune ou Poutre de ces conditions est vérifiée, on a

Aî(H(x))(g)=A^x(g)) p. p.

Démonstration. - Soit T comme en 1.9 (b). D'après [9] (th. 3.1 (c)) et
[8] (lemme 2.3 (6)), on a

T(H(x)*4(x))=7c([ x(grx(g)dg\
Par conséquent, ^G /

(1) (P(H(^)*H(x))=(pf x(g)*x(g)dg), d'après 1.9 (c)
\JG /

= (p(x(g)*x(g))rfg, d'après 1.3 (a),
J G

ce qui implique la première partie du lemme.
On suppose maintenant que x vérifie (i) et (ii). Soient y(=n^,feK(G).

D'après [8] (th. 3.2 (1)), on a

et donc ^®/)erç, AyOi^®/) = A<p00®/,

(2) (pOi(^0/)*H(x))=f 7(g)(A;(H(x))(g)|A<p(^))^.
J G

D'autre part, on déduit de (1) par polarisation que

(3) çOiO- ®/)*H(x)) = f 7(^)(p(^x(g))rig
JG

=^7fe)(Aç(x(g))|A,(^)rfg.
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346 J. DE CANNIÈRE

On sait d'après 1.3 (b) que la fonction g ^ ^ ( ^ ( g ) ) appartient à
L (G, ̂ ^ = ̂ ; le lemme résulte alors d'une comparaison de (2) et (3),
par densité du produit tensoriel algébrique A<p (^) 0 K(G) dans ̂ -.

DÉFINITIONS 1.11. - (a) On notera ̂  et ̂  les algèbres hilbertiennes à
gauche achevées associées à (p et (p d'après [l], et ̂  et M~ les algèbres
hilbertiennes à droite correspondantes. Les représentations régulières de ces
algèbres seront notées T^, 7^, 71, et îc,, respectivement.

(V) Notons C<p l'ensemble des xe K(G, M) vérifiant les conditions équi-
valentes du lemme 1.10.

LEMME 1.12 (cf. [19], lemme 5.18). - On suppose que (p est relativement
invariant par a ([19], déf. 5.1), c'est-à-dire que, pour tout geG, il existe un
nombre % (g) > 0 tel que (p o o^ = ^ (g) (p.

(a) On a a^ (n^) = ̂  pour tout g e G, et Fimplémentation canonique g^u
de a dans^^ [7] ^n/îé? :

^(^Xfer^A^Oc)),
/?ow ^M^ ^ G n^ et g e G.

(6) Avec les notations introduites en 1.11 (a), on a

^Ïq)O^(G) c: ̂  (produit tensoriel algébrique)

ifê ® /) = Or.(Ç) ® l^^/fe-^Xfe)172 A^(g)-1/2 ̂  ® p,Jg,

(Ç®/)'^)^/^)/^)172^1^
^Mr ^M^ Ç € ̂  ̂ //e ̂ ((7) (p^ û été défini en\A (b)).

Démonstration. - (a) est une conséquence immédiate de [8], lemme 2.11.
Notons y e M'et Ç e^; = jf^ les membres de droite des égalités figurant

dans la seconde partie de l'énoncé.
Soient xeC^ (1.11 (b)) et r}eK(G,^^). On a

(^A;(H(X))|TI)= /(g-^^gY^^^u.A^x^g^^dhdg,
J Gj G

d'après 1.10,
= /^^(^^^(hgW^h^dhdg,

J GJ G

d'après la première partie du lemme,

= f^'X^xW^h^dhdg,
J GJ G

=(H(x)(Ç®/)|r|) d'après [8], lemme 2.4.
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PRODUIT CROISÉ 347

Par densité, on obtient :

y AÏ (u (x)) = H (x) (Ç ® /) pour tout x e C^.

D'autre part, pour tous x e C<p et T| e K(G, ̂ f<p), on a

(^A;(u(x))|îi)=[ f /('^X^^CAcp^W)!^^)^^^))^^,
J GJ G

d'après 1.10,

= f Hg^) x te)172 «1 x W ̂  1 1 1 (hg)) rfg ̂
- G ^ G ____

f(g~lh)K(h-lgY/2(u,-^x(h)^\^g))dhdg
• .GJG __

/ W x (h-1)112 (a, (x (gft)) u, ̂  | TI (g)) dg dh
* GJG] G j G

=(u(x)Ç]î]) d'après [8], lemme 2.4,
d'où

^* A^ (u, (x)) = u (x) Ç pour tout x e C<p.

D'après [8], A^ (u (C<p)) contient une algèbre hilbertienne équivalente à
91 .̂ On peut dès lors appliquer le lemme 2.3 de [20] pour conclure que

Ç®/e^, n^®f)=y et (Ç®/)^.

Notons que la fonction g \—> x (s) est nécessairement continue, par suite de
la continuité de g^Ug ([19], cor. 3.6).

2. Action d'un groupe sur une algèbre de Kac

DÉFINITION 2.1 (cf. [16], th. II. 16). — Une algèbre de Kac est un quadru-
plet K = (M, F, x, (p) vérifiant :

(K-i) (M, F, x) est une algèbre de Hopf-von Neumann involutive
([4],déf. 1.2.1);

(K-ii) (p est un poids n. f. s. sur M;
(K-iii) pour tout x e M+, on a ( z'jyf ® (p) (F (x)) = (p(x) lj^;
(K-iv) pour tous x, y e /î^, on a

(^ ® (p)((i^ (x) ̂ *)r(x)) = x((^ ® (pXr^^xiM ® x))).
(K-v) x o a^ = orT.^ o x pour tout / e R.
Le poids (p (qui est unique, à un facteur positif près [16], th. III. 3) sera

appelé poids de Haar sur (M, F, x) ou, par abus de langage, sur M
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([16], déf. 1.13). On supposera toujours que M opère sur l'espace hilbertien
e^fç, qui sera simplement noté ̂ \

Pour la théorie des algèbres de Kac, on se référera à [4] et [16], dont on
empruntera les concepts et les notations nécessaires. Tel sera, en particulier,
le cas pour l'opérateur fondamental W, ]a représentation de Fourier À-,
l'algèbre duale K = (M, F, îc, (p) et le groupe intrinsèque G (K), associés
à une algèbre de Kac K = (M, F, x, (p) ([4], prop. 2.1.1, rem. 2.1.11,
déf. 4.2.3; [16], th. 1.10). Le prédual M^ est une algèbre de Banach pour
le produit * et l'involution o ([4], déf. 1.2.2). Comme en [4] (déf. 1.1.3),
on définit également le sous-espace J^ de M^ et l'application a de oêfç
dans Jf. ^<

Convenons encore de noter A (resp. A) l'opérateur modulaire associé à (p
(resp. (p), et J (resp. J) l'involution correspondante de Jf.

A tout groupe 1. c. G, on peut associer deux algèbres de Kac.

DÉFINITIONS 2.2. - Soit G un groupe 1. c.
(a) On notera KS(G) = (^(G), Fç, Xç, v|/ç) (1.4 (c); 1.9 (&)) l'algèbre

de Kac symétrique associée à G ([4], prop. 8.1.3). Rappelons les formules

(2.2.1) r^)=^®\
et
(2.2.2) KG (^) == X,-1 pour tout g e G (1.4 (&)).

On notera Jç l'involution de L2 (G) associée.
(b) L'algèbre de Kac abélienne associée à G ([4], prop. 8.1.1) sera notée

KA (G) =CL°° (G), FG, îç, ^-), où on a

(2.2.3) (r^f)(g,h)=f(gh)
et
(2.2.4) (î<G/)fe)=/te" l) l.P.P-

pour tout/e L00 (G1). L'involution JQ de L2 (G1) associée vérifie :

(2.2.5) (^/)QO==7te) P-P-
pour tout fe L2 (G) ([4], 8.1.7).

(c) Par l/, on désignera l'opérateur fondamental de KS (G), c'est-à-dire
l'opérateur unitaire de L2 (GxG) qui vérifie :

(2.2.6) (^/)fe,^)=./'^"1^),

pour tous fe K (G x G), g, heG ([4], 8.1.7).
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On aura besoin de quelques résultats supplémentaires au sujet des algèbres
de Kac. Tout d'abord, il est possible de reformuler l'axiome (K-iv) à l'aide
de l'opérateur fondamental W (qui est défini pour tout quadruplet
(M, F, x, (p) vérifiant (K-i), (K-ii) et (K-iii); [4], prop. 2.1.1) :

LEMME 2.3. - Ça) Soit (M, F, x, (p) un quadruplet vérifiant (K-i), (K-ii) et
(K-iii). Alors (K-iv) est équivalent à (K-iv)' :

(œ ° x (x) i^) (W) = (œ ® i^) (W*) pour tout œ e M^.

(b) En outre, (K-iv)' est équivalent à la propriété

(W(V^ ® P) |7y ® §) = (y ® P | ̂ (a ® 8))

pour tous a, P, y, ô e ̂ f, où V est une implémentation quelconque de x.

Démonstration. — (a) Toute algèbre de Kac vérifie (K-iv)' ([16],
lemme II. 13). D'autre part, en parcourant la démonstration du lemme II. 14
de [16], on se rend compte que (K-i), (K-ii), (K-iii) et (K-iv)' impliquent
(K-iv).

(b) Se déduit sans difficulté de la relation œ . o x = cù^ yy. (a» P ej^)»
utilisée au cours de la démonstration de la proposition 2.2.4 de [4].

DÉFINITION 2.4. — Soient M une algèbre de von Neumann, co e M^
x e M. On définit x.co e M^ par

< y , x. œ > = < yx, œ > pour tout y e M.

LEMME 2.5. - Soit K = (M, F, x, (p) une algèbre de Kac :
(a) ^f<p est un idéal à gauche de M^ ;
(b) pour tous œ e M^ et ©/ e Ly on a À- (©) û (œ') = a (œ * œ');
(c) ^OMA* ^M5' œ e ̂  et x e M, ow a x.w e J^p ^ a (x.(ù) = xa (eu).

Démonstration. — (a) Résulte de la proposition 2.1.3 (è) de [4], et de
[11], corollaire 7 ;

(b) pour tout œ' e J^p, on a À- (œ7) e ̂  et A^ (^ (œ')) = ûf (CD') ([4],
prop. 3.1.9).

Soit œ e M^; on a

McotA^Mo/)) = A^Mœ)^))

= Aç(^ (œ * G)')), d'après [4], prop. 2.1.9,

==fl((o*cù /), d'après (a) et [4], prop. 3.1.9.
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(c) Soient ©ej^, xeM, yen^. On a

0*, x.œ> = <^*x, co>, d'après 2.4,
=(^(œ)K(x*30), d'après [4], déf. 1.1.3,
=(<3((ù)Jx*A,00),
=(^(œ)|A^)),

ce qui implique le lemme d'après [4], déf. 1.1.3.

LEMME 2.6. - Soient K = (M, F, x, (p) ̂  ̂ /^w de Kac, G(K) son
groupe intrinsèque, u e G (K) .•

(a?) P r̂ ̂  œ, û/eX,, ̂  ^ «.(œ^cù^ ^. œ) * (^. œ7).
(b) Pour tout œeM^, 0/2 a MÀ(œ)M* = ^(^.œ).

Démonstration. - (a) Soit ^eM Comme r(^) = ^ ® ,̂ on a

<x, ^(œ*(o')> = <XM, û)*co'>, d'après 2.4,

= < F (XM), © 00 œ' >, d'après [4], déf. 1.2.2,
= < T(x)(u ® M), œ ® œ' >
= <F(x), M . © ® M . O ) ' > , d'après 2.4,
== < x, (M . G)) * (M . ©') >, d'après [4j, déf. 1.2.2.

(b) Soit œ'e^. On a

^(©^^(œ^MXCfâ^O^.œ'), d'après 2.5 (c),
== ua (œ * (M *. œ')), d'après 2.5 (fc),
= û (u. (œ * (u *. o/))), d'après 2.5 (c),
^((M.aOW), d'après (a) ci-dessus,
=À(u.co)a(©'), d'après 2.5 (b).

Comme û? (̂ ) est dense dans ^ ([4], rem. 1.1 .4) , on a bien
M?I(©)^* = À/(M.©).

Introduisons à présent la notion principale de ce paragraphe.

DÉFINITION 2.7. - Soient K = (M, F, x, (p) une algèbre de Kac, G un
groupe 1. c., a : G -. Aut M une action ultrafaiblement continue de G
sur M. On dira que a est une action de G sur K si :

(i) F o a, == (^ (x) o^) o F;
(ii) x o o^ = o^ o x pour tout ^ e G.
On remarquera qu'il n'est pas question de (p dans cette définition. En fait,

les conditions (i) et (ii) impliquent un comportement particulièrement
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favorable de a par rapport à (p. D'après [16], cor. III. 4, o^ est un Jf-auto-
morphisme de K pour tout g e G ([4], déf. 5.1.2); par conséquent il existe
un nombre positif ^ (g) tel que
(2.7.1) ^°a,=x(g)(P,
c'est-à-dire que (p est relativement invariant par a.

L'implémentation canonique g ^-> Ug de a est donc donnée par 1.12 (a).
Elle a les propriétés suivantes :

PROPOSITION 2.8 :
(a) Ug J = Jttg pour tout g e G.
(&) ^y 0 0 ^ 1 -^p.u^P.Y^^G.
(c) (̂  ® ^) ̂  = ^(^ (g) 1^), ^ e G.
(ûQ X (œ ° oÇ1) = ̂  ̂  (œ) îÇ 1, œ e M ,̂ ^ e G'.
(̂ ) 7?oMr raM./ œ e J^p, o^ û? co o o^ e ^<p 7?oMr ^OM? ^ e G, ^^

û(œ ° oig) = îc (g)172 Ug 1 a (œ).
(/) ^AtÇ^A^eG.

Démonstration. — (a) se vérifie par définition de l'implémentation cano-
nique ([7], th. 3.2), tandis que (6), (c), (rf), (e) et (/) correspondent à [4],
prop. 5.4.1, (c), (û?), (e), (/) et (g), respectivement.

Il résulte de 2.8 (d ) que, pour tout g e G, l'application À- (eu) h-> À- (œ ° oÇ1)
^< ^s

se prolonge par continuité en un automorphisme o^ de M, implémenté par^
Ug. Ces automorphismes forment un groupe par lequel G agit sur M; cette
action est ultrafaiblement continue. En outre, 2.8 (c) et (a) impliquent que a
vérifie les conditions 2.7 par rapport à K = (M, F, x, (p) ([4], 3.2.1 et
3.3.2). Ceci justifie la définition suivante :

^s ^
DÉFINITION 2.9. - Soit a une action de G sur K. L'action a de G sur K

sera appelée l'action associée à a.

PROPOSITION 2.10. — En utilisant les notations de 2.7 et 2.9, on a :
(a) ( p o a ^ = x^)"1^ <?eG.
(b) a e^ canoniquement implémenté par g \—> Ug.
(c) U g J = = J U g , g e G .
Démonstration. - D'après [4], prop. 6.2.2, Sig n'est autre chose que

l'automorphisme dual de oÇ1. Dans ces conditions, (a) résulte de [4],
th. 6.2.4 (dans l'énoncé duquel il convient cependant de remplacer k^
par /:„).
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Soit co e o .̂ Pour tout g e G, on a

Ug Aç(À- (œ)) = Ug a (œ), d'après [4], prop. 3.1.9,
= X fe)172 ûi (œ ° < 1), d'après 2.8 (e\
= Z fe)172 A^ (À (œ o a;1)), d'après [4], prop. 3.1.9,
=^Y'2^^(w))\ d'après 2.9.

Compte tenu de (ûf), cette dernière égalité correspond à 1.12 (a), et on
conclut par densité de a (^) dans ^ ([4], rem. 1.1.4).

(c) se déduit alors par dualité de 2.8 (a).

3. Produit croisé (Tune algèbre de Kac par un groupe

Dans tout ce paragraphe, K = (M, F, x, (p) est une algèbre de Kac, G un
groupe 1. c. muni d'une mesure de Haar fixe, a une action de G sur K. Il
s'agira de montrer que le produit croisé M (x)^ G (qu'on notera souvent M)
peut être muni d'une structure fort naturelle d'algèbre de Kac. On
examinera, dans l'ordre, le coproduit, l'involution et le poids de Haar.

Les lettres a, <jç et £ désigneront les opérateurs unitaires sur e?f ® Jf,
L2 (G) 00 L2 (G) et Jf ® ̂  respectivement, qui « échangent les facteurs ».
De même, T : L2 (G) ® ̂  t-^^f ® L2 (G) sera défini par la relation

^ ( /®Ç)=Ç®/ , /eL^G), ÇeJf.

DÉFINITION 3.1. - Soient U et n comme en 2.2 (c) et 1.4 (a), respecti-
vement. On pose

(a) U == (1^ ® T* ® Iç) (1^ (x) 1^ ® U) (1^ ® T ® 4).
(A) ^= (7C®7l)(^) .̂

Î7et ^sont des opérateurs unitaires sur ̂  ® ̂ . Pour tous

Se^:(G®G,^f®jf), g./ ieG,
on a les relations

(3.1.1) (^Ç)(g, ^)=Ç(/ , - i^ h), d'après 2.2.6,

(3'1-2) (^*0(g^)=^(Ag,fc),

(3.1.3) (^^(g,h)=(u;l®u,l)W(u,®u,)^(h~lg,h),
et, en utilisant 2.8 (c),

(3.1.4) (^*Ç)(g, A) = (̂ -1 ® 1^)^*(^® 1^)Ç(^, ^.
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LEMME 3.2 :
(ûf) W(\^ ® 71 (X)) W^ == (71 ® 7l) (F (Je)), X G M.

(6) ^(1,? ® ?i(g)) ^* = X(g) ® M^), geG.

Démonstration. - (ûf) Soient x e M, Ç e ̂ (G x G, e^f ® e^f), ̂ , A e G. On a

(^(lJ?®7^(x))Ç*y(g,/^)=((l^®4®7^(x))[/*Ç)(^- lg,^),
d'après 3.1.1,

=^®^l(x))(U^)(h-lg,h\
d'après 1.4 (a),

^l^®^1^));;^),
d'après 3.1.2,

=((l.?®7i(x))Ç)(g,^),
d'après 1.4 (a).

Par continuité, il en résulte U (\^ ® n (x)) Î7* = 1^ ® n (x) pour tout
xeM.

Par conséquent,

^'(Ij? ® 7c(x))PV* = (TC ® n)(W)(l^ ® 7i(x))(îi® 7i)(ï7*), d'après 3.1 (fc),
=(TC®7C)(ïy(l^®x)ïf*),

= (TT ® 71) (F (x)), d'après [4], prop. 2.1.5 (c),

pour tout x e M, ce qu'il fallait démontrer.
(&) Soient Ç e K (G x G, ̂  ® e^f), ̂ , A, k e G. Alors

(^(l^®?i(g))^*Ç)(^^)
=(^l®^l)^(^®^)((l^®^te))^^)(fe"l^ fe),

d'après 3.1.3,
=(^-l®^-l)ïV(^®^)(^*Ç)(k-l^g-lk),
=(^-l®^-l)^(^®^)^*(^-^®l^)^(g- l^g- lk),

d'après 3.1.4,
=Ç(g- l^g- lk),

d'après 2.8 (c), d'où le résultat par continuité.

PROPOSITION 3.3.- Pour tout xeM,on définit T (x) == W (1^ ® x) W *.
Alors F est un coproduit sur M ([4], déf. 1.2.1.2) qui vérifie :

(3 .3 .1) F (TC (x)) == (7i ® 7i) (F (x)), x e M,

(3.3.2) r(Mg)) = Mg)®Mg), geG.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



354 J. DE CANNIÈRE

Démonstration. - II est clair, d'après 3.2, que F est un homomorphisme
normal fidèle de M dans M ® M tel que F (lj^) = Ij^ ® IjÇ. Il reste donc à
vérifier la seule coassociativité. Il suffit de le faire sur les générateurs n (x),
x e M, et K (g), g e G, de M, en utilisant un argument de continuité.

Soit donc d'abord x e M. On a

(OM®r)r)(7r(x))===(^®r)((7r®7r)(r(x))), d'après 3.2 (a),
= (TT ® 7i ® 7T) (((^ ® F) F) (x)), d'après 3.2 (a),
=OT®7r®7c)(((r®^)F)(x))

par la coassociativité de F,
= ((F ® ÎM) T) (n (x)), en utilisant deux fois 3.2 (a).

Supposons ensuite g e G. Alors

((^ ® F) F) (À (g)) = (^ ® F) (X (g) ® À (g))
==Mg)®M^)®^fe)
=((r®^)F)(X(g)),

par un usage répété de 3.2 (b).
En vue de la définition d'une involution de M, on a besoin de certaines

propriétés de l'involution .7® Jç de Jf (2.2.5).

LEMME 3.4. - Soit V comme en 1.4 (d). On a :
(a) (J®^G)V=V(J®JG\
(b) (J®JG)n(x^(J®JG)=^^W), xeM.
(c) (;/®JG)M^*(^®^)=M^"1), g^G.

Démonstration. - (a) Soient Ci, ^e^f, f^, f^e L2 (G). On a

((J®W(^®/i)|^®/,)
=(^®^)fê2®/2)|^fêl®/l))

= f /7fe)y^(^2kÇi)^ d'après 1.4 (rf) et 2.2.5,
J G

=f /7fe)Afe)(Î^Çl|Ç2)^
JG

= f Afe) ̂ fe) (^^ ̂  | ^2) dg, d'après 2.10 (c),
Je?

=(^®^)fél®/l)|Ç2®/2),

d'où le résultat par continuité.
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(&) Soit x e M. Alors

(.7 ® Jç) 7t M* (î ® ̂ c) = ^T* (^ ® Jc)V TI (x*)7* (J ® Jç)7, d'après (a),
=F*(J®Jç)(x*®lç)(J®Jç)y, d'après 1.4.1,
==y*(x(x)®lç)7, d'après [4], cor. 3.1.5 (a),
=7c(x(x)), d'après 1.4.1.

(c) Soit ^e G. On a
(J ® Jç) X (g)* (J ® J^) = (.7 ® Je) (1^ ® V r) (î ® Je), d'après 1.4 (b),

=1^®^~1, d'après 2.2.5,
=^(g~1).

PROPOSITION 3.5. - (a) Pour tout xe M, on définit

x(x)=(J®7ç)x*(J®Jç).
Alors K est un antiautomorphisme involutif de M, qui vérifie :

(3.5.1) îc(7T(x))=7i(x(x)), xeM

(3.5.2) îî(Mg))=Mg"1), geG.

(A) L^ triplet (M, F, x) ̂  ^^^ algèbre de Hopf-von Neumann involutive
([4], déf. 1.2.1).

Démonstration. — {a) résulte de 3.4 (V) et (c), ainsi que des propriétés
de Jet JQ. Pour démontrer (Z?), on utilise les opérateurs S et a introduits au
début de ce paragraphe. Il s'agit de vérifier la relation

S]T(x(x))E=(x®x)(r(x)),
pour tout x e M. Une fois de plus, on se limitera aux générateurs de M, en
invoquant un argument de continuité.

Soit donc d'abord xeM. On a
£r(x(7r(x)))S=Sr(7i(x(x)))2:, d'après 3.5.1,

= S (7i ® TT) (F (x (x))) S, d'après 3.3.1,
=(7r®7T)(ar(x(x))a)
= (TC ® 0(0< ® x)(F(x))), d'après [4], déf. 1.2.1,
=(îc®îc)(r(7i(x))), d'après 3.5.1 et 3.3.1.

Ensuite on a, pour tout g e G,
Xr^ÀfeWE^nMg-1))!;, d'après 3.5.2,

^(^(g-1)®^-1))^, d'après 3.3.2,
^fe"1)®^"1)
=(x®x)(F(À(g))), d'après 3.5.2 et 3.3.2.

Ceci achève la démonstration.
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A présent, il faut introduire un poids. Il s'avère que le poids dual $ sur M
(1.9 (c)) est un poids de Haar sur (M, F, îc).

LEMME 3.6. - Soit T le poids opératoriel défini en 1.9 (è). On a
(ÎM ® T) (T (x)) = F (T(x)) pour tout x e M+ (dans le membre de droite,
on a prolongé T à l'extension de la partie positive de M ([10], déf. 1.1)).

Démonstration. - Soient ô et v|/ç comme en 1.9 (a) et (b).
On prouvera d'abord la relation fe ® ô) o r =(F ® i^ ̂ ) o 8 (1), qu'il

suffit de vérifier pour les générateurs n (x), x e M, et ^ (g), g e G, de M.
Soit donc xe M. Alors

OM®8)(r(7r(x)))=(^®ô)((7r®TC)(r(x))), d'après 3.3.1,
= (n ® 0 (F (x)) ® lç, d'après 1.9 (a),
=r(7t(x))®lç, d'après 3.3.1,
= (F ® ÏM (G)) (8 (TC (x))), d'après 1.9 (a).

Pour g e (7, on a

(^ ® ô)(r(X(g))) = (^ ® §)(Hg) ® ?t(g)), d'après 3.3.2,
= ?i(g) ® X (g) ® \, d'après 1.9 (a),
= F (K (g)) ® ̂ , d'après 3.3.2,
-(r®^(G))(8(X(g))),

et la relation (1) en résulte.

Posons ensuite x e M+. On a

(f,? ® T) (F (x)) = (f^ ® i^ ® v|/ç) (^ ® Ô) (f (x))), d'après 1.9 (&),
= OM ® ÏM ® ^kc) ((F ® i^ (G)) (8 (x))), d'après (1),
= F (OM ® ̂ c) (8 (x))), d'après 1.1 (fo),
==r(T(x)), ce qui achève la démonstration.

PROPOSITION 3.7. - Le quadruplet (M, F, îc, (p) v^r;^ (K-iii).
Démonstration. — Soit J C G M + . On a

OM ® $) (F (x)) = (^ ® (p) (f^ ® TT -1) (f^ ® T) (F (x)), d'après 1.9 (c),
= O'M ® <P) OM ® ̂  ~1) (F (T (x))), d'après 3.6,
=OM®(p)(^®^M)(^((7r~ loT)(x))), d'après 3.3.1,
== ^ ((<M ® <P) (F ((TC -1 o T) (x))), d'après 1.1 (fc),
= 7i ((p ((7ï -1 o T) (x)) 1 )̂, par (K-iii) appliqué à (M, F, x, (p),
=7i((p(x)l^), d'après 1.9 (c),
=$(X)1M. œ qu'il fallait démontrer.
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Dès à présent, on peut associer un opérateur fondamental au quadruplet
(M, F, x, (p) ([4], prop. 2.1.1). L'objectif suivant est de démontrer que cet
opérateur n'est autre que l'unitaire W introduit en 3.1 (b). On explicite
ainsi ce que suggérait la notation, qui s'en trouve justifiée.

Pour tout z e K(G x G, M ® M), posons

(^i ® [i) (z) = [ (/l (g) ® 5i (/z)) (TC ® 71) (z (g, h)) dg dh.
j G j G

II est clair que ([i ® [i) (z) e M 00 M.
On définit une action a ® a de G x G sur M (g) M en posant

a ® ̂ (g, h) = ̂  0 ̂ h P0^ ^us g, heG.

Le produit croisé (M ® M) (x)a®a (GxG) est manifestement isomorphe à
M (x) M. De plus, à cet isomorphisme près, ^ ® |i correspond à l'application
définie en 1.4 (e), et $ ® (p est le poids dual de (p 00 (p.

LEMME 3.8. - Soient x, y e K(G, M). On définit une application z de
GxG dans M 00 M par

^fe,^)=« l®^ l)^(l^®^^(/^)^ l)^*(^®^)

xOcC/î-1^)®!^), g, heG.

Alors z e K(G x G, M ® M), et

ai®H)(z)=r(^))Ot(x)®l^).

Démonstration. — La continuité * -ultraforte de z se démontre facilement
en utilisant la continuité de x, y et u, à condition de se rappeler que x et y
sont bornés en norme. Il est également immédiat que z est à support compact,
étant donné que x et y le sont.

Pour vérifier la formule dans l'énoncé, supposons Ç e K(G x G, ̂  ® e?f).
Comme dans [8], lemme 2.4, on calcule aisément que, pour tous g, he G,

(Oi®^)(z)Ç)(g,/0=[ [ (u^u^z^hl^u^^uF^k-^r^dkdl
J G J G

=\ \ (^l®^l)^(l^®^^(^)^-^-0^*(^®^)
j G j G

xo^xcr^'^gk)^-1®!^)^'"1, r^dkdi.
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D'autre part

(r(n^))(H(x)®i^)Ç)(g,^)
=(1V(l^®H(^))^*(H(x)®l^)^(g,^), d'après 3.3,
= (^-1 ® ̂ "'m^ ® ̂ )((ljr ® ̂ 00)^*

x (H M ® Ijr) 0 (^ ~ ' g, ^), d'après 3.1.3,

=« l®^~ l)^(^®^) (l^®^^(/îQMr1)
J^

x^*^^)®!^)^^-1^ F1)^,, d'après [8], lemme 2.4,

^M;'1®^1)^ (M^M.^^OM,"1)^-!,®!^)

X^*^-^®^)^^)®^)^^"1/!-1^^-1)^,

d'après 3.1.4,

=(^,l®u^)W\ (u,®u^y(hl)u^)W^(u,-^®l^)
^

x (UkXÇr'h-'gk^Uk^l^^k-^r^dkdl,
JG

d'après [8], lemme 2.4,

=(u,l®u,l)W\ \ (^®u^y(hl)u^)W^u,®u,)
J G J G

x^xO-^-^fe)^-1®!^)^^-1,?1)^^,
d'après 2.8 (c).

En comparant les deux expressions obtenues, on trouve le résultat désiré.

PROPOSITION 3.9. - W est l'opérateur fondamental associé à (M, F, îc, (p)
d'après la proposition 2.11 de [4].

Démonstration. — Soient x, ^ e C<p (1.11 (À)). On définit z comme en 3.8.
Comme [i (x), [i (y) e n^, il résulte de 3.8 et de (K-iii) que (^ ® [i) (z) e ̂ (gç
([4], remarque précédant la proposition 2.1.1). Pour presque tous g, h e G,
on a

(W(A^(x))®A^(y))))(g, h)

= «1 ® u^)W(u, ® ^)(A<p(^i(x))(/î-1 g) ® A<p(H(^))W),
d'après 3.1.3,

=« l®^ l)^(^®^)(A,(x(/^- lg))®A^(^(^))),
d'après 1.10,

=X(g) - l /2XW" l /2(^ l®^ l)^(A,(a,(x(/^- lg)))®A,(a,();(A)))),
d'après 1.12 (a),
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=Zfe) - l / 2XW~ l / 2(^ l®^ - l)A<p®<p(^(a,(^^)))(oc,(x(ft- lg))®l^)),
d'après [4], prop. 2.1,

=\®^(u^®u^)W(\^®u^y(h)u^)
xW*(u,x(h~lg)u;l(Sl^)(u,®u,)\ d'après 1 . 1 2 (a),

=A<p®<p(z(g, Jî)).

En appliquant 1.10 au poids (p ® (p et à l'action a ® a sur M ® M, et
compte tenu des remarques qui précèdent le lemme 3.8, on a

\ ® (P (^ fe» ^)) = Aîp ̂  ((n ® n) (z)) (g, ^) p. p.

Par conséquent,

W (A, (n (x)) ® A, (H (^))) == A,^ ((H (x) ̂  (z))
== A, ® <p(r0i00)0i(x) ® 1^)), d'après 3.8.

Comme A^ (n (C<p)) est dense dans ̂ f (cela résulte de [8], lemme 2.5 (4)),
la proposition se vérifie.

Au lieu de prouver directement que (M, F, x, (p) vérifie l'axiome (K-iv)
(ce qui paraît fort compliqué), on utilisera plutôt la proposition précédente
pour montrer la validité de la propriété équivalente (K-iv)' figurant dans
l'énoncé de 2.3.

LEMME 3.10. - Pour tous a., P, y, ôe^,

Oy((J®Jç)a® P) | (J (x)Jç)y® 8) = (y ® P j^(oc ® 8)).

Démonstration. — Soient a, p, y, 8eJ'f, a, b, c, deK(G). On a

(^(Ja ® Jça ® P (x) fc) | Jy ®jçc ® 8 (x) ^)

= f f ^^fcWc(g)^)((<1®^'1)^
J0^
x(^(x)î^)(Ja®P)[,/y(x)8)dg^, d'après 3 . 1 . 3 et 2.2.5,

= f f aÇh^g^Wc^dW
J G j G ^
x(W(JUgOi®u^)\JUgj®UhS)dgdh, d'après 2.10 (c),

= f f ~a(h^)b(h)c(g)d(h)
JGJ G
x (̂  Y ® ̂  P | ÏV (u, a ® M/, 8)) dg d/î, d'après 2.3 (&),

= (y ® c ® P ® ^ | r(a ® a ® 8 ® rf)),

par un calcul entièrement similaire.
La conclusion s'obtient par densité de ̂ f 0 K (G) dans e^.
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COROLLAIRE 3.11. - Le quadruple! (M, F, îc, (p) ^n/^ (K-iv).

Démonstration. — Comme îc est implémenté par J ® Jç, on peut invoquer
3.7, 3.9 et 3.10 pour appliquer 2.3.

LEMME 3.12. - Le quadruple! (M, F, x, (p) v^n^é? (K-v).

Démonstration. — Soit xe M. Pour tout ^ e R, on a

x(a?(7l(x)))==x(7l(CT^)(x))), d'après [8], th. 3.2 (2),
= n (x (a? (x))), d'après 3.5.1,

=7r(a^(x(x))), d'après (K-v),
= <7?.((x(7r(x))), par un calcul similaire.

Ensuite, pour tous g e G et t e R, on a

^H^gW^^gf^gfWg)), d'après [8], th. 3.2 (2),
=A^(gy îx(g) i (À(g- l), d'après 3.5.2,
^^(Xfe-1)), d'après [8], th. 3.2 (2),
==a^(x(A(g))), d'après 3.5.2.

Par densité, on conclut que x o af = a^ o % pour tout ^ e R.
D'après la définition 2.1, on a obtenu le théorème suivant :

THÉORÈME 1. - Soient K = (M, F, x, (p) M^ algèbre de Kac, G un groupe
l. c., a une action de G sur K, M = M(§)^ G, (p fe ^oz^y ^r M dual de (p.
^for^ (M, F, x, (p) ^^ une algèbre de Kac, où Y et % ont été définis en 3,3 et
3.5 (a), respectivement.

Cette algèbre sera appelée le produit croisé de Kpar G (relativement à a),
et notée K (x),, G'.

4. I/algèbre duale

Dans ce paragraphe, on se propose d'étudier l'algèbre (M, F, $, $) duale
de (M, F, x, (p). On commencera par énoncer quelques résultats qui seront
utilisés ultérieurement, tout en n'étant pas dépourvus d'intérêt par eux-
mêmes.

LEMME 4.1. - Soit K = (M, F, x, (p) une algèbre de Kac, G un groupe l. c.,
a une action de G sur K. Le poids ((p o x)" sur M, dual du poids (p o x au sens
de 1.9 (c), est égal a (p o %.
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Démonstration. — On procède par étapes, en utilisant les notations
introduites en 1.9. Soit Xç Finvolution de Ji (G) définie en 2.2.2. Alors
ô o % = (% ® Xç) o ô. En effet,

ô (îc (7i Oc))) = ô (TT (x (x))), d'après 3.5.1,
= 7i (x (x)) ® Iç, d'après 1.9 (a),
= îc (Ti; (x)) 00 Iç, d'après 3.5.1,
=(îc®Xç)(7l(^)®lç),

= (î< ® Xç) (ô (TT (x))) pour tout x e M, d'après 1.9 (a),

et 8(x(À(g)))=ô(^(g-1)), d'après 3.5.2,
^fe"1)®^-1' d'après 1.9 (a),
=(%®Xç)(À.(g)®^), d'après 3.5.2 et 2.2.2,
= (x (x) Xç) (ô (K (g)) pour tout g e G, d'après 1.9 (a).

Ensuite, on a T o îc = îc o 7'. En effet,

T ° x = OM ® ̂ c)0 8 ° %, d'après 1.9 (&),
= (IM ® ̂ c) ° (x ® ̂ e) °8. d'après ce qui précède,
=xo(^<x)\|/ç)oô, parce que v|/çoîcG=v|/G,
=xoT, d'après 1.9 (fc).

Finalement,
(poî^cpoTr-^Tox, d'après 1.9 (c),

= = = ( p o 7 ^ - l o % o T , d'après ce qui précède,
= (poxoTr'^T, d'après 3.5.1,
=((poxf', d'après 1.9 (c).

PROPOSITION 4.2. - 5(5z^ K, G, a comme dans le lemme 4.1. Désignons
par K^ (resp. (K®,^) /'û/^é^ ^éc^ de K (r^. K®,G) ([17],
prop. 11.6) :

(a) a est une action de G sur K^;
(b) on ^ K Ç ( x ) , G = ( K ® , G ) ^

Démonstration. — Par définition, on a K'3 = (Af, FS x, (p o x),où
r^ (x) = a r (x) a pour tout x e M (dans ce qui suit, on utilise les opérateurs
a et S introduits au début du paragraphe 3) :

(a) il suffit de vérifier la relation P9 o o^ = (o^ (x) o^) o p pour tout ^ 6 G,
ce qui se fait sans difficultés;
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(V) résulte de 4.1, et des calculs suivants :

Sr(7i(x))Z=I:(7r®7r)(r(x))S, d'après 3.3.1,
=(7r®7r)(crr(x)(T)
=^®n)(^cy(x)), pour xeM,

2;r(À(g))S=£(X(g)®^(g))S, d'après 3.3.2,
= X (g) (g) À (g) pour g e G.

Le lemme suivant fournit l'argument central du raisonnement ultérieur.

LEMME 4.3. -^Soit (ôeM^et^e K(G, ̂  ). En notante la représentation
de Fourier de M^ on a

(^ (œ) Ç) fe) = À (û) (g)) Ç (g) p. p. (1.5).
Par conséquent, X (œ) Ç e K(G, ̂  ).

Démonstration. - En utilisant la continuité de l'application g ̂  À, (œ (g))
pour la topologie normique sur M (1.6 (a)), on montre que l'application
g h-^ (o) (g)) Ç (g) appartient à K(G,^f) pour tout Çe^(G,^f) .

Soit œ = o^ 5, Y.ôeL^G', ^f). D'après 1.8, la fonction

^'-^y^),^)00^-^

est scalairement intégrable pour la topologie normique sur M^ et ce pour
tout h e G. Comme K est continue pour les topologies normiques sur M et
M, on conclut que la fonction

^^(^ô^oa.-O,

est scalairement intégrable pour la topologie normique sur M, et que

J^X(fôyW,ô(,)ooc,-l)dg=ÀN^û),^^^oa,-,dgy

A présent, posons Ç, ri e K(G, e^f). On a
(îl|X(œ)Ç)

= (W(ô ® r|) | y ® Ç), d'après [4j, prop. 2.1.5 (û),

=JJ^((^- l®^-0^(^®^)(8(^~ lg)®î^W)|y(g)®^(/^))dgrf/^,
d'après 3.1.3,

=JJ^^1^(/î)|À(fô^(.),^(/,-^)^ÇW)^g^,
d'après [4], prop. 2.1.5 (û),
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= (^WlMA-iMfiWs^-'i,)0^1)"/,^))^^, d'après 2.8 (b),
J G J G

(^W|M<ay(9),8(A-<,)°<Vi;,)Ç(/i))rfgd/i, d'après 2.8 (ri),
JGJG

= (ilWi^((o,(A,),s(,)°a<,-i)ÇW)^^,
J Gj Gr / /r \ \

= ilW ^(œ,(,,),,^oa,-OJg Ç(/z) ,̂
JG\ \JG / /r / / r \ \

= ( T| (fo) 5i M ©y ̂  g ̂  o a^-1 dg Ç (^) ^/i, d'après ce qui précède,
JG\ \JG / /

= (TiW|?i(œ(/î))Ç(/î))d/î, d'après 1.8.
J G

Comme cette équation vaut pour tout T| e K (G, ^f ), le lemme en résulte.
On vient de démontrer, en d'autres termes, que X (œ) est déterminé par le

champ borné d'opérateurs g -> \ (œ (g)) (1.6 (b)).

COROLLAIRE 4.4. — On a :
(a) Me M®L°°(G);
(Z?) (û)i * 0)2) (g) = coi (g) * û)2 (g), cùi, 0)2 e M ,̂ g e G;
(c) o)0^)^^))0, oeM^, ^ea

Démonstration. — (a) Résulte immédiatement du lemme précédent par
^ ^ ^ x

densité de À- (M^) dans M, puisque À- (œ (g)) e M pour tout g e G.
Démontrons (b). Il est clair que l'opérateur ^ (cùi *o)2) = ^ (^1)^(^2)

est déterminé par l'un quelconque des champs d'opérateurs

g »-> À- ((©i * 0)2) fe)) ou g ̂  A (0)1 (g)) ?i (cù2 (g)).

On en conclut que

(?l((o)l*o)2)fe))Ç|î^)=(^(œl(g))^(o)2(g))Ç|î^) l.p.p.

pour tous Ç, T| e^f. Or, les deux membres de cette égalité sont continus;
elle est donc valable partout, et on a

À ((0)i * 0)2) (g)) = X (0)i (g)) À (0)2 (g))

=À(0)i(g)*0)2(g)),

pour tout g e G. Comme X est injective ([4], cor. 4.3.8), il en résulte finale-
ment (0)1 * 0)2) (g) = ^i (g) * ^2 (g) pour tout g e G.
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Pour (c), on utilise un raisonnement entièrement similaire, à partir de
l'observation que les champs d'opérateurs

g^X(œ°(g)) et g^(œ(g))* = M(co(g))°)

définissent l'opérateur X (co0) = À/ (©)*.

PROPOSITION 4 . 5 . — U algèbre de von Neumann M sous-jacente à l'algèbre
de Kac (K 0^ G)' est donnée par M = M (x) Z°° (G).

Démonstration. — L'inclusion c= se trouve dans 4.4 (a).
On a observé en 4.2 (û) que G agit sur K^; il résulte donc également de

4.4 (û) que l'algèbre de von Neumann sous-jacente à (K'' 0a G)" est incluse
dans le produit tensoriel de l'algèbre de von Neumann sous-jacente à K'3 et
de L°° (G). En utilisant 4.2 (b) et [17], proposition 11.6, cela s'écrit :

(M)' ^(My^L^G).

Par passage au commutant, on trouve

M(x)L°°(G)cM,

ce qui achève la démonstration.
Si la proposition 4.5 peut causer une certaine surprise à la lumière de la

proposition 1.4 de [17], c'est a fortiori le cas pour le résultat suivant,
énonçant que le poids de Haar sur M est, lui aussi, un produit tensoriel.
Pour l'obtenir, il faut passer par un certain nombre de lemmes techniques.

Comme dans [4] (déf. 1.1.3), on associe à (M, (p) un sous-espace dense
Jêfç de M^ et une application S de J^ dans J^ = Jf.

LEMME 4.6. — Soit / V idéal à gauche de M^ engendré par les éléments
de la forme cùç ^, où Ç et T| appartiennent au produit tensoriel algébrique
^ 0 K(G) (1.11 (a)). Alors tout œ e / a les propriétés suivantes :

(d) l'application g h-> co (g) a un support compact;
(b) tô e ̂ ;
(c) œ (g) e J^<p pour tout g e G, et a (œ) (g) = a (co (g)) p. p.
£>z OM^r^, / est dense dans M^ (pour la topologie normiqué).

Démonstration. — II résulte de 1.8 que g ^-> co (g) est à support compact
pourtoutcù=©ç^,oùÇ,^^e^I^OÂr(G).Comme(û)l*(02)(^)=œl(^)*œ2(^)
pour tous ©i, œ^ e Af^ et ^ e G (4.4 (Z?)), (û?) se vérifie pour tout œ e / .
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On a montré dans 1.12 (6) que 91̂ , 0 K(G) est inclus dans l'algèbre
hilbertienne à droite ÎÏ^. La remarque 1.1.4 de [4] implique donc que

{œ^;Ç,iie2I,OX(G)}c^,

Comme ̂  est un idéal à gauche de M^ (2.5 (û)), il en résulte (À).
Posons à présent Ç, T| e 2Ï^, /, ^ e ̂ (6'), heG, xen^. Alors

<X*,©^^<g^(7î)>

= < QCfc-1 (X*), œ^ (^ ̂  ^(fc) n > ^ ,̂ d'après 1.8,
J G

=\ f(hk)g(k)^-,(x*),w^dk,
J G

= f(.hk)g(k)(a((ù^o^.,)\^(x))dk, d'après [4], déf. 1.1.3,
J G

= | xW'^/^gWO^^KOc))^, d'après 2.8 (e),
J G=(^x?-l/2/(^)gw^û(co^,)^|A,(x)y

Comme la fonction k\-> / (k)~112 f(hk) g ( k ) u^ ^(cùç,^) est continue à
support compact pour tout À e G, l'existence de l'intégrale ne pose pas de
problème. On conclut que ^®f,r\®g(h)e Jêf<p pour tout h e G, et que

^(^®/,n®.W)= [ KW-^fWgWu.a^^dk
JG

== f xW"172/^)^)^^^)*^^JG
d'après [4], 1.1.4.2,

en utilisant la notation introduite en 1.11 (a).
D'autre part, on a p. p.

5(^ ® /,n 0 .)W = (^(r| ® g)*fê ® /))W,
d'après [4], 1.1.4.2 et 1.11 (a),

= f ^kr^gWu^^r^^DWdk,
Je
d'après 1.12 (b),

= f xW'^/W^îWii)*^.Je
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En comparant les deux expressions obtenues et par linéarité, on conclut
que, pour tous Ç, T| e ̂  0 K(G), on a ©ç, ^ (h) e J^<p pour tout h e G, et
que a (œ^ „) (À) = û (©^ „ (À)) p. p.

Finalement, supposons que ©i e M^ et ©2 = ^ç, ip Ç' 'H e ^q> 0 ^(Ç).
Alors (©i * 002) (/z) = coi W * ©2 (À) e J^<p pour tout h e G puisque J^p est
un idéal à gauche, et

5 (©i * ©2) W == (X (Pi) 5 (cù^)) (^),
1 =X(œi(/i))5((ù2)W» d'après 4.3,

== À, ((ùi (Jî)) a (©2 W). d'après ce qui précède,
=-- a (©i (/i) * ©2 W\ d'après 2.5 (fc),
= a ((©i * ©2) (h)), d'après 4.4 (fo)

(toutes ces équations n'étant valables qu'en dehors d'un ensemble négli-
geable). Par linéarité, il en résulte (c).

La dernière affirmation est une conséquence immédiate de la densité de
3T 0 K(G) dans X7 ® L2 (G) (voir la démonstration du lemme 2.1.6 de
N).

LEMME 4.7. - On a A1' ® Iç e G (K ®^ G) pour tout t e R.
Démonstration. - Notons que A1^ ® Iç = TI (A^), d'après 2.8 (/)

(rappelons que A^ e M n M').
Il en résulte que

^(A^i^ro^))
= (TT ® ̂ (HA')), d'après 3.3.1.
=(7C 070(2^0 2 )̂

==^010®^®!^

On a utilisé le fait que î^e G'(K) pour tout ^e R ([16], prop. 11.21, ou
[2], corr. 2.4).

LEMME 4.8. - Soit / comme dans le lemme 4.6. Alors X ( / ) est ultra-
faîblement dense dans M et (A^ ® lç) ̂  {/) (A"1' ® Iç) = ^ œ ̂ ^^ ̂
^ e R .

Démonstration. - Par la densité de J dans M^ (4.6) et la continuité de ̂
K ( / ) est dense (pour la topologie normique) dans \ (M^), qui est ultra-
faiblement dense dans M.

Comme S^ ® \ç e G (K ®^ 6') d'après 4.7, on a pour tout © e M^ :

(A^ ® lG)X(©)(î- îr ® 4) = X((A^ ® lç).©),
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d'après 2.6 (A). Il suffit donc de démontrer que ̂ lt (x) le).» appartient à
/ lorsque œe^/.

En outre, on sait d'après 4.7 et 2.6 (a) que, pour tous œ^, œ^ e M^,

(A1^ ® IG).(CÙI * 0)2) = (A17 ® 4).cùi * (^ ® le), û^.

En vue de la définition de / , il reste dès lors à vérifier que

(A^l^.cù^^^e^ pour tous Ç,iie9Ï<p

et/, g e K(G). Or, cela résulte de l'égalité
(A ® \o).(ù^ ®f,x\ ® g = ̂ A1^ ®/ .n ® 0 »

et du fait que S1^ Ç e Sl^, puisque ^lt e M'.
^ ^ >^

PROPOSITION 4.9. - Le poids de Haar (p sur M = M ® L°° (G) ̂  rf^w^
^ûfr $ = $ ® y.

Démonstration. - II résulte de 4.8 que X (JQ* X ( / ) est une sous-algèbre
involutive de M, ultrafaiblement dense et invariante par { of ® ^oo (G) }^R-
En outre, 4.7 et [2], lemme 2.2, impliquent que (p est invariant par

a^ (x) ^oo (G) pour tout ^eR.

Soient œi, co^ ^ / ' Alors œi, œ^ e ̂  (4.6 (b)\ et on a
$(À(œ,)*À(cùi))

= (<ï(cùi)[ 0(0)2)), d'après la formule de Plancherel [4], 3.1.10,

= (^(œi(g))|a(cù,(g)))dg, d'après 4.6 (c),

f,
= (p(^(œ2(g))*À-(©i(g)))dg, d'après la formule de Plancherel.

J G
Or, en utilisant 4.3, on voit que le champ d'opérateurs

g^Mœ,(g))*À(cOi(g)),

définit l'opérateur À, (œ^)* À- (©i). En outre, ce champ est continu à support
compact (4.6 (à)), et on peut donc appliquer 1.3 (a) :

f (p (^ (œ, (g)* ̂  (œ, (g))) dg = ($ ® JQ (X (co^)* 5. (œO).
JG

Par linéarité, on conclut que $ et (p (x) ^ coïncident sur JÎ (/Y X (/).
D'après [14] (prop. 5.9), il en résulte que $ = (p ® ^r.

La proposition suivante établit la relation entre T et %, d'une part, et la
structure coalgébrique produit tensoriel de l'autre.
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PROPOSITION 4.10. — Soit xeM. On a :
(a) F (x) = R^ (1^ ® T* ® 4) (f ® fç) (;c) (1^ ® T ® 4) ̂ , où TG a

été défini en 2.1.3, et R est l'opérateur unitaire sur Jf ® Jf vérifiant :
OT(g,/0=(^-i®l^(g,^),

7WMr ^=lC(Gx G, ^f ® ̂ f), g, /îeG;

(6) S (x) = F* (x ® Ko) (x) V, où KG et V ont été définis en 2.2.4 ^
1 . 4 (d) respectivement.

Démonstration. - (a) Soit x e M, fe L°° (G), \ e ̂ (G x G, ̂ f ®^f), g,
A G G. On a

(F(x ® /)Ç)(g, A) = ÇLW^x ® / ® 1̂  ® lç)TV£^)(g, A),
d'après [4], déf. 3.2.1,

= or(tV*(x®/ ® 1^® lG)W^)(h, g),
=cr(^-i®l^)^*(^®l^)

x ((x ® / ® 1̂  ® IG)W S 0 (g/î, g), d'après 3.1.4,
== /(g/î)a(M,-i ® l^W(u,x ® l^)(^Sy(g/î, g),
= /fe^M^-i ® 1^)^* (M/,^A- 1^-1 ® ̂ -i)

x^(^®^)(£Ç)(^,g), d'après 3.1.3,
= fW^^-i ® l^)^*(M/,x^-i,-i ® M,-i)

x1^(M^®^)oÇ(g, /î),
= fW(u^ ® l^)or^*(x ® l^)^cr(^-i ® l̂ (g, A),

en utilisant plusieurs fois 2.8 (c),
= (rG/)te, h)(u, ® i^)r(x)(M,-i ® i^)Ç(g, h),

d'après 2.2.3 et [4], 3.2.1.
On voit aisément que cette dernière expression est égale à

(^*(i^®T*®4)(r(x)®r^(/))(i^®T®iG)^ç)(g,^),
d'où le résultat par densité.

(b) Résulte sans difficultés du fait que l'involution J de Jf, canoni-
quement associée à (p, vérifie J = V * (J ® Jç) = (J ® Je) v (voir P^
exemple [8], lemme 2.8).

Remarque 4.11. - Supposons que G soit un groupe fini. Alors
M ® L°° (G) est engendré par les éléments de la forme x ® ̂ , ^ e M,
g e G, où ^ est la fonction sur G vérifiant :

^(/0=0 si A ^ g
eg(h)==l si J î=g .
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La proposition précédente permet de calculer que

F(X ® êg) = (1^ ® T* ® lG)(L.eG<À ® ^MXfOc)) ® e^-i ® ̂ )

• X (l^f ® T ® lç),

et A ^ ^
î<(^ ® ̂ ) = (o^(x(x)) ® êg-i,

où a a été défini en 2.9.
A un changement d'ordre trivial près, ces formules coïncident avec celles

de [12], 7.5.
Terminons en résumant les principaux résultats de ce paragraphe.

THÉORÈME 2. — Soient K = (M, F, x, (p) une algèbre de Kac, G un
groupe l. c., a une action de G sur K, K (x)a G = (M, F, îc, (p) fe produit
croisé de K ̂ w G. Alors l'algèbre duale est le quadruple!

(MOL^G),?,^®^),
-^

où Y et K ont été définis en 4.10.

5. Exemples

Dans ce paragraphe, on discutera brièvement quelques exemples qui
illustrent, dans des situations plus familières, les résultats obtenus.

Exemple 5.1. — Soient K == (M, r, x, (p) une algèbre de Kac, G un
groupe 1. c., a l'action triviale de G sur M (c'est-à-dire oc^ = i^ pour tout
g e G). Il est clair que a vérifie les conditions 2.7 (i) et (ii), et que c'est donc
une action sur K. Soit K(X)(, G = (M, F, îc, (p). Manifestement,

M == M ® ̂ /(G), F(x) = (1^ ® T* ® lç)(F ® rç)(x)(l^ ® T ® lç)

pour tout xe M, îc = x ® Xç, (p = (p ® \|/ç (2.2 (ûf)).
Ce cas se réduit donc à un exemple de produit tensoriel de deux algèbres

de Kac, notion qui a été étudiée en [17], I , où on démontre également que

M = M ® \M (G))' = M ® L00 (G) ([17], prop. I . 4).

Exemple 5.2. — Soient A et G des groupes 1. c. à élément unité £ et e,
respectivement, et soit P une action continue de G sur A. On construit le
produit semi-direct G = A x p G, où la multiplication est donnée par
(a, g) (b, h) = (P/,-i (a) b, gh), a, b e A, g, h e G. On peut identifier A au
sous-groupe distingué {(a, e); a e A } de G, et G au sous-groupe
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{ (^ §)'•> g e (J }- ]Em outre, G/A ̂  G (la projection canonique de G sur G
étant donnée par (a, g ) ^-> g), tandis que G/G peut être identifié (en tant
qu'espace topologique) à A, où (ûf, ^) ï—> ftg (à) est la projection canonique
de G sur A.

La mesure produit de mesures de Haar fixes sur A et G est une mesure de
Haar sur G. Cela nous permet d'identifier L2 (G) à L2 (A) ® L2 (G), et donc
à L2 (G, L2 (A)).

On définit une représentation unitaire fortement continue u de G dans
L2 (A) en posant :

(Ugf)(a)=Wl/2f^g-^a)), /eiC(A), aeA, geG

(ô (P^) est le module de l'automorphisme ^g de A). On démontre facilement
que o^ = ad Ug est un automorphisme de M (A) pour tout g e G [15].

Il n'est pas difficile de vérifier que a est également une action de G sur
l'algèbre de Kac symétrique KS(A) = (M (A), F^,^,^) associée à A
(2.2 (ûQ). On peut donc construire KS(A)®^G.

On sait que M (A) (g)^ G = ^f (A x p G) = ̂  (G), et que le poids dual
de v|/̂  est précisément le poids canonique sur Ji (G) ([15], cor. 2.6 et
prop. 2.7). Un calcul direct du coproduit et de l'involution sur Ji (A) (x)a ÏJ

démontre finalement que KS (A) (g),, G = KS (G) = KS (A x p G).
Or, d'après [4] (th. 8.1.4 (c)), on a ^5' (G)' = KA (G), l'algèbre de Kac

abélienne associée à G. On conclut donc que (KS (A) (g)^ G)" = KA (A x p G).
Ceci est exactement le contenu du théorème 2 dans la présente situation,

puisque L00 (A x p G) ̂  L00 (A) ® L°° (G),

et que la mesure de Haar sur A x p G n'est autre que le produit des mesures
de Haar sur A et G; enfin, le lecteur peut vérifier que les structures coal-
gébriques coïncident également.

Exemple 5.3. - II a été observé en 2.9 qu'étant donnée une action a sur
une algèbre de Kac, il existe une action associée a sur l'algèbre duale. Dans
le cas de l'exemple précédent, fig est l'automorphisme de L00 (A) défini par

W)=f°^-^ f^{A\ pour tout geG.

L'algèbre de von Neumann Z/00 (A) (x)^ G est engendrée par les éléments
71 (/),/e Z00 (A), et 1^ ® Kg, g e G (1.4 (é)). Or, n (/) peut être identifié à
la fonction (a, g) t->/(P.y (ûQ) sur G. Par conséquent, et en utilisant les
observations faites à l'occasion de l'exemple 5.2, on voit que n (L00 (A))
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est l'algèbre des fonctions appartenant à L°° (G) constantes sur les classes à
gauche suivant G. D'autre part, on a 1^ ® Kg = À,(^ ^. On conclut que
L00 (^4) (g)^ G est un exemple du type d'algèbres étudiées en [18] : en
utilisant la notation de TAKESAKI, on a

L00 (A) ®^G = M (G/G, U (G)).

Le théorème 1 affirme que cette algèbre peut être munie d'une structure
d'algèbre de Kac.

Il est assez remarquable de constater que l'algèbre de von Neumann sous-
jacente à l'algèbre duale est encore du même type. En effet, d'après le
théorème 2, cette algèbre est égale à M (A) ® L°° (G). Il n'est pas difficile
de prouver que M (A) (X) L°° (G) est engendrée par les éléments n (x),
x e^ (A), et 1^ ®/, /e L°° (G).

Or, TT (À^) = ̂  g), et 1^ ®/n'est autre que la fonction (a, ^) i->/(^) sur
G, c'est-à-dire que 1^ 00 L°° (G) est l'algèbre des fonctions appartenant à
L°° (G) constantes sur les classes (à gauche ou à droite) suivant A. On voit
donc que ̂  (A) 00 L°° (G) = M (G/A, U(A)), en suivant TAKESAKI [18].

La discussion qui précède suggère que les algèbres introduites en [18]
pourraient fournir de nouveaux exemples d'algèbres de Kac.
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