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PRODUIT CROISE D’UNE ALGEBRE DE KAC
PAR UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT

PAR

JeaN DE CANNIERE (*)
[Katholieke Universiteit Leuven]

RESUME. — A partir d’une algébre de Kac K = (M, T, %, ¢) et d’une action a d’un
groupe localement compact G sur M (vérifiant certaines propriétés), on construit une
nouvelle algébre de Kac K ® , G, en munissant le produit crois¢ M ® , G des structures
nécessaires. On étudie également 1’algébre de Kac duale de K ©, G.

ABsTRACT. — If K = (M, %, T, ¢) is a Kac algebra and a is an action of a locally
compact group G on M (satisfying some additional properties), it is shown that the
crossed product M ®, G can be endowed with the necessary structure so as to yield a

new Kac algebra K ® , G. Furthermore, an investigation of the dual Kac algebra of
K ®. G is made.

Introduction

La théorie des algébres de Kac, développée par M. ENOCK et
J.-M. ScHWARTZ (entre autres) dans [4] et [16], se propose d’étudier une
certaine catégorie (dont les objets sont des algébres de von Neumann
munies de structures supplémentaires) qui englobe celle des groupes locale-
ment compacts, et qui admet un foncteur de dualité généralisant la dualité
de Pontrjagin pour les groupes localement compacts abéliens.

Cette théorie présente une sérieuse lacune, a savoir la pénurie d’exemples
qui ne se réduisent pas immédiatement au cas des groupes. En effet, 2 une
exception prés [12], toutes les algébres de Kac connues sont soit abéliennes
ou symétriques (c’est-a-dire des algébres de groupe, voir [4]), soit des
produits tensoriels de telles algébres [17].

(*) Texte regu le 20 octobre 1978.

Jean DE CANNIERE, Departement Wiskunde, Katholieke Universiteit Leuven,
Celestijnenlaan 200-B, B-3030 Leuven (Belgique).
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338 J. DE CANNIERE

Les résultats exposés ici, qui décrivent une nouvelle fagon de construire
des exemples, ne comblent pas cette lacune d’une maniére pleinement
satisfaisante, puisque la construction s’effectuera & partir d’une algébre de
Kac donnée au préalable, qui sera donc fatalement du type décrit plus haut,
et d’un groupe. On montrera néanmoins dans [2] qu’on peut obtenir ainsi
des contre-exemples intéressants ([2], théoréme 3.8 et remarque 4.6).

Plus précisément, soient K = (M, I', %, ¢) une algébre de Kac, G un
groupe localement compact, o une action de G sur M. On démontrera qu’il
est possible de munir le produit croisé M &), G de M par G d’une structure
d’algébre de Kac, lorsque o vérifie certaines conditions.

L’étude de ces conditions est entreprise dans la seconde partie du para-
graphe 2, une premiére partie étant réservée au rappel de la définition des
algébres de Kac, et a la démonstration de quelques lemmes a leur sujet.

Les définitions d’un coproduit r , d’une involution % et d’un poids @ sur
M ®,G au paragraphe 3 sont fort naturelles. En particulier, le poids ¢
n’est autre que le poids dual de ¢ ([19], [8}, [9], [5]). Le théoréme 1
énonce qu’on obtient bien ainsi une algébre de Kac(M ®, G, I~“, %, §)
(qu’on appellera le produit croisé de K par G).

Le paragraphe 4 a pour but de déterminer 1’algébre duale du produit
croisé défini précédemment. L’énoncé du théoréme 2 est assez surprenant :
Il s’avére que 1’algébre de von Neumann sous-jacente & 1’algébre duale est
le produit tensoriel M ® L* (G), et que le poids de Haar correspondant est
le produit tensoriel § ® %. A la lumiére de la proposition 1.4 de [17], il
est clair que la structure coalgébrique, en revariche, devra étre « tord{ie » par
rapport a la structure produit tensoriel (cette idée est précisée dans- la
proposition 4.10).

Les quelques exemples développés au paragraphe 5 permettent finalement
d’illustrer et de rendre plausible les résultats obtenus.

Le tout est précédé d’un paragraphe premier, de caractére essentiellement
technique, qui contient des résultats préliminaires indispensables.

On remarquera, pour terminer, que ce qui suit ne constitue vraisembla-
blement qu’un premier pas vers la définition d’une notion plus générale de
« produit semi-direct d’algébres de Kac ». Les résultats décrits dans [6]
et [3] permettent en effet d’envisager une telle généralisation.

Je tiens a exprimer ma gratitude a A. VAN DAELE, qui m’a suggéré le
probléme et a suivi avec une attention active les ébauches successives de
solution.
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PRODUIT CROISE 339

Je suis reconnaissant & M. ENock et J.-M. SCHWARTZ, qui ont donné a
Louvain deux conférences au sujet des algébres de Kac, et qui m’ont signalé
Pexistence d’un exemple intéressant dans [12].

Enfin, je désire remercier également U. HAAGERUP qui ne m’a pas seule-
ment aidé a vaincre certaines difficultés techniques, mais m’a en outre
permis de prendre connaissance d’un manuscrit [11], qui est & la base d’une
simplification substantielle du raisonnement (il en existe a présent un tirage
préliminaire).

1. Rappels et résultats préliminaires

Dans la suite, M est une algébre de von Neumann, 5# un espace hilbertien,
G un groupe 1. c. (localement compact) muni d’une mesure de Haar fixe, Ag
la fonction modulaire sur G.

On notera i, I’automorphisme identique de M, 1,, I’élément unité de M
et 1, Popérateur identique sur #. On préférera cependant écrire 14 lorsque
# = L?(G).

K(G), K(G, # ) et K(G, M) désigneront respectivement l’ensemble des
fonctions complexes continues sur G a support compact, celui des fonctions
continues sur G a valeurs dans J et a support compact, et finalement celui
des fonctions sur G a valeurs dans M, +-ultrafortement continues et a
support compact. K (G, #) est dense dans L? (G, #), qu’on notera H et
qu’on identifiera & # ® L?(G). Tout xe K(G, M), considéré comme
champ mesurable d’opérateurs, définit un élément de M ® L® (G) qu’on
notera également x (on observera que tout x € K (G, M) est borné en norme).
De plus, tout élément de K (G, M) est scalairement intégrable pour la topo-
logie ultrafaible sur M, et I'intégrale appartient & M.

On utilisera sans référence particuliére les notations habituelles de la
théorie des poids n. f. s. (normaux, fidéles, semi-finis) [1].

Par &, on entendra le poids n. f. s. sur L* (G) correspondant a la mesure
de Haar choisie sur G, c’est-a-dire vérifiant :

Z(f) =Lf(g) dg,  feL*(G),

(on utilise I’intégrale supérieure essentielle).

Les résultats dont on aura besoin dans la suite ont principalement trait
a trois sujets : les poids opératoriels, les produits croisés et les poids
duaux.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 22.



340 J. DE CANNIERE

(A) Poids opératoriels

La notion a été introduite par HAAGERUP dans [10].

Soient M, N des algébres de von Neumann, ¢ un poids n. f. s. sur N.
Alors iy ® ¢ peut étre considéré comme un poids opératoriel de M @ N
sur M (a condition d’identifier M ® Cet M) ([10], déf. 5.6). La plupart des
poids opératoriels qu’on utilisera seront de ce type.

On démontre facilement, a leur sujet, le lemme suivant :

LEMME 1.1. — (@) Soient M, N des algébres de von Neumann, ¢ un poids
n. f. s. sur N. Pour tout ® € (M), et tout x dans extension de la partie
positive de M ® N ([10], déf. 1.1), on a

o ((iy ® 9)(x)) = ¢ (0 ® iy) (x))-
(b) Soient M, M,, N des algébres de von Neumann, o. un homorphisme
normal de M, dans M,, ¢ un poids n. f. s. sur N. Alors

(inr, ® ©) (2 ® iy) (%)) = o ((ipr, ® 9)(¥)),
pour tout x dans I’extension de la partie positive de M, ® N.

LeMME 1.2. — Soit x € K(G, M) positif, c’est-d-dire x (g) = 0 pour tout
g € G. En considérant x comme un élément positif de M ® L* (G), on a

(iy ® F)(x) =Lx(g)dg~
Démonstration. — Soit @ € (M),. On vérifie aisément que

(0 ® Lo (6) (X)) (8) = ®(x(g)) Lp.p. (localement presque partout).
Par conséquent, on a

o(iy® F)(x) = F (0 ® irx ) (x)) d’aprés 1.1 (a)
= L o (x(g))dg

= Q(Lx(g)dg>,

d’aprés la définition de I’intégrale de x. Le lemme est ainsi démontré.

LEMME 1.3. — (a) Soit x comme dans le lemme précédent, et soit ¢ un
poids n. f. 5. sur M. Alors

(P®F)(x)= m(jGX(g) dg)
=1 o(x(g)dg.
G
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PRODUIT CROISE 341

(b) Soit encore ¢ un poids n. f. s. sur M, et soit x e K(G, M) tel que
x (g) € ng p. p. (presque partout ), et que la fonction g — || A, (x (g)) ||, définie
p- p-» Soit de carré intégrable. Alors la fonction g — A, (x (g)) appartient a
L* (G, #,).

Démonstration. — (a) On a

(@@ F)(x) =0 ((iy ® F)(x)) d’aprés [10], théoréme 5.5

=¢<J x(g)dg) d’aprés 1.2.
G

D’autre part, ¢ est la borne supérieure d’un systéme filtrant croissant
{o,} = (M,),. Par conséquent,

<P(Lx(g)dg) = supw‘q(;x(g)dg)

=sup| o, (x(g))dg = L sup o, (x(g)) dg,

puisque toutes les fonctions g ®, (x(g)) sont positives et continues.

Finalement,
¢ (L x(g) dg) = L ¢ (x(g)dg.

(b) Notons d’abord que la fonction g (A, (x (g)) | ) est p. p. limite
ponctuelle d’une suite de fonctions continues a support compact, et est donc
mesurable pour tout £ € 5#,. Comme

[(Ae(x@)|E)]| < || Ae x| |IE]l P-D.s
elle appartient & L?(G).
D’aprés (a), on a

M (<p®97)(x*x)=L<p(x<g)*x(g»dg=LllA.(x(g))||2dg<oo,
et donc xen, g .
Soient yen,, fe K(G). On a

y®fen,,®;, AQ@&'(.V@I):AQ(.V)@L

et par conséquent

@RFA)((Y®NH*x) = Lf(?:)((/h 0 5 (0))(8)| A, (1) dg.

D’autre part, on déduit de (1) par polarisation que

@R F)(y® f)*x) = j G@(A.,(x(g»lz\,(y» dg.
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342 J. DE CANNIERE

Comme ces égalités valent pour tout f'€ K (G), on a, par densité de K (G)
dans L?(G),

(Ao 5 (N (@A (1) = (Mg (x(8) | A (") P-P-s

pour tout y € n,,. Il en résulte immédiatement
2 (Res())(@]8) =(Ag(x(2)]|E) p.p. pour tout Ee#,

On sait que A, g 5 (x) appartient & L* (G, #,), et prend donc presque
toutes ses valeurs dans un sous-espace fermé a base dénombrable de H#,.
Soit e le projecteur sur ce sous-espace. Il résulte de (2) que

(Age #(X))(8) = eAg(x(2)) p-P.
et par suite que

IAvo @I = | llenei@ de
D’aprés (1), on a également
IAve w1 = llanGei@n e
on déduit des deux derniéres égalités que
Ag(x(®)) = eAg(x(8) = (Ag o 5 (X))(®) P-P.
et donc que g — A, (x (g)) appartient & L? (G, ).
(B) Produits croisés A

Depuis la parution de [19], il existe plusieurs exposés de la théorie des
produits croisés (voir par exemple [21]). On se bornera donc a rappeler les
notations usuelles.

Soit o une action ultrafaiblement continue d’un groupe . c. G sur une
algébre de von Neumann M. On notera M=M ®., G le produit croisé
de M par G relativement a o (en général, le symbole ~ marquera tous les
objets définis par rapport au produit croisé¢). On suppose en outre que M
opére dans un espace hilbertien #, et que o admet une implémentation par
une représentation unitaire continue g — u, de G dans .

DErINITIONS 1.4. — (@) On désignera par n I’homomorphisme normal
fidéle de Z () dans £ (# ) ® L*® (G) vérifiant :

(m(x)€)(8) = u, ' xu,&(g) pour tous xe L (K),
Ee K(G, ) et ge G ([21], déf. 2.4).

TOME 107 — 1979 — N° 4



PRODUIT CROISE 343

(b) Soit g+ A, (resp. g+ p,) la représentation réguliére gauche (resp.
droite) de G dans L?(G). On pose A (g) = 1, ® A, pour tout g e G. Par
définition, M est engendrée par les opérateurs n (x), x € M, et A (g), g€ G.

(¢) On notera # (G) I’algébre de von Neumann engendrée par les opé-
rateurs A, g€ G.

(d) Soit V I’opérateur unitaire sur # = L? (G, #) = # ® L*(G)
vérifiant :

V&)(g) =u,E(g) pour tous EeK(G, #) et gel.

On se rappellera que

(1.4.1) Va(x)V*=x®1; pour tout xe.&L (),
et
(1.4.2) VA@V*=u,®\, pour tout geG

([21], prop. 2.12).
(e) Comme en [8] (lemme 2. 3 (e)), on définit une application p de K (G, M)

dans M par
p(x) =f A(@)rn(x(g)dg pour tout xe K(G, M).
G

On sait que p (K (G, M)) est une sous-algébre involutive ultrafaiblement
dense de M.

On aura besoin d’une représentation maniable des éléments du prédual
A}*. A cet effet, on pose la définition ci-aprés :

DEFINITION 1.5. — Soit w € Jv}* Pour tout g € G, on définit 0 (g) e M,

par -
(x,0@))=(m)rE™ "), o), xeM.

(On notera que cette définition a un sens, puisque l’application
x> {n(x)A(g™Y), ® ) est linéaire et ultrafaiblement continue.)

LEMME 1.6. — (a) L’application g +— o (g) est continue ( pour la topologie
normique sur M ).

® ||o@]| <||o|| pour tout g€ G.

Il est possible de retrouver ® a partir de ’application g+ ® (g) :

LEMME 1.7. — Soient encore ® et g+ ®(g) comme en 1.5. Pour tout
xe K(G, M), on a
(R, @) =L<x(g)*, o(g) ) dg.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



344 J. DE CANNIERE

Démonstration. — 1l est clair d’aprés 1.4 (e) que

p(x)* = L n(x ()M (g™ ) dg,
et donc
px)* o) = L(n(x(g)*))»(g“), o )dg

= J {x(g)*, w(g)ydg, d’apreés 1.5.
G

Ce lemme justifie 1’identification de M « & un certain ensemble d’applica-
tions de G dans M, la relation entre ® et ® (g) étant donnée par 1.5et 1.7.

11 est possible de calculer directement w (g) lorsque ® = , , ol §, M eH.

LemME 1.8. — Soient &, 1 eé?, geG.On a

o, o (8) = L O (gh), n (4 © -1 Ah,
lintégrale étant entendue scalairement.
Démonstration. — Soit xe M. On a
<x9 mg,q(8)> = <n(x))“(g_1); (Dg,n>s d,apfés 155
= J. (o-1(x) € (gh) ] n(h))dh, d’apres 1.4 (a) et (b),
G

=L<x’ O (gh), n () ° %n-1 > dh,

ce qui implique que la fonction / > ¢ (), 4 s © %-1 €St scalairement inté-
grable, d’intégrale w;, , (g).

Si € et n sont a support compact, on voit que @, ,, a également un support
compact.

(C) Poids duaux

Le concept de poids dual a été introduit par TAKESAKI ([19], déf. 5.14).
Ici on utilisera les définitions équivalentes qui en ont été données dans [9]
et [5].

Dans ce qui suit, M, G, o et M sont comme en (B). En outre, ¢ est un
poids n. f. s. sur M.

DEFINITIONS 1.9. — (a) On notera 8 ’homomorphisme normal fidéle de M
dans M ® A (G) vérifiant :

dr(x) =n(x)®1; xeM
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PRODUIT CROISE 345

o 50.(2)=Me)®,, geG

([13], théoréme 1; pour les notations, voir 1.4 (a), (b) et (c)).
(b) Soit Y le poids canonique sur 4 (G) ([9], déf. 2.2). En posant
T(x) = (i ® Vo) 3(x)) pour tout xeM,,
on définit un poids opératoriel T de Msur £M ) ([5], lemme 2).

(¢) Le poids n. f. 5. § = 9o~ ! o T sur M s’appelle le poids dual de ¢
([9], th. 3.1 (@); [SD.

Lemme 1.10. — Soit x € K (G, M). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

@) p)en; (1.4 (@),

(i) x (g) €ny p. p., et la fonction g+ || A, (x (2)) ||, définie p. p., est de
carré intégrable.

Si Pune ou I'autre de ces conditions est vérifiée, on a
Az (n(x)(8) = Ay (x(8)) p.p.

Démonstration. — Soit T comme en 1.9 (b). D’aprés [9] (th. 3.1 (¢)) et
[8] (lemme 2.3 (b)), on a

T(u(x)*p(x) = E(Lx(g)*x(g) dg)-

Par conséquent,
6)) PRE* ) =0 (J X (8)*x(g) dg) , d’apres 1.9 ()

= Gq)(X(g)*X(g))dg, d’aprés 1.3 (a),

ce qui implique la premiére partie du lemme.

On suppose maintenant que x vérifie (i) et (ii). Soient y € n,, f € K(G).
D’aprés [8] (th. 3.2 (1)), on a

et donc r(y® feng, As(r(y® ) =41 ®f,

©) PO N*RE) = j . 7@ A3 (r(x)(@)| A, () dg.
D’autre part, on déduit de (1) par polarisation que

©) PO ® H*uE) = Lf(—g)w(y*x(g)) dg
= f Gng)(A,,(x(g))|A¢(y))dg.
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346 J. DE CANNIERE

On sait d’aprés 1.3 (b) que la fonction g A, (x(g)) appartient 2
L* (G, #,) = A’y le lemme résulte alors d’une comparaison de (2) et (3),
par densité du produit tensoriel algébrique A, (n,) © K(G) dans Hy.

DEFINITIONS 1.11. — (@) On notera U, et Az les algebres hilbertiennes a
gauche achevées associées 2 @ et ¢ d’aprés [1], et A et Az les algébres
hilbertiennes a droite correspondantes. Les représentations réguliéres de ces
algébres seront notées m;, T;, T, et T,, respectivement.

(b) Notons C, I’ensemble des x € K (G, M) vérifiant les conditions équi-
valentes du lemme 1.10.

LeMME 1.12 (¢f. [19], lemme 5.18). — On suppose que ¢ est relativement
invariant par o ([19], déf. 5.1), c’est-d-dire que, pour tout g € G, il existe un
nombre ¥y, (g) > 0 tel que ¢ o o, = % (g) .

(@) On a o, (n,) = n, pour tout g € G, et I'implémentation canonique g + u,
de o dans # , [7] vérifie :

g Ag(x) = %(8) ™2 Ay (o (),
pour tous xen, et geG.

(b) Avec les notations introduites en 1.11 (a), on a
A, © K(G) = s (produit tensoriel algébrique)

et

TLE®f)=mE® IG)L FE& D@ Ac(g)™*u, ® pydg,

E®N'@=FE D@ " u e,
pour tous & € W, et fe K(G) (p, a été défini en 1.4 (D).
Démonstration. — (a) est une conséquence immédiate de [8], lemme 2.11.

Notons y € M et LeAy = ‘7;«» les membres de droite des égalités figurant
dans la seconde partie de 1’énoncé.
Soient xe C, (1.11 (b)) et ne K(G, #,). On a

AR ) = .l f(g D (@) (m, (&) uy Ay (x (hg)) | n (h) dh dg,

d apres 1.10,
= J (&™) (m, (&) Ap (0, (x (hg))) | n (k) dh dg,

Jaele
d apres la premiére partie du lemme,

= [ (&™) (o, (x(hg)§| n(h)) dh dg,

JGJG

—-(u(x)(&@f)ln) d’aprés [8], lemme 2.4.
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PRODUIT CROISE 347

Par densité, on obtient :

YA;(R(x)) =p(x)(E® f) pour tout xeC,,.

D’autre part, pour tous x e C, et n€ K(G, #,), on a
D*A; () |m) = . f(g“l)x(g)”z(/\ (x(h) |7, (&) u,m (hg)) dh dg,

dapres 1.10,
= f&H 1@ 2 (uy  x (W)€ | n(hg)) dg dh

JGJG
)

= . f(g'lh)x(h_lg)”z(uru,X(h)&"In(g))dhdg

= f(h)X(h Y2 (o (x (gh) u, & | (2)) dg dh
= (u(x)Z;l'q) d’aprés [8], lemme 2.4,

d’ov
ou y*A;((x)) = pn(x){ pour tout xeC,.

D’aprés [8], Ay (1(C,)) contient une algébre hilbertienne équivalente a
Ax. On peut dés lors appliquer le lemme 2.3 de [20] pour conclure que

EQ@feUz, mWME®N=y et ERF) =4

Notons que la fonction g — ¥ (g) est nécessairement continue, par suite de
la continuité de g — u, ([19], cor. 3.6).

2. Action d’un groupe sur une algébre de Kac

DEFINITION 2.1 (¢f. [16], th. IL. 16). — Une algébre de Kac est un quadru-
plet K = (M, T, %, ¢) vérifiant :

(K-i) (M, T, ») est une algébre de Hopf-von Neumann involutive
([4], déf. 1.2.1);

(K-ii) ¢ est un pdids n. f. s. sur M;
(K-iii) pour tout xe M., ona (i ® ¢) (I (x)) = @ (x) 1
(K-iv) pour tous x, yen, on a
(in @ ) (L ® YT (%)) = % ((ipe ® ) (T (¥*) (13 ® X))
(K-v) ®o 6} = 6%, 0% pour tout e R.
Le poids ¢ (qui est unique, a un facteur positif prés [16], th. III.3) sera
" appelé poids de Haar sur (M, T, ) ou, par abus de langage, sur M
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([16], déf. 1.13). On supposera toujours que M opére sur I’espace hilbertien
H o, qui sera simplement noté .

Pour la théorie des algebres de Kac, on se référera a [4] et [16], dont on
empruntera les concepts et les notations nécessz :res. Tel sera, en particulier,
le cas pour I'opérateur fondamental W, la représentation de Fourier A,
I’algébre duale K = (M, T, % 3) et le groupe intrinséque G (K), associés
a une algébre de Kac K = (M, T, %, 9) ([4], prop. 2.1.1, rem. 2.1.11,
déf. 4.2.3; [16], th. I.10). Le prédual M, est une algébre de Banach pour

le produit * et I'involution o ([4], déf. 1.2.2). Comme en [4] (déf. 1.1.3),
on définit également le sous-espace £, de M, et I’application a de %,
dans 2.

Convenons encore de noter A (resp. K) I’opérateur modulaire associé a ¢
(resp. ), et J (resp. J) I'involution correspondante de #.
A tout groupe 1. c. G, on peut associer deux algébres de Kac.

DEFINITIONS 2.2. — Soit G un groupe 1. c.
(a) On notera KS (G) = (A (G); Tg, %g, Vg) (1.4 (¢); 1.9 (b)) Ialgébre
de Kac symétrique associée a G ([4], prop. 8.1.3). Rappelons les formules

(2.2.1) Fe)=%®2,
et
(2.2.2) xg(A) =2, ' pour tout geG (1.4 (b)).

On notera J; 'involution de L (G) associée.
(b) L algébre de Kac abélienne associée a G ([4], prop. 8.1.1) sera notée
KA (G) =(L® (G), T, %g, F), ot on a

2.2.3) 6 /) (e W) = f (gh)

et

(2.2.4) (e )@ =f(@E ") Lp.p.

pour tout fe€ L* (G). L’involution jc de L? (G) associée vérifie :
2.2.5) TN =1@ p.p

pour tout fe L? (G) ([4], 8.1.7).

(¢) Par U, on désignera ’opérateur fondamental de KS (G), c’est-a-dire
I’opérateur unitaire de L? (G x G) qui vérifie :

(2.2.6) U N m=Ffh""gh),
pour tous fe K(GxG), g, he G ([4], 8.1.7).
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On aura besoin de quelques résultats supplémentaires au sujet des algébres
de Kac. Tout d’abord, il est possible de reformuler ’axiome (K-iv) & 1’aide
de Dl’opérateur fondamental W (qui est défini pour tout quadruplet
(M, T, %, ¢) vérifiant (K-i), (K-ii) et (K-iii); [4], prop. 2.1.1) :

LEMME 2.3. — (a) Soit (M, T, %, @) un quadruplet vérifiant (K-1), (K-ii) et
(K-iii). Alors (K-iv) est équivalent a (K-iv)’ :
(0ox®ig)(W) =(0® if) (W*) pour tout ®eM,.
(b) En outre, (K-iv)' est équivalent a la propriété
(Ve | ®8) =(1RB|W(@®?d)
pour tous o, B, vy, d €, ou V est une implémentation quelconque de .

Démonstration. — (a) Toute algébre de Kac vérifie (K-iv)' ([16],
lemme II.13). D’autre part, en parcourant la démonstration du lemme II. 14
de [16], on se rend compte que (K-i), (K-ii), (K-iii) et (K-iv)" impliquent
(K-iv).

(b) Se déduit sans difficulté de la relation o, 0% = @y, 4, (@, BeH),
utilisée au cours de la démonstration de la proposition 2.2.4 de [4].

DEFINITION 2.4. — Soient M une algébre de von Neumann, e M,
x € M. On définit x. € M, par

Ky, x.0)=_yx, o) pour tout yeM.

LeEMME 2.5. — Soit K = (M, T, %, ¢) une algébre de Kac :

(@) &£, est un idéal a gauche de M, ;

(b) pour tous we M, et ® €L, on a A (0)a(®) = a(o*a’);

(c) pour tous we L, et xe M, on a x.0 € %, et a(x.0) = xa (o).

Démonstration. — (a) Résulte de la proposition 2.1.3 (b) de [4], et de
[11], corollaire 7 ;

(b) pour tout o' e Z,, on a A(w)en; et Ag(A (o)) = a(@) ([4],
prop. 3.1.9).
Soit we M; on a

A (@) Ag(M (@) = Ag(M (@) A ()
=A;(M(0* ), daprés [4], prop. 2.1.9,
=a(0xw’), dapres (a) et [4], prop. 3.1.9.
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(¢) Soient we Z,, xe M, y€n, On a
(Y, x.0)={y*x, o>, dapres 2.4,
= (a(w)| Ay (x*y)), d’anres [4], déf. 1.1.3,
= (a(@)|x* A, (»)),
= (xa(0) | A, (1)),

ce qui implique le lemme d’aprés [4], déf. 1.1.3.

LEMME 2.6. — Soient K = (M, T, %, ¢) une algébre de Kac, G (K) son
groupe intrinséque,u € G (K) :
(@) Pour tous o, o' €M, on a u.(®*0') = (u.0)*(u.0').
(b) Pour tout e M, on a uk (o) u* =\ (u.0).
Démonstration. — (a) Soit xe M. Comme I'(u) = u ® u, on a
{x,u(0*0)> ={xu, o*xo'y, daprés 2.4,
=(T'(xu), o@w' ), d’aprés [4], déf. 1.2.2,
=(I'MNueu),oo)
={I'(x), u.0Qu.0'), daprés 2.4,
=(x, (u.0)*(u.0)), daprés [4], déf. 1.2.2.
(b) Soit o' € Z,. On a
ur(@u*a(0)=uk(®)a(w*.o), dapres 2.5 (c),
=ua(o*u*.0)), dapres 2.5 (b),
=a(u.(o*u*. o)), dapres 2.5 (c),
=a((u.0)*w’), daprés (a) ci-dessus,
=Au.0)a(®), daprés 2.5 (b).
Comme a(%,) est dense dans # ([4], rem. 1.1.4), on a bien
ud(@u* =A(u.o).
Introduisons a présent la notion principale de ce paragraphe.

DErINITION 2.7. — Soient K = (M, T', %, @) une algébre de Kac, G un
groupe l. c., a : G —» Aut M une action ultrafaiblement continue de G
sur M. On dira que o est une action de G sur K si :

(@) Tooy=(r,® )0

(i) ®oa, = a, o % pour tout geG.

On remarquera qu’il n’est pas question de ¢ dans cette définition. En fait,
les conditions (i) et (ii) impliquent un comportement particuliérement
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favorable de o par rapport a ¢. D’aprés [16], cor. I1I.4, a, est un A -auto-
morphisme de K pour tout g € G ([4], déf. 5.1.2); par conséquent il existe
un nombre positif x (g) tel que

(2.7.1) Qoo =%(8)0,

c’est-a-dire que ¢ est relativement invariant par o.

L’implémentation canonique g > u, de a est donc donnée par 1.12 (a).
Elle a les propriétés suivantes :

PROPOSITION 2.8 :

(@) u, J = Ju, pour tout geG.

() o5, o0t = Oup,ug> BiYEHX, €.

() u,@u) W= W(u,@u,), geG.

@) Moo ) =u,A(@u !, oeM,, geG.

(e) pour tout vne &,, on a woo, €L, pour tout geG, et

a(woo,) = x%(@)"*u; " a(w).

f) uygug'1 = A, geG.

Démonstration. — (a) se vérifie par définition de ’implémentation cano-
nique ([7], th. 3.2), tandis que (b), (c), (d), (e) et (f) correspondent a [4],
prop. 5.4.1, (¢), (d), (e), (f) et (g), respectivement.

Il résulte de 2.8 (d ) que, pour tout g € G, I’application A (@) — A (® o o 1)
se prolonge par continuité en un automorphisme &g de ]l//}, implémenté par
u,. Ces automorphismes forment un groupe par lequel G agit sur M ; cette
action est ultrafaiblement continue. En outre, 2.8 (c) et (¢) impliquent que &
vérifie les conditions 2.7 par rapport 2 K = (M, T, %, 9) ([4], 3.2.1 et
3.3.2). Ceci justifie la définition suivante :

DEFINITION 2.9. — Soit o une action de G sur K. L’action & de G sur K
sera appelée ’action associée a a.

PROPOSITION 2.10. — En utilisant les notations de 2.7 et 2.9, on a :

@ 68, =x(""'% geC.

(b) & est canoniquement implémenté par g+ u,.

(¢) ug./i= .7ug, geg.

Démonstration. — D’aprés [4], prop. 6.2.2, &, n’est autre chose que
Pautomorphisme dual de o, '. Dans ces conditions, (a) résulte de [4],

th. 6.2.4 (dans 1’énoncé duquel il convient cependant de remplacer k!
par k,).
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Soit w € Z,. Pour tout ge G, on a
u, Ag(M(0)) = u,a(w), d’apres [4], prop. 3.1.9,
=x(e"*a(woa, "), dapres 2.8 (e),
=x(8)"* A;(A(woa, ")), d’aprés [4], prop. 3.1.9,
=% (8)"* Ay(d, (A (w))), d’aprés 2.9.
Compte tenu de (a), cette derniére égalité correspond a 1.12 (g), et on
conclut par densité de a (&,) dans 5# ([4], rem. 1.1.4).
(c) se déduit alors par dualité de 2.8 (a).

3. Produit croisé d’une algébre de Kac par un groupe

Dans tout ce paragraphe, K = (M, I', %, @) est une algébre de Kac, G un
groupe 1. c. muni d’une mesure de Haar fixe, o une action de G sur K. Il

s’agira de montrer que le produit croisé M ), G (qu’on notera souvent M )
peut étre muni d’une structure fort naturelle d’algébre de Kac. On
examinera, dans l’ordre, le coproduit, I’involution et le poids de Haar.

Les lettres o, o, et ¥ désigneront les opérateurs unitaires sur # @ #,
L*(G) @ L2 (G) et # ® H# respectivement, qui « échangent les facteurs ».
De méme, 1 : L?> (G) ® # — # ® L*(G) sera défini par la relation

T(fRY=ERf, [feL*(G), EteH#.

DEFINITION 3.1. — Soient U et © comme en 2.2 (c) et 1.4 (a), respecti-
vement. On pose

@ U=(r®@T*®15)(lr ®ly ® U)(lp ® T ® 1)
b W=m®mn)W)U.
U et W sont des opérateurs unitaires sur # ® #. Pour tous

EeK(GRG, #®H), g heG,
on a les relations

(3.1.1) (UE)(g, h)=E(h™'g, k), dapres 2.2.6,
(3.1.2) (U*E)(g, h) = &(hg, h),

(3.1.3) WE(g, h) = (u; ' @uy YW (u, @ up)E(h ™" g, h),
et, en utilisant 2.8 (c),

(3.1.9) W*E) g, b) =y : ® Le)W*(u, ® 1,6) E(hg, h).
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LEMME 3.2 :
@ Wlz®@n(x) W* =@ [ (x), xe M.
) Wz ®r@)W* =1 ®A(g), g€GC.
Démonstration. — (a) Soient xe M, {e K(GXG,# ® #),g,heG.Ona
(U1 ®n(x) U*E) (8 h) = (Le ® 1, ®n(x) U*E) (W' g, h),
d’aprés 3.1.1,

= (Le® oy () (U*E)(h 1 g, h),
d’aprés 1.4 (a),

=(le®a, ' (x)E(, h),
d’apres 3.1.2,

=((17®nx)E) (g, h),
d’aprés 1.4 (a).

Par continuité, il en résulte U (1 ® ©(x)) U* =1 % ® m(x) pour tout
xe M.
Par conséquent,
W1z ®@n)W* = ®@m)(W) (1 ®n(x) (@ m)(W*), dapres 3.1 (b),
=@ m)(W (1 ®X)W™),
=(n@mn)([(x)), d’aprés [4], prop. 2.1.5 (c),
pour tout x € M, ce qu’il fallait démontrer.
(b) Soienté e K(GX G, # ® #),g,h, k eG. Alors
W (15 @ L@)W*E) (h, k)

= (u; @ uy HW (u, @ ) (15 @ M@)W*E) (k™1 b, k),
d’aprés 3.1.3,

= (up " ® uy YW (u, ® u) W*E) (k™' h, g~ k),

= (Up-1 @ up- )W (1, ® uk)W* (-1, ® 1;?)&(8—1 h, 8_1k),
d’aprés 3.1.4,

=&(@g 'h, g7 k),
d’aprés 2.8 (c), d’ou le résultat par continuité.

PROPOSITION 3.3. — Pour tout x € M, on définit T x) = VT’(I,}; ® x) W *.
Alors T est un coproduit sur M ([4], déf. 1.2.1.2) qui vérifie :

(3.3.1) Frx)=m@n(x), xeM,
(3.3.2) T(A()=*E®M\(g), geG.
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Démonstration. — 1l est clair, d’aprés 3.2, que T est un homomorphisme

normal fidéle de A dans M ® A tel que ra i) = 1y ® 15. Il reste donc a
vérifier la seule coassociativité. Il suffit de le faire sur les générateurs = (x),

xe M, et M(g), g€ G, de M, en utilisant un argument de continuité.
Soit donc d’abord xe M. On a

(7®@DDE®) = (i ®D(r@m)(T'(x)), dapres 3.2 (a),
= (@@ ((iy ®DT)(x)), dapres 3.2 (a),

=r®rM)(((T'® iy T)(x))
par la coassociativité de T,

= (T ®imT)(n(x)), en utilisant deux fois 3.2 (a).
Supposons ensuite g € G. Alors

(@ DD () = (7D (M(g) ®A(g)
=2 ®r(g)®™A(2)
= (T®inD (),
par un usage répété de 3.2 (b).
En vue de la définition d’une involution de ]\7, on a besoin de certaines
propriétés de ’involution J ® fG de # (2.2.5).
LEMME 3.4. — Soit V comme en 1.4 (d). On a :
@ @IV =vIeIy.
®) T®IT)m(x)* T ® Tg) = = (x(x)), xe M.
© T®IM@*T®T) =1(e™"), g€G.
Démonstration. — (a) Soient &, &, €, f;, f, € L>(G). On a

(T@TIV & ® )& 1)
= ((J®JG)(§2 ®f2)|V(En ®f1))

= qu_@f@(3§2|ug§1)dg, d’aprés 1.4 (d) et 2.2.5,

™

=| 7 (©) (@) T u,&, | €,) dg

= Gfl—(_g)%(uﬁ £ |E2)dg, daprés 2.10 (o),
VI®T)E ® f)|E:® £),

d’ou le résultat par continuité.

I
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(b) Soit x e M. Alors
TRI)nx)*T®T)=V*T @IV ax*V*T @IV, dapres (a),
=1*T®T)x*®16)T®T,)V, dapres 1.4.1,
=V*(x(x) ® 1)V, d’apres [4], cor. 3.1.5 (a),
=n(x(x)), daprés 1.4.1.
(¢) Soit geG. On a
@I T ®T) =T ®T)(Le @1 NI ®T), dapres 1.4 (b),
=1,®A, ', daprés 2.2.5,
=g,
PROPOSITION 3.5. — (@) Pour tout x € A7[, on définit
i) =00T)x* 18T
Alors % est un antiautomorphisme involutif de M, qui vérifie :
(3.5.1) x(n(x)) =n(x(x)), xeM

(3.5.2) x(M(2) =A(g™h), geG.
(b) Le triplet (]\71, f, %) est une algébre de Hopf-von Neumann involutive
([4], déf. 1.2.1).

Démonstration. — (a) résulte de 3.4 (b) et (¢), ainsi que des propriétés
de Jet jc- Pour démontrer (b), on utilise les opérateurs X et o introduits au
début de ce paragraphe. Il s’agit de vérifier la relation

SEEE)E = %@ 0 (T (),
pour tout x € M. Une fois de plus, on se limitera aux générateurs de M, en
invoquant un argument de continuité.
Soit donc d’abord xe M. On a
ST GEm))E ==L (n(x(x)E, d’aprés 3.5.1,
=X(n@n)(F(x(x))X, daprés 3.3.1,
=(n@m)(cI'(x(x))o)
=(r®n)((x®%)([(x)), dapres [4], déf. 1.2.1,
=®#®%) ([ (n(x), dapres 3.5.1 et 3.3.1.
Ensuite onla, pour tout g € G,
STEO@)E =T (Mg~ Y)E, daprés 3.5.2,
=2AEg Hr(g YY)z, daprés 3.3.2,
=reg H®ArE™)
= (i@i)(f‘(k(g))), d’aprés 3.5.2 et 3.3.2.
Ceci achéve la démonstration.
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A présent, il faut introduire un poids. I s’avére que le poids dual ¢ sur A7
(1.9 (¢)) est un poids de Haar sur (AZ 1:, %).

LeMME 3.6. — Soit T le poids opératoriel défini en 1.9 (b). On a
(g®T) (1: (x) = r (T (x)) pour tout x e M + (dans le membre de droite,
on a prolongé T a Pextension de la partie positive de M ([10], déf. 1.1)).

Démonstration. — Soient & et y; comme en 1.9 (a) et (b).

On prouvera d’abord la relation (i ® 6) o r =(f ® iy @) ° 0 (), quil
suffit de vérifier pour les générateurs n (x), xe M, et A(g), g€ G, de M.
Soit donc x € M. Alors

(in ® O[T (n(x) = (ig ® ) (T ®m) (T (), dapres 3.3.1,
=rn)T(x)®1; dJdaprés 1.9 (a),
=Trx)® 15, d’aprés 3.3.1,
=T ® i) (n(x), dapres 1.9 (a).
Pour ge G, on a :
(i7®@)T (A (@) =(i®3) (A (g) ®A(g)), d’apreés 3.3.2,
=Mg ®r(®L,, dlapres 1.9 (a),
=TM)® A,, d’aprés 3.3.2,
= (f ® iu @) (O (2)),
et la relation (1) en résulte.

Posons ensuite xe M,. On a

(i ® T)(T (%) = (i ® i ® V) (i @ 8)(T' ())), d’apres 1.9 (b),
=(i# ® i ® V) (T ® i) (3(x), dapres (1),
=T (@ V(W) daprss 1.1 (b),
=T(T(x)), ce qui achéve la démonstration.

PROPOSITION 3.7. — Le quadruplet (]\7, f, %, ©) vérifie (K-iii).
Démonstration. — Soit xe M,. On a

(R®PT X)) =@ ) (IH®n V(g @T)((x), dapres 1.9 (c),
= (g ®9)(ix®n ) (T(T(x)), dapres 3.6,
=([H® O ® i) (T ((n™'T)(x))), d’aprés 3.3.1,
=n((iy ® P)(T((n™' o T)(x))), d’aprés 1.1 (b),
=n(e((n ' oT)(x))1,), par (K-iii) appliqué a (M, T, %, 9),
=mn(9(x)1,), d’aprés 1.9 (c),
=¢(x)15, ce qu'il fallait démontrer.
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Dés a présent, on peut associer un opérateur fondamental au quadruplet
(M, T, %, ) ([4], prop. 2.1.1). L objectif suivant est de démontrer que cet

opérateur n’est autre que 1’unitaire W introduit en 3.1 (b). On explicite
ainsi ce que suggérait la notation, qui s’en trouve justifiée.

Pour tout ze K(GxG, M ® M), posons

rOW(2) = LJ'G (A (@) @A (M) (n®m)(z(g, h))dgdh.

Il est clair que (L ® W (2) e M® M.
On définit une action o ® o de Gx G sur M ® M en posant

oA® o, =0 ®x, pour tous g, heG.

Le produit crois¢ (M ® M) Q) 4g, (G x G) est manifestement isomorphe a
M ® M. De plus, a cet isomorphisme prés, B ® p correspond a I’application
définie en 1.4 (e), et ¢ @ ¢ est le poids dual de ¢ ® ¢.

LemME 3.8. — Soient x, y € K(G, M). On définit une application z de
GxGdans M ® M par

z2(g, h) = (ug ' @ uy YW (L ® u, y (h)uy YW* (u, ® uy)
x(x(h"'g)®1,), g heG.
Alors ze K(GxG, M ® M), et
ROWE =TEE)RE 1)

Démonstration. — La continuité * -ultraforte de z se démontre facilement
en utilisant la continuité de x, y et 4, a condition de se rappeler que x et y
sont bornés en norme. Il est également immédiat que z est & support compact,
étant donné que x et y le sont.

Pour vérifier la formule dans 1’énoncé, supposons & € K (Gx G, # ® H).
Comme dans [8], lemme 2.4, on calcule aisément que, pour tous g, k€ G,

(r@W(2)E) (g h) = J‘ija(uk ® uy) z(gk, hl)(uy * @ u; HEKk™, 171 dkdl
=I J 5 @ YW (L @ity y (hl) -y )W 4y @iy

x(uex (" h ™ gk)uy ' @ 1) E(k™ Y, 171 dk dl.
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D’autre part

TR R 129 b _
=Wz @uONW* (M) @ 17)8)(g h). dapres 3.3,

= (uy ' @ uy YW (u, ® uy) (L ® () W*
x((X)®1z)E)(h~'g, h), daprés 3.1.3,
=(u; ' @uy YW (1, ® u,,)J (e ®@uy(hDu; ")
x (F* (n(x) ® 13?)5)(’1_1(;, I7Ydl, . d’aprés [8], lemme 2.4,
= (" @u YW | (4 @y (b)) (-1 ® L)

XW* (-1, ® L) (W) @ 15) E)(IT R g, 171 dl,
d’aprés 3.1.4,

= (ug—l ®u, 1)W G(uh ®uuyhl)u; l)W*(uh“‘g ® 1x)

xJ‘ (o x (" gk)ur ' © 1) E(k™Y, 1™ Y dkdl,
G
d’aprés [8], lemme 2.4,

= (' ® u,:l)Wf f (e @ty (D i YW (g @ )

(e x (" R gk)ur @ 1,,) E(k™, 171 dk d,
d’aprés 2.8 (¢).

En comparant les deux expressions obtenues, on trouve le résultat désiré.

~

PROPOSITION 3.9. — W est I’opérateur fondamental associé a (M, T, %, )
d’aprés la proposition 2.11 de [4].

Démonstration. — Soient x, y € C, (1.11 (b)). On définit z comme en 3.8.
Comme p (x), p (p) € i, il résulte de 3.8 et de (K-iii) que (1 ® ) (2) € nzg5
([4], remarque précédant la proposition 2.1.1). Pour presque tous g, 4 € G,
on a

W (As (1(x) ® Az (W) (g, B

= (uy ' @ uy YW (u, ® uy) (Az (0 () (h ™' 8) @ Az (n(») (h)),
d’aprés 3.1.3,

= (uy; ' @ uy YW (u, ® up) (Ap (x(h™ " 8)) @ Ay (y (W),
d’apres 1.10,

=x @72 a ()T (ugt @ uy W (Mg (0 (x (h ™ 2))) ® Ay (o (y (W))),
d’aprés 1.12 (a),
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=@ a7 (g @ up ) Ag o o (T (0 (¥ () (o, (x (h* 2)) ® 1)),
d’apres [4], prop. 2.1,
= Aq> ®q)((ug_1 ® uh I)W(l.# ® uhy(h)uh_l)
xW*(u,x(h™ ' g)u; ' ® 1,4)(u,®u,)), d’aprés 1.12 (a),
= Aq> ® q,(Z (ga h))
En appliquant 1.10 au poids ¢ ® ¢ et a ’action o ® o sur M ® M, et
compte tenu des remarques qui précédent le lemme 3.8, on a
Ao oo(z(g 1) =NA505(LOW(2))(g h) p.p.

Par conséquent,

W (Mg (1) ® Ag(R(Y)) = Ag 05 (R O W) (2)
= A0 T MO REX) ®17), daprés 3.8.
Comme Az (1 (C,)) est dense dans # (cela résulte de [8], lemme 2.5 (4)),
la proposition se vérifie.
Au lieu de prouver directement que (M, T, %, @) vérifie I’axiome (K-iv)
(ce qui parait fort compliqué), on utilisera plut6t la proposition précédente

pour montrer la validité de la propriété équivalente (K-iv)’ figurant dans
I’énoncé de 2.3.

LemMe 3.10. — Pour tous o, B, v, 86]7,
W8T P |I0I)1®8) =01 BT (@®8).
Démonstration. — Soient a, B, v, €, a, b, ¢, de K(G). On a
W(Ia@Ja@pb)|I10Ic®50d)
= a(h g)b(h)C(g)d(h)((u_l®u;.’1)W

JGJ

x(u ®u,,)(Ja®B)|Jy®8)dgdh d’aprés 3.1.3 et 2.2.5,

m

=| | a T b)c(e)d(h)

JeJa

X W(ju a®u,,B)|ju Y ®u,8)dgdh, d’aprés 2.10 (c),

= a(h Tg)b(h)c(g)d(h)
x(u Y ® u,B|W (u,00@u,8))dgdh, d’apres 2.3 (b),
=(1®c@BRO|W(2®a®5Q ),
par un calcul entiérement similaire.
La conclusion s’obtient par densité de # © K (G) dans #.

~
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COROLLAIRE 3.11. — Le quadruplet (M, T, %, §) vérifie (K-iv).

Démonstration. — Comme % est implémenté par J® .76, on peut invoquer
3.7, 3.9 et 3.10 pour appliquer 2.3.

LEMME 3.12. — Le quadruplet (M, T, %, §) vérifie (K-v).
Démonstration. — Soit x e M. Pour tout te R, on a
% (c?(n(x))) = #(n(c?(x))), daprés [8], th. 3.2 (2),
=n(x(c?(x))), d’aprés 3.5.1,
=n(c®,(x(x))), daprés (K-v),

=o%,(%(n(x))), par un calcul similaire.
Ensuite, pour tous ge Get reR, on a

%(c? (M (@) = Ag (@)"1(8)"%(M(g)), d’aprés [8], th. 3.2 (2),
=As(®"2(®"M(g™"), d’aprés 3.5.2,
=c®,(M(g™ "), d’aprés [8], th. 3.2 (2),
=o%,(%(A(g))), d’aprés 3.5.2.

Par densité, on conclut que % o ¥ = 6%, o % pour tout ¢ € R.
D’aprés la définition 2.1, on a obtenu le théoréme suivant :

THEOREME 1. — Soient K = (M, T, %, @) une algébre de Kac, G un groupe
I. c., o une action de G sur K, M = M &, G, ¢ le poids sur M dual de 0.
Alors (]l7[, T, %, () est une algébre de Kac, ou T et % ont é1é définis en 3.3 et
3.5(a), respectivement.

Cette algébre sera appelée le produit croisé de K par G (relativement a o),
et notée K®, G.

4. L’algébre duale

Dans ce paragraphe, on se propose d’étudier 1’algébre (M, T, %, $) duale
de (M, T, %, ®). On commencera par énoncer quelques résultats qui seront
utilisés ultérieurement, tout en n’étant pas dépourvus d’intérét par eux-
mémes.

LEMME4.1. — Soit K = (M, T, %, @) une algébre de Kac, G un groupe l. c.,

o une action de G sur K. Le poids (¢ o %)" sur M, dual du poids ¢ o % au sens
de 1.9 (c), est égal @ ¢ o %.
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Démonstration. — On procéde par étapes, en utilisant les notations
introduites en 1.9. Soit % U'involution de ./ (G) définie en 2.2.2. Alors
do% = (% ® ng) o 6. En effet,

d(k(n(x)) = 8(n(%(x)), daprés 3.5.1,
=n(x(x)® 1, daprés 1.9 (a),
=%(n(x))®1;, d’aprés 3.5.1,
= (1 ® %) (n(x) ® 15), _
=% ®xg)(3(n(x))) pour tout xeM, d’aprés 1.9 (a),

L S@O(2) =5(A(g"Y), daprés 3.5.2,

=Ag H®A,-1, daprés 1.9 (a),
=®®%:)(AM() ®A,), daprés 3.5.2 et 2.2.2,
=% ®%5)(3(AL(g)) pour tout geG, d’aprés 1.9 (a).

Ensuite, on a To% = %o T. En effet,

To% = (i ®Yg)odo%, d’aprés 1.9 (b),

= (i @ Vg)o(k ®xg)od, d’aprés ce qui précéde,

= %o (ifs @ Yg)od, parce que Ygoxe = Vg,

=%oT, d’aprés 1.9 (b).

Finalement,

Pox=¢@on oTo%, daprées 1.9 (c),
=@on 'o%oT, d’aprés ce qui précéde,
=@oxon 'oT, daprés 3.5.1,
=(pox), daprés 1.9 (c).

PROPOSITION 4.2. — Scient K, G, oo comme dans le lemme 4.1. Désignons
par K& (resp. (K ®4 G)%) Plalgébre réfléchie de K (resp. K ®, G) ([17],
prop. 11.6) :

(a) o est une action de G sur K5;

®) on a K°®, G = (KR, 6"

Démonstration. — Par définition, on a K°= (M, IS, %, ¢ o %), ou
I'* (x) = o I' (x) o pour tout x € M (dans ce qui suit, on utilise les opérateurs
o et X introduits au début du paragraphe 3) :

(a) il suffit de vérifier la relation I'® o o) = (a, ® o) o I'* pour tout g € G,
ce qui se fait sans difficultés;
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(b) résulte de 4.1, et des calculs suivants :

ST(n(x)E=2(r@n)(C(x)E, dapres 3.3.1,
=(n®mn)(cT(x)o)
= (r ® n)(I*(x)), pour xeM,
SFA@)T =2\ () ®r(g)E, dapres 3.3.2,
=Mg®A(g) pour geG.

Le lemme suivant fournit ’argument central du raisonnement ultérieur.

et

LEMME 4.3. — Soit we M <€t &€ K(G,H). En notant \ la représentation
de Fourier de ﬂ*, on a

A (@)E)(®) =M0(@)E(®) p.p. (1.5).
Par conséquent, x (@ &e K(G, ).

Démonstration. — En utilisant ]a continuité de I’application g — A (® (g))
pour la topologie normique sur M (1.6 (a)), on montre que 1’application
g A(®(g) & (g) appartient & K (G, # ) pour tout & e K(G, H#).

Soit ® = o, 5, v,6€ L* (G, #). D’aprés 1.8, la fonction

8> Wy (hg), 5(9)° %g-1 >

est scalairement intégrable pour la topologie normique sur M, et ce pour
tout 2 e G. Comme A est continue pour les topologies normiques sur M et
M, on conclut que la fonction

&> M@y (ng), 5 (9) ° Ug- 1)

est scalairement intégrable pour la topologie normique sur M, et que

LM@Y (h9),5(0)° O%g=1) g = 7“<L @y (hg), 5 (9) ° ¥g-1 dg)-
A présent, posons &, n € K (G, #). On a

(M |A(@)8)
=W@E®n)|y®EL), dapres [4], prop. 2.1.5 (a),

=1, G((ug—l®uh—l)W(“g®uh)(5(h_lg)®ﬂ(h))|7(g)®§(h))d8dh,
d’aprés 3.1.3,

= J;JG (up M () | M (@ugy (g), ugs n-10)) 4n & () dg dh,
d’apres [4], prop. 2.1.5 (a),
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P
= G(n(h)lu,,-1 MO, ), 5 1-19° % DuyE(h))dgdh, d’apres 2.8 (b),
= G(n(h)l)\'((Dy(g),s(h—lg)Oag—lh)g(h))dgdh, d’aprés 2.8 (d),

I I

= G(Tl(h)l}\'(my(hg),ﬁ(g)an“)&(h))dgdha

= G(ﬂ (h) ’ (J; M@y (ng), 5 (g) © Og-1) dg) £ (h)> dh,

= (n (h) ’ A <J Oy (hg), 5 (g) ° Lg-1 dg) 13 (h)) dh, d’aprés ce qui précede,
G G
a

=| (k) |r(h)Eh)dh, dapres 1.8.
G

LY

Comme cette équation vaut pour tout n € K (G, H ), le lemme en résulte.

On vient de démontrer, en d’autres termes, que A (®) est déterminé par le
champ borné d’opérateurs g — A (0. (g)) (1.6 (b)).

COROLLAIRE 4.4. — On a :

(@) M = 1 ® L* (G);

b) (05 *0,)(g) = 0, () * 0, (g), ®;, O, eﬂ*) geq,;

(©) 0°(8) = (@ (9)°, weM,, geC.

Démonstration. — (a) Résulte immédiatement du lemme précédent par
densité de & (]\7 ) dans ]\7, puisque A (© (g)) € M pour tout g€ G.

Démontrons (b). 1l est clair que 1’opérateur X (0, *®,) = x (ml)i (®5)
est déterminé par 1'un quelconque des champs d’opérateurs

g A(0*w;)(g)  ou g A(w(g)A(0,(g)).

On en conclut que

(A (0 * ;) (@) 1) = (M0 @) A (@, (8)E[n) Lp.p.

pour tous &, n e #. Or, les deux membres de cette égalité sont continus;
elle est donc valable partout, et on a '

(@ * @) (g =A(0;(8) A (0, (2)
= M0 (g) * (),

pour tout g € G. Comme M est injective ([4], cor. 4.3.8), il en résulte finale-
ment (®; * ®,) (g) = 0, (g) *©, (g) pour tout ge .
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Pour (c¢), on utilise un raisonnement entiérement similaire, & partir de
I’observation que les champs d’opérateurs

goM0°(@Q) et gmA(0@)*=A(2(g)")
définissent Iopérateur A (0°) = A (©)*.

PROPOSITION 4.5. — L’algébre de von Neumann M sous-jacente a I’algébre
de Kac (K ®, G) est donnée par M = M ® L* (G).

Démonstration. — L’inclusion < se trouve dans 4.4 (a).

On a observé en 4.2 (a) que G agit sur K5; il résulte donc également de
4.4 (a) que I’algébre de von Neumann sous-jacente a (K* ®, G)" est incluse
dans le produit tensoriel de 1’algébre de von Neumann sous-jacente a K* et
de L* (G). En utilisant 4.2 (b) et [17], proposition II.6, cela s’écrit :

(M) < (M) ® L (G).
Par passage au commutant, on trouve
M®L®(G) < M,

ce qui achéve la démonstration.

Si la proposition 4.5 peut causer une certaine surprise a la lumiére de la
proposition 1.4 de [17], c’est a fortiori le cas pour le résultat suivant,
énoncant que le poids de Haar sur ﬁ est, lui aussi, un produit tensoriel.
Pour I’obtenir, il faut passer par un certain nombre de lemmes techniques.

Comme dans [4] (déf. 1.1.3), on associe & (M, $) un sous-espace dense
Z5 de M et une application d de L5 dans #5 = #.

LEMME 4.6. — Soit ¢ lidéal a gauche de M « engendré par les éléments
de la forme oy, ,, ot & et m appartiennent au produit tensoriel algébrique

A, © K(G) (1.11 (a)). Alors tout o € 7 a les propriétés suivantes :
(a) Iapplication g— © (g) a un support compact;
b) we P,
(c) o(g)e Z, pour tout ge G, et @(0)(g) = a(®(g) p. p.

En outre, § est dense dans M « (pour la topologie normique).

Démonstration. — 11 résulte de 1.8 que g +— o (g) est a support compact
pour tout © =, ,, o0t &, ne W, © K (G). Comme (0; * 0,)(g) =0, (g) * ®,(g)
pour tous ®,, ®, € 174* et g€ G (4.4 (b)), (a) se vérifie pour tout € }'
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On a montré dans 1.12 (b) que A, © K(G) est inclus dans I’algébre
hilbertienne a droite Az La remarque 1.1.4 de [4] implique donc que
{og, 13 & MeY, OK(G)} = L5,

Comme %5 est un idéal 4 gauche de ﬂ* (2.5 (a)), il en résulte (b).
Posons a présent §,n e U, f; g€ K(G), he G, x € n,. Alors

(x*, (Og®f,n®g(h)>

= G(ak_l(x*), Of e, gtyn » dk, d’aprés 1.8,
= Gf(hk)g(k)@tk—t(.X*), o, > dk,

=| f(hk)g(k)(a(wg, qotme-1)|Ag(x))dk, d’aprés [4], déf. 1.1.3,
G

"~

= | xG)7V2 £ (hk) g () (w0 (05, ) | Ag(x)) dk, daprés 2.8 (e),
G

= <Lx(k)' 12 £ (hk) g (k) w, a (o, ;) dk | Aq,<x>).

Comme la fonction k> y (k)™ f(hk) g (k) u, a (o, ,) est continue a
support compact pour tout 4 € G, ’existence de I’intégrale ne pose pas de
probléme. On conclut que w; g ;, 0 4 (#) € £, pour tout k€ G, et que

a(@; 6 7 nee(h) = Lx(k)‘”lf(hk@?) u,a (o, ) dk

- Lx(k)‘”’f(hk)g_(l?)ukn,(n)*adk, |
d’aprés [4], 1.1.4.2,

en utilisant la notation introduite en 1.11 (a).
D’autre part, on a p. p.

(@0 1m0 (h) = (i (1 ® D E® M),
d’aprés [4], 1.1.4:2 et 1.11 (a),

=Lx(k)‘“2%ukn,(n)* (& ® f)(hk)dk,
d’aprés 1.12 (b),

=Lx(k)'”’f(hk)?k)ukn,(n)*adk.
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En comparant les deux expressions obtenues et par linéarité, on conclut
que, pour tous §, ne A, © K(G), on a oy, , (k) € £, pour tout ~e G, et
que a (0, o) (h) = a(og, , (B) p. p.

Finalement, supposons que o, € JV[* et 0, = o o, & ne WA, O K(G).
Alors (0, * @,) (h) = 0, (h) * w, (h) € £, pour tout /€ G puisque £, est
un idéal a gauche, et _

a(0y * ;) (h) = (A (o) a(e,))(h),
= A(w, (h)ad(w,)(h), d’aprés 4.3,
= A(0, (h))a(w,(h)), d’aprés ce qui précede,
= qg(w, (h)*w,(h)), d’aprés 2.5 (b),
= a((w, *®,)(h)), d’aprés 4.4 (b)
(toutes ces équations n’étant valables qu’en dehors d’un ensemble négli-
geable). Par linéarité, il en résulte (c).

La derniére affirmation est une conséquence immédiate de la densité de
A, © K (G) dans # ® L* (G) (voir la démonstration du lemme 2.1.6 de

[4D.

LEMME 4.7. — On a A" ® 15€ G (K ®, G) pour tout t€R.

Démonstration. — Notons que A* ® 15 = n (A"), d’aprés 2.8 (f)
(rappelons que A" € M A M’").

Il en résulte que

FA"® 15) = T(n(A"Y)
=(n®@n) (T (A"), dapres 3.3.1,
=ren@'el"
=A®1, @A @ 1.
On a utilisé le fait que A’ € G (K) pour tout #€ R ([16], prop. I1.21, ou
[2], corr. 2.4).

LeMME 4.8. — Soit } comme dans le lemme 4.6. Alors \ (}) est ultra-
faiblement dense dans A? et (Z" ® 15) it (}7) (3"” ® lg) = S (#) pour tout
teR.

Démonstration. — Par la densité de } dans M « (4.6) et la continuité de X,
A (#) est dense (pour la topologie normique) dans x (A} > qui est ultra-
faiblement dense dans Jl,'/:[

Comme A" ® 15€ G (K®, G) d’aprés 4.7, on a pour tout o € M* :

A" ®19A@ A" ® 1) = LA ® 19).0),
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d’aprés 2.6 (b). Il suffit donc de démontrer que 13“ ® 15).® appartient a
F lorsque oe #.
En outre, on sait d’aprés 4.7 et 2.6 (@) que, pour tous ®,, ®, € A~4*,
A" ® 16).(0, % 0;) = A" ® 1g). 0, (A" ® 15). 0.
En vue de la définition de _#, il reste dés lors a vérifier que
A* ® 16)-®; @ r.neq€F pour tous &, ne,
et f, g€ K(G). Or, cela résulte de 1’égalité
A" ® 16). 0@ fneg =R @ r.ne g
et du fait que A & € A, puisque Aite M.

ProPOSITION 4.9. — Le poids de Haar (?) sur Azl =M ® L*® (G) est donné
par =90 Z.

Démonstration. — 1l résulte de 4.8 que & (£)* A (#) est une sous-algébre
involutive de 47, ultrafaiblement dense et invariante par {6® ® irw (6 Jrer:
En outre, 4.7 et [2], lemme 2.2, impliquent que § est invariant par

0?@ i« pour tout teR.
Soient ;, 0, € #. Alors w,, o, € L5 (4.6 (b)), et on a
P (@)* M (0)
= (@(wy)|@(w,)), d’aprés la formule de Plancherel [4], 3.1.10,

=L(a (0, (8))| a(@,(g))dg, d’apres 4.6 (o),

=J O(M(0,(2)*M(0,(2)))dg, d’aprés la formule de Plancherel.
G
Or, en utilisant 4.3, on voit que le champ d’opérateurs

g A (0, (8)* Mo (2),

définit I’opérateur x (w,)* x (®,). En outre, ce champ est continu a support
compact (4.6 (a)), et on peut donc appliquer 1.3 (a) :

L (M (@2 ()*A(0 (2)) dg = (6 ® F) (A (02)* L (w))).
Par linéarité, on conclut que § et $§ ® F coincident sur X (P (P)
D’aprés [14] (prop. 5.9), il en résulte que ¢ = ¢ ® F.
La proposition suivante établit la relation entre f et %, d’une part, et la

structure coalgébrique produit tensoriel de 1’autre.
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PROPOSITION 4.10. — Soit xe M. On a :

@TE=R (1,1 ®T) () (e ®T® 1) R, 0it T a
été défini en 2.2.3, et R est 'opérateur unitdire sur # ® #H vérifiant :
(RE)(g, h) = (up-1 ® 1) E(g, h),

EeK(GXxG, # ® H), g, heG;

B) %(x) = V*B Q%) (xX) V, oit Rg et V ont été définis en 2.2.4 et
1.4 (d) respectivement.

Démonstration. — (d) Soit xe M, fe L* (G), £ € K(GXG, # QH#), g,
heG. On a
TGx®NYE N=CH*x® f®ly®1WIE)(g h),
d’aprés [4], déf. 3.2.1,
cW*(x® f ® L ® LW ZE) (h, 2),

O (-1 @ 1p)W* (14, ® 1)

X(x® f ® 1y ®15)WZE)(gh, g), d’apres 3.1.4,
f(gh)o(uy-: ® L)) W* (uyx ® 1) (WZE)(gh, g),

= f(gh)o(uy-1 ® L)) W* (u Xtty-15-1 @ thy-1)

XW (uy ®uy)(ZE)(h, g), d’aprés 3.1.3,
= f(gh) o (up-1 ® L) W™ (up Xtty-15-1 ® tty-1)

XW(ugh ® ug) Gg (g, h)’
=f(gh) (U ® 1g) oW*(x ® L)W & (uy-1 ® 1) E (g, h),

en utilisant plusieurs fois 2.8 (c),

= (6 )@ M) (W ® L) T () (uy-1 ® L) E (g, h),
d’aprés 2.2.3 et [4], 3.2.1.

On voit aisément que cette derniére expression est égale a
(R*(1Le ®* @ 1) (T @ T6 (/N (L ® 1@ 1)) RE) (8, ),
d’ou le résultat par densité.
(b) Résulte sans difficultés du fait que 1’involution J de ff, canoni-

quement associée a @, vérifie J=Vv* ®J;) = (J® Jg) V (voir par
exemple [8], lemme 2. 8).

pour

I

Il

Remarque 4.11. — Supposons que G soit un groupe fini. Alors
M ® L™ (G) est engendré par les éléments de la forme x ® ¢,, x € M,
g€ G, ou ¢, est la fonction sur G vérifiant :

e,(h)=0 si h#g
e,(h)=1 si h=g.
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La proposition précédente permet de calculer que

F(x®e) =(lr ®T*® 16) Ches (@ ® i) (F()) ® egy-1 ® )
X (1, Q1T® 1p),
%(x® e,) = (8, (R(x) ® €-1,
ou & a été défini en 2.9.
A un changement d’ordre trivial prés, ces formules coincident avec celles
de [12], 7.5.

Terminons en résumant les principaux résultats de ce paragraphe.

et

THEOREME 2. — Soient K = (M, T, %, ¢) une algébre de Kac, G un
groupe . c., o une action de G sur K, K®,G = (M, T, %, §) le produit
croisé de K par G. Alors I'algébre duale est le quadruplet

(M®L*(G), T, % § ® #),

ot T et % ont été définis en 4.10.

5. Exemples

Dans ce paragraphe, on discutera briévement quelques exemples qui
illustrent, dans des situations plus familiéres, les résultats obtenus.

Exemple 5.1. — Soient K = (M, I', #, ¢) une algébre de Kac, G un
groupe 1. c., o I’action triviale de G sur M (c’est-a-dire o, = i), pour tout
g € G). Il est clair que o vérifie les conditions 2.7 (i) et (ii), et que c’est donc

une action sur K. Soit K&, G = (A~4, 1~", %, ). Manifestement,

M=M@UG), TE=(1,@7O1)TOT)®(Lr@T® 1)
pour tout xeM, ¥ =%Q® e, @ = 0 ® Vg (2.2 (a)).

Ce cas se réduit donc a un exemple de produit tensoriel de deux algébres
de Kac, notion qui a été étudiée en [17], I , ou on démontre également que

M=MQ#(G) =M®L"(G) ([17], prop. I . 4).

Exemple 5.2. — Soient A et G des groupes 1. c. 3 élément unité ¢ et e,
respectivement, et soit § une action continue de G sur A. On construit le
produit semi-direct G = A x g G, ou la multiplication est donnée par
(a,8) (b, h) = (By-1 (@) b, gh), a,be A, g, he G. On peut identifier 4 au
sous-groupe distingué { (4, e); ae 4} de G, et G au sous-groupe
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{ (e, 8); g€ G }. En outre, G/4 = G (la projection canonique de G sur G
étant donnée par (a, g) — g), tandis que 5/G peut €tre identifié (en tant
qu’espace topologique) a A4, ou (a, g) — P, (@) est la projection canonique
de G sur A.

La mesure produit de mesures de Haar fixes sur 4 et G est une mesure de
Haar sur G. Cela nous permet d’identifier L2 (G) a L2 (4) ® L? (G), et donc
a L* (G, L? (4)).

On définit une représentation unitaire fortement continue u# de G dans
L? (A) en posant :

(g )@ =8B "’ f(By-1(a)), SeK(A), aeAd, geG
(8 (B,) est le module de I’'automorphisme B, de 4). On démontre facilement

que o, = ad u, est un automorphisme de .# (4) pour tout g e G [15].

Il n’est pas difficile de vérifier que o est également une action de G sur
I’algébre de Kac symétrique KS(4) = (A (A), I';,%,, V) associée a A
(2.2 (@)). On peut donc construire KS(4) ¥, G.

On sait que A (A) Q, G = M (A%, G) = M (G), et que le poids dual
de , est précisément le poids canonique sur .4 (G) ([15], cor. 2.6 et
prop. 2.7). Un calcul direct du coproduit et de I’involution sur # (4) ®, G
démontre finalement que KS(4) ®,G = KS(G) = KS (4, G).

Or, d’aprés [4] (th. 8.1.4 (c)), on a KS (G)" = KA (G), I’algébre de Kac
abélienne associée & G. On conclut donc que (KS(4) ®,G)" = KA (4 x 6 G).
Ceci est exactement le contenu du théoréme 2 dans la présente situation,
puisque L* (A% ,G) = L° (4) ® L (G),
et que la mesure de Haar sur 4 X ; G n’est autre que le produit des mesures
de Haar sur A4 et G; enfin, le lecteur peut vérifier que les structures coal-
gébriques coincident également.

Exemple 5.3. — Il a été observé en 2.9 qu’étant donnée une action o sur
une algébre de Kac, il existe une action associée & sur 1’algébre duale. Dans
le cas de I’exemple précédent, &, est I’automorphisme de L* (4) défini par

4, (f)=foB,-1, feL®(A), pour tout geG.

L’algébre de von Neumann L® (4) ®4 G est engendrée par les éléments
n(f),feL®(4),etl, ® A, geG(1.4(b)). Or, n(f) peut étre identifié &
la fonction (a, g) > f (B, (@) sur G. Par conséquent, et en utilisant les
observations faites a 1’occasion de 1’exemple 5.2, on voit que nt (L® (A4))
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est I’algébre des fonctions appartenant a L® (5) constantes sur les classes a
gauche suivant G. D’autre part, on a 1, ® A, = XA, ,. On conclut que
L* (4) ®3 G est un exemple du type d’algébres étudiées en [18] : en
utilisant la notation de TAKESAKI, on a

L*(4) ®;G = M(G/G, U(G)).

Le théoréme 1 affirme que cette algébre peut étre munie d’une structure
d’algébre de Kac.

11 est assez remarquable de constater que 1’algébre de von Neumann sous-
jacente a l’algeébre duale est encore du méme type. En effet, d’aprés le
théoréme 2, cette algébre est égale a & (4) ® L* (G). Il n’est pas difficile
de prouver que .# (A) ® L® (G) est engendrée par les éléments m (x),
xed(A), et 1,®f, fe L*(G).

Or, t (A,) = A, o et 1, @ fn’est autre que la fonction (a, g) — f(g) sur
5, c’est-a-dire que 1, ® L® (G) est algébre des fonctions appartenant a
L® (5) constantes sur les classes (2 gauche ou a droite) suivant 4. On voit
donc que /4 (4) ® L® (G) = M (G/A, U (A)), en suivant TAKESAKI [18].

La discussion qui précéde suggére que les algébres introduites en [18]
pourraient fournir de nouveaux exemples d’algébres de Kac.
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