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Bull. Soc. math. France,
107, 1979, p. 305-317.

GROUPES D^UNITÉS ELLIPTIQUES

PAR

ROLAND GILLARD et GILLES ROBERT (*)
[Univ. Grenoble-I et Univ. Paris-Sud (Orsay)]

RÉSUMÉ. — Pour chaque extension abélienne H d'un corps quadratique imaginaire K,
on définit deux groupes d'unités elliptiques ^3 et ^4, dont l'indice dans le groupe de
toutes les unités de 77 est lié au nombre de classes de ce corps par une formule comparable
à celle de LEOPOLDT.

ABSTRACT. — For each abelian extension H of an imaginary quadratic field K, we
define two groups ^3 <= V^ of elliptic units in H. Each is a subgroup of thé unit group
ofJfwhose index in this group is related to thé class number ofHby a formula analogous
to thé classical formula of LEOPOLDT for real abelian extensions of thé rational field.

0. Introduction

Soit H / K une extension abélienne finie de corps de nombres, et

^)/çxoo=n^i^,x)
la décomposition de la fonction zêta de H en produit de fonctions L relatives
aux caractères % de l'extension H / K . Pour K quadratique imaginaire, ou
bien K le corps des rationnels et H réel, on sait que les nombres

^4(0, X) = lim^o^x(s, X)/s, x ^ 1,

sont des sommes finies à coefficients algébriques de logarithmes des valeurs
absolues d'unités de H; d'autre part, on a aussi

lim^oÇ^)/^^-1 = -hs.RnIeH,

(*) Texte reçu le 25 septembre 1978.
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B. P. n° 116, 38402 Saint-Martin d'Hères Cedex.
Gilles ROBERT, Mathématiques Bâtiment 425, Université de Paris-Sud, Campus univer-

sitaire, 91405 Orsay Cedex.
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306 R. GILLARD ET G. ROBERT

où CH, hji et Rji désignent respectivement le nombre de racines de l'unité, le
nombre de classes d'idéaux, et le régulateur de H. Ceci offre la possibilité
de construire des groupes d'unités de H, valeurs singulières de fonctions
transcendantes, dont l'indice dans le groupe En de toutes les unités de H
est lié à hff par une formule explicite.

(a) K = Q et H réel.
Désignons par G le groupe de Galois de H/Q; on note [G] son ordre.

LEOPOLDT [6] a construit un groupe d'unités cyclotomiques dont l'indice
dans En est le produit de hg par un entier ne dépendant que de la structure
de G : cet entier (noté Qç par LEOPOLDT) divise [G]1103"1, en particulier
ses facteurs premiers divisent [G']. Ce résultat généralise un résultat précédent
de HASSE [4] qui prouve, pour les extensions de conducteur puissance d'un
nombre premier, un théorème plus précis : l'indice [E^ : Cy] du groupe Cy
de toutes les unités cyclotomiques de H est alors égal à hy.

Récemment, ces résultats ont été généralisés dans au moins deux direc-
tions. D'une part, l'un des auteurs [2] a sensiblement agrandi le groupe
des unités de LEOPOLDT : notamment, lorsque G est cyclique, la formule
obtenue prouve que le quotient hn/^Eg : Cjj} (sic) est un entier, en général
non trivial. D'un autre côté, SINNOTT [10], lorsque AT est le sous-corps réel
maximal d'un corps cyclotomique Q (u^,) de conducteur m, prouve en parti-
culier que le quotient \_Efj : Cn~\/hn est un entier puissance de 2, dont
l'exposant ne dépend que du nombre de diviseurs premiers distincts de m.
Les méthodes de SINNOTT, qui introduit nombre d'idées nouvelles, devraient
pouvoir s'étendre au cas des extensions abélieimes réelles quelconques H
de Q.

(b) K quadratique imaginaire.
Nous désignons par H^ le corps de classes de Hilbert de K, et par

HQ = H r\ H^ la sous-extension non ramifiée maximale de H / K ; nous
notons G (resp. (5) le groupe de Galois de H/Ho (resp. HfK).

L'un des auteurs [7] a prouvé, lorsque le conducteur de l'extension H / K
est puissance d'un idéal premier de K, une formule analogue à celle de
HASSE; d'après un résultat de STARK [11] précisé dans l'appendice du
présent travail, cette formule peut s'énoncer ainsi : l'indice dans E^ du
groupe îîff, obtenu en adjoignant au groupe de toutes les unités elliptiques
de H les éléments de Eg^, est alors le produit du quotient hy/h^ par un
entier ̂  diviseur de 6; la signification arithmétique précise de X^, liée à
des propriétés arithmétiques fines de HQ, n'est complètement élucidée que
dans le cas où le groupe relatif G est cyclique (cf. [2], appendice).
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GROUPES D'UNITES ELLIPTIQUES 307

Par ailleurs, on peut espérer que les méthodes de SINNOTT s'adaptent au
cas présent; cependant, cela pose des problèmes techniques délicats, non
encore résolus aujourd'hui. Dans le présent travail, partant d'un groupe
d'unités elliptiques ©j(®), construit aux paragraphes 1 et 2, et isomorphe
comme Z [®]-module à l'idéal d'augmentation /(©) de l'algèbre de
groupe Z [©], nous l'agrandissons en des groupes d'unités ^\, ï^ ^"3
et ^4 qui vérifient :

^^i^^^s^^.

Notre résultat principal est la détermination de l'indice de ^3 (resp. ^4)
dans Es : c'est le produit de hn/(H^ : Ho) (resp. hy/h^) par un entier
€3 (resp. €4) que nous déterminons explicitement (cf. théorème, § 3). Notons
que le calcul exact de €3 et c^ nécessite l'introduction d'invariants arithmé-
tiques particuliers, dont l'étude fait l'objet du paragraphe 4. Les formules
donnant €3 et c^ valables quel que soit le corps quadratique imaginaire K
et l'extension abélienne H / K considérés, sont l'analogue des résultats de
LEOPOLDT [6]. Le fait le plus remarquable est peut-être que ^3 et €4 ne
dépendent, pour l'essentiel du moins, que de la structure du groupe relatif
G == G (H/Ho) et du degré (Ho : K) de HQ/K; en particulier, les facteurs
premiers de €3 (resp. €4) divisent 6. [G] (resp. [G]). Par suite, la relation

En ̂  -T^.E^ (resp. En ̂  -r^.E^),

caractérise, parmi les nombres premiers ne divisant pas 6. (H : K)
(resp. (H : Ho)), ceux tels que/? divise hsKHç^ : Ho) (resp. h^h^^) c'est-à-
dire tels que l'action de ® (resp. G) sur la /^-partie du groupe des classes
d'idéaux de H soit non triviale. Précisons enfin que la construction de
®J(®) et ̂ i repose sur les méthodes de LEOPOLDT [6]; celle de ^2, ^3 et
^4 fait appel aux résultats obtenus par l'un des auteurs dans [7] et complétés
en appendice.

Indépendamment du présent travail, des formules analogues ont également
été prouvées par SCHERTZ [9]. Les résultats de celui-ci s'appliquent aussi
aux corps N tels que l'extension N K J K soit abélienne. Précisons que ses
groupes d'unités sont en partie construits à l'aide des valeurs singulières,
de la forme modulaire usuelle A de poids 12, prises non seulement sur les
idéaux de l'anneau des entiers du corps quadratique imaginaire K, mais
aussi sur les idéaux de chacun des ordres de K', les formules reliant ces
valeurs singulières aux invariants considérés ici sont encore mal connues.

Pour conclure, signalons que dans [2] l'un des auteurs, après la rédaction
commune de ce travail, a construit des groupes d'unités elliptiques sensi-
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308 R. GILLARD ET G. ROBERT

blement plus gros que ceux considérés ici, et déterminé leur indice dans Eg
en fonction du quotient hy/hn^

1. Notations

Si N est un corps de nombres, on note pjy k groupe des racines de l'unité
de N; comme d'habitude le groupe des racines de l'unité d'ordre m est
noté ^.

Nous fixons une extension abélienne finie H d'un corps quadratique
imaginaire K, et conservons les notations de l'introduction. Nous posons
e = e^ et h = ÀK. Pour tout idéal entier f de K, soient Cl (f) le groupe des
classes de rayon f, et H^ le corps de rayon correspondant; on note/le plus
petit entier > 0 contenu dans f, et e (f) le nombre de racines de l'unité de K
congrues à 1 modulo f. Désignons par Ço le caractère unité du groupe
relatif G. Pour tout caractère Ç de G défini et irréductible sur Q, introduisons
ker Ç le groupe { cr e Cr; Ç (a) = Ç (1) }, H^ le sous-corps de H fixé par
ker Ç, et Gç (resp. ©ç) le groupe de Galois de H^HQ (resp. H^/K). Le groupe
Gç est cyclique : notons g^ son ordre, et choisissons un générateur a (Ç)
parmi les (p (g^) possibles. Enfin, par d^ nous désignons le discriminant du
polynôme cyclotomique Pg d'indice g^.

Soie ^ un caractère de © défini et irréductible sur C. Sa restriction à G
figure dans la décomposition d'un unique caractère Ç, et son conducteur
est égal à fç, conducteur de l'extension H^jK. De plus, % définit un homomor-
phisme de ©ç dans C*, donc aussi, par composition avec l'homomorphisme
d'Artin, un caractère primitif / : Cl (fç) —> C*.

Pour tout groupe abélien fini A, on désigne par I(A) l'idéal d'augmen-
tation de l'algèbre de groupe Z [A~\. Si F : a i-> F^ est une application de A
dans C*, on étend F à Z [^4] par multiplicativité en posant

^=ILeA^01 Si M = E a e A " a - a .

et on désigne par Fj^ le groupe [ F ^ ' , u e I Ç A ) }. De même, pour tout
^-module M c: C*, et tout élément [i de M, on définit ^ pour a e Z [^4]
par multiplicativité, et on pose ̂  = { (i01; a e / } pour tout idéal /de Z [^4].
Par ailleurs, on note [A ] l'ordre de A

Soient Ç comme précédemment, ̂  = [G1]"1 ̂ gç Ç (^~1).^ l'idempotent
associé, Mç = [G].^, et posons

^ =^1^(^-1),
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GROUPES D'UNITÉS ELLIPTIQUES 309

où p parcourt l'ensemble des diviseurs premiers de g^ Pour Ç 7^ Ço» 1e

produit Yç (resp. u^) appartient à /(Gç) c: 7(®ç) (resp. /(G') c /(©)).
Notons /^ l'idéal de Z [©ç] engendré par les normes

Zf^^fêy'^î P diviseur premier de gç;

d'après un résultat de MARTINET (cité après la proposition 1.1 dans [3]),
il est aussi engendré par Pg (o- (Ç)). Soit :

^=^/H,(<Pf,(Co)), Ç^Ço ,

où (py (Co) est défini comme dans [7] (§ 2.2), et Co désigne la classe unité
de Cl (fç). Posons (y^) = y^.Z [©^], et notons la remarque suivante.

REMARQUE. — L'idéal (yç) est annulé par 1^ de sorte que le groupe Q^^ est
formé d'unités de H^ dont la. norme sur chaque sous-corps strict de H^ conte-
nant HQ est 1.

En fait, on a le résultat suivant :

LEMME 1. — U idéal (y^) est isomorphe au quotient Z [©ç]/^; c'est donc
un Zt-module libre de rang (p (gç). [©/G].

Démonstration. — Notons d'abord que Py (o(Ç)).yç = 0, puisque le
polynôme X^-l divise Pg^ (X) .Y[p^ (X9^-1). D'autre part, en envoyant
a (Ç) sur Ç, racine de Pg^ on obtient un isomorphisme d'anneaux

v: Z[Gj/P^(a(Ç))^Z[Ç].

Mais l'image de y^ par l'application Z [Gç] —> Z [Ç], déduite de v, est non
nulle, si bien que Pg (a (Ç)) engendre l'annulateur de y^ dans Z [Gç].
L'assertion du lemme s'en déduit par extension des scalaires de Z [G^]
à Z [®J.

D'autre part, pour toute classe absolue c de K, définissons ô (c) comme
dans [7] (§ 3.1). Pour a e ©/G, soit ô^ = ]~[̂  ô (c), où le produit est pris
sur toutes les classes absolues de K dont l'image par l'homomorphisme
d'Artin de H Q / K est a. Posons A^ = ÔJ(®/G)Î d'après [7] (§ 3.1, prop. 4),
le groupe Aj^ est contenu dans Ey^ et l'on a le lemme ci-dessous :

LEMME 2. - Pour tous a e /(©/G) ^ p e Z [©/G], on a

W=^
Notons alors a h-» oc l'homomorphisme de Z [©] sur Z [©/G] induit par

celui de © sur ©/G, et posons

€„ =5,-. (n^^T, aeZ[©].
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310 R. GILLARD ET G. ROBERT

Pour chaque a e Z [®], on a

_ „ fe^-103 si Ç ^ Ç o ;(1) ^."^{sh si ç=^
2. Indice Oj^ dans E^

D'après le paragraphe précédent, ©iç^ est un sous-groupe de En, suivant
[5] (chap. 21, § 2, th. 6), son régulateur est donc donné par la formule :

R(@Iw)=^~lIl^lW,

où 50 parcourt l'ensemble des homomorphismes 7^ 1 de © dans C^, et

W=dfa^.G^l)^\@^
Mais, vu (1), nous pouvons estimer £(50) en fonction de la somme S (/)
définie dans [7] (§ 2.3). Pour cela, prolongeons % par Z-linéarité à Z [©]
et rappelons le lemme suivant :

LEMME 3. - Soit L une application Z-linéaire de Z [©] dans R. Alors,
pour tout ue Z [©], on a

Le®X(^ l)^^^)=XWExe(5Z(^ l)^(^

Appliquons ce lemme pour u = ^ et L : a h-> log | ô^ | ; on obtient, en
divisant par [G] = 50 (^) (si X figure dans la décomposition de Ç),

^(x^LGr^e^-^ioglezJ
fE^x^.ioglôrl, î o;
(.Le^^.logIS-J, ^=^0.

Par suite, si Ç = Ço. on a (cf. [7], § 3.2, formule (20)) :

S(z)=[G|E-.e(5/GX(^l)•log|^|=^[^].Ste).

Si Ç ^ Ço» uûe nouvelle application du lemme, pour u = y^ et
L : a •-> log ] 6" |, nous donne

S(x)=x(Y^Z.e<5X(^l)•log|e|!=x(7^.([G]/gç)^te).

Nous obtenons ainsi l'expression suivante du régulateur de QJ(@) :

(2) ^(ô,^:)=2[(53-l.;^[(8/G3-l.A.^^l5te),
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GROUPES D'UNITÉS ELLIPTIQUES 311

avec

A = [Gj^-^nç^^a.^xia^)^^]/^).
Posons alors :

Nc=([G]^/n^,)1/2,
de sorte que le quotient Nçl^G] est égal à l'entier Qç de [6] (formule (11)
du § 1.3). En utilisant la formule (11) de [6] (§ 8.4), et en remarquant qu'il
y a [®/G1] caractères % de (5 ayant une restriction donnée à G, on voit que A
est un entier relatif dont la valeur absolue est donnée par la formule :

| A | - 1 Aj2.[®/G]

I^-IG]^ •

La comparaison de la formule (2) avec la formule analytique du nombre de
classes (cf. e. g. [7], § 2.4, th. 3 (ii)) prouve que l'indice de ©j(®) dans Ey
est fini et est donné par l'égalité

(3) [^:©^]=B.^,

avec

B = |A|.(12)[<5]-l./^[<5/(r:l-2.^^^^(y)[(5/G3•<p(^

COROLLAIRE. — Uapplication a » — > © a de I(fS) dans ©j/®) est un iso-
morphisme de Z [^-modules.

3. Définition de nouveaux groupes d'unités elliptiques

Énonçons la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Les groupes A^ et Q^ (Ç ^ Ço) sont sans torsion.
Démonstration. — L'assertion est claire pour A^ d'après [7]. D'autre

part, d'après la formule (1), le Z [®ç]-module €L.Z[(S]Î isomorphe à
u^. Z [©], est un sous-module du quotient G^ de (y^) ; mais (y^) et u^. Z [®]
sont des Z-modnies libres de même rang (p (^). [©/G], d'où la proposition.

Notons y"i le produit de A^ et des groupes 9^°, Ç 7e Çoî ^ résulte de la
proposition 1 et de la remarque du paragraphe 1 que ce produit est direct.
A l'aide du corollaire du paragraphe 2, et en notant la double inclusion
^G] c ©^^ c -Ti, on obtient d'après (1) :

IVi :©zw] = I^T3 ̂ %] = [^.J((5)©(©^^.Z[®]) :Z(©)].

Projetons ^./(®) © (©^o <^.Z [©]) sur son quotient par ^.7(©);

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



312 R. GILLARD ET G. ROBERT

il vient

lYi :©^)] = [Gr^.Le^ço^.zE®] :d-^).z[©]].
Or (c/. [6], §1.3, formules (10) et (11)) on a

[e^e,.Z[G]:(l-e^.Z[G]]

= [©^.Z[G] :Z[G]+^.Z[G]] =N<,/[G).

Vu l'isomorphisme de Z [G]-modules Z [®] s: Z [G1]1®703, on obtient
donc :

(4) [^,•^w]=NWGl.
D'autre part, pour chaque automorphisme T e ©^, choisissons un idéal

entier a, de ^premier à 12. /ç, d'image T par l'homomorphisme d'Artin
de H^K\ la classe modulo ̂  de la norme N (a^) de a^ ne dépend pas du
choix précédent, de sorte que

A =dfn{Le(S^^^|Le^^.^(û.) == 0(^)},

est un idéal de Z [®ç]. Considérons alors le groupe O^^ : comme on a
(y^) == Yç.Z+(yç) n Jç, son indice dans G^ est égal au plus petit entier
a > 0 tel que y^.a appartienne à 7ç. Or, pour l'entier n^ ci-dessous, on a
Y^—^e^ç , d'où le lemme suivant :

LEMME 4. - L'indice de Q^^ dans 9(Y^) ^^ ^gûf/ au quotient

ûfé) = ^/p.g.c.d.(e^, n^),

avecn^Yi^(N^^-l).
Mais, les éléments de 6^ sont des puissances d'ordre 12./ç.^(fç) dans

^ (c/'. appendice). Pour chaque caractère Ç ^ Ço, notons alors 0^ le
groupe formé des unités de H^ qui sont racines d'ordre 12. f^.eQ^) d'élé-
ments de 9 W^, et posons

^2 = ̂ .A^.n^Ço0^ ^3 = ^Ha'^2, ^4 = ̂ o • ̂ 3 ,

où le sous-groupe Oj^ de ^Q est défini comme dans [7] (§ 3.2). Alors, on a

(5) [^^.A^n^o^^]
== 12^-w^.n ̂ ço^.^yr^'^

et, d'après le lemme 4,

(6) |y\ :^.T[^Q^] = n^a(Q.
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On déduit de (3), (4), (5) et (6) la formule :
19[®/G]-1 J:®/G] TyWG]

/7^ rr . nfr ~\ — l z _ _ _ f___ »J:®/G]-2 ^G ^
(7) L ^ I î - ^ J - — — — — — — — • — — — — ' h .—r——.^î,

^H ^Ho L6^]

où l'on a noté \lqu la quantité (Ft^o û fé))-^Ho/^ î ^a proposition 2
(cf. infra, § 4) montre que qy est un entier puissance de 2.

Enfin, les indices [^4 : ̂ 2] = [^o : ̂ o'^o] = (V^o)-^ : ̂ ol et

[^4 : ̂ 3] = [J?^ : a^.Q^] sont respectivement égaux à

.[©/G]^moi-i ^w-2 e__ ^

^Ho
et

^w-i ^_ ̂ (H^ :H,) (cf. [7], § 3.2, th. 4 et 6).
^o

Par suite, la formule (7) permet d'énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Les indices de ^3 et i^'4. dans E'g sont donnés parles égalités

\E^ : ̂ 3] = C3. h^KH^ : H^ [Es : ̂ 4] = ^4. hn/h^

où les entiers €3 et €4 sont définis par
1 M[<&/G]

. _1->[®/G]-1 e r - G
C3-12 . —— . C4, €4 - —— . .

^Ho ^H L^

A .̂ B. — On notera que le quotient h^h^, et donc A^/C^I) : ̂ o)» est UIl
entier.

4. Détermination de (7^

Soit Ç 7e Ço un caractère de G, défini et irréductible sur Q. Pour chaque
diviseur premier/? de ̂ , désignons par J7^ p le sous-corps d'indice p de H^
contenant Hç, et posons e^ p == ̂  ^. II vient le résultat suivant :

LEMME 5. — On a l'identité

p.g.c.d. (n^, ̂ ) = p.g.c.d. (Y[p | ̂  ̂ . p, ̂ ).

Démonstration. — L'assertion du lemme provient de l'égalité

e^p == p.g.c.d. (N (a) -1),
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314 R. GILLARD ET G. ROBERT

où a parcourt l'ensemble des idéaux entiers de ^premiers à 12./ç dont
l'image par l'homomorphisme d'Artin de H^/Kfixe H^p (cf. [7], § 4.1,
lemme 6). En effet, comme o- (Ç)^ engendre le groupe de Ôalois de H^/H^ p ,
il s'ensuit que NÇû^^P-1 et e^ p engendrent le même idéal de Z/e^Z.

LEMME 6. - L'entier a (Ç) vaut 1, à moins que H^ ne soit engendré sur HQ
par un groupe ^, pour m puissance d'un nombre premier.

Démonstration. - D'après le lemme 5, il suffit de démontrer que ^
divise Y[p^ e^ p. C'est trivial si H^ n'est pas engendré sur HQ par \m
groupe de racines de l'unité. Supposons donc H^ = HQ (^), et choisissons
n minimal. Si n est puissance d'un nombre premier, il n'y a rien à démontrer.
Si n = a.b, avec a et b entiers > 1 premiers entre eux, alors Ho (^) et
Ho (^) sont des sous-corps stricts de H^ et e^, qui divise le produit

e^.p.p.c.m.O^, n) = p.p.c.m.O?^, û).p.p.c.m.(^, ^),
divise donc fL^ ^, p.

LEMME 7. - Si H = J^o (^r), ÛTW r > 0 et q premier, alors a (Ç) vaut q\
où s =2 si H = Ho (^4) = Ho Oig) ^ s = 1 sinon.

Démonstration. - On distingue deux cas :
Cas q = 2 : Si 7^ = ^o (^4) = Ho (Ug), l'assertion du lemme est immé-

diate à vérifier; sinon, le seul sous-corps d'indice premier de H^ contenant Ho
est ^od^r-i) et ûr(Ç) == 2.

Cas q ^ 2 : Si r = 1, l'assertion du lemme est claire. Si r > 1, le sous-
corps d'indice q de ^o Oy) est ^o Oi^-i), donc e^ = q.e^ y De plus,
pour/? 7e ^, le nombre e^ p est premier à q; ce qui achève la démonstration
du lemme 7.

PROPOSITION 2. - 5W? 21' la plus grande puissance de 2 divisant ey; si
l'extension Ho (^2r)/Ho est cyclique, on a q^ = 1, sinon on a q^ = 21""3 ou
2r~2 suivant que ^/2 appartient ou non à Ho.

Démonstration. - D'après le lemme 6, on a ̂  = q^^ ^, ce lemme
prouve aussi la multiplicativité de l'application : a\->q^^. Par suite,
il suffit de détei miner qs lorsque H = Ho ([ipr), avec/? premier1 et// la plus
grande puissance de p qui divise ejj. Si l'extension Ho (^pr)/Ho est cyclique,
en particulier sïp ^ 2, on déduit du lemme 7, par récurrence sur r, l'égalité
QHo (^pr) = 1. Enfin si/? = 2 et si Ho O^r)/^ n'est pas cyclique, le quotient
e H / e H o vaut 21"1, et H^= Ho (^4) est l'unique sous-extension cyclique de
Ho (^2r)IHo telle que a (Ç) ^ 1. Or, d'après le lemme 7, suivant que Ho (^4)
contient Ug ou non, l'entier a (Ç) vaut 4 ou 2, d'où ̂  = 2r~3 ou 2''"2.
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APPENDICE

Pour toute extension abélienne L/K, de conducteur f, et tout idéal entier b
de ^premier à f, on désigne par (6, LfK) Pautomorphisme d'Artin de L/K
associé à b. Notons alors ly = ((1), H ^ / K ) l'élément neutre de (Sç, et
énonçons le lemme facile suivant :

LEMMEA-I. — L'idéal Jç de Z [®ç] est engendré comme Z-module par les
différences

(b,iîç/iC)-N(b).l^,

lorsque b parcourt l'ensemble des idéaux entiers de K premiers à 12. /ç.
Démonstration. — D'après [7] (§ 4.1, lemme 7), l'entier e^ divise 12./^,

si bien que l'assertion du lemme se démontre comme le cas n = 1 du
lemme 12 de [1].

D'après le lemme précédent, les éléments du groupe 6^ sont des puissances
d'ordre l2.f^.e (fç) dans H^ si, et seulement si, il en est de même pour les
quotients

Q(b,H^/K),QN(b)

lorsque b parcourt l'ensemble des idéaux entiers de ^premiers à 12. f^. Vu
la définition de 6ç, notre affirmation résulte donc de la proposition suivante.

PROPOSITION A-2. — Soient f un idéal entier de K tel que le corps H^
contienne strictement H^, et C e Cl (f) une classe de rayon modulo f. Comme
dans [7] (§ 2.2), associons à C Vêlement (py (C) de H^. Alors, pour tout idéal
entier b de K premier à 12./(*), le quotient (py (C^^/^ (C)^ (b) est une
puissance d'ordre 12. f.eQ) dans H^

Démonstration. — Distinguons deux cas suivant que l'entier e (f) vaut 1
ou non.

(a) Cas é?(f) = 1.
D'après [11], l'élément E(C) = (py (C) possède une racine d'ordre 12./

dans l'extension abélienne Hç^ji^ de K. Par suite, l'affirmation de la
proposition résulte de la reformulation suivante du lemme 1 de [11], avec
T Z = 12./et ô^cp^C).

(*) En fait, un calcul explicite, basé sur la formule (4) et le corollaire A-2 de [8], prouve
que l'assertion de la proposition reste vraie si l'on suppose seulement l'idéal entier Ï) de K
premier à 12.f.
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LEMME A-3. - Désignons par Kun corps de nombres, et par H une exten-
sion abélienne de conducteur f de K. Soient n un entier > 0, et 8 un nombre
algébrique qui possède les deux propriétés suivantes :

(i) ô appartient à l'extension abélienne maximale de K;
(ii) 5" appartient à H.

Alors, pour tout idéal entier b de Kpremier an. f, le quotient (ô^W'O/â"-^)
est une puissance d'ordre n dans H.

Démonstration. - Soit m un entier > 0 divisible par n et par le conducteur
de l'extension abélienne H ' = H (S) de K. Pour chaque automorphisme o
de H ' I H , on a

ô^œ^.ô,

où œ (a) est une racine 72-ième de l'unité puisque 8n appartient à H. Dési-
gnons par V un idéal entier de ^premier à m qui vérifie les deux conditions
suivantes :

(a) la restriction à H / K de 1'automorphisme (b', H ' / K ) coïncide avec
(b, H / K ) ;

(P) ^(b') EE^(b)QO;
et considérons l'action de o- sur ô' = ô^'^w. On a

§'<y = ̂ g(b',JÎ7^)yr ̂  /yryb',Jï7JO

= (co (a). 8)^ ̂ W = œ (af (b/). ô'.

Or, d'après (|3), on a œ ((T/^ = œ (a)^ (b) si bien que le quotient Ô'/S^ (6),
fixé par a, appartient à H; mais, vu (oc), sa puissance 72-ième n'est autre que
le quotient (S^^W/ô^W) ^ l'assertion du lemme est démontrée.

(b) Fin de la démonstration de la proposition A-2, e (f) > 1.
Comme H^ doit être un sous-corps strict de H^ on constate aisément

que l'on a é?(f) = 2 et f = (2). Il s'agit donc de prouver que le quotient
^(C^w^l^ÇCy^ est une puissance d'ordre 12.2.2 = 48 dans
H^y Mais, comme e ((4)) = 1, on sait déjà, d'après (^), que les quotients

^CT^^I^cr^ C'eCI^)),

sont des puissances d'ordre 12.4 = 48 dans H^y L'assertion de la propo-
sition résulte alors du lemme suivant, qui précise dans le cas particulier
considéré ici la formule de normes du théorème 2 (i) (§2.3) de [7].
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LEMME A-4. - Pour toute classe C e Cl ((2)), on a

NH^/H^ (<P(4) (C;-)) = Y[J= i (P(4) (C;.) = (P(2) (C), Ï = 1, 2,

OM /^ produit est pris sur les deux classes, de rayon modulo (4), C[ et C^
contenues dans C.

Démonstration. — Soient F c C un réseau complexe, { ^, t^, t^ t^ } un
système complet de représentants de F/2 modulo F, et t e C un nombre
complexe tel que 4 t e T, t ^ T/2. Définissons alors la fonction (^(12) comme
dans [7] (§ 1, p. 8), et observons que la somme T = ^= i tj appartient à F.
Élevant la formule (6) de [7] (§ 1, p. 10) à la puissance 24, on obtient
l'identité

^2\t'^iÏ)2^^12\t^T)\

(cf. démonstration de la pioposition 1, § 1, de [7]). L'assertion du lemme
résulte maintenant de cette dernière identité, de la même façon que la
proposition 1 (loco citato) implique la formule de normes du théorème 2 (i)
de [7].
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