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SUR LES MODULES DES SINGULARITES
DES COURBES PLANES

PAR

" CuarLes DELORME

[Université Paris-Sud, Orsay]

REsuMmE. — Dans cet article, on étudie 1’espace des modules des singularités unibranches
de courbes planes, ayant un monoide caractéristique donné. On montre que cet espace
comporte des parties isomorphes a des ouverts d’espaces projectifs anisotropes. Dans le
cas ol la singularité a une seule paire de Puiseux, on calcule la dimension de la partie
générique, ce qui répond 2 une question posée par ZAriskl dans son cours 3 1’Ecole
Polytechnique.

Introduction

On considére ’anneau local complet d’une branche analytique intégre
et singuliére d’une courbe plane sur C; on peut le décrire a I’aide de dévelop-
pements de Puiseux.

On indique comment voir si deux tels développements décrivent des
anneaux isomorphes (§ 3), et on introduit des invariants analytiques discrets,
faisant intervenir les valuations des éléments de I’anneau et de ses formes
différentielles dans son normalisé (§ 4). A partir de ces invariants, on obtient
des conditions, qui lorsqu’elles sont réalisées, permettent de construire des
développements ultra-courts, ayant le plus possible de coefficients nuls (§ 6).
Certaines composantes de 1’espace des modules apparaissent alors comme
des parties constructibles d’espaces projectifs anisotropes (§ 8).

Quand ’anneau n’a qu’une paire de Puiseux, on peut préciser les relations
entre les invariants, et les coefficients des développements de Puiseux
(§ 14 et 15). On dégage une notion de généricité (§ 16), et on montre que
I’espace des modules des anneaux génériques est un ouvert d’un espace
anisotrope (§ 18), dont on arrive a expliciter la dimension en fraction
continue de la paire de Puiseux (§ 32) ce qui répond dans ce cas & une
question posée par ZARISKI en novembre 1973.
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418 C. DELORME

1. Définition des anneaux de Puiseux

Soient m et n deux entiers tels que 1 < n < m, et n ne divise pas m. Soit
a = (a;, i > m) une suite de nombres complexes, telle que le pged de m,
n et des i, tels que a; # 0, vaut 1.

On appelle 4 (m, n, a) le sous-anneau complet de B = C [[#]] engendré
pae x =1" et y =1"+) ;o a;t.

Les anneaux ainsi obtenus sont dits de Puiseux.

2. Interprétation géométrique

L’anneau local complet d’une branche analytique intégre et singuliére
d’une courbe plane sur C est un anneau de Puiseux : il suffit de choisir un
paramétre transverse x, puis une uniformisante convenable ¢ du normalisé,
puis un paramétre convenable y donnant le contact maximal. Inversement,
un anneau de Puiseux définit une telle branche, dont la multiplicité est n,
et dont I’ordre du contact maximal est m, car B est le normalisé de A (m, n, a).

3. Lemme
Deux anneaux de Puiseux A = A(m,n,a) et A" =Am',n',a’) sont
isomorphes si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont réalisées :
()m=m e n=n"
(ii) il existe Ec A, v(E) >n et ned, v(n) >m, et yeC, v # 0, tels
que
1= th1+x“ly"”§,
Y =y"yan=1"+Ycma;t’,

ot v est la valuation naturelle de B, et ot </1+z = 1+(z/n)+. .. pour tout
zeB, v(z) > 0.

D’aprés le paragraphe 2, m et n ne dépendent pas du développement
choisi. Un isomorphisme 4’ — A se prolonge de maniére unique en un
isomorphisme des corps de fractions et des normalisés. L’uniformisante,
qui sert & définir 4, a pour image ¢’ dans B, de valuation 1, ce qui permet
de définir v, et les deux générateurs de définition de 4’ ont pour images x’
et ¥, qui permettent de définir § et n satisfaisant les conditions indiquées.
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MODULES DES SINGULARITES 419

Inversement, les conditions indiquées permettent de définir un mono-
morphisme A’ — A, et c’est un isomorphisme, car x’ et ' engendrent
encore A comme anneau complet, puisque les conditions v () > n et
v(n) > m impliquent n € (x, »)* et & € (y, x?), ce qui permet d’écrire x et y
sous forme de séries entiéres en x’ et y'.

Dans la suite, on ne considére plus que des changements de paramétres
du type indiqué.

4. Invariants des anneaux de Puiseux

A un anneau de Puiseux 4 (m, n, a) = A4, on associe les objets suivants :

Le monoide caractéristique I' = v (4) : Les deux plus petits générateurs
de I'"sont net m; on pose ¢ = inf { u e ', N+u = T }, c est un nombre fini.

L’ensemble A = v(4+A4 (dy/dx)) : on voit que I opére par addition
sur A, qui contient donc I'" et I' +m—n. On pose

v=inf{ueA u¢Tul+m-n} et d=inf{ueA, N+uUA}.

pose aussi A’ = {ueA,u#v,m<u<w}
La fonction w : A— T, définie par
. d
w(r) =sup{v(p)}, ped, qeA, v(q—p;)y;>= r.
Le nombre & =inf { v(p) }, p€ 4, g€ 4, v(g—p (dy/dx)) = .
On a évidemment 8 < c et € < c.

Montrons que ces objets sont des invariants de A, autrement dit, qu’un
changement de paramétres ne les modifie pas.

C’est clair pour I', dont la définition est indépendante du développement
choisi.

On interpréte A a ’aide de formes différentielles. A un anneau complet
R sur C, on associe le R-module /1> = Qg, ol I est le noyau de la surjection
diagonale R @c R — R d’anneaux complets. L’injection 4 — B fournit un
morphisme de 4-modules Q, — Qp. Le B-module Qjp est libre de rang 1,
debasedt =t ® 1—1 ® t, et le A-module image de Q, a deux générateurs,
savoir

dx =nt""! et dy = (mt" ™ Y, pia, i Y dt.

Le sous-B-module de Qp, engendré par cette image, est libre de base dx.
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420 C. DELORME

On voit que A est I’ensemble des valuations des éléments de I’image Ad 4
rapportés a une base du module Bd 4 engendré par Ad 4 dans Q, ce qui
ne fait pas intervenir le choix du développement.

Voyons ’invariance de w.
Sirel,alorsw(r) =c.Sir¢Tetrel+m—n, w(r) =r+m—n.
SireAetr¢I' uT' +m—n, il existe p et g dans A tels que

dy
vfg—p—= )=r;
(q de)

v(@)=v(P)+m—n<r et wv(p)<w(),

alors

I’égalité v (p) = w (r) pouvant étre atteinte par un choix convenable de p
et g. On regarde I’effet d’un changement de paramétres x’ = y" x4,
¥y =y"y+n et ¢’ =yt modulo > On peut écrire & = P (x,y), avec
Pe(X? Y)C[[X, Y]], et n = Q(x,¥) avec Qe (X, Y)’C[[X, Y]]. Il
existe p’ et ¢’ dans A4 avec v(g'—p’' (dy'/dx")) =r et w' (r) = v (p’), ou w’
est la fonction attachée au générateur x’, y’ de 4. On a 1’égalité, ou figurent
les dérivées partielles de P et Q,

d ! ! Id ! ’ n ’ 14 ’ ! s
*(q'—p l =(q'Y"+q Px(x, y)—p Qx(x, )
dx dx

’ . m ’ ’ ’ ’ d
—('Y" =4 Py{x, y)+p' Qv (x, y))d—;:-

La valuation de dx'/dx = y"+ Py (x, y)+ Py (x, y) dy/dx est 0, car

v(¥)=0 et  v(Px(x,y)>0
et

v(P’y(x, y)d—y) Zm—n>0.
dx

La valuation de p’y"—q’ Py (x, y)+p" Oy (x, y) est v(p’), puisque

v(p'Y") =0v(), v Qy(x, y)>v(p)
et
v(q' Py(x, y)) = v(q") > v(p").

Onentire w (r) = v(p’) = w’ (r), et vice-versa, en utilisant le changement
de parameétres inverse, donc w (r) = w’ ().
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MODULES DES SINGULARITES 421

On montre de la méme fagon que € ne dépend pas du choix des paramétres.

Quand aux autres objets introduits, ils sont tous directement déduits de I"
et A, donc insensibles aux changements de paramétres.

5. Lemme
L’effet du changement de paramétres x' =y"x, y' =y"y, t' =yt est
P=aym
L’effet du changement de paramétres x' = x+p, ¥ = y+q,

t' =t /1+x 1 p est donné par

O, 1)—D(a, t') = q—pd—ymodulo 2o @)= 2ntm
dx
en posant ® (a,t) ="+ ;5. a; L.
La premiére partie est évidente. Pour la seconde, on notera que
't = t' 4+ (ip/nx) t' modulo ¢2° (P~ 2n+1
On en déduit, puisque @ (a, t) =y,

t -— m»
®(a, t') = y+®,(a, ) 2-- modulo 12° @~ 2n+m
nx

2v(p)—2n+m

YV =y+q=0@,t)=d(a, t’)+q—p?moduiot
X

6. Proposition

On introduit les conditions (CE) et (CU) :

CE)VreA, r<2w(r)—2n+m,;

CU)d<2e—-2n+m;
en vue des résultats suivants :

(i) si un anneau de Puiseux A = A (m, n, a) vérifie (CE), il existe une suite
ultra-courte a', c’est-d-dire a. = 0 pour tout re A’ telle que A (m, n, a’)
soit isomorphe a A;

(ii) si en outre A vérifie (CU), cette suite ultra-courte est unique a homo-
thétie preés, c’est-a-dire que si a’ et a" sont deux suites ultra-courtes donnant
un anneau isomorphe a A, il existe un nombre complexe y # 0 tel que
a; = a;y'"™ pour tout i > m.

Dr’aprés le lemme (§ 5), si re A’ vérifie 2w (r)—2n+m > r, il existe
un changement de paramétres x’ = x+p, y' = y+q, avec v(p) = w(r),
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422 C. DELORME

dont I’effet est d’annuler le coefficient de " sans changer les coefficients des
', m < i < r. On fera donc successivement des changements de paramétres
convenables pour annuler les a;, i€ A’, i < ¢, i croissant de proche en
proche. A ce moment, Y ;. a; t* est un élément de 4, qu’on peut annuler
par un changement de paramétres évident, sans rien changer aux a;, i < c.

Ceci prouve (i), et donne la maniére de construire un développement
ultra-court de A4 si A vérifie (CE).

Supposons que a et @’ sont deux développements ultra-courts de 4, et
que A vérifie (CE) et (CU). Le deuxiéme développement se déduit du premier
par un changement de paramétres : x' =y"x+p, ¥y =y"y+q et
v({'—yt) = 2. Le changement x’ = y"x, y' = y"y, t' = vt donnant une
modification homothétique, on se raméne au cas y = 1.

Si a est ultra-court, ona v = v (my—nx (dy/dx)) = inf {i,i > m, a; # 0 }
[2]. De la sorte on est assuré que v (g —p (dy/dx)) est différent de v, ou bien
infini, v (g) > m et v (p) > n. D’aprés le paragraphe 5, on a

v(q—pcﬁ)z 2v(p)—2n+m,
dx

sinon le changement perdrait la nullité du coefficient du terme de degré
v (g—p (dy/dx)). On prouve au lemme (§ 7) ci-aprés que v (p) = €
dans ces conditions. Le changement ne modifie donc pas les a,
m<i<d<2e—2n+m,niles a;, i > & qui restent nuls.
C.Q.F.D.
7. Lemme

Si A vérifie (CE), linégalité v(q—p (dyldx)) = 2v(p)—2n+m, avec
p et q dans A, implique v (p) = e.

Si v(g—p (dy/dx)) = r est supérieur ou égal a ¢, c’est gagné car alors
p (dyldx) € A, donc v ( p) = &, par définition de &.

Sinon, on peut trouver p’ et g, avec v (p) = v (p’) et v (g’ —p' (dy/dx)) > r.
En effet, il existe p” et q”, avec v (p") = w (r), et v (¢" —p" (dy/dx)) = r par
définition de w, et on a v (p") > v(p), car

20(p")—2n+m>r=2v(p)—2n+m d’aprés (CE).

Il suffit de prendre p’ = p+Ap” et ¢’ =g+Aq", ou A est un nombre
complexe convenable. Bien siir, on a encore

v(q’—-p’@> =2v(p)—2n+m.
dx
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MODULES DES SINGULARITES 423

En recommengant un nombre fini de fois cette construction, on se raméne
au cas r = ¢ déja traité.

8. Proposition

L’ensemble des classes d’isomorphisme des anneaux de Puiseux, ayant des
invariants Ty, Ay, Wy, €y fixés, est isomorphe a un quotient d’un ensemble
algébrique constructible. Si en outre les invariants vérifient (CE) et (CU),
Pensemble des classes est lui-méme naturellement en bijection avec une
partie constructible d’un espace projectif anisotrope.

Tout d’abord, on sait comment I" (4 (m. n, @)) se calcule a partir des
exposants caractéristiques (définis en [3], § 3). On a ' = ZOSisgNEi
avec Po =n=e, Py =m, e =pged(m, n), e =pged(e;_y, By et
Bi = Bi—Bi—1+B.—1€i_2/e;-; pour 1 <i<g [4]

La condition I' = I'y se traduit donc par un nombre fini de conditions
a,=0o0ua;#0.

Comme une modification des a;, i = ¢, ne change pas 4 (m, n, a), on
peut toujours supposer que a; = 0 pour i > ¢ (c étant le conducteur).

On trouve ainsi un espace constructible, dont ’ensemble des classes
d’anneaux de Puiseux, de monoide caractéristique I'y, est un quotient.
Soit E cet espace; on a E = CI™,

Pour connaitre A, w, &, il suffit de connaitre A N }m, c(, et la restriction
de w a An)m,c(, et €.

On considére 1’espace produit de E par ’espace L* des couples (p, )
de polyndmes de C[X, Y] dont les mondmes X* ¥/ & coefficient non nuls
vérifient ni+mj < c¢. On considére les fonctions a et B de ExL? dans
N u { o0 }, définies par

w@, p, 9 =v(p(x.y) et B(“’P’q)z”(‘“x’”_p(x’”g?y})’

ou v, x, y ont la signification déja utilisée.

Ces deux fonctions sont évidemment semi-continues supérieurement
pour la topologie de Zariski. On en déduit que B~ (r) n a™* (s) est une
partie constructible de E x L?, et, puisque L? est de présentation finie sur C,
la projection sur E d’une partie constructible de Ex L? est une partie
constructible de E.
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424 C. DELORME

Il en ressort que la partie de E, ou A = Ay, w = wy, £ = €,, est construc-
tible, car elle s’interpréte comme intersection de projections sur E de
parties constructibles du produit Ex L.

En effet, r € A s’écrit ae nB~1 (r), et s = w (r) s’écrit :

aen(B () na () fa™ (s, r),

enfin s = & s’écrit
aen(B~ () na () fa"((n, s()),

ou 7 est la projection sur E.
La premiére affirmation est ainsi démontrée.

Si les invariants donnent lieu aux conditions (CE) et (CU), on obtient
une bijection entre les classes d’isomorphisme des anneaux de Puiseux,
dont les invariants ont les valeurs voulues, et le quotient par la relation
d’homothétie de ’intersection F de la partie de E, ou A, w, & prennent les
valeurs voulues, et du fermé défini par les équations a; = 0, i€ A" N Im, ¢(
en mettant en correspondance la classe de @, a € F, et la classe de I’anneau
A (m, n, a) correspondant (tout ceci ne fait que répéter autrement la propo-
sition (§ 6).

On a ainsi justifié la seconde affirmation.

9. Le cas des anneaux a une seule paire de Puiseux

Dans ce qui suit, m et n sont premiers entre eux, et 1 < n < m. Pour
toute suite (a;, i > m), I’anneau A4 (m, n, @) est de Puiseux, et son monoide
caractéristique est ' = (Nm+Nn)u {0 }, et on a ¢ = (m—1) (n—1).

On va préciser les valeurs possibles pour A, w, €, et en déduire que pour
certaines valeurs de A, et en particulier pour la valeur générique de A,
I’espace des classes d’anneaux est isomorphe & un ouvert d’un espace
projectif anisotrope.

On écrira 4 (a), ou seulement 4, au lieu de 4 (m, n, a) si aucune confusion
n’est a craindre.

On étudie d’abord les propriétés des parties de Z U { oo } sur lesquelles I’
opére par addition, & deux générateurs sur I'.

10. Lemme

Soient p et q deux éléments de Z tels que | P—q I ¢r.
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MODULES DES SINGULARITES 425

On pose
u=infC+p)n(T+9q) et u=u+c—mn.

On définit vpar u+v = p+q+mnetv = v+c—mn. Les relations suivantes
ont lieu :

@ T4+p) nT+g) = T +u) v (T +v),
@) T+p) v T +q) = T +u—mn) n (T +v—mn),
(i) N+v = (T+p) u (T +9).
@iv) N+u) 0 ((T+p) U (T +q) = (T+v—mn) N (N +u).
On peut calculer u et v a partir de p et q comme suit : si I p—q | ¢, il
existe un, et un seul, couple (o, B) € )0, n (x )0, m( tel que g—p = am—PBn;
alors u et v sont, a ’ordre prés, les deux nombres p+o m et q+(n—o) m.

Si r est un élément de Z hors de —I" U T, il se met de maniére unique
sous la forme o m—P n, avec o € (0, n(et B € Z. De plus, ona a # 0, sinon r
serait multiple de n, et p > 0, sinon r appartiendraita +T, et B < m, sinon r
appartiendrait 3 —I" : en effet,

r=am—pn=(a—n)ym—B-—m)n.

Inversement, un élément reZ de la forme am — Bn, avec (a,p)e)0,n( x )0,m(
est hors de I U (—TI). S’il était égal 3 o’ m+P’ n, avec o’ et B’ positifs ou
nuls, on aurait n (B’ +B) = m(a—a’) = kmn, et k > 1 car B+p" > 0, et
k < Ocara—a’ < n, ce qui est absurde. De méme, on ne peut avoir o’ et B’
simultanément < 0 avec r =o' m+B' n=am—PBn.

Si donc [p—q | ¢ T, il existe un, et un seul, couple

(o, B)€)0, n(x)0, m( tel que p+oam=gq+Pn.

Alors on a aussi p+(m—B)n = g+(n—a) m. Montrons que les deux
nombres ainsi trouvés engendrent (I'+p) n (I"+¢). Bien évidemment, ils
sont dans cette intersection, et on note que leur somme est p+g+mn. Si r
est un élément de 1’intersection, on a les relations

r=p+im+pun, O0Ai<n, O<y,
<

r=q+\N m+p'n, os<AM<n O
d’ou I’on tire

W,

g—p=am—Bn=A=-A)m+U—p)n avec |A—M\|<n.
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Alors de deux choses I’une :
oubien A—A" =a,etdoncp > 0et A > o, donc reC+p+am;

ou bien A—A" = a—mn, et donc p’ = 0 et A" = n—a, donc
rel'+q+(n—a)m.
On a ainsi prouvé (i), et justifié le calcul de u et v. Comme
v—u = |ocm—(m—B)n|_¢l",

on peut encore appliquer (i) & u et v au lieu de p et g, ce qui donne (ii) en
translatant de —mn les deux membres de I’égalité obtenue.

On trouve alors (iii) et (iv) en intersectant les deux membres de (ii) avec
N+v et N+u, compte tenu des inclusions

N+vcN+u et N+ucT'+u—mn et N+v<eT+v—mn.

Remarque. — On a vu en passant qu’il existe une bijectionde) 0,7 x (0, m(
vers le complémentaire dans Z de I U —T, définie par (o, B) — a m—p n.
Ceci permet de retrouver la formule du conducteur : ¢ = (m—1) (n—1), et
la formule d’Apéry : le complémentaire de I" dans N posséde ¢/2 éléments,
dans ce cas particulier.

Précisons maintenant les propriétés de A et ses rapports avec w et €.

11. Notations

Soitg_; < go < g < ... < g, le générateur minimal du I'-ensemble A.
On pose

Ei=U_1$j<i(r+gj) pour —'lslSJ.
On adonc A = E; et g;¢ E;_,, pour 0 < i < J. On pose aussi
u,=inf(C'+g)NnE;_, pour 0<i<J.

On a évidlemment g_; =0 et g, = m—n.

On choisit des éléments w; de Ad 4, tels que v (®;) = g;, en particulier
W, =dyldx et o_; = 1.

On pose en outre g,,., = © et ®,,; = 0.
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12. Lemme

Pour tout entier € (0, J), on a, en posant u; = u;+c—mn;
(a) il existe un nombre ¢, € Z tel que

(N+u)nE, =N+u)n(+c),

(b) il existe une relation ., =Y _,<;<; F;, 0, ot les F; | sont des
éléments de A, avec u, = v (F, )+g, = inf { v(F; )+g; }.

On procede par récurrence sur / de la fagon suivante :

1€t point : (@) est vrai pour [ = 0;

2¢ point : (a) est vrai pour / = i+1 si (a) et (b) sont vrais pour / = i;

3e point : (b) est vrai pour / = i si (a) et (b) sont vrais pour tout / < i.

Si les trois points sont démontrés, le lemme est visiblement établi aussi.

Preuve du 1€ point. — C’est le lemme (§ 10), avec p =0 et ¢ = m—n.
Onauy=m=ucetcy=—n=v—mn.

Preuve du 2¢ point. — On sait, par hypothése, que

(N+u)nE; = N+u)n(+c),

et aussi que g;,, est au moins égal & u;, donc g;,; € N+u;). Comme
giv1 ¢ E;, onendéduit g;,, ¢ (I +c¢;). Comme de plusona g;., = u; = ¢,
on peut appliquer le lemme (§ 10) avec p et g égaux 4 g; . et ¢;, ce qui donne
Civy = CiT8iv1—Uisy.

Preuve du 3¢ point. — Elle peut se faire en 3 étapes.

1ere étape : On sait a priori que ®;,, peut se mettre sous la forme
Y _1<j<1f; ©;, par exemple g —p (dy/dx). Montrons qu’on peut se ramener
aucasoug;+v (f;) = v(f)+g = w;etméme,sii < J,v(f)+g; € +u,).
On dit alors que la décomposition de ®;, sur les ®;, —1 <j < i est
améliorée.

De Iégalité 0;,; = Y._;<;<;f; ®;, on tire, ou bien i = J et f; = 0 pour
tout j, ce qui convient, ou bien I’inégalité stricte

v(0;44) > e(f) =inf{v(f0), -1 <j <1}

Dans cette occurrence, on appelle £ (f) et k (f) les deux plus grands
indices j tels que v (f;))+g; = e(f), avec h < k (il y a certainement plu-
sieurs valeurs de j ou v (f;®;) prend sa valeur minimale). Alors on a
v(fi)teeEy < By
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En appliquant le lemme (§ 10), on voit que, ou bien v () +g, € (T + ¢ +mn),
ou bien v (f)+g, € T +uy).

La premiére possibilité implique g, e N+g+v(f) v {0} < E,
ce qui est absurde si k # J, mais convient sinon.

La deuxiéme possibilité convient si k& = i. Si k < i, il existe une fonction
ze A telle que v(f,+z F,, ) > v(f). On a alors :

;41 =Z—1$j<ifj,mj’

oufj =fisij>k+l,etf] =fi+z F; ysij< ketfj,s=fiy;—20n
constate que, oubien e (f') > e(f), oubiene (f’) = e (f), et k (f') <k (f).
Par conséquent, un nombre fini d’opérations semblables a celle qui fait
passer de £a f’ fournit une décomposition améliorée.

2¢ étape : On sait a priori qu’il existe un élément 6 de 4d 4, de valuation
v(0) > u;, tel que 0 =) _;<;<;P;0;, avec

u; = inf{v(®)+g;} = v(®)+g;,

par exemple z’' ®; +z @;, avec v (2) = u;—g; et v () = u;—g;, siu;e (L +g)),
Jj < i. Montrons qu’on peut toujours supposer v (0) = g;,,. Alors 0 sera
dit extréme.

Si v(0) € E;, il existe 8’ = z" ©,+0, avec v (0") > v (0), et
0=)_,<®0;, avec @, =z"+@,

et @) = @, si j # k. On constate que la condition sur les valuations est
encore vérifi¢e. On peut recommencer jusqu’d obtenir v (0) > g;., si
i< J,ouv(0) = csii = J; dans ce dernier cas, une modification du méme

genre portant sur @_, permet de ramenerenuncoupa v (8) = 0 = g, 4.

3e étape : 1l faut maintenant montrer que si 0 est extréme, alors v (0) est
Zi+1> €t que si i < J et si f est améliorée, alors v (f;) = u;—g;. Comme
fonctions F; ;, on prendra donc les f; sii < J, et on prendra les ®; sii = J.

Le cas i = J est, en fait, déja traité dans la 2¢ étape.

Dans le cas i < J, on procéde par 1’absurde. Si 0 est extréme et si f est
améliorée, on a v(0) > g;., et v(f;)+g; = u;. Supposons que 'une au
moins de ces deux inégalités est stricte. Comme v (f;)+g;€ (T +u), il
existe ze 4 avec v (f;+z®,) > v (fy). Soit

Ol =0 +20=Y_ i ff0; ol f]=fi+z®,.
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D’aprés ’hypothése & démentir, on a v(z60) > v (®;44), et donc v (®},,)
est encore égal 4 g; , . On constate aussi que v (f7) +g; = v (f) +g;. Comme
v(f7) >v(f),onasoite(f") >e(f),soite(f") =e(f),etk(f" <i

En améliorant la décomposition de ®}., on trouvera
(0§+1=ij,(’)j avec e(f) > e(f).

L’hypothése & démentir sur 0 et ®,, ; est encore vraie sur 0 et ®;,,. On
peut recommencer. Comme le nombre e croit strictement chaque fois, mais
ne devrait pas dépasser g;,,, on trouve une contradiction.

C.Q.F.D.

13. Remarques

Au cours de cette démonstration, on a vu que le calcul des éléments
extrémes permet en fait de trouver les générateurs g; de A et de construire
des éléments ®; de valuation convenable, de proche en proche & partir de
W et ®_;.

On a pu observer aussi I’inégalité g;,, > u;, et ’égalité

citu; = m—n+20si<i(gi+1_“f)‘

On pose
sk+1=ZOSjSk(gj+1_uj) pour 0<k<J et s50=0.

14. Proposition

Dans le cas ou il n’y a qu’une paire de Puiseux, les invariants w et € ne
dépendent que de A et T.

Explicitement, on a les formules suivantes, avec les notations déja utilisées :

sirel, w(r) = o0;

sireE, et r¢ E,_q, avec 0 < k < J,
w(r)=r—sk—m+n=r—ck—uk, 8=uJ—SJ_m+n=—CJ.

Les décompositions améliorées ;. ; = Y F; ; ®;,0 < i < J, vont donner
des égalités ®; 41 =¢;4+1—Pi+1 (dy/dx), avec p_;=qo=0¢t g_;=1=—p,,
les autres p; et g; étant donnés par récurrence, selon laréglep; ., = Y F; ;p;
et 441 = ZF‘,qu'-
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Montrons que, pour />0, on a v(p;4+,) =v(p)+u,—g, et que
v(po) = 0. La deuxieéme égalité est triviale, montrons la premiére par
récurrence : Si elle est vérifiée pour 0 < i < /, est-elle vraie pour i = [?

1l s’agit de voir que v (F;, ) +v (p;) atteint son minimum une seule fois,
pour j =/, car on sait que v (F), ) = u;—g;.

Pour j =—1, v(F; )+v(p) = 0. Pour 0 <j </, ona

- gitu(F;) = gto(F, ),
donc
v(F;, ) +v(p)—((F, )+v(p))

est au moins égal a v (p;)—v (p;) +g,—g; qui vaut, d’aprés I’hypothése de
récurrence,

gt—gj"stiq(“i“gi) = Zj<i$lgi—ui—1a

ce qui est strictement positif.
C.Q.F.D.

Ceci prouve déja que € < v(p;4+,) = u,—S,+n—m =—c,, et que

w(g) =2 v(p)=gi—sitn—m=—c;_,, 0<i</,
en posant c_; = 0.

On en déduit w (r) = r—s,+n—m si r € E;, compte tenu de I’inégalité
évidente w (r+7v) = w (r)+7y, si yeT.

Soit A =Y _;<i<y+1./; ®; un élément de 4d 4, et soit P =) f;p;. On
ne modifie ni A ni P si on change fen f', avec f;—f; =0sij > k+1, avec
‘/}—j; = ZFj’kSi —1 Sj < k,et_f;(,+1_f;‘+1 = Z.

Si v(f)+g. € E,—;, alors ou bien v(f)+g, e (T +u), ou bien
v(fi) +g. € (T +c,+mn) et, dans ce cas,

v(f)+8 = ctmn=c;+mn>uy.

Donc si e (f) < u,, et si e (f) = inf { v (f;)+g; } est atteint plusieurs fois,
I’indice le plus grand pour lequel ce minimum est atteint étant appelé k (f),
on peut, sans changer A ni P, trouver une décomposition /' telle que ou bien

e(f") > e(f), oubiene(f) =e(f), et k(f) <k(f)

Si A = 0, on peut se ramener de la sorte & e (f) > u,. Alors

v(f)+v(p) Ze(f)—git+v(p) =e(f)=sitn—m=u;—s;+n—m
si0<i<J,

v(f-)+o(p-y) =00 >—cy et V(f54)+0(@ys) Z0(Dy41) =—¢5-

Ceci termine le calcul de e.
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On veut montrer maintenant la formule pour w. On la connait déja pour
r € Ey. On procéde encore par étapes pour les autres valeurs de r.

lere étgpe : on se raméne au cas r = cx_;+c—1,0 < K < J.

Avec les notations du lemme (§ 10), si on pose o = g+c—1, alors
rel:(l"+q) N (I'+p) implique o e(+r). En effet, la condition sur r
implique r—p = pm+un, avec p < a et p < m—P, et on a

c—p=(a—-1)m+(m—B—1)n.

On observe encore que e (F+q) N (T'+p) et N+1+0) = (T+q).

On applique ceci avec p = g et ¢ = cx—;. Si on démontre 1’égalité
cherchée pour ¢k, +c—1, elle sera prouvée pour les autres éléments de Ex
hors de Ex_,, compte tenu de 1’inégalité w (r+v) = w (r)+vy, si yeT.

2¢ étape : si v(P) > (cxk—1+c—1)—sx+n—m = c—gg—1, alors
v Q_PQ EEK"I'
dx

Ceci assure en effet que w (cx—, +c—1) a bien la valeur souhaitée c—gg—1.

Soit donc A = Q— P(dy/dx) € Ad A. Nous allons construire de proche en
proche des décompositions A = Y f; @; avec P =Y. f; p;, et

M Jjf) <K U(f;‘(f))"'gj(f) = U(P)+Sj(f)+m—n;

2 Si j(f)>0cet j(f)>k(f), les inégalités j(f) = k(f)+1 et
e(f) = v(fjy) +u;-1 ont lieu, 'une au moins étant stricte. j(f),
e (f), k (f) sont le plus petit indice i tel que f; # 0, la plus petite valuation
v (f;) +g&: le plus grand indice i tel que v (f)+g; = e (f).

La premiére décomposition est A = Q— P (dy/dx), qui convient. Si on
a une décomposition vérifiant (1) et (2), dans chacun des cas (a), (%), (c), on
a la conclusion et dans le cas (d) on modifie la décomposition comme il
sera dit. Comme alors e (f) croit ou &k (f) décroit, et comme k (f) > —1

et e (f) < v(\), on ne peut faire qu'un nombre fini de modifications. Ce
qui prouve bien la deuxiéme étape.

(@ k(f) = K; alors :
v(M) Zv(f)tegx =v(P)+sgt+m—n=cx_;+c,
donc v(\) € Ex_q;
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(b) k(f) < Kete(f)n’est atteint qu’une fois; alors :
v(M) = v(fur) + 8 (r) € Ex 5y © Ex—13

() k(f) < K et e(f) est atteint deux fois, et e (f) e +mn+c (),
alors v (M) > e (f) appartient & Eg_,;

(d) Si aucune de ces conditions n’est vérifiée, ona k = k (f) < K, e (f)
est atteint deux fois, et e (f) € I'+u,.. On remplace f par

f'=f+z2(01— 2 Fu®)
(cf. § 12), ol z € A4 est choisi de fagon que v (f) > v (f;), donc
v(z) = v(fi) + g — Uy

Onaencore P =) f;/ p;. Sik (f) =j(f), alorsj(f) =j(f)+1 = k+1
et fy +1 =z, d’ou (1) et (2), car

Sp+1 =Skt 8rr1— Uk et e(f)=e(f) =u+v(2),
et

v(fi)+gx > u+o(2).

Si k(f)+1 <j(f) onaj(f)=j(f)etfs =TSy donc encore (1)
et (2). Enfin si £(f)+1=j(f), on a, par (2), v(z) > v(fj(f)), donc
J) =j(f), et v(fjy) = v(fj)s d’ou encore (1) et (2).

On va maintenant donner des précisions sur les espaces signalés a la
proposition (§ 8), dans le cas o1 il n’y a qu’une paire de Puiseux. L’espace E
est I’espace des suites (a;, m < i < ¢).

15. Proposition

La partie de E ot A (et aussi w et €) prend une valeur constante est donnée
par un nombre fini de conditions a; = \; ,(a;, m < j < i) et de conditions
a; #V;, a(aj,m<j<i), ot ; 5 est une fraction rationnelle homogéne
dont le dénominateur est inversible sur la partie considérée.

Si A est tel que (CE) et (CU) sont vérifiées, I’ensemble des classes d’iso-
morphisme des anneaux ayant pour invariants I" et A est en bijection avec un
ouvert d’un espace projectif anisotrope. '

On considére I’anneau de polynémes C [ Xy, ..., X;, T],0ub = c—m—1.
On le munit de la graduation ou les X; sont homogénes de degré i et oit T
est homogeéne de degré —1.

TOME 106 — 1978 — N° 4



MODULES DES SINGULARITES 433

On définit les polynémes homogenes particuliers ¥ = T™ (1 + X; T?),
Q_; =1let®, =1/n) T "(m+),(m+i) X; T et R(y); siy e (0, mn(nT,
il existe un unique couple (o, B)eNXxN tel que y = am+Pn; alors
R(y) = T* v~

On définit un morphisme d’anneaux C [X, T]— B, X;— a;,, et T— t.
L’image de Pe C[X, T] est appelée P (a).

On suppose maintenant qu’un ensemble A est donné, compatlble avec
la condition nécessaire g;., > u#;. On cherche pour quelles valeurs de a on
aA(d() =A

On va définir des classes de polyndmes homogenes :

P(i,s) = C[Xy, ..., X{] cpour 1<i<J+1 et s<b,
SL,s)=C[Xy, ..., X, T]  pour 1<i<J+1 et s<b.
On va définir des polynémes homogénes :
Qe&F(,s) 1<i<d avec v(Q;(a)) =g;,
K; €2, 5s) 1<ig<J+1,
Lie#(i,s;) —-1<i<J,
avec déja

L__1=1 et L0=—.

On va montrer que la relation A (4 (a)) = A est équivalente a

K; (a)=0 pour 1<I<J+1
et

SEJS- 1, Sz(f\':(Ez—l"ht),
otton aposé hy =v(p)+m—nets;. =s8,+c,+mn—u,,
L@ #0 pour 1<I<J.

Pour cela, on procéde par récurrence sur /.

On sait déja que g_, =0 =v(Q_; (@) et go = m—n = v(Qo (a)), et
que L_, et L, sont les coefficients des termes de plus bas degré en Tde Q_,
et Q,. Ceci est le point de départ de la récurrence. Pour faire avancer la
récurrence, on va prouver que si on a défini les objets annoncés pour i,
0<i<I<J, siles L; sont les coefficients des termes de plus bas degré
en T des Q; pour —1 < i </, et si les conditions g; (@) = g; équivalent
aux conditions K; (@) =0, L;(a) # 0 pour ie (—1,/( et s appartenant
a ’ensemble indiqué, alors on peut en faire autant pour i = /.
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On appelle 2 (I, s) la classe des polynémes homogénes de C [ X4, ..., X,]
de la forme UX;+V, ou Ve C[Xy, ..., X,_;], et ot U est un produit de
puissances des L,, k€ (—1, I( et d’une constante non nulle.

On appelle & (I, s) 1a classe des polyndmes homogenes de C [ X, T], dont
le coefficient de 77 est nul si g < h;+s appartient & 2 (I, q—h;) si
q e (h,+s, b), et est quelconque si g > b.

On forme, par récurrence sur o, §;_; < @ <5, des polynémes U,
appartenant a & (/, o).

Pour o = s5;_4, on prend U, = R(u;—1—g,-;) Q;—;. C’est un élément
de L (U, 5,-1)-

Pour passer de U, a4 U , sia < s5,, il y a deux possibilités :

si p=h+aeE n[E_;, —1 <k <1 on prend

Ua+1 = Lk Ua_Kl,aR(B_gk)Qka

ou K, , est le coefficient de 7% dans U,. Il est facile de vérifier que si
U,e &, o), alors Uy, € L (I, a+1);
si B¢ E;_y, alors K, , (a) est nul, sinon P serait g; (@). On prend

ch+1 = Ua—Kl,a Tﬂ'

C’est évidemment un élément de & ([, a+1).

On arrive ainsi & U,, avec o =, Si / = J+1, c’est terminé, car
Syi1+hye, =c;+mn, donc (N+s;.4+hy; ) < E;. Si I<J, on a
K, ,(a) # 0, car alors B = g;(a). On prend donc K, , = L, et Q, = U,.
Evidemment U, et L, satisfont les relations voulues.

On vient également de voir que si les gx (@), —1 < k < [ sont égaux
aux g, donnés, pour que g; (a) soit bien le g, donné, il faut et il suffit que les
K, (@), s€)s,_1, 5 (0 [ (E,-y—hy) soient nuls et, si / < J, que L, () ne
soit pas nul.

C.Q.F.D.

Compte tenu de la forme particuliére des polynémes K, ¢ et L, qui
interviennent, la premiére affirmation est justifiée.
Soit H le complémentaire dans N de

A'—-m)u (U1<i<1+1()31—1» si(n I:(El—l —h))),

et soit P le quotient de C* par ’homothétie anisotrope (c’est-a-dire (b;, i € H)
et (b;, ie H) sont homothétiques s’il existe ye C, v # 0 avec b; = y' b,
pour tout i€ H).
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On met naturellement en bijection les classes d’isomorphisme des anneaux
de Puiseux ayant I" et A comme invariants, tels que (CE) et (CU) soient
vérifies, et les classes d’homothétie des suites (a, m < i <c,i¢A’)
vérifiant les relations K ¢ (a) = Oet L, (a) # 0 pour les valeurs convenables
de /et s : ]a bijection est obtenue en associant la classe de (a;,, m < i < ¢, i¢A")
et la classe de ’anneau 4 (a), étant entendu que a; = 0siie A’

Compte tenu de la forme particuliére des polynémes K et L intervenant,
I’espace des classes d’homothétie des suites décrites est lui-méme en bijec-
tion avec I'ouvert de P défini par [ [, s b, # 0,00 S = {5, 1 < /< J};on
prend b, = a,, . si s€ Het s ¢ S, et on prend b, = a,,,,—(V; (@)/U; (a)) si
s =s;et L; = U; X;+V;. L’ensemble S est vide si, et seulement si, J = 0,
c’est-a-dire A = E,, ce qui est compatible avec (CE), mais est compatible
avec (CU) si, et seulement si, 2 e—2rn+m > 3, ce qui est ici tout calculé :
—2n—2n+m = c—n, ou encore (n—2) (m—2) < 3. Ceci se produit dans
3 casseulement : n =2 et mimpair > 3,n =3etm =4,n =3 etm = 5.

Dans chacun de ces 3 cas, toutes les singularités sont isomorphes,
d’anneau isomorphe a C [[#", ™]] = 4 (m, n, 0).

Dans les autres cas, S n’est pas vide, et I’ouvert de P est un ouvert affine
d’un espace projectif anisotrope (singulier parfois). C’est un espace dont la
dimension est le nombre d’éléments de H, diminué de 1 (on note que H n’est
pas vide, car S < H).

16. Définition
On définit un ensemble A (m, n) = N U { oo }, sur lequel
I'=(Nn+Nm)yu{ow}
opére par addition, de la maniére suivante :
On pose g_; =0 et gop =m—n, et E_; =TI, puis par récurrence,
u; =inf(C+g) NE;_y),
E,=E,_,u(T+g) et g1 =inf(N+u)nE,)

pour i = 0. On appelle J le plus petit indice i tel que N+u; < E;, ou, ce qui
revient au méme, tel que g;.; = . Alors A (m, n) = Ej.

On dit que A4 (m, n, a) est générique si son invariant A (4 (m, n, a)) est
égal a A (m, n).
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17. Lemme

Tout anneau générique vérifie (CE) et (CU).

Sirel,alorsw(r) =0, et r<2w(r)—2n+mour = w0 ¢A.

Sir¢Tetre(T+m—n)etr > m,alors2w (r)—2n+m =2r—m > r.

Montrons que (g;—s;,g;) = A = A(m, n) pour 0 < i < J. Clest vrai
pour i = 0, car s, = 0. Si c’est vrai pour i < J, ¢’est vrai pour i+1, car
I’addition de u;—g; e I" donne (u;—s;, ;) < A, et u;—s; = g;,1—S;+,, €t
la définition de g;,; « générique » donne (u;, g;4,) < A.

On en déduit aisément s; < n; sinon g;—n serait dans A et non dans
I'+g;, donc dans E;_,, et g; serait aussi dans E;_,.

On voit aussi que u;—g; €I, et u;—g; > 0 implique u;—g; = n, pour
0<i<J Doncg,—s,—m+n=>nksi0 <k <J,etuy;—s;—m+n=n({J+1).

Si reA, ré¢ Ey, r # v=g,, montrons que ’on a (CE), c’est-a-dire
E=2w(r)—2n+m—r > 0. Soit k le plus petit entier tel que r € E,. On a

E=r-2s,—m=(r—g)—s+(@—s,—m+n)—n>((r—g)+k-2)n.
Sik>20onaE>0,sik=1,ona0#r—g,el,doncr—g, > n, donc
E>0.

On voit aussi que N+u; < A, donc aussi N+u;—s; < A, c’est-a-dire
u;—sy = 6. En outre, u;—s;,—m = nJ. On en tire I’inégalité :

2e—2n+m=2u;—2s;—m=06+u;—s;—m = 6+nJ =9,

c’est-a-dire (CU).

18. Proposition

1l existe un ouvert non vide U < E, tel que la condition « ae U » soit
équivalente a « A (a) est générique » (ce qui justifie I’appellation générique).

L’espace des modules des singularités génériques, c’est-a-dire I’espace des
classes d’isomorphisme des anneaux génériques, est un ouvert affine d’un
espace projectif anisotrope, dont la dimension est le nombre d’éléments du
complémentaire dans N+m de A.

On applique la proposition 15. Comme les ensembles

I1-1, (O [ (Eim = h), 1< I<T+1

sont vides, la partie de E, ou A prend la valeur générique, est donnée par
0 # [1<i<s Li (@). Autrement dit, chacun des g, ,,, s € S, doit étre différent
d’une valeur particuliére qui se calcule a partir des a d’indice plus petit.
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L’espace des modules s’obtient, d’aprés le paragraphe 8, en coupant U
par le fermé a; = 0 pour tout i € A" et en passant au quotient par 1’homo-
thétie (ou a; est affecté du degré i—m). D’ou la conclusion, aisément
obtenue, en traitant séparément les cas particuliers » = 2 et m entier
impair > 2,n =3etm =4,n = 3 et m = 5, déja examinés au cours de la
démonstration du paragraphe 15.

On s’attache maintenant au calcul de la dimension de cet espace.

19. Définition

A un couple d’entiers > 2 premiers entre eux, on associe le monoide
I,,.=Nm+Nn)u {o}, la fonction f, , : N— Z, définie par

S, n(k) = k—card((m, m+k(nT,, )—card((n, n+k(nT, ),

et le nombre D,, , = sup,cn/m, n (k).

Evidemment D, , =D, ,>0=f, ,(0) et D, , est fini, car k > ¢
implique f,,, , (k+1) = f,,, . (k)—1 (avec ¢ = (m—1) (n—1)).

On omettra parfois la mention de m et n si aucune confusion n’est a
craindre.

20. Proposition

Le nombre d’éléments du complémentaire A (m, n) dans N+m est D, ,,
pour tout couple d’entiers m, n premiers entre eux, tels que 2 < n < m.

Soit 4 un anneau générique, et soit B son normalisé.

On considére des C-espaces vectoriels 4, B, avec la filtration donnée
par la valuation de B, c’est-a-dire B, = Bt* et A, = A N B,.

On a un morphisme 4 x A — B, de noyau R et d’image C, défini par
(p, 9) = q—p (dy/dx). On pose C, = C n B,.

On a alors une suite exacte 0 — C,, — B, — Q — 0, ou la dimension
de Qest égale au cardinal du complémentaire de A (m, n) dans N+m
(car v(C) = A (m, n) si A est générique).

On a aussi une suite exacte 0 — R — A4, x 4,, — C,, — 0, car un élément
de 4x A4 hors de A4, x A4,, donne par le morphisme un élément de C hors
de C,,, sa valuation ne pouvant &tre que m—n ou un multiple de » inférieur
a m.
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On en déduit des suites exactes :

O - Rk - (An/An-('-k) X (Am/Am+k) - Cm/cm+k - 0’
0- Cm/Cm+k - Bm/Bm+k - Qk - 0.
Il est clair que les dimensions de B,/B,,+xs Am/Am+r €t A,/Ay+i sont
respectivement k, card ( (m, m+k( nT) et card ( (n, n+k( N ).

On en déduit aisément
fm, n (k) =dim Qk —dim Rk .

Comme @, est isomorphe & un quotient de Q, on a f,, , (k) < dim Q.

Pour montrer que D,, , = dim 0, il suffit de prouver le lemme :

21. Lemme

Si k = u;—s;—m, alors dim Q, = dim Q et dim R, = 0.
On reprend les notations définies aux paragraphes 11 et 13.

On a vu que 6 < u;—s;. Donc C,,,x = B,,+¢, C& qui assure un isomor-
phisme entre Q et Q,. On a bien dim Q = dim Q.

On remarque aussi que, pour 0<i<J,ona (u;—s;+s;, u;—8;+5; 1, (< E;,
et que N+u; < E,. La formule de w (¢f. § 14) montre que, pour r > u;—sy,
on a w(r) = u—s;—m+n.

On en déduit que tout élément » de C,, , est de la forme g—p (dy/dx),
avec g€ A4y et p€ A, ;. En effet, c’est vrai si v(®) > ¢, car on peut
prendre g = o et p =0, et si v(®) < ¢, il existe p € 4,4, et g€ 4,, 4 tels
que v(w—q+p (dy/dx)) > v(w), par définition de w. Un nombre fini
« d’approximations successives » conduit au résultat voulu.

On peut maintenant prouver que R, = 0; autrement dit, que
qg—p (dyldx)e C, 4, implique qeA,,, e peA,. En effet, si
q—p (dyldx) e C,, 1y, 1l existe p’ € A, 4, et q¢' € A, 4, avec

, na
(a—a)-(r-"Z =0,
dx
donc
v(p—p)ze=u;—s;—m+n=k+n (§ 14)
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et
v(@—q)=v(p—p)+m—n=k+m.
Les valuations de p et g vérifient bien les inégalités voulues.

Remarque. — Gréce & la symétrie de D,, ,, on pourra chercher a le
calculer sans se préoccuper de savoir si # < m ou si n > m.

22. Rappel sur les fractions continues

A une suite S de k nombres entiers positifs ou nuls, on associe un couple
V¥ (S) d’entiers positifs ou nuls, avec les régles suivantes :
1°si k=0, alors ¥ (S) =(1,0). Si £k > 1, S s’écrit (p, T), et si
VY (T) = (u, v), alors :
Y (S) = (pu+v, u).

Cette régle permet de définir  par récurrence sur k. Les autres régles en
découlent;

2°si Y (S) =(c,d), siy (S, p) = (a b)etsiVy ()= (u,v),alors :
V (S, p, T) = (au+cv, bu+dv);
3°si ¥ (T) = (u, v), alors V¥ (0, T) = (v, u). On a les égalités
Y (S, p, 0) =V (S),
V(S, p, D=V(S, p+1),
V(S, p. 0,9, T)=V(S, p+gq, T);
4° si Y (S) = (c, d), si V¥ (S, p) = (a,b) et si ¥ (S, p,q) =(m,n), on a
bm—an=bc—ad =(—1)* ou k est la longueur de S,
m=c+qa,
n=d+qb;

5°  (S) est composé de deux nombres premiers entre eux, et, pour tout
couple de nombres premiers entre eux, il existe une suite .S dont ’image
par ¥ est ce couple;

6° en utilisant les régles 3° et 5°, on peut mettre un couple d’entiers
premiers entre eux sous la forme Y (S), ou les éléments r; de S vérifient
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r;=1si1 <i<k. Silecouple n’a pas 1 parmi ses éléments, on peut
supposer r, = 2. Quitte & remplacer le couple par son symétrique, on peut
supposer que k est pair (k étant la longueur de S).

Les preuves sont dans [1] (chap. X).

23. Définitions

Désormais, m et n sont deux entiers positifs, premiers entre eux, et
(S, p, q) une suite de longueur paire, telle que V (S, p, q9) = (m, n), avec
p = 1. On pose (@, b) =V (S, p) et (¢, d) = Y (S). On a alors

m=gqa+c, n=gqb+d,

bc—ad =bm—an=1 et cn—dm = gq.

b>pd>d et b>1 et azpczc>1.

(Le nombre ¢ n’a rien & voir avec le conducteur (m—1) (n—1).)

On définit une suite de triplets appartenant & Zx (0, a(x (0, b( par
récurrence. Le premier triplet est 0, = (Ao, ug, vo) = (0,0, 0), et
Uprq = U,+cmoda, v,,., = v,—dmod b, et A, , est déterminé & partir de
A, par la condition 4, < h,,, < h,+na, en posant h, = (A, a+u,) n+v, m.
On appelle 4, la valeur de 8,. On peut vérifier que 4, , —h, vaut g si v > d,
vaut g—1 si v < d. Comme b et d sont premiers entre eux, la suite v, est
périodique de période b, d’image (0, b(, donc h, ., = h,+n. Il y a dans la
suite des triplets de valeur arbitrairement grande.

24, Lemme
Si h =hz et h' =hz+15 on a
(h, W(AT = (h, W'( (h, h+1,).

L’image de la suite 0 est formée des (\, u, v) tels que (A a+u) n+vm > 0,
et de 0.

Si la suite 8 comporte le triplet (A, u, v) de valeur h, elle comporte égale-
ment les triplets suivants :

(A, u+1, v), de valeur h+n, pourvu que u < a—1;
(A+1, 0, v), de valeur h+n, pourvu que u = a—1;
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(A, u, v+1), de valeur h+m, pourvu que v < b—1;
(A+1, u,0), de valeur h+m—1, lorsque v = b—1.

Si h<h+o <h, on a h+a =a(A—a)n+un+vm+obm. Si donc
O0<asMh+tael,etsih <a < h'—h, le coefficient de n est négatif, et
celui de m inférieur 3 n, donc h+a ¢TI

Si 0 <a < h'—h, le coefficient (v+ab) de m n’appartient pas a
N+n+(0, b(, et h+o n’est donc pas une valeur d’un triplet de 0. Si deux
triplets 0, et 8” ont méme valeur > 0, ils sont égaux si g # 0, et sig =0,
onan =detm = ¢, et v—v" est multiple de n = d (car m et n sont premiers
entre eux). Si par exemple v” = v+pd,ona0,_, = 6”. La seconde assertion
est ainsi prouvée.

Le calcul de la valeur des triplets, indiqués dans la troisiéme assertion,
est trivial, et on vient de voir que cette valeur assure qu’ils sont dans I’image
de la suite 6.

25. Corollaire

La fonction f,, , atteint son maximum D, , sur I’image de la suite des
valeurs.

Si k<k',ona
f(k)—f(k)=k'—k—card{(k+m, kK'+m(nT)—card((k+n, K'+n(nT).

Soit & < k < A’ un encadrement d’un nombre k par les valeurs de deux
triplets consécutifs.

Si k+nel, alors (k+n, k+n( = T, donc
J(k)—f(h) =—card((h+m, k+ m{nT).
Si k+n¢T, alors (k+n, W' +n( T = @, donc f(#)—f (k) est égal a
h'—k—card((k+m, K" +m(nT) > 0.

Ainsi, si D,, , = f,,.» (k), I'une des valeurs de triplets qui encadrent k
réalise aussi le maximum de f,, ,.

26. Lemme

Sih, < (m—1)(n—1), onafh,,.)—f(h) =g, ot g, est la fonction de
A, Uy, v, donnée par le tableau suivant :
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4

u<a-—1 q—2\A—3
u=a—1 q—2\A—4
u<a-—1 g—2L—1
u=a—1 q—2A—2

u<a-—1 qg—2\A—2
§u=a—1 qg—2A—3

d>0,u<d—l..%

Sih, > (m—1) (n—1),f(h,+,)—f (h,) et g, sont tous deux des nombres <0.

En effet, 4, ., —h, vaut g+1 ou g suivant que v, < d ou v, > d. L’inter-
section (h,+n, A, +n(n I compte A,,, éléments si u, < a—1, ou A, +2
si u, =a—1, & moins que h,++n > mn, auquel cas les expressions
indiquées majorent card ( (h,+n, h, ., +n( 0 I'). De méme,

card((h,+m, h,, ;+m(nT)
vaut au plus A, +1 si v,,4 < b—1, ou A, +2 si v, = b—1, I’égalité étant
assurée si h, ., +m < mn.
On a donc bien f(h,{)—f(h) =g, si h, < (m—1) (n—1), et pour
h,>(@m—1)(n—1),on a

8z S.f(hz-fl)—f(hz): hz_hz+1 <O0.

27. Corollaire

D,, ., qui est le maximum de la suite f(h,), est aussi le maximum de la
suite Yo<ic, 8 = fF.

28. Lemme

Onafk=(@—-1)ab—2a—2b+bc =bm—2a—2b—ab.

On sépare les cas d = 0 et d # 0 pour la démonstration. Pour d = 0,
onab=c=1,donc v;=0, u; =i et A; =0 pour 0 <i < a. Donc
f&f =(@—1)(qg—3)+g—4, ce qui convient.

Pour d > 0, comme a et ¢, b et d, a et b sont premiers entre eux, (¢, —d)
est un générateur du groupe (Z/a Z)x(Z/b Z), donc la suite (u;, v)),
0 < i < ab a pour image (0, a(x (0, b(. Comptons les A; égaux & —1 :ils
correspondent aux (u;, v;) tels que u; n+v; m > an, ce qui impose u; > 1
etv; > 1.Siun+om > an,avec0 <u<aet0<v<bona

(a—u)n+(b—v)ym=2an+1—un—vm < an,
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et vice versa. Ceci montre qu’il y a (a—1) (b—1)/2 fois A; =—1 pour
0 < i < ab. Les autres A; sont évidemment nuls.

Le tableau des valeurs de g donne donc

fa=4qab—(a—1)(d-1)—-2(d-1)
—2(a—1)(b—d+1)=3(b—d+1)+(a—1)(b—1).

Toute simplification faite, on voit que f, = (g—1)ab—2a—2b+ad+1.
Ce qui convient aussi.

29. Théoréme

Si m et n sont deux entiers > 2 premiers entre eux, si S est une suite de
longueur paire, si (m,n) =Y (S, p, q), avec p =1 et q = 2 (et on sait
qu’une telle suite existe, quitte a intervertir m et n), si (a, b) =V (S, p), et
si (¢, d) =V (S), on a

sig=2e d=0,D,,=0;

sig=3ed=0,D,,=0;

sig=2¢=1,d>0, D, , =f +2

siq=2d=1¢>1, D, ,=fx+1;

sinon D, . =fx+Dyn_24 n-2p-

On constate que (m—2a,n—2b) = (m,n) =V (S,p,q—2). On
remarque que si ¢ > 2 ou d > 0, on peut encore définir f * et g comme
précédemment en vue de calculer Dy, ;. On notera que g, = g, 445, €t que
par conséquent f*+ =

Lecasq =2,d =0, qui donne n = 2 et m = 2 a+1 se traite aisément :
comme g, < 0 pour tout z, f5f = 0 est le maximum de f*.

Le cas d = 0 et ¢ = 3 se traite de la méme fagon.

Dans les autres cas, deux éventualités apparaissent; la premiére est :
g, = 0 pour tout z € (0, ab(, la seconde est : il existe z dans (0, ab( avec
g, <0.

La premiére éventualité a lieusid = Oet g > 4, et aussisid > Oetg > 3.
Elle implique que le maximum de f;* se réalise avec i > ab, donc

Dy w = f* = f o +fE, et fi¥, véalise le maximum de f*, qui est Dy 5.

On voit que g, = 0, sauf si u, =a—1, v, > d—1, et A, =0. De tels
triplets ne peuvent é&tre obtenus que si (a—1) n+(d—1) m < an, c’est-a-dire
d-1)m—n=(c—1)n—m—q <0, ou encore (d—2)m+(c—2)n—-2<20
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(cette expression est la somme des deux précédentes). Si c > 2 et d > 2,
I’'un des deux nombres ¢ et d est > 3, car ¢ et d sont premiers entre eux.
L’expression est donc au moins m—2 ou au moins n—2, donc positive. Si
donc ¢ = 2 et d > 2, la premiére éventualité a lieu.

Sic>2etd=1,ona(d—1)m—n < 0,maisdm—n = (c—2)n+n—2>0,
il n’y a qu’une valeur de z € (0, ab( qui donne g, = —1, les autres donnent
g, =0.

Sic=letd>1l,ona(d-1)m—n=—-m—-2<0,dn—n=-2<0,
mais (d+1) m—n > 0. Il n’y a que deux valeurs de z € (0, ab( qui donnent
g, =—1, les autres donnent g, = 0. (On a bien d < b, car b = ad+1 et
azc>=1)

Montrons que dans les deux cas, on a g, < 0 si 4, > an. L’inégalité
h, = an implique A, > 0. Si A, > 1, la question est réglée; de méme si
A, =0etsiu,=a—1louwv,<d-1.Siuy,<a-1l,v,<d-leth,=0,
on a

u,n+v,m+ran <(d—1)m+(a—1)n <an.

Montrons que dans les deux cas, si g, =—1 et si z < i < ab, alors
g:<0. Si(d-1)m+(a—1)n < an+un+vm < an, on a sGirement A = 0,
car A = 1 ne donne que des valeurs > an et A =—1 ne donne que des
valeurs plus petites que b—1)m—n = (@—D)n+l-m< (@-1)@d-1)m
(carm > 2etd > 1).Siu =a—letv>d—1,onag =—1l,etsiu <a-—1,
onav>d-l,etg =0.

Ces valeurs de g donnent les variations de f*, ce qui donne la valeur du
maximum de f* comme on le voulait.

30. Corollaire

Avec les mémes notations que ci-dessus, on a les formules, ou x[y est la
partie entiére du quotient :

sid=0, D, ,=(p—1) (g—2)%/4)+(g—3)*/4) (on retrouve le résultat
de [4));

sid>0, D, , = ab(q*/4)+(bc—2a—2b) (q9/2)+F, ou F est donné par
le tableau :

F
g impair Dyyepia
dz 2 D
c>2 g e
q pair..... > g d=1 1
' c=1 d>1 2
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On obtient ceci & partir du théoréme précédent, en utilisant ’expression
de £+ (lemme 28) et les formules sommatoires des progressions arithmétiques.

31. Notations

Soit R =(ey, €5, ..., €), avec k=2, e; >0 et e, >0, telle que
{M, N) = | (R), vérifie N > 2 (on a M > N). On définit des nombres o;
et 1;, 0 < i<k dela maniére suivante :

Gk = 0 et Tk = 1,

si0<i<k,0;,_, =0;+1;¢5ett;_; =0sit;, = leto;_, pair,et 7,_; = 1
si 1; =0 ou si o;_, impair.

32. Théoréme

Avec les notations ci-dessus, on a
() 4Dy, y = (M—4) (N—4)+0o+(4—271y) (€, —2)—2 7Ty T3;
(i) (M—4) (N—4)/4 < Dy, y < (M—-2)]2x(N—-2)/2;

(iil) Dpgsn, n— Dy, v = (N—2)%/4;

(V) Dygin, y— Dy, v st donné par le tableau.

4 (DM+N.M - DM,N)

5 =0 M2 —4M+7—4de
=1 M? —4M—2e; +1T0+ 21,

(V) (M=3)’/4 < Dy 4y, n— Dy, v < (M—2)*/4.

Commentaire. — Les formules (iii) et (iv) décrivent le comportement de D
sous Deffet d’un éclatement de 1’idéal maximal de 4; le cas (iii) concernant
le cas ou la multiplicité ne change pas.

(i) La preuve se fait « par récurrence sur R ».

On constate qu’une modification de R, dans les limites permises pour R,
effectuée selon les régles 3° du rappel (§ 22), ne change aucun des deux
membres de 1’égalité & démontrer, mais permet de se ramener au cas ou le
dernier élément de R est > 2, en diminuant la longueur de R.
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On observe aussi qu’alors le théoréme 29 permet, soit de vérifier 1’égalité
voulue (dans les cas

R=(e1,2), R=(e;,3), R=(ee;,2)
et
R = (el, 1, 83, 2)),
soit de se ramener au cas R = (e15 ...» €—1, ,—2), compte tenu de
I’égalité (lemme 28)

4fr=(m—4)(n—4)—(m—2a—4)(n—2b—4)+2;

alors la longueur de R ne change pas, mais la somme de ses-termes diminue
si on remplace R par R.

Comme la longueur de R et 1a somme de ses termes ne peuvent diminuer
indéfiniment, on arrive & se ramener au bout d’un nombre fini de diminu-
tions a I’un des cas de vérification directe.

(iv) se déduit de (i),
(ii), (iii), (v) peuvent se déduire de (i) et (iv), mais on peut également les
montrer par récurrence sur R.

Les vérifications a effectuer sont toutes obtenues au terme de calculs
simples et fastidieux.
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