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CONVEXITE DE L’ESPACE DES CYCLES
PAR
DanNie BARLET

[Université Nancy-I]

RESUME. — Nous donnons une généralisation des résultats d’ANDREOTTI-NORGUET
et NORGUET-SIU sur la convexité de 1’espace des cycles.

Notre démonstration est indépendante du théoréme de finitude d’ANDREOTTI-GRAUERT,
et utilise seulement la généralisation de NORGUET-SIU de la réciproque du probléme
de Levi.

ABSTRACT. — We give a généralisation of the results of ANDREOTTI-NORGUET and
NORGUET-SIU about convexity of the space of cycles.

Our proof is independant of ANDREOTTI-GAUERT’s finitness theorem and use only
NORGUET-SIU’s generalisation of Levi’s problem.

Le but de cet article est d’étudier les deux énoncés suivants :

ENONCE 1n° 1. — Soit Z un espace analytique complexe de dimension finie,
n-complet, c’est-a-dire admettant une fonction f d’exhaustion qui soit C?, et
fortement n-convexe sur Z (localement induite dans un plongement lisse par
une fonction C? dont la forme de Levi en chaque point admet au plus n valeurs
propres négatives ou nulles). Alors I’espace analytique complexe de dimension
finie €, (Z) des cycles analytiques compacts de dimension pure n de Z est
0-complet, c’est-a-dire de Stein (*).

ENONCE 1n° 2. — Soit Z un espace analytique complexe de dimension finie,
fortement n-convexe, c’est-d-dire admettant une fonction d’exhaustion qui
soit C? et fortement n-convexe en dehors d’un compact K de Z. Alors I’espace
analytique complexe de dimension finie €, (Z) des cycles analytiques compacts
de dimension pure n de Z est holomorphiquement convexe.

Précisons tout de suite (pour ceux qui commencent les romans policiers
par la derniére page) que nous donnons une démonstration de 1’énoncé n° 1
(théoréme 4), et que 1’énoncé n° 2 est faux en général (voir exemple 1 ci-
dessous). Dans la direction de I’énoncé n° 2, nous donnerons deux résultats
positifs : les théorémes 5 et 5’ dont les démonstrations suivent pas a pas

(Y) Pour la définition de %, (Z), voir [Ba 1].
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374 D. BARLET

celle de [N.S.]. L’exemple 1 ci-dessous montre qu’il sera difficile d’aller
beaucoup plus loin dans cette direction.

Dans leurs articles [A.N.1] et [A.N.2], A. ANDREOTTI et F. NORGUET
ont été les premiers a considérer ces questions, et ils ont prouvé ([A.N.2],
th. 8) que dans le cas ol Z est un ouvert lisse strictement (%) n-convexe d’une
variété algébrique projective, les énoncés n° 1 et n® 2 sont vrais.

La méthode de démonstration repose sur la construction de suffisamment
de fonctions analytiques sur l’espace %, (Z), provenant d’intégration de
classes de cohomologie dans H" (Z, Q") de maniére a prouver 1’holomorphe
convexité (et la séparation des points dans le cas n-complet).

Dans leur article [N.S.], F. NORGUET et Y. T. S1u ont prouvé les énoncés
n° 1 et n° 2 dans le cas ol Z est un ouvert lisse (°) fortement n-convexe
(resp. n-complet) d’une variété algébrique projective.

La méthode utilisée ici est mixte; on montre qu’il y a assez de fonctions
analytiques sur l’espace %,(Z) provenant d’intégration de classes de
cohomologie dans H" (Z, Q") pour que I’enveloppe holomorphe d’un point
dans %, (Z) ait toujours des composantes connexes compactes (resp. soit
toujours de dimension 0). La suite de la démonstration repose sur 1’existence
d’une fonction continue p. s. h. (faible) d’exhaustion sur les composantes
connexes de %, (Z), et sur un nouveau critére de 0-convexité (th. 2 de [N.S.])
qui donne une généralisation de la réciproque du probléme de Levi de
NARASIMHAN (th. 2’ de [N.S.]). Nous utiliserons ce dernier résultat pour
prouver 1’énoncé n° 1 (voir th. 0).

La démonstration de 1’énoncé n° 1 que nous allons donner consiste a
construire une fonction continue d’exhaustion fortement p. s. h. (au sens
précisé plus loin) sur %, (Z ). Nous ne construirons pas de fonctions ana-
lytiques sur %, (Z ) par intégration de classes de cohomologie, ce qui nous
permettra de ne pas utiliser le théoréme de finitude d’Andreotti-Grauert
[A.G.] dans cette démonstration.

Chapitre 0

Exemple 1. — Soit V I’éclaté de C* en 0, et notons par p la projection
naturelle de ¥ sur C* Identifions p~! (0) avec P5 (C) ’espace projectif
complexe de dimension 3. Soit D une droite projective de P (C), et soit C

(?) On demande a la fonction d’exhaustion d’avoir exactement n valeurs propres
strictement négatives pour sa forme de Levi en chaque point.

(3) Cette restriction est sans objet dés que 1’on a la définition de I’intégration des
classes de cohomologie sur les cycles dans un espace singulier (voir [Ba 1], chap. VII).
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ESPACE DES CYCLES 375

une conique de P (C) vérifiant Cn D = @. Soit i : D 5 C un isomor-
phisme algébrique, et considérons sur V la relation d’équivalence qui
identifie D et C a l’aide de i. C’est une relation d’équivalence analytique,
propre, dont les classes sont réduites & un ou deux points; I’ensemble
quotient W, muni de la structure annelée quotient, est alors un espace
analytique réduit (la condition de H. CARTAN étant vérifiée). Comme
Papplication p est constante sur les classes d’équivalences, elle passe au
quotient, en une application p : W — C* qui est propre, et induit un isomor-
phisme de W—p~!(0) sur C*—{ 0 }. Ceci montre que W est fortement
0-convexe (donc fortement 1-convexe!). Nous allons montrer que €, (W)
n’est pas holomorphiquement convexe en montrant que cet espace est
connexe, non compact, et que ses composantes irréductibles sont compactes
(ce qui impose a toute fonction analytique sur €, (W) d’étre constante).

Comme les cycles C et 2. D sont dans la méme composante connexe de
%, (V) = €, (P3), on obtient par image directe sur W que les cycles D
et 2.D sont dans la méme composante connexe de %, (W); on en déduit
immédiatement que D et n.D sont dans la méme composante connexe de
%, (W), et donc que cet espace est connexe et non compact. D’autre part,
les composantes irréductibles de €, (V) = €, (P;) sont compactes et
s’identifient par image directe aux composantes irréductibles de %, (W).

Ceci montre que 1’énoncé n° 2 est faux en général.

Il apparait sur cet exemple que 1’énoncé n° 2 est faux essentiellement
parce que les composantes connexes de ’espace des cycles d’un espace
compact ne sont pas nécessairement compactes (%).

Des restrictions du « type Kihler » permettent d’écarter ces canulars
puisque les composantes connexe de %, (Z), pour Z compact kihlérien,
sont compactes (°).

11 semble donc raisonnable, pour avoir un énoncé n° 2 vraisemblable, de
demander que le compact exceptionnel K de Z posséde un voisinage ouvert
de « type kihlérien » (voir théoréme 5).

L’exemple qui suit montre ce que donne le procédé de I’exemple 1 quand
on le « noue » de loin, ce qui permet au compact exceptionnel d’avoir un
voisinage kéhlérien.

Exemple 2. — Soit € > 0, ¢ trés petit devant 1.

(#) Le lecteur trouvera dans [Li] un exemple d’espace compact Z tel qu’une composante
irréductible de %, (Z) soit non compacte.

(°) D’aprés le théoréme 1, le volume relatif 4 la forme kihlérienne est constant sur
les composantes connexes de %, (Z); elles sont alors compactes d’aprés le théoréme 2
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376 D. BARLET

Soit S = {(zy,2;,23,2,)€C* z2—€*z2 = 1 et z; =0 }. Notons par
Vo I’éclaté de C* le long de S, et par V 1’éclaté de V, a 1’origine. Notons
par v, et y_ les fibres de V au-dessus des points (1, 0, 0, 0) et (—1, 0, 0, 0)
respectivement. Identifions par ailleurs la fibre de ¥ en (0, 0, 0, 0) & P, (C).
Soient D et C une droite et une conique de P (C) vérifiant D n C = 4.
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Comme 7 ety _ sont deux droites projectives, choisissons des isomorphisme
algébriques i : v, — D etj:y_ > C, et notons par W I’espace analytique
obtenu a partir de ¥ en identifiant vy, et D par i, et y - et C par j (cet espace
analytique quotient existe pour les mémes raisons que dans I’exemple 1).
La projection de ¥ sur C* induit une application propre de W sur 1’espace
analytique obtenu en identifiant dans C* les points (1, 0, 0, 0) et (—1, 0, 0, 0)
a Dorigine; ce quotient X de C* étant de Stein, on en déduit que W est
holomorphe convexe. De plus, comme X est lisse sauf en un point, une
fonction d’exhaustion C? fortement p. s. h. sur X donnera par image réci-
proque une fonction d’exhaustion C 2 fortement 1-convexe en dehors de P,
sur W puisque la projection de W sur X est de rang au moins 3 en chaque
point de W—P;.
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Si U est un voisinage ouvert assez petit de I’origine de X, I’image réci-
proque de U sur W est projective (c’est-a-dire analytiquement isomorphe
a un ouvert d’une variété algébrique projective), car les trois composantes
irréductibles Ay, A, et A_ de cette image réciproque sont projectives,
A, NnA_ =@, A, nAyet A n Ay sont irréductibles et disjoints.

Ceci montre que P3, le compact exceptionnel de W admet un voisinage
ouvert projectif, donc kédhlérien.

Soit r > 1; notons par X, I’image dans X de la boule ouverte de centre 0
et de rayon r de C*, et par W, I’image réciproque sur W de X,.

Nous allons montrer que I’espace € (W,) est connexe pour r > 1/g, alors
qu’il ne P’est pas pour r < 1/e.

Commengons par remarquer que la trace de S sur la boule de centre 0
et de rayon r a deux composantes connexes S’ et S” contenant respective-
ment (1, 0,0, 0) et (—1, 0, 0, 0), pour r < 1/¢. En notant par ¢, (P;) ’espace
des courbes de degré n dans P5, on peut représenter €, (W,) pour r < 1/3
par le schéma ci-contre.

Les pointillés représentent les « jonctions » qui ont lieu pour r > 1/e;
on voit que, dans ce cas, €, (W,) est connexe, mais contrairement a ce qui se
passe dans I’exemple 1, la connexité ne détruit pas I’holomorphe convexité.

Donnons enfin, pour clore ce paragraphe d’exemples, une variété analy-
tique fortement 1-compléte pour laquelle la méthode de [ N.S.] n’aboutit pas:

Exemple 3. — Soit C une courbe de C* admettant un unique point singulier
en 0; on suppose qu’au voisinage de 0, C est la réunion de deux courbes
lisses et transverses en 0, et 1’on note par ¥ (voir [S]) la variété analytique
obtenue en éclatant successivement chacune de ces courbes au voisinage
de 0 (loin de 0, on éclate C globalement). La variété ¥ est holomorphe
convexe, fortement 1-compléte, et I’espace %, (V') a deux composantes
connexes dont 1’une est réduite a un point, la seconde ayant la configuration
suivante :

Ar\+SB

ARNZB
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ol 4 et B désignent les composantes irréductibles de la fibre de ¥ en 0. Si
f:V—R" désigne la fonction fortement 1-convexe sur ¥ déduite de la
fonction X | z; |* sur C?, on constate que I’ensemble {f = 0 } contient les
supports des cycles 4 + n.B pour tout n € N, alors que ces cycles forment
une suite discréte dans ’espace €, (V).

Chapitre 1

Nous utiliserons dans tout ce qui suit les définitions suivantes :

Définitions. — Soit Z un espace analytique complexe réduit de dimension
finie; nous dirons qu’une fonction continue g : Z— R est p. s. h. sur Z
si elle est plurisousharmonique sur ’ouvert des points réguliers de Z.

Nous dirons qu’une fonction continue g : Z— R est 0-convexe (resp.
fortement 0-convexe) au voisinage de z € Z s’il existe un voisinage ouvert
V, de z dans Z, un plongement j : V, — W dans une variété analytique
(lisse) W, et une fonction continue G : W— R p.s. h. sur W (resp. fortement
p. s. h. sur W) vérifiant Goj = g/V,.

Nous dirons qu’une fonction continue g : Z — R est fortement p. s. h.
sur Z, si au voisinage de chaque point de Z on peut écrire g comme somme
d’une fonction p. s. h. et d’une fonction fortement O-convexe.

La généralisation de NORGUET et Siu de la réciproque du probléme de
Levi ([N. S.], théoréme 2’) donne immédiatement 1’énoncé suivant :

THEOREME 0 NORGUET-SIU. — Soit Z un espace analytique complexe de
dimension finie; s’il existe une fonction continue d’exhaustion f:Z — R*
qui soit fortement p. s. h. en chaque point de Z, alors Z est Stein.

Paragraphe A
On utilise ici la terminologie de [Ba 1] (chap. 4, § 1).

THEOREME 1. — Soit Z un espace analytique réduit de dimension pure
n+p, et soit (Xy), . g une famille continue de cycles de dimension pure n de Z,
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ESPACE DES CYCLES 379

paramétrée par Iespace topologique S. Alors Uapplication de S dans Iespace
des courants de type ( p, p) sur Z a coefficients mesures (c’est, par définition,
le dual de I’espace des formes différentielles de type (n, n) sur Z a coefficients
continus et a supports compacts, muni de sa topologie faible) qui @ se€ S
associe le courant défini par le cycle X (voir [Le]), est continue.

Nous utiliserons, dans la suite, le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1. — Soit Z un espace analytique réduit de dimension finie, et
soit @ une forme différentielle de type (n, n) sur Z a coefficients continus.
Alors Iapplication F, : 6,(Z)— C qui est définie par F, (X) =J‘ o est

x
continue.

Démonstration. — Le probléme est local sur €, (Z); Xo€%,(Z)etsi W
est un voisinage compact de | X, | dans Z, il existe un voisinage ¥V de X,

o
dans %, (Z) tel que Ye V entraine | Y| = W (par exemple V = %, (W)
convient). Si r est une fonction continue a support compact dans Z valant
identiquement 1 sur W, I’application F, , est continue sur €, (Z), d’aprés
le théoréme précédent, et elle coincide sur V" avec I'application F,, d’ot
la continuité de cette derniére en X,.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme; elle tient essentiel-
lement dans les deux lemmes suivants :

LemME 1. — Si B est un polydisque relativement compact de CP, et si
f: B —> C est une application continue, I’application N f : Sym* (l_?) — C qui
a (xqy,...,x) associe Y f(x;) est continue. De plus, Iapplication
N : % (B, C) > % (Sym* (B), C) est linéaire continue.

Démonstration. — La continuité de N f est claire, puisque Sym* (B) est
muni de la topologie quotient de E"/o-k. On a manifestement, pour tout
fe%(B,C),| Nf|| < k.|| f]|> ce qui prouve la continuité de I’application
linéaire N.

LEMME 2. — Soit S un espace topologique, et soient U et B des polydisques
relativement compacts de C" et CP respectivement. Soit f : S x U — Sym* (B)
une application continue, analytique par rapport a la seconde variable; on
notera par X, le cycle de U x B sous-jacent au revétement ramifié de degré k
de U associé a la restriction de f & { s } x U. Soit w une fonction continue d

valeurs complexes et a support compact sur UXx B, et notons par dt N\ dt la
Jforme volume sur C".
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380 D. BARLET

Alors la fonction a valeurs complexes s —>f w.dt A dt est continue sur S.
Xl

Démonstration. — Soit W : Sx U— C ’application qui & (s, ) e Sx U
associe Y, w (f, x;), out (xy, ..., X) = f(s, t). Le lemme 1 montre que W
est continue sur Sx U, et si K est la projection sur U du support de w, le

support de w est contenu dans Sx K. La fonction s —» | W (s, t).dt A dt
U
est donc continue sur S; comme elle coincide avec la fonction désirée,

ceci achéve la démonstration.

Le théoréme 1 se déduit facilement du lemme 2 en considérant suffisam-
ment de projections différentes de Ux B sur U de maniére que les images
réciproques par ces projections de la forme volume sur C" engendrent
comme module sur ¥, (Ux B, C) ’espace des formes de type (n, n) a
coefficients continus et 4 supports compacts sur U x B.

PROPOSITION 1. — Soit Z un espace analytique réduit de dimension finie, et
soient ¢ et s deux formes différentielles de type (n, n) sur Z, respectivement
C! et C?, vérifiant do = 0 et id’ d” ¥ = 0 (au sens de LELONG). Alors les
fonctions F, et F, sur ,(Z) sont respectivement localement constantes
et p.s. h.

Démonstration. — Si ¢ : D— %,(Z) est une application analytique du
disque unité du plan complexe a valeurs dans %, (Z), il nous suffit de
montrer que les applications F, o ¢ et F,, o ¢ sont respectivement constantes
et sous-harmoniques sur D. Soit X le graphe de la famille analytique de
cycles de Z définie par ¢ (X est alors le sous-ensemble de D x Z défini par
X ={(z, x)e DxZ; xe| c(2)| }). On peut supposer que, pour z générique
dans D, on a | c(2) | = ¢(2) (car on se raméne immédiatement a ce cas);
soit alors @ et \TI les images réciproques sur X de ¢ et . On a encore dp = 0
et id' d "117 >0, et si 7:X— D est la projection, les courants m, (¢) et
Ty (\Il) ne sont autres que les fonctions continues F, o c et F, o ¢ sur D. On
a donc au sens des courants :

d(Fgoc) = d(m,(@)) = Ty (dg) = 0
et
id' d" (Fyoc) = id @' (my (V) = my (id' d" ) > 0,

d’ou le résultat désiré.
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Remarque. — On montre de la méme maniére que, si d” ¢ = 0, la fonc-
tion F, est faiblement analytique sur %, (Z) (c’est-3-dire continue et ana-
lytique aux points réguliers de %, (Z)). Il est prouvé dans [Ba 2] que pour Z
lisse, on obtient ainsi des fonctions analytiques partout sur %, (Z); le
cas Z singulier n’est pas élucidé (une forme d”-fermée ne correspondant
pas en général a un élément de H" (Z, Q")).

Paragraphe B

Définition. — Si Z est un espace analytique réduit, nous appellerons
métrique hermitienne sur Z la donnée d’une forme 4, C? de type (1, 1)
sur Z, telle que, pour chaque z € Z, il existe un voisinage ouvert U, de z
dans Z et un plongement propre j, de U, dans une variété analytique V,
munie d’une structure hermitienne, c’est-a-dire d’une forme C? de type
(1, 1), H,, qui soit définie positive en chaque point, avec sur U, :

ji(H,) = h|U,.

Si X est un cycle analytique compact de dimension pure n de Z muni
d’une structure hermitienne 4, nous appellerons volume de X 1’intégrale

vol, (X) =f h",
x

le théoréme d’intégration sur les ensembles analytiques de [Le] assurant
Iexistence de cette intégrale (méme si 4 était seulement continue sur Z).

PROPOSITION 2 (gonflage des cycles). — Soit Z un espace analytique réduit
et dénombrable & Iinfini. Soit f:Z — (1, +oo( une application continue
propre. Alors il existe sur Z, pour chaque entier n donné, une métrique hermi-
tienne h, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) pour chaque cycle analytique compact x, de dimension pure n de Z,
on a: vol,(X)>1;

(ii) pour chaque cycle analytique compact X, de dimension pure n de Z,
on a : supxf < vol, (X).

Démonstration. — Tout ce qui suit repose essentiellement sur le théoréme
suivant du & E. BisHop [Bi].

THEOREME 2. — Soit Z un espace analytique réduit de dimension pure n,
et soit h une métrigue hermitienne sur Z. Notons par €,(Z) I’espace ana-
Iytique réduit des cycles compacts de dimension pure n de Z construit dans
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[Ba 1] (on ne s’intéresse ici qu’a sa topologie !). Une partie A de €, (Z) est
relativement compacte si, et seulement si, 'on peut trouver un compact K
de Z et une constante C tels que, pour chaque X de A, on ait :

(@ | X| s K;

) vol, (X) < C.

Revenons a la démonstration de la proposition; supposons que, pour m
entier positif ou nul, nous ayons trouvé sur Z une métrique hermitienne 4,

telle que, pour chaque cycle analytique compact X de dimension pure n de Z
contenu dans le compact K,, =f "1 ({1 < x <m}), on ait :

() voly, (X) > 1;

(iDm supfix| < vol,, (X).

On remarquera que, pour m = 0, ces deux conditions sont vides, et qu’il
suffit de prouver qu’il existe une métrique hermitienne sur Z; ceci est
immédiat par un argument de partition de 1’unité.

Considérons alors I’ensemble des cycles analytiques compacts de
dimension pure n de Z qui sont contenus dans K,,.; et qui ne vérifient
pas les conditions (i),+; et (ii),,,. Pour X, dans cet ensemble on a
vol, (X) < m+1, puisque supl,”fs m+1 dés que |X| < K,.,. Le
théoréme ci-dessus donne alors que cet ensemble est un compact de %, (Z),
puisqu’il est manifestement fermé. Notons par A4,, ce compact de €,(Z).
Si XeA4,, ilexiste xe K,,+;—K,, avec xe | X | (d’aprés I’hypothése de
récurrence); on peut alors trouver une écaille adaptée & X dont le domaine
contient x et ne rencontre pas le compact K,,. On peut alors trouver un
voisinage Uy de X dans €, (Z) assez petit pour que 1’écaille considérée
reste adaptée aux éléments de Uy, et pour que I’on ait, pour chaque Y e Uy,

Supy, f <m+2.

On peut alors trouver une forme C®, a support compact k,, sur Z, de
type (1, 1), de support contenu dans le domaine de 1’écaille considérée,
positive en chaque point de Z, et telle que, pour chaque Ye Uy, on ait

J k> m+2.
Y

La compacité de 4,, permet alors de trouver des formes k,, en nombre
fini tel que la structure hermitienne

hm+1 = hm+2ikmg
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vérifie (i),,+ et (ii),+ 4, et coincide avec A, au voisinage de K,,. Si A est la
structure hermitienne sur Z qui coincide avec 4, sur K, pour chaque m,
elle remplit les conditions (i) et (ii), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 2. — Dans les conditions de la proposition précédente, la fonc-
tion continue F : €,(Z)— (1, +oo(, qui est définie par F (X) =J f.h,
x
est propre.

Démonstration. — En vertu du théoréme ci-dessus, il nous suffit de
montrer que, si F(X) < m, il existe un compact K de Z et une constante C
(dépendants de m) tels que ] X | soit contenu dans K et de volume (relatif
a h) auplus C. Or on a

F(X) =Lf. B> (inf x| £).v0l,(X),

d’ou I’on déduit, puisque Inf x| f est au moins égal a 1, vol, (X) < m, ce
qui montre déja que I’on peut choisir C = m. Mais on a, d’aprés le choix
de h,

Sup; x| f < vol,(X)<m,

ce qui montre que | X | est contenu dans K, = K; ceci achéve la démons-
tration du corollaire.

Grice a ce résultat, on obtient un procédé de construction de fonctions
continues et propres de Z dans l’intervalle (1, + oo(.

COROLLAIRE 3. — Dans les conditions de la proposition précédente, si ¢
est une fonction strictement croissante continue de (1, +oo( sur (1, +o0(,
la fonction continue G : €,(Z)— (1, + oo(, qui est définie par

G(X)=L(C°f)-h",
est propre.

Démonstration. — Comme dans le corollaire 1, I'inégalité G (X) < m
donne I’'inégalité vol, (X) < m, ce qui montre déja que ’on peut choisir
C = m. On en déduit alors, grice au choix de A,

Sup; x| f < vol,(X)<m,
ce qui achéve la démonstration.
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Paragraphe C

LeMME 3. — Soit k une forme hermitienne sur C¥; alors k admet au plus n
valeurs propres négatives ou nulles si, et seulement si, on peut trouver une
forme hermitienne h définie positive sur C telle que la forme hermitienne
k A KA sur A**1 (CV) soit strictement positive au sens de LELONG (c’est-d-
dire prenne des valeurs strictement positives sur les vecteurs totalement
décomposés non nuls).

Démonstration. — Commengons par prouver que s’il existe i définie
positive telle que k& A A" soit strictement positive au sens de LELONG, alors
k a au plus n valeurs propres négatives ou nulles.

On peut supposer que 4 (z,2) = Y3 | z;|* et k (z, 2) = T a;.| z; |, quitte
a bien choisir la base ey, ..., ey dans laquelle on calcule. On a alors

kARM[ ey Ao Ney,, ]=20t1a,;
comme cette somme doit étre strictement positive pour tout choix de
iy, ..., Iy deux & deux distincts dans (1, N), ceci montre qu’il y a au plus
n indices pour lesquels a; est négatif ou nul.

Réciproquement, notons par 4 la forme hermitienne canonique
h(z,z) = Y3 | z;|?, et supposons k diagonale dans la base choisie. Quitte a
réordonner, on aura k (z, z) = X a;.| z; |* avec a,+; > O pour je (1, N—n).
Pour / > 0, posons

h(z, z) = 210 z |2+ X mn| 2%

Soit maintenant v, A v; A ... A v, # 0, et notons par E le sous-espace
de CY engendré par v, ..., v,. Posons dim (En H) = p+1, ou H est le
(N—n)-plan d’équations z; = 0, ..., z, = 0. On peut alors supposer que
{vo, ..., v, } est un systéme orthonomé de H alors que les projections
orthogonales de v,,4, ..., v, sur H* forment un systéme orthogonal (°).
On aura alors k (v;,v;) >0 pour 0 < i< p, et h(v;,v;) = c;.l pour
p+1 < j < n, ou les c; sont des constantes stristement positives ne
dépendant pas de /. Alors

kAR [vg A ... Ao, ]
= Zi,jec,.“ (“l)s(i)h(j)k(”io’ l_’jo) H2=1 h, (v;,, Eja)’

ce qui donne, en utilisant I’orthonormalité des v; et les constantes c;,
kAR [vo A ... Ao, ] =Y P k(v;, Bi)(]._[;*‘lcj).ln—p_l_o(l”—p_l).
(®) Ceci entraine que /, (v;, T;) ne dépend de I que pour i =je (p+1, n).
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Comme Y8 k (v;,0) [ 5, ¢; est strictement positif, pour / assez grand on
aurak A B [vy A ... A v,] > 0. Par continuité, il en sera de méme pour
les (n+1)-vecteurs décomposés assez voisins de vy A ... Av,, et un
argument de compacité montre alors que, pour / assez grand, k A k" est
strictement positive au sens de LELONG.

COROLLAIRE 4. — Soit Z un espace analytique complexe réduit de dimension
finie, et soit f : Z — R une fonction C? sur Z, fortement n-pseudo-convexe
sur Z. Soit h une métrique hermitienne C* sur Z. Alors il existe une métrique
hermitienne C* hy sur Z vérifiant :

(i) hy = b,

ii) id’ d” f N\ h2" est strictement positive sur Z au sens de LELONG.
1 )4

Démonstration. — L’existence locale de A, se déduit immédiatement du
lemme : la globalisation est immédiate a 1’aide d’une partition de I’unité
deux fois différentiable.

LeEMME 4. — Soit h une forme hermitienne définie positive sur C¥, soit H
une forme hermitienne sur A"*! (CN) strictement positive au sens de LELONG,
et soit m un élément de A* (CN) ® A"** (CY). 1 existe alors une constante
C > 0 telle que, si a et b sont deux réels positifs vérifiant a.b > C, et si
1€ (CYY*, la forme hermitienne a.h™ A |1|>*+2Re (m ® I)+b.H sur
A"*L(CP) soit strictement positive au sens de LELONG.

Démonstration. — Soit vy A ... AN v, # 0 un vecteur totalement
décomposé de A"*! (CY); on peut toujours supposer que v, ..., v, est
un systéme orthonormé pour A4, et que vy, .. ., v, sont contenus dans I’hyper-
plan Ker (/). La valeur survy A ... A v, dela forme hermitienne considérée
est alors :

a.ll(vo)|2
+2Re(m; A ... Ao, Avg A oo Ao)l(vp))+b.H(vg A ... Av,).

11 suffit alors de choisir

|m@, A ... Aoy Aoy A ... Ay |?
H@o A ... Av,) ’

o1 le sup est pris sur ’ensemble des systémes vy, . . ., v, qui sont orthonormés
pour A.
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PROPOSITION 3. — Soit Z un espace analytique complexe réduit de dimension
finie, et soit f: Z— R" une fonction C?, propre, fortement n-pseudo-
convexe en chaque point. On se donne également une métrique hermitienne
C?h sur Z. Alors il existe une métrique hermitienne C? h, sur Z et une
fonction C?, ¢ : R*¥ — R* strictement croissante et strictement convexe,
vérifiant les propriétés suivantes :

@G hy = h,

(i) id’ d" ((c o f).h2") est strictement positive au sens de LELONG sur Z.

Démonstration. — Choisissons déja #; comme dans le corollaire ci-dessus;
si ¢: R*—>R* est C? strictement croissante et strictement convexe,
id" d" ((c o f).h}"™) sera la somme des quatre termes suivants :

(1) (cof).id" d" (m"™),

@) (c'of).id"d"f A by,

(3) 2(c'>f).Re(id' f A d" (hY"),

@) (c"of).id"fANd"f A B

11 est clair que (1)+1/2 (2) est strictement positive au sens de LELONG
dés que la fonction c’/c est assez grande; d’autre part, le lemme précédent
montre que 1/2 (2)+(3)+(4) est strictement positive au sens de LELONG dés
que la fonction ¢"/c" est assez grande; d’ou le résultat.

A I’aide des résultats acquis au chapitre 1, nous sommes en mesure de
montrer que si Z est un espace analytique réduit de dimension finie muni
d’une fonction d’exhaustion C? f: Z — R™* fortement n-convexe en chaque
point de Z, il existe une métrique hermitienne C? h sur Z, et une fonction
convexe strictement croissante C* ¢ : R* — R* telles que la fonction sur

%, (Z), définie par X —»f (c o f).H", soit continue, propre et p. s. h. (faible).

X
En reprenant la méthode de démonstration de [N.S.], on peut alors
facilement démontrer I’énoncé 1. Nous allons utiliser une méthode plus
directe, consistant a montrer que 1’on a en fait construit une exhaustion
fortement p. s. h.

Chapitre 2

Soit k un entier positif; identifions Sym* (C) & C* par ’isomorphisme
déduit de I’application S : C* — C* qui & (zy, ..., z) associe les fonctions
symétriques élémentaires (sq, ..., 5) de z;, ..., z, (qui sont, & des signes
prés, les coefficients significatifs du polyndéme unitaire P (z) = ’1‘.= L (z—z)).
Nous noterons par # :Sym* (C) — R* D’application qui & (s, ..., 5;)
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associe # (sy, ..., 8) = y5_ | z;|* si Pimage par S de (zy, ..., z,) est
(S5 -« o5 Sp)-

PROPOSITION 4. — La fonction S est continue et fortement p. s. h. sur
Sym* (C).

Démonstration. — Notons par A : Sym* (C) — C I’application discri-
minant, c’est-a-dire 1’application algébrique qui a (sy, ..., s;,) associe le
discriminant du polynoéme unitaire P (z) = Y ¢ (—1)* s, 257", olt I'on pose
so = 1.SiA(s), ..., 50) # 0, il existe un voisinage ouvert U de (s?, . . ., s?)
dans Sym* (C) et des applications analytiques z;, ..., z, de U dans C
vérifiant pour chaque (sq, ..., s) dans U :

Zl:)(—l)hshzk_h = ].—Il;'=1(z_2j(sl’ ceey sk))'
On a alors sur U

‘#(81» ) ZI;=1 léj(sla L) Sk) '2-

Ceci montre que la fonction # est analytique réelle sur I’ouvert { A # 0 }
et permet de calculer la forme de Levi de # en un point de cet ouvert

L(#)s,, .50 [ 515 -+ dsi ] =251 ] 1;(ds)]?
ou I, (ds) = 1/P' (zj) Y k=, (—1)'"' zk~" ds;,. On a, en effet sur I'ouvert U :
L(#)sy, ..o Lds] = Xj=1| Xh-1(9z;/0s,) dsy |,
et I'identité P (z;) = 0 sur U donne
P'(z;).(0z;[0sp) + (= 1) 25" =0,

dont on déduit I’expression donnée ci-dessus de la forme de Levi de .

Pour s dans ’ouvert { A # 0 } de Sym* (C) considérons I’endomorphisme
L, de C* de matrice (dans la base canonique) :

(Lo, ;= (=D 257 P'(2)),

ol 'ordre de rangement des racines z,, ..., z, de P (z) = 0 est arbitraire.
On a alors L (#), [ds] = || L, (ds) ||

Nous allons montrer que, pour chaque compact K de Sym* (C), il existe
une constante dy > 0 telle que, pour s dans K—{ A 5 0 }, on ait

(*) | Lo(@s)[|* > di || ds][*.
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Pour obtenir ce résultat, il nous suffit de prouver les deux assertions
suivantes :

(i) pour chaque s de {A # 0}, L, est inversible;

(i) pour chaque compact K de Sym* (C), les modules des coefficients de
la matrice L pour s dans K—{ A # 0 } sont bornés.

LeEMME 5. — Soient zy, ..., z; des indéterminées algébriquement indé-
pendantes. Si ny, ..., n, sont des entiers positifs, nous noterons :

Vits ccoume(Z1s ++ o5 25) = det (25).

Pour chaque suite ny, ...,m, il existe un polynéme S, . . symétrique
en zy, ...,z vérifiant

Vn,,...,nk(zb ces Zy) = VO,],...,k—l(Zh cees Zk)-Sn,,...,nk-

Démonstration. — Soit A Dalgébre des polyndmes symétriques en
Zys ... 2y, et considérons le sous-A-module M de C [z, ..., z]* qui est
engendré par les (z}, ..., z;) pour n € N. On vérifie facilement que M est
libre de rang k et que les éléments (27, ..., z;) pour n € (0, k—1) forment
une 4-base de M; le A-module A* (M) est donc libre de rang 1, d’oule lemme.

Pour abréger, nous noterons Vg, 1, .., -1 (z15 ..., z) par V (2); de méme
pour i€ (1, k), nous noterons ¥y, 1, .. k-2 (Z15 «- -5 Zi5 ..., z) par V(z)).

Pour A(s) # 0, on a

det(L) =+ V@[ [5=1 P'(z) =+ 1/V(2)

ce qui prouve déja le (i).
D’autre part, le coefficient (i, j) de L;* est donné par

+ V(z2). V(gi)-(so, 1,007 ...,k—l(gi))/nhsﬁip,(zh),

d’aprés le lemme cidessus.

En explicitant les déterminants de Van der Monde, on obtient que le
coefficient (7, j) de L' vaut Sy, | 7 .. k-1 (z)); si s € K, les modules des
Zy, - .., Z, sont majorés par une constante M, , et les coefficients de L] !
sont alors majorés par une constante Cg, ce qui prouve (ii).

Prouvons maintenant la relation (x); d’aprés (ii), il existe une constante
Dy telle que, pour se K—{A # 0}, on ait || L7 ! || < D, ce qui donne,
pour ds e Ck,

|| Ly(ds)||* = dg||ds||*  avec dgx=1/DZ.
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Dans ces conditions, I’application s — # (s)—(di || s ||?) est fortement
p. s. h. en chaque point de K—{ A # 0 }; elle est donc p. s. h. sur K par
continuité, ce qui prouve que # est fortement p. s. h. sur Ig', et ceci pour
tout compact K de Sym* (C), ce qui achéve la démonstration de la propo-
sition.

COROLLAIRE 5. — Soit # :Sym* (CP) — R™* DPapplication définie par
H (%15 - %) =Dk, || x;||* Alors # est continue et fortement p. s. h.
sur Sym* (CP).

Démonstration. — Comme pour p > 2 (et k > 2), Sym* (C?) n’est pas
lisse, pour prouver que la fonction considérée est fortement p. s. h., il nous
suffit d’exhiber un plongement global de Sym* (C?) dans un espace vectoriel
FE et une fonction continue fortement p. s. h. sur £ induisant 5 sur Sym* (CP).

Rappelons donc (voir [Ba 1], chap. 0, § 2) que I’application algébrique
s 1 (CP*— E = @% S, (C?) donnée par les fonctions symétriques (tenso-
rielles) élémentaires, passe au quotient pour donner un plongement propre
de Sym* (CP?) dans E. Nous identifierons Sym* (C?) 4 son image par ce
plongement.

Un élément / de (CP)* définit une application linéaire 4, de E dans C*
par (sq, ..., S)— (s; (D), ..., 8. (D)), ou s, (/) désigne la valeur au point /
de s, considérée comme polyndme homogéne de degré A sur (CP)*. Si on
identifie Sym* (C) & C* I’application A4, induit sur Sym* (C?) I’application
Sym* (/) : Sym* (C?) — Sym* (C). En particulier, I’application

H#od,: E-RY,

ouJ# désigne I’application de Sym* (C) dans R, considérée dans la proposi-
tion précédente, induit sur Sym*(C?) ’application (x;, ..., x)—HE_ | | 1(x)) |*.

SiL={(, ..., lp) est une base unitaire (relative 4 la structure hermitienne
naturelle) de (C?)*, la fonction #, de E dans R*, qui est définie par
# L(s) =20, H oA, (s), induit sur Sym* (CP) la fonction #.la propo-
sition précédente montre alors que la fonction # 1, restreinte au sous-espace
de E qui est engendré par les vecteurs e, pour ke (1, k), ot ey, ..., e, est
la base duale de la base L, est fortement p. s. h. En effet, la fonction H L

est construite en composant ’application linéaire :
A =114, E-[Sym"(O)P,
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avec une fonction p. s. h. sur [Sym* (C)]?. Mais si L, ..., Ly sont des bases
unitaires de (CP), telles que D’application linéaire

Hliv= 1Ap: E- [Symk (C)]p'N

soit injective (et si N est assez grand on peut trouver de telles bases !),
’application (O, %’ J/N est fortement p. s. h. sur E et induit # sur
Sym* (C?), ce qui acheve la démonstration du corollaire.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C, et soit H : E— R*
une fonction continue fortement p. s. h. sur E. Soit U un polydisque ouvert
de C", et soit r : U— R™ une fonction C*® & support compact dans U et
non identiquement nulle.

Notons par H ( UE ) ’espace de Banach des fonctions continues de U dans

E qui sont analytiques sur U, et définissons la fonction H, : H ( (_J, E)—R*
par

H,{(f) =J (Ho f).r{®).dt A dt,
U

ou dt A dt désigne la forme volume (positive) sur C".

PROPOSITION 5. — La fonction H, est continue et fortement p. s. h. sur
H (U, E).

Démonstration. — Sionar = r{+r,, ou ry et r, sont des fonctions C*®
positives, & supports compacts dans U, on a H, = H, +H,,, ce qui montre
qu’il suffit de prouver le résultat pour une fonction r dont le support est
arbitrairement petit. Comme de plus, la propriété est locale sur H (U, E),
on en déduit que notre probléme est local sur E, ce qui permet de supposer
que H = H'+ H?2, ou H* est continue et p. s. h., et H* est C® avec une
forme de Levi définie positive en chaque point. I nous suffit alors, puisque
H, = H'+ H?, que H! est p. s. h. (C’est-a-dire sousharmonique sur chaque
droite complexe de H (i/_, E)), et que H? est C*® et a une forme de Levi
définie positive en chaque point.

Comme

-

[|H.(H—H (]| < Uur(t).dt A diJ.supalHof—Hogl,

la fonction H, est continue.
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Si ¢:D— H(U,E) est analytique sur D = {zeC;|z| <1} et
continue sur D, on a

J‘H,(c(z)).dz/\d§=j (Hoc(2).r(t).dt Adt Adz A dz
oD oDxU

et comme, pour ¢ € U donné, la fonction z— H (¢ (z) (¢)) est sousharmo-
nique, on obtient, grace au théoréme de Fubini :

J H,(c(2)).dz A dz >J (Hoc(0)).r(f).dt A dt = H,(c(0))
oD U

ce qui montre que H, (et donc H!) est p. s. h. dés que H I’est.

Comme H? est C®, la fonction H? est C* sur H ( (7, E), et saforme de
Levi est donnée par dérivation sous ’intégrale :

LH)[df ] = J UL(HZ), o [@H®].r(2).dt A dt.

Comme r est positive continue non identiquement nulle sur U et que
L (H?) est définie positive en chaque point, le second membre de 1’égalité
ci-dessus est une forme hermitienne définie positive (en df’) sur H (U, E) :
si L(H?),[df] =0, on a nécessairement L (H?),, [ (df) () ].r(t)=0
pour chaque ¢ € U, ce qui impose (df) (¢) = 0 pour ¢ dans un ouvert non
vide de U (V’intérieur du support de r), ce qui implique df = 0 par prolon-
gement analytique. Ceci achéve la démonstration.

Nous reprenons ici les notations de [Ba 1] chap. 4, § 1).

PROPOSITION 6. — Soit Z un espace analytique réduit, et soit (X, une
famille de cycles de Z, de dimension pure n, paramétrée par un espace ana-
Iytique réduit S de dimension finie.

Supposons que X = ][5 {s } X | Xsl soit un sous-ensemble analytique
fermé de S'x Z, qu’il existe un ouvert V de Z tel que la famille (X,/V),.s de
cycles de V soit analytique locale, et que, pour chaque s € S, I'ouvert V

rencontre chaque composante irréductible de | X, |.
Alors la famille (X,), s est analytique locale.

Démonstration. — Soit 7 : S — S la normalisation de S; montrons déja
que la famille (X, )z g est analytique locale. En vertu du théoréme 1 (7)

(7) Nous utilisons ici la version locale du théoréme 1 qui n’est pas énoncée dans [Ba 1];
nous n’utiliserons la proposition ci-dessus que pour une famille propre dans ce qui suit.
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de [Ba 1] (chap. 1, § 2), il suffit de montrer qu’il existe un cycle Xde SxZ
de dimension S-relative pure n, tel que X~ = X, pour SeS (ou X~ a pour

n

support | X | N ({ }x Z), les multiplicités étant définies pour 5 générique
par celles des composantes irréductibles de l X | dans X (voir la démonstra-
tion du théoréme 1 de [Ba 17 ). Posons | X | = (mx mlz)'1 (| X|), et notons
par X 15 - X les composantes irréductibles de |X | Alors chaque X, f
rencontre S x V. Notons par X IR TR X,,,m les composantes irréductibles
de X;n (Sx V), etsoit ¥, ;my, ,A’ ;le cycle de §'x ¥ associé 4 la famille
analytique locale (X /¥ )35 (nous avons supposé ici que les composantes
irréductibles sont en nombre fini pour simplifier; on peut toujours se ramener

a ce cas par localisation). On a alors n; ; = n; ;, car génériquement sur S,
n;, ; (pour chaque J) est la multiplicité dont sont affectées les composantes

1rreduct1bles de X, ~ =3 qui sont contenues dans X Posons n; = n;,; et

X= Yin;. l; il est alors clair que I’on a X X, @ pour chaque ses
par prolongement analytique.

Considérons maintenant ’ensemble A des points (s, z) € | X | tels qu’il
n’existe pas un voisinage ouvert S’ x ¥V, de (s, z) dans Sx Z pour lequel la
famille (X,/V,),.s soit analytique locale. Montrons que A est un sous-
ensemble analytique fermé de X. Si (s, z) € 4, considérons une écaille E
sur Z adaptée a X et dont le domaine contient z. Considérons 1’application
correspondante f:.S; X U— Sym* (B) oll S; est un voisinage ouvert de
s dans S. Si G est une boule ouverte de centre 0 dans L (C?, C") assez petite,
on a également une application de changement de projection (voir [Ba 1],
chap. 1) :

Lf: GxS,;xU - Sym*(B)

qui est analytique sur G x (S; —X) x U, ou X désigne ’ensemble des points
non normaux de S, et continue sur G x S; x U (car notre hypothése implique
la continuité de la famille (X;),.s). Flle est donc méromorphe et continue.
Un point (sy, z,) de | X | assez voisin de (s, z) sera dans 4 si, et seulement si,
pour tout u € G, sa projection parallélement a t—u(x) = 0 dans E sur
{u}x{s; }x U est dans I’ensemble polaire de Lf, qui est analytique
fermé. Ceci nous donne des équations analytiques locales de A.

Comme de plus 4 N (Sx V) = @, pour chaque se S, 4 ({s}x2Z)
est d’intérieur vide dans ] X | Une modification triviale du critére qui
termine le chapitre 4 (§ 1, de [Ba 1] ) permet alors de conclure.

Nous utiliserons dans ce qui suit la terminologie de [Ba 1] (chap. 3, § 4).
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COROLLAIRE 6. — Soit Z un espace analytique réduit de dimension finie.
Soit Xe €,(Z), et soient E_l, ces 1::,,, des écailles doubles sur Z adaptées
a X; on suppose que la réunion des centres des E_i rencontre chaque compo-
sante irréductible de |X|. Considérons louvert W = {Ye€%,(Z);
Vie(l, m), E—'i est adaptée & Y, et 'on a degg, (Y) = degg, (X) =k, } et
Papplication naturelle

A W H:n= 1% (E).

Alors A\ est un isomorphisme analytique d’un voisinage W' de X dans W

sur un sous-ensemble analytique localement fermé de ||i.; %, (E) de
dimension finie.

Démonstration. — 1l est clair que A est injectif au voisinage de X, ce qui
permet de trouver, d’aprés [M], un voisinage ouvert W' de X dans W
tel que A/W' soit un homéomorphisme (analytique) de W' sur S = A (W),
qui est un sous-ensemble analytique localement fermé de | [1L, %, (E)) de
dimension finie. Le probléme est de montrer que ’application A" : S — W’
est analytique. Or la famille (A ™! (s)), . 5 de cycles compacts de Z paramétrée
par S vérifie les hypothéses de la proposition précédente; en en effet,
ILses {5} x| 27" (s) | est Pimage directe par A x id, qui est finie (c’est un
homéomorphisme analytique) du support de la famille universelle restreinte
a W'. La famille (A\™' (s)),. s est donc analytique, ce qui montre, d’aprés
la propriété universelle de %,(Z), que l’application A~ :S— W’ est
analytique; ceci achéve la démonstration.

Remarque. — Pour que le morphisme associé a la famille (X,),. s dans
Iécaille double E_,- soit isotrope, il suffit que, pour un ensemble fini bien
choisi {uy, ..., uy} = G, la restriction de L f & {u; } xS, x U soit ana-
Iytique pour j = 1,2, ..., N. Si E; ; est ’écaille simple construite & partir
de E; a I’aide de la projection déduite de u; (c’est-a-dire la projection paral-
leleaz—u; (x) = 0; doncsi ]z:i =(U;, Uy, B, r),onakE; ;=(U;, B;,c;or)y,
ou o; envoie (¢, x) sur (f—u; (x), x))), on a un plongement localement fermé
de W’ dans [[;, ; %, (E;, ), ou %, (E;, ;) désigne le sous-ensemble analy-
tique (banachique) de H (IZ, Sym* (B;)) formé des revétements ramifiés
contenus dans ;o r; (Z).

Une fonction continue fortement p. s. h. sur le produit des espaces de
Banach dans lesquels nous avons réalisé les &, (E;, ;) (qui sont de la forme
H(U;, ®% S, (CPY)) induira donc une fonction continue fortement 0-convexe
sur W',
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PROPOSITION 7. — Soit X, un cycle analytique compact de dimension pure n
de Z, et soient Ey, ..., Ey des écailles sur Z adaptées a X, telles que chaque
composante irréductible de | X, | rencontre le domaine d’au moins une de ces
écailles. Posons E; = ( j;, U;, B;) et soient r;e C® (U,) des fonctions posi-
tives, non identiquement nulles. Soit w; la forme volume sur U, (relativement
a un choix de coordonnées), et h; une norme hermitienne sur B,.

Soit S un voisinage ouvert de X, dans €, (Z) assez petit pour que chaque
écaille E; soit adaptée a chaque Y € S, et que la restriction de la famille
universelle a S définissent une famille analytique de revétements ramifiés
dans chacune des écailles E;. Supposons enfin que application

S - TT:H (U;, Sym*(B))
soit un plongement localement fermé.
Alors la fonction F : S — R* définie par X —>f ¢ est fortement 0-convexe
sur S, on @ =Y, j* (r; h;.w). *

Démonstration. — Pour chaque i, notons E; = @% S, (C?), ol
k; = degg, (X)), et o p; est la dimension de B;.

D’aprés le corollaire de la proposition 4, on peut trouver une fonction C?2
fortement p. s. h. sur E; induisant la fonction (xy, ..., x) — Z h; (x))
sur Sym* (B,;) (en fait la fonction que I’on a construit sur E; dans la démons-
tration du corollaire est une norme hermitienne !). On déduit alors de la
proposition 5 que I’on peut induire la fonction F sur S par une fonction

continue fortement p. s. h. sur le produit des espaces de Banach [ [; H( Ij,-, E).
Le théoréme d’enfermabilité de [M] permet alors de conclure que F est
fortement O-convexe sur S.

On déduit immédiatement de ce résultat le théoréme suivant, qui était
I’objectif de ce paragraphe.

THEOREME 3. — Soit Z un espace analytique réduit de dimension finie, et
soit ¢ une forme différentielle C2, réelle, de type (n, n) sur Z. On suppose
id’ d” ¢ = 0 (large) sur Z (au sens de LELONG), et id’ d” ¢ > 0 (strict) sur

x
est fortement p. s. h. en chaque X € €,(Z) dés que chaque composantes

irréductibles de | X | rencontre U.

Pouvert Ude Z. Alors la fonction F,, : €, (Z) — R, donnée par F, X) = j o,

Démonstration. — Soit X € €, (Z) tel que chaque composante irréduc-
tible de | X' | rencontre U, et choisissons des écailles Ey, ..., Ey sur U,
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adaptée a X, vérifiant les hypothéses de la proposition 7; ceci est possible
d’aprés la proposition 6. Les h; et les w; étant choisis arbitrairement,
choisissons les r; de mani¢re que ’on ait id" d” [ —X j* (r;.h;.w;)] = 0,
ceci est possible car id'd" ¢ >0, et id' d" (r;.h;.w;) = r;.w;.id d" h;
converge uniformément vers zéro quand r; tend vers zéro. Si
¥ = Zj*(r;.h;.wy), alors F,_, est p. s. h. au voisinage de X puisque
id’d" (p—Vy) = 0 (prop. 1), et F, est fortement 0-convexe au voisinage de X
d’aprés la proposition 7; comme on a F, = F,_, +F, au voisinage de X,
F, est fortement p. s. h. au voisinage de X.

THEOREME 4. — Soit Z un espace analytique complexe de dimension finie,
n-complet; alors I’espace €, (Z) des cycles analytiques compacts de dimension
pure n de Z est 0-complet, c’est-a-dire Stein.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des théorémes 0,
1, 3 et des propositions 1 et 3.

Dans la direction de I’énoncé 2 de I’introduction, les méthodes développées
plus haut ainsi que la ligne de démonstration de [N.S.] permettent de
prouver les deux résultats suivants.

THEOREME 5. — Soit Z un espace analytique complexe de dimension finie,
et soit f: Z— (1, +oo( une fonction C?, propre, fortement n-convexe sur
Pouvert f~* ()1, +o0(). Supposons qu’il existe un voisinage ouvert U du
compact f~* ({1}), et une métrique hermitienne h sur U, qui soit C?, et
vérifie

id' d"(h®") >0 sur U (au sens de LELONG).

Alors Pespace €, (Z) est holomorphiquement convexe.

On remarquera que la condition de I’énoncé est réalisée dés que le compact
771 ({1}) de Z admet un voisinage ouvert admettant une métrique kahlé-
rienne.

THEORBME 5. — Soit Z un espace analytique complexe de dimension finie,
et soit f: Z— (1, + o ( une fonction C?, propre, fortement n-convexe sur
Pouvert f =1 ()1, 4 o0 (). Soit T une composante connexe de €, (Z). Supposons
qu’il existe un voisinage U de f~* ({1}), une métrique hermitienne C* h
sur Z et une constante C tels que, pour tout X € I, on ait

vol,(XuU) < C

(cette condition ne dépend pas de la métrique h choisie ). Alors T" est holo-
morphiquement convexe.
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Démonstration. — Les démonstrations des théorémes 5 et 5’ suivent la
démonstration de [N.S.], et il nous suffit d’exhiber dans les deux cas une
fonction p. s. h. propre. Vu la nature des hypothéses, il n’est pas restrictif
de supposer que U = 1 ((1, 1+¢(), ol € est un réel strictement positif,
assez petit.

1° 11 existe une métrique hermitienne C? A, sur Z, telle que, pour tout X
dans %,(Z), on ait

sup, x| (f —3) < vol, (X n {f = 1+2(g/3)}D+vol, (X n{f < 1+2(g/3)}).

Il s’agit ici d’une variante de la proposition 2 (gonflage des cycles); en
effet, n’importe quelle métrique hermitienne conviendra pour les X vérifiant
[ X | < £ 71 ({1, 2)). Si on suppose que la métrique k, convient pour les X
vérifiant | X | = £ ~* (1, m)) 'ensemble des X vérifiant | X| < £ ~* ((1, m+1))
pour lesquels la métrique #; ne conviendra pas sera un compact de %, (Z)
puisque les supports de ces cycles restent dans le compact £ ! ((1, m+1)) et
que leurs volumes sont uniformément majorés par m—1. La preuve de ce
premier point est alors calquée sur celle de la proposition 2.

2° 1l existe une métrique hermitienne h, C? sur Z, vérifiant h, > h, et
id'd" f A\ h4" > 0 (au sens de LELONG) au voisinage de Z— U, disons sur
ST+ (E/2), +00).

3° Il existe, d’aprés la proposition 3, une fonction ¢ : R — R* C? convexe
croissante, vérifiant les conditions suivantes :

(i) c(x) =0 pour x < 1+(g/2);

(i) ¢c(x) = 1 pour x > 1+2(g/3);

(ii) id’ d" [ (c o f).h5"] est strictement positive au sens de LELONG sur
1 O1+4(€|2), +() (proposition 3).

Montrons le théoréme 5 :

Soit r une fonction C? a support compact dans U, valant identiquement
Isur {f < 1+2(g/3) }; pour ae R* assez petit, la forme différentielle C*
réelle de type (n, n) :

o=a.r.h™+(co f).hy"
vérifiera id’ d” ¢ > 0 sur Z, et donnera donc par intégration une fonction

p. s. h. sur %, (Z). Montrons qu’elle sera propre : si | ¢ < M, on aura
b

(puisque cof = 1sur {f>1+2(g/3) } et r=1sur {f<1+2(/3)}) :

vol,(X n{f <1+2(e3)))<Cla et vol,,(Xn{f=1+2(3)})<C,
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ce qui montre que le volume de X est uniformément majoré et que le support
de X reste dans le compact f ! ([1, C/(a+3) ]), d’ot la propreté cherchée
d’aprés le théoréme 2.

Montrons le théoréme 5’ :

La forme différentielle (cof).h3" donne par intégration une fonction
p. s. h. sur €,(Z), et il nous suffit de prouver que sa restriction a I" est
propre; ceci résulte de ’hypothése que ’on a faite sur I et du choix de 4,,
d’aprés le théoréme 2.
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