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SYSTEMES DE HONDA DES SCHEMAS EN F q-VECTORIELS
par

PierrRe BERTHELOT
[E.R.A. n° 451 du C.N.R.S., Rennes]

REsumE. — Utilisant la classification des schémas en groupes commutatifs, finis et
plats sur I’anneau W des vecteurs de Witt d’un corps parfait de caractéristique p par
Ie systéme de Honda associé, on étudie d’abord la structure du syst¢tme de Honda d’un
schéma en F,-vectoriels G de rang ¢. On utilise ensuite ce résultat pour calculer explicite-
ment & partir du syst¢tme de Honda le caractére du groupe d’inertie donnant la repré-
sentation galoisienne définie par les points de G & valeurs dans une cldture algébrique
du corps des fractions de W.

Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, W I’anneau des
vecteurs de Witt a coefficients dans k, K son corps des fractions. Géné-
ralisant les résultats de GROTHENDIECK [5] sur la classification des groupes
p-divisibles, FONTAINE a montré [4] que la classification des schémas
en groupes commutatifs, finis et plats sur W, peut se faire au moyen du
« systéme de Honda » d’un tel schéma en groupes G, systéme formé du
module de Dieudonné M de la réduction G, de G sur k, et d’un sous-
W-module L =« M vérifiant des conditions rappelées plus bas. De plus,
la théorie de FONTAINE permet de répondre, dans le cas fini comme dans
le cas p-divisible, & la question posée par GROTHENDIECK dans [5] :
comment construire la représentation de Gal (K/K) fournie par la fibre
générique de G, a partir du couple (M, L) classifiant G?

Nous donnons ici un exemple indiquant comment cette construction
peut étre utilisée pour obtenir des informations sur la représentation
galoisienne définie par G. Supposons k algébriquement clos, et soit H
un prolongement fini et plat sur W d’un quotient de Jordan-Hélder de G :
il existe alors un corps fini F et une structure de schéma en F-vectoriels
sur H, de rang 1 sur F, telle que la représentation galoisienne définie
par H se fasse par un caractére ¥ : I — F*, ou I = Gal (K/K) (cf. [6D).

Répondant & une question de SERRE, RAYNAUD a montré [6] que le
caractére W peut s’écrire comme produit des caractéres fondamentaux
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226 P. BERTHELOT

de I, chaque caractére ayant pour exposant 0 ou 1 (W étant ici absolument
non ramifié). A partir des résultats de FONTAINE, on obtient une autre
démonstration de ce résultat, ainsi qu’une description trés simple du
caractére ¥ & partir du systtme de Honda de H, et de I’action de F sur
ce systéme (th. 3.8). On peut d’autre part espérer que cette méthode se
généraliserait au cas ou I’on remplace le groupe G par ’homologie étale
H, (Xg, Z[p Z) de la fibre générique d’un schéma X propre et lisse sur W
(comme le demande SERRE dans [7]), si I’on disposait d’une construction
analogue a celle de FONTAINE, reliant la cohomologie cristalline de X,
munie de la filtration de Hodge définie par X, a la cohomologie étale
p-adique de Xyg (voir I’introduction de [1]).

Y

1. Représentation galoisienne associée a un systéme fini de Honda

Rappelons briévement la classification des schémas en groupes commu-
tatifs finis et plats sur I’anneau des vecteurs de Witt d’un corps parfait,
d’aprés FonTAINE ([2], [4]).

1.1. Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W (k)
I’anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans k. Pour toute k-algébre
artinienne R, on note CW (R) I’ensemble des suites

x=(' ces Xjs vy xO) = (X-pien>
telles que, pour presque tout i, x_; appartienne au radical de R. Les appli-
cations W, (R) — CW (R) qui associent & y = (¥;)o<j<n—1 la suite (x_;); .,
définie par

X_j=Vn-1-i pour 0<i<n-—1, x_;=0 si i>=n,

définissent une injection

W(R) =limind, W,(R) s C W(R),
identifiant W (R) & I’ensemble des suites (x_;) telles que x_; = 0 pour
presque tout i.

Les formules universelles définissant la somme dans W (R) gardent
un sens pour les éléments de CW (R), munissant cet ensemble d’une
structure de groupe abélien. On définit d’autre part des opérateurs F,
V prolongeant ceux de W (R) par

F((a—i)ieN) = (a{i)ieN:
V((@-dien) = (@-i-1)ien-
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SYSTEMES DE HONDA 227

Enfin, on vérifie qu’il existe sur CW (R) une unique structure de W-module
telle que, pour a = (a4, 0, ..., 0, ...) e W(k), on ait

. -i
a.(Xx_ien=(a80 X_dien>

et les compatibilités usuelles avec les opérateurs F et V. Si D, est I’anneau
de Dieudonné de k, CW est ainsi un foncteur sur la catégorie des k-algébres
artiniennes, a valeurs dans la catégorie des D,-modules.

Soit G un schéma en groupes (commutatif de p-torsion) fini sur k.
Le module de Dieudonné de G est alors le D,-module M (G) = Hom (G, CW),
ol Hom désigne I’ensemble des morphismes de foncteurs en groupes
abéliens. Si R est 1’algébre de G, M (G) s’identifie naturellement & un
sous-D,-module de CW (R).

THEOREME 1.2 (¢f. [2]). — Le foncteur qui a G associe M (G), est une
équivalence de catégories de la catégorie des k-schémas en groupes finis
commutatifs de p-torsion dans la catégorie des D-modules qui sont de
longueur finie comme W-modules.

Un foncteur quasi inverse peut se décrire comme suit : soit A une
k-algébre artinienne; si M = M (G), alors

G(A) = Hom,, (M, C W(A)).

1.3. Soit maintenant 4 une W-algébre libre finie. On définit une
application

b

A>_)A®WK

w,: CW| —
pA A

ou K = Frac (W), en posant, pour a_; € A/p A, et b_; relevant a_; dans 4.
wa((@_dien) = Yi2op b7,

La série obtenue converge pour la topologie p-adique de 4 ® K, et
sa somme ne dépend pas modulo 4 du choix des relévements b_;. De plus,
w, est un homomorphisme W-linéaire, fonctoriel en A.

Soient G un schéma en groupe commutatif, de p-torsion, fini et plat sur w,
R son algébre, G, sa fibre spéciale, d’algébre R/pR. On considére [’homo-
morphisme composé

b

M(Gk)—>CW<£ ROy K
PR R

et on note L (G) son noyau, qui est donc un sous-W-module de M (Gp).
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228 P. BERTHELOT

Le couple (M, L) = (M (Gy), L (G)) vérifie alors les propriétés suivantes :

THEOREME 1.4 [4] :

(@ FM)nL=plL;

b) M=F(M)+L;

(¢) la restriction de V a L est injective.

Un couple formé d’un D,-module M de longueur finie sur W et d’un
sous-W-module L de M vérifiant les conditions de 1.4 est appelé systéme
fini de Honda. Les conditions de 1.4 sont encore équivalentes aux conditions
suivantes :

i) FM)nL=pL;

(if) Ker (p) = Ker (p |,) @ Ker ();

(iii) Ker (F) = Im (V).

En particulier, si p.M =0, Fo V = Vo F =0, de sorte que la condi-
tion (iii) équivaut & Ker (F) = Im (V), ou encore Ker (V) = Im (F).

THEOREME 1.5 [4]. — (i) Supposons p # 2. Alors le foncteur qui @ G
associe (M (G)), L (G)), est une équivalence de catégories de la catégorie
des W-schémas en groupes commutatifs, de p-torsion, finis et plats sur la
catégorie des systémes finis de Honda.

(ii) Supposons p = 2. Alors le méme énoncé reste vrai si on se restreint
a la catégorie des schémas en groupes unipotents (resp. a celle des systémes
finis de Honda tels que V soit nilpotent sur M).

Un foncteur quasi inverse peut se décrire de la fagon suivante : soient G
un schéma en groupes fini et plat sur W, de systétme de Honda (M, L),
et A une W-algebre finie et libre. Posons

A wa
L, =Ker| CW[ -Z “AQK .
pA A

G (4) = Homp,_ g ((M, L>,<CW<1), L, ))
pA

ot Hom, g, désigne le groupe des homomorphismes D,-linéaires
¢ :M—CW(A/p A) tels que ¢ (L) = L.

1.6. Soient en particulier K’ une extension finie de K, A’ la cloture
intégrale de W dans K’'; on a donc, si Gx = G, K,

G (K') = G(A) = Hotp, ((M, D, <c W( Aj) L))
p

Alors :
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SYSTEMES DE HONDA 229

L’action de ¥ = Gal (K'/K) sur Gg (K') se fait par I'intermédiaire de
son action sur 4’, donc sur le couple (CW (A’[p A’), L,). Posons

@W y = limindy, C W( %), Py = limindgx Ly,
p

(on notera ’injectivité des fleches de transition), de sorte qu’il existe une
action naturelle de ¥ = Gal (K/K) sur le couple (¥, Lx). Par passage

a la limite, on obtient I’expression du module galoisien G (12) a partir
du systétme de Honda de G :

Gk (K) ~ Homy, ¢ (M, L), (6% 'k, %x))-
2. Structure du systéme de Honda d’un schéma en F-vectoriels

2.1. Soit F, un corps fini & g = p" éléments. On appellera schéma en
F -vectoriels sur un schéma S, la donnée d’un S-schéma en groupes
commutatifs G, fini et plat sur S, et d’'un homomorphisme d’anneaux
F, — Endg (G). Pour tout A €F,, on notera [A] ’endomorphisme de G
correspondant.

Soit G un schéma en F,-vectoriels sur W, qu’on suppose unipotent
si p=2.8i (M, L) est le systtme de Honda de G, F, opére sur (M, L)
par fonctorialité, et on notera encore [A] I’endomorphisme de (M, L)
défini par A€ F,. Comme G est annulé par p, il en est de méme de M,
qui est donc un k-espace vectoriel. Pour tout A eF,, [A] est donc un
endomorphisme k-linéaire de M, commutant & F et V, pour lequel L est
stable.

On suppose qu’il existe un plongement de F, dans k. Pour tout carac-
tere y, : F¥ — k*, soit M, le sous-espace de M sur lequel F, agit par I’inter-
médiaire de . Rappelons que y est dit fondamental sil’application y, : F, — k
prolongeant y par y (0) = 0 est additive; il existe r caractéres fondamentaux,
induits par les r plongements du corps F, dans le corps k, et qu’on peut
noter y;, i€ Z/r, en choisissant un plongement particulier ¥, : F, G k,
et en imposant y;.; = x{. On posera M; = M, .

LEMME 2.2. — Avec les notations précédentes,
M ~ ('BieZ/r Mi'

Un argument classique montre que si 1’on pose
1 —1p
T, = 21—1er177, X))~ [A],
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230 P. BERTHELOT

I'image de m, est M,, et les m, constituent une famille d’idempotents
orthogonaux, de somme [I’identité. Par suite,

M = ®x:F; _,k*Mx,

et i suffit de voir que si M, # 0, y est un caractére fondamental. Soient z
peF,, et xe M,, x # 0. La relation [A+p] = [A]+[p] dans End (M, L)
donne
[A+n](x) = [A] )+ [1] (),
soit
XA+ x =x@®R) +x W) x,

d’ou I’additivité de 7.

LeEmMME 2.3. — Pour tout i,

F(M) =M.y, V(M) <M;_,.
Puisque ’action de F, commute & F et V, on a, pour xe€ M;,
[M(F(x) = F(A](x) = F(t; M) %) = x:(M)". F (x) = %41 V). F (%),

de sorte que F(x)e M;,,; de méme, V (x)e M;_,.

COROLLAIRE 2.4. — Supposons que G soit de rang q sur k. Alors, pour
tout i, dimy M; = 1.

Supposons que M; = 0. D’aprés 2.3, F est nul sur M;_,.Sixe M;_,,
x est donc de la forme V' (y), d’aprés 1.4 (iii). Quitte & remplacer y par
sa composante sur M;, on peut, d’aprés 2.3, supposer que y e M;,
donc y =0, x = 0, et par suite M;_, = 0. Par récurrence, on en déduit
que M = 0, ce qui est absurde. Donc, pour tout i, dim; M; > 1. Or la
dimension de M sur k est égale a r, et il y a r caractéres fondamentaux,
d’ou le résultat.

On suppose désormais que G est de rang ¢ sur k.

LEMME 2.5. — Supposons k algébriquement clos. Alors M posséde une
base (€))icqr, telle que

(a) e; engendre M,;

(b) soit F(e;) = e;,q, soit V(e;1q) = e;.

Choisissons pour tout i un générateur ¢; de M;. Deux cas sont possibles :

(i) si F(e;) #0, on a F(e;) = a;e;,,, avec a; € k*;

(ii) si F(e;) =0, e} est de la forme V (y), pour ye M;,, et il existe
un unique o; € k* tel que V(x; e}, ) = €.

TOME 105 — 1977 — N° 3



SYSTEMES DE HONDA 231
Posant e; = g; e;, avec €; € k*, on voit que les e; vérifieront la condi-
tion (b), si, et seulement si, soit :

-1
eir1=F(e) =F(g;e) =€/ F(e}) = €0 €1 =€ UEi 1 €ipq,

soit :
’
= V(eir1)=V(&isr1€is1)
— o1/p ’ —eollpy—1/p v _o1/p  —1/p -1
=g V(e =gi:io Pep =g 0y e e,

c’est-a-dire si, et seulement si, pour tout 7, £;,; = o; €P.
Par suite, ¢; doit étre racine de 1’équation
o pr—l pr—z -1
e =(f ofyy ... %y y) &,
qui posséde des solutions non triviales puisque k est supposé algébriquement
clos. L’un des g; étant choisi de la sorte, les relations précédentes déterminent
alors les €; pour tout i.

LEMME 2.6. — Avec les notations précédentes, il existe une suite
d’indices iy, ..., i telle que e; , ..., e;, forment une base de L, et les e;,
pour i’ # iy, ..., 1, une base de F(M).

Puisque L est stable sous I’action de F,, il admet une décomposition
L=eo,L  avecL, =« M,. Commedim M, < l,onaL =OoulL, = M,.
Lorsque y = x; est un caractére fondamental, on mnotera L; =L, ;
soient i;, ..., iy les indices tels que L; # 0; alors L = G—)‘J’.=1L,.J_, de
sorte que e;, ..., e;, forment une base de L.

D’aprés 1.4, M = L @ F(M). Comme F (M) est engendré par les F (e;),
et que les F (e;) non nuls sont une partie des e;, les e;, pour i # iy, ..., iy,
forment une base de F (M).

2.7. Supposons d’abord que L # 0 et L # M. On note a;, je Zfs,
les indices tels que L, # 0, L, ,, = 0, Iindexation par Z/s étant définie
par 'unique application Z/s — Z/r, j— a;, telle que ’application composée
[1, s]1— Z/s — Z[r — [1, r] soit strictement croissante. Pour tout je Z/s,
on note m;, n; les entiers < r définis par

ij(L(lj) #* Oa ij+1 (.Laj) = 09

F (L) #0,  F"*' (L,)=0.
On remarquera que m; > 1, car V est injectif sur L; de méme, n; > 1,
car L, ,, =0, donc e, ;€ F(M) d’aprés le lemme précédent, donc

F (eaj) = ¢ 11> d’ou F (Laj) # 0. En particulier, on peut encore carac-
tériser les indices o; comme étant ceux pour lesquels F (edj) #0, Ve, j) # 0.
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232 P. BERTHELOT

On étend ces définitions aux cas L = 0 et L = M en posant alors s = 1,
et en prenant pour o«, un indice arbitraire dans Z/r. On a alors, si L = 0,

F(e,) = e, V(e,) =0,
puisque F (M) = M, donc F est un isomorphisme; on pose donc m; = 0,
ny; = r. De méme, si L = M,

F(e,) =0, V'(e,)=e,,
et on pose m; = r, n; = 0. On remarquera que ces deux cas se produisent

si, et seulement si, la réduction G, de G modulo p est étale (resp. de type
multiplicatif).

ProrosiTION 2.8 :

(i) Avec les notations précédentes, M est le D,-module engendré par
des générateurs (X;);. s, Soumis aux relations

(@) px; =0,

(B) F™(xp) = V™" (Xig1)-

(i) L est engendré par les VI (x;) pour ie Z/s, 0 <j < m;.

Si G, est étale ou de type multiplicatif, on prend pour x; I’un quelconque

des e;, et I’assertion est claire. Sinon, on pose x; = e,,. Pour prouver
la relation (b), observons que

Fii(e,) =€y ins  F"'(e,) =0,

donc V(e 4p+1) = F" (e,).

Si F(ey,4p+1) = 0, alors :
V(ea¢+n1+2) = eou+ng+1 ’

donc V2 (€y4m+2) = F™ (e,); comme F # 0, on obtient en itérant m;
tel que

F(eui+n.-+m'i) # 0’ Vmi (ea‘+n,~+m;) = P‘m (ecq) # 0.

Ceci caractérisant les indices o;, on a donc o+m+m; = o, ,,
et m; =m;,,. D’ou (b), et les relations

Oipg—0 = M;+Myiq, Yi(mi+n)=r.

On voit aussi que chacun des e; est image par un itéré de F ou V de
I’'un des x;, de sorte que les x; engendrent M comme D,-module.
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|
Soit alors M’ le D,-module engendré par des générateurs x; soumis
aux relations () et (b); on peut écrire

M= (k[F, VINFV, VF)®
F""(x:)— pmitt (x;“) ’

ouk [F,‘ V'] est ’anneau de polyndmes non commutatif tel que Fa = a? F,
alV = Va. Le D,-module M est de fagon naturelle un quotient de M’.
Or M’ est engendré sur k par les F/(x]), 0 <j< n;, et les V7 (x)),
0 <j < m;, de sorte que
| dim, (M) < Y (m;+n) = r;
comme M est de dimension r sur k, M’ = M.
D’autfe part, L est engendré par les e; ¢ F (M), et, d’aprés ce qui précéde,
ce sont dxactement les vecteurs e, , V' (e, ), . . ., V™" (e, ), d’ou I’assertion (ii).

3. La rlpprésentation galoisienne définie par un schéma en F -vectoriels

1
On sdppose k algébriquement clos. Soit G un schéma en F -vectoriels
sur W, qu ’on suppose de rang g = p", et unipotent dans le cas p = 2.

On va calculer explicitement le groupe Gy (K) des points de Gk a valeurs
dans la cléture algébrique K de K, qui est donc un F, -vectoriel de

dlmensmnl ainsi que 1’action sur celui-ci du groupe de Galois ¥ = Gal (K/K)
Cette action, étant compatible a la structure F,-vectorielle, se fait par
l’intermédiaire d’un caractére ¥ : 4 — FJ que 'on cherche a expliciter
a partir du systtme de Honda associé a G.

3.1. Son (M, L) le systtme de Honda de G. D’aprés 1.6,
T Gy (K) = Homy,, ¢y, (M, L), ($Wx, Zx))
= {peHom,, (M, W) |woo|, =0},

ol w est ’homomorphisme défini en 1.3. D’aprés 2.8, un tel ¢ est déterminé
par sa valeur y; sur les x;, i € Z/s, et ’on obtient

Homp, (M, €% k) ~ {(yi)iEZ/s; V:i€€Wk, py; =0,
Fi(y) = V™t ()”i+1)}-

Posons y; = (a-;, )jen> OU les a_; ;e A'[p A’, A’ étant ’anneau des
entiers d’une extension finie K’ de K. Les conditions précédentes s’écrivent :

(3.1.1)1 ;=0 <« Vj>1,(a_; )’ =0;

n, m
(3 1 2) Fi(yt)— V i+‘(y1+1) had V.] O (a—_] l)p _a—] —-mi+1,i+1°
\
BULLETITI DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE




234 P. BERTHELOT

La condition ¢ (L) = L s’écrit, d’aprés 2.8,
Vi, Vj<my, eV (x) = V(o(x))e Lx.

Choisissant pour tous 7, j un relévement b_; ; de a dans A’, cette

relation s’écrit

(3.1.3) Vi, Vi<m, Y2op "7, ed.

—J,i

LeMME 3.2. — Sous les hypothéses précédentes, Gy (I?) s’identifie a
I’ensemble des classes de congruence modulo p de familles d’éléments
(b, Diczss,0<j<mp O les b_; ; sont des entiers d’une extension finie de K
et vérifient les relations

(3.2.1) Vi,  (bo )" =b_p,, i1+1modp,
(3.2.2) Vi, Vj<m,, b_; ;+p ' (b_;_y,)" = 0mod p.

Les relations (3.1.2) entrainent les relations (3.2.1). Montrons les
relations (3.2.2). D’aprés (3.1.1), on peut écrire, pour j > 1,

Pii=pc_j;; avec c_; ;€A
Donc, pour n > 1,
—n—1 p" _ p"_l—n—l pn—l
p bZ; .,i=p Cej—n,i-

Or, si p#2, p" '—n—1>0 si n>2, de sorte que, dans ce cas,
p Tl b{"j_ est entier pour n > 2. Les relations (3.1.3) se réduisent
alors a

Vi, Vj<m, ptb_;+p tb%;_, €A,
c’est-a-dire (3.2.2). Si p = 2, on a seulement 2" ' —n—1 = 0 pour n > 3,
et les relations (3.1.3) se réduisent a
Vi,  Vj<m, pTlh_; i+p ib%,_i+p 2 bY, ;€A
soit encore
(3.2.3) Vi, Vj<my,  b_;;+p b7,y +p 2b”;_, €pA.

Mais pour p = 2, G est unipotent par hypothése, de sorte que V est
nilpotent, et, pour tout i, V™*1(y) =0, c’est-a-dire a_, _,, =0
pour n > 1. On peut donc supposer b_, =0 pour n > 1, et on
obtient, pour j = m;—1,

-n,i

bmyrr,i+p ' b7 = Omod p.

—mq, i
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SYSTEMES DE HONDA 235

Procédant par récurrence descendante, on suppose (3.2.2) vraie pour j.
Les deux termes étant entiers, on obtient par élévation a la
puissance p-iéme
. —1, —'( p) pb—] 1, :mOdP,
soit —— .
b E_( p) P b—_) 1, ,modp

P
En substituant dans (3.2.3), pour j—1, on obtient
b_jiq,i+(p” P—(=-p*” l)b_, 1, = 0mod p,

donc (—p) Pt ((—p)P~t-1) b—; 1,; est entier, donc (—p)~ 7~ lb_J "
aussi, et p~2 b” ;-1,i€p A’. Par suite, la congruence (3.2.3) pour j-—1
se réduit & la congruence (3.2.2) pour j—1, ce qui établit la récurrence.

Réciproquement, si on se donne une famille (b_; ;) vérifiant (3.2.1)
et (3.2.2), on prend pour a_; ;la réduction modulo p de b_; ; si j < m;,
et 0 si j > m;, sauf dans le cas ou G est de type multiplicatif, ou 1’on
pose a_; , = a_;, ;, ol j' est le reste de la division de j par r. On vérifie
alors sans difficulté les relations (3.1.1) a (3.1.3).

LemMe 3.3. — Soit (b_; Diczss, 0<j<m une famille d’éléments de A’
vérifiant (3.2.1) et (3.2.2). Supposons qu’il existe des indices (i, j) et (i’, j')

et des entiers o, B, tels que

( p) Bb—jl—b—j’”"m()dp'
Alors :

(@ Sij' #0,lesb_;;
(—p) 7" Lppett b_j 41,y mod p.

—j.i

vérifient la congruence

®) Sij =0 lesb_,,
(=) "7 = b_y,, ey modp.

—j%i

vérifient la congruence

(a) Elevant la congruence a la puissance p, on obtient

(_p)—pB bn‘“‘ = pP

S e

. mod p?.
d’ou
(=p) PP =(—p) T by = by, modp,
d’aprés (3.2.2).
(b) La congruence donnée entraine
(=p) "I = b = by, vs1modp
d’aprés (3.2.1).
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LemMe 3.4. — Soit (b_; Diczss, 0<j<m une famille d’éléments de A’
vérifiant (3.2.1) et (3.2.2). Pour tout (i, j), posons

jtnitmisy r—n

_ NV r—n
TED YIS A DY ARG
jtnitmis1+tniv1+tmiva_r—n r r—n
+ n=j'+ni~'|-mi+1l+ni+1+1p +"'+Zn=r—mi+j+1 p .
vérifie la congruence

bl_’:‘j,i = (—p)“ir)b_j’imod P1+"i’j.

Alors b

=J,i

11 suffit de partir de la relation (3.2.2) si j # 0 [resp. (3.2.1) si j = 0],
et d’appliquer le lemme précédent jusqu’a ce qu’on obtienne (i’, j') = (i, j).

Fixons (i, j), et posons pu = W, ;.

LeMME 3.5. — Soit x € A’ tel que x* = (—p)* x mod p***. Alors il existe
un unique x' € A tel que x1=(—p*x" et x' = xmodp (Z désignant
Panneau des entiers d’une cloture algébrique K de K).

Posons P (X) = X?--(—p)* x. Par hypothése, P (x) = a,avecv (@) =p+1,
ol v est la valuation p-adique normalisée par v (p) = 1. Si x' = x+py,

il faut montrer qu’il existe un unique y € A tel que P (x+py) = 0. Le déve-
loppement de Taylor de P (x+py) donne

P(x+py) = Y10 (py)'(i) T PO (%),
de sorte que y doit &tre racine du polyndme unitaire
o) = Z?=0(Pq_i-“)—lpm(x)yi =210 aq—iyi'

Tout d’abord, le terme constant o, est p 7P (x) =p ?a, d’ou
v (o) = v (a)—g, donc :

v(o) = —q+p+1.

Le terme o,_,; est ¢ ¢*' P'(x), et P’ (x) = gx?" ' —(—p)*.

Comme xI—(—pFx—a=0, v(x) = (g—1D"tp, dou v >np,
et v (P (x)) = p. Donc :

v(aq—l) = _‘1“'}1“‘1,
et
v(0—1) < v(2t).

Observons que p est une somme de puissances de p, toutes distinctes
et d’exposant strictement inférieur a r, de sorte que p < g = p"; sip = 2,
G est unipotent, donc m; < r, et p est somme d’au plus r—1 puissances
de p, si bien qu’on a, pour tout p, I'inégalité p+1 < g, d’ou

v(o,-1) <O.
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Enfin, pour i > 2,

0(0-0) = v((p* i) PO (x)),
=o(p "IN (@) gD T X,

= —q+i+v<<?>) +(@—dv(x),
> u((‘f)) —g+i+@-D@-D7"p

g v<(’?)> ~q+q(@—-D7" ' p+(g-D" g-1-pi.

1

Or v((?)) >1,q(@-1D)""p>p, g—1—p >0, de sorte que
Viz=2, v(0t,—;) > v(0,—1).
Le polygone de Newton de Q montre alors que Q posséde une unique
racine entiére.
3.6. Rappelons (¢f. [7]) qu’on définit un caractére
0,11 9= Gal(K/K) > gy (K) = iy (4),
en choisissant § € K tel que {97! = p, et en posant, pour g€ ¥,

g)=6,_1(2).C.

On notera 6‘1_ 1 le compos¢ de 0,_; et de I'isomorphisme
Hq—1 (4) > py—1 (k). Pour tout caractére fondamental y,; : Fy = p,_, (k),
on notera V; : p,_; (k) — F) son inverse; on a donc

‘H’z \l’i—1-

PROPOSITION 3.7. — S0it (¥,); . 2,5 une famille d’éléments de €W g vérifiant
les conditions (3.1.1) a (3.1.3). Alors, pour tout g€ 9,

g(y) =0,-1("°. y;.
Montrons d’abord que, pour tout i et tout j < my,
(3.7.1) g(a;,) =0, (@*.a_j;.

D’aprés 3.5, il existe une unique racine § de I’équation X4 —(—p)*+i X = 0
dont la réduction modulo p est a_; ;. Si & # 0, § est de la forme u {*/,
ol u est une racine (¢ —1)-iéme de (—1)*+7. Comme k est algébriquement
clos, u € W, donc est invariant par ¢, d’ou l’assertion.
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Observons alors que, pour tout j < r,

Pl = ot aZ0 (P = ") = Wy, o+ (0 = D (A2 P
Comme (0,_,)*"" = 1, on en déduit que (8,_,)"+° = (6,_,)"'*:4, d’ou :
(8- 1) = (0"
La relation (3.7.1) s’écrit donc
(3.7.2) Vi, Vism,  glas;,)=0,_,("".a_;,.

Sij>m;, a_; ; =0, sauf dans le cas ou G est de type multiplicatif,
ou a_; ;=a_; ;, j étant le reste de la division de j par r; comme
(0,-1)" = 0,_y, la relation (3.7.2) est donc vraie pour tout j’.

On obtient alors :

g(r) =g((@—;,)) = 0,1 @"°".a_; )
=0,_,(@"°.(a_;,),
car 6,_, (g) est le vecteur (8,_, (2),0, ..., 0, ...) de W (k).
THEOREME 3.8. — Avec les notations de 3.6, ’action de 4 sur le F j-vectoriel
de rang 1 Gg (K) se fait par le caractére o 9 ?—»F;" ou
V -y (k) — Fy est donné par
U=y ... ¥y,

les indices iy, ..., 1, étant ceux pour lesquels L, # O.
En particulier, les exposants des caractéres fondamentaux sont égaux
a0oul (¢ [6], th. 3.4.3).
Reprenant les notations de 3.1, la proposition précédente montre que
pour g€ 9, ¢ € G, (K),
VieZls, g(¢(x)) =0,_1 (@""°0(x;) = 0 (6,1 (8" °x)).

Rappelons que F, agit sur x; = e, par le caractére fondamental ¥, .
Ecrivant :

Oy 1 (8)™° = Xy © Wiy (Og— 1 (£)"°) = o, (W20 0,1 (2)s
on obtient, en notant (g, ¢) — g.¢ ’action de ¢ sur G (K), et(h,0) > [A] @
celle de F,,
(8- 9)(x) = g (0 (x) = O (o, (W ° 04-1(2)-%)
= (U208, (] (x2)
= (W20 0,1 (2)] @) (x).
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+ s - —
p'i,O = Z:i”—'n?rll pr n+ e +Z:=r—m;+1 pr n,
i +m; r-n r—n
wio = ([Totme i r "y x X ([T 1 V2.
+ :
= (l_.[:i'—‘n'?-‘lfll a.~+n) X... X (H;=r—m;+1 ‘I’ai+n)*
D’aprés 2.8 (ii), les indices
a+n+1, M =gy e, L, L

sont précisément les indices i, ..., i; tels que L, # 0. Posant
¥ =1,, ..., V¥, on obtient donc :

VgeG, VoeGy(K), VieZjs, (2.0)(x)=(V0,-1(2] 0)(x).

Les x; engendrant M comme D,-module, g.¢ = [\]/oé_)q_l(g)] o,
et ¢ agit par le caractére o 0,_;.
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