BULLETIN DELA S. M. F.

ROGER MARLIN
Anneaux de Grothendieck des variétés de drapeaux

Bulletinde la S. M. F., tome 104 (1976), p. 337-348
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1976__104__337_0>

© Bulletin de la S. M. E., 1976, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1976__104__337_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
104, 1976, p. 337-348.

ANNEAUX DE GROTHENDIECK DES VARIETES DE DRAPEAUX
PAR

Roger MARLIN
[Université Paris-Sud, Orsay]

REsuME. — La construction des « variétés de Bott-Samelson » utilisée dans
la « désingularisation des variétés de Schubert généralisées » par M. Demazure, permet
de calculer de maniére purement algébrique 1’anneau de Grothendieck d’un groupe
algébrique semi-simple déployé sur un corps algébriquement clos et un certain nombre
de résultats sur les variétés de drapeaux associées a un tel groupe. Certains de ces résultats
étaient déja connus, ils avaient ét€ obtenus par voie topologique par Hodgkin
et Grothendieck. D’autres, ceux relatifs au quotient du groupe par un parabolique,
sont originaux.

Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe algébrique semi-
simple simplement connexe (déployé), B un sous-groupe de Borel de G,
T un tore maximal de B (donc de G), H un sous-groupe parabolique de G
contenant B, L D'unique sous-groupe de Levi de H contenant T,
K (G/B) (resp. K(G/T), K(G/H), K(G/L), K(G)) I’anneau de Grothendieck
de la variété G/B (resp. G/T, ...), W = Normg (T)/T le groupe de Weyl
de G par rapport a T, R (B) (resp. R(T), ...) I’algébre des représentations
de B (resp. T, ...), g la projection de G/B sur G/H.

Pour tout k-schéma algébrique X, ou G opére, soit K, (X) I’anneau
de Grothendieck de la catégorie abélienne des G-modules cohérents sur X
(la structure d’anneau se déduisant du produit tensoriel).

K (G/T) (resp. K(G/L)) s’identifiant naturellement 3 K (G/B) (resp.
K (G/H)), W (resp. Norm (L)/L) opere sur ce dernier.

THEOREME. — L’homomorphisme caractéristique de R (B) (resp. R(H))
dans K (G/B) (resp. K (G/H)) est surjectif.

Le foncteur « d’oubli » induit une surjection de K; (G/B) sur K (G/B)
et de K; (G/H) sur K(G/H).

K (G/B) est engendré par les classes des modules inversibles.

K(G/H) s’identifie par g* au sous-anneau des invariants de
K (G/B) = K(G/T) sous P’action du sous-groupe de Weyl associé ¢ H
@i. e. Normy, (T)/T).

K (G) est réduit a Z.
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338 R. MARLIN

Ces résultats seront obtenus par un calcul purement algébrique utilisant
le systéme de racines associé a G.

Lorsque k = C, auquel cas on peut remplacer K (G/B) par I’anneau
de Grothendieck de la variété différentielle G (C)/B (C), une démonstration
du troisiéme point se trouve dans la thése de L. HODGKIN [6]. Dans [4],
GROTHENDIECK indique comment on peut généraliser le résultat de Hodgkin
au cas d’un corps algébriquement clos quelconque.

Le cinquiéme point résulte du troisiéme par une remarque de
GROTHENDIECK [4].

Si M est un Z-module, (a,),cp €t (b,),cp deux familles d’éléments
de M indexées par W, on dira que la premiére est triangulaire stricte par
rapport a la seconde si, pour tout w dans W, on a

a, = bw+Zw’eW,l(w') < I (w) ny bw”

[ (w) désignant la longueur de w par rapport & une base # du systéme
de racines correspondant.
Si X est une variété, on notera Oy son faisceau structural.

1. Invariants exponentiels ([1], VI, 3)

Soient R un systéme de racines, C une chambre de R dans P ® Q,
2 la base correspondante de R, P le réseau des poids de R, Z [P] ’algébre
de P, W le groupe de Weyl du systéme.

Soit P* ’ensemble des poids combinaisons linéaires & coefficients positifs
des racines simples. On peut alors munir P d’une structure d’ordre partiel
telle que p = p’ si, et seulement si, p—p’ appartient & P*.

DEFINITION. — Soit x =), p X, €’ un élément de Z[P]. On appelle
support de x I’ensemble S des p € P tels que x, # 0, et support maximal
de x Pensemble X des éléments maximaux de S. On dit encore que
le terme x,e? pour p e X est un terme maximal de x.

LEMME 1. — Soit xe Z[P], et soit (x,e"),.x la famille des termes
maximaux de x. Soit q € P, et soit y € Z [ P] tels que € soit I'unique terme
maximal de y. Alors, la famille des termes maximaux du produit xy est

(xp ep+q)st‘

Démonstration. — Voir [1] (chap. VI, n° 3.2).

Soit Cn P I’ensemble des poids combinaisons linéaires a coefficients
positifs des poids fondamentaux.
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ANNEAUX DE GROTHENDIECK 339

LEMME 2. — Soit x = ) .p X, €” un élément de Z [ P] invariant par W.
Alors,
X = ZpeEanp S(ep)9

oit S(e?) =Y e

qeW.p *
Démonstration. — Ceci vient du fait que toute orbite de W dans P a
un unique élément dans C n P (¢f. [1], chap. VI, n° 1).

PROPOSITION 1. — Pour tout entier k, d* a pour unique terme maximal &*®,
ot p désigne la demi-somme des racines positives, et d =),y det (w).e”®.

Démonstration. — L’unique terme maximal de d est e° puisque

d=Y ,ew det (w) e”® et que, pour w # 1, on a w (p) < p. Le lemme 1
permet de conclure.

2. Homomorphisme caractéristique

Soit A un sous-groupe de G, notons £ (4) la catégorie abélienne des repré-
sentations linéaires de dimension finie de 4, R (4) le groupe de Grothendieck
de Z (A).

Soit H un sous-groupe parabolique de G. Notons % (G/H) (resp.
A (G/H)) la catégorie abélienne des modules cohérents sur G/H
(resp. des G-modules cohérents sur G/H), K(G/H) (resp. K;(G/H))
le groupe de Grothendieck de " (G/H) (resp. A, (G/H)). Considérons
les deux foncteurs additifs

®: R(H)— H¢(G/H),
Y: #4(G/H)— A (G/H)

définis comme suit : 4 la représentation p : H— GL (V), ® fait corres-
pondre le fibré associé G x" ¥ qui est un O ,-module localement libre
(car la fibration G — G/H est localement triviale); W est le foncteur d’oubli
de ’opération de G. Ces foncteurs induisent des morphismes ¢ et | entre
les groupes de Grothendieck associés. En outre, si I’on munit R (H),
K; (G/H) et K(G/H) de leurs structures d’anneaux déduites du produit
tensoriel, ¢ et { sont des morphismes d’anneaux. Le morphisme caracté-
ristique ¢y est le composé de ¢ et de V.

Si P désigne le groupe des caractéres de T, (e? — p) permet d’iden-
tifier Z[P] a R(T), lui-méme canoniquement isomorphe i R(B).
Dans le cas d’un Borel, ’homomorphisme caractéristique sera donc
¢ : Z[P]— R (B)— K(G/B).
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340 R. MARLIN

Soient pe P, & (p) le module inversible associé a p par ®, we W,
X, ’adhérence de la cellule de Bruhat B w B/B. Dans [2], M. DEMAZURE
établit I’existence d’une base (a,),.p du Z-module K (G/B), telle que

CK(ep) =ZweW X(Xun °g’(p))awa

ou ¥ (., .) désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré. De plus, il définit
des opérateurs L,,, we W, de Z [P] jouissant des propriétés suivantes :

LoLy=Lyy si lww)=1w)+Iw),
LiL,=L, si I(s)=1,

14 S« (P)
ef—e
L,(eH=—"—, aeB.
. 1—¢*

Si € désigne ’augmentation canonique de Z [P], alors
X (X, Z(p)) =L, ().
3. Comparaison entre W et le monoide des L,
LEMME 3. — Pour tout we W, on a
[Lers, v@w<o—€)" . L, =det@)w+) <, aW)w,

ot a (w') appartient au corps des fractions de Z [P].

Démonstration. — Soitw € W, ets,, s,, ... s, uneexpression réduite de w.
On a alors
L,=L,L,, ...L,

— (=& (1=, ) =) (1=s5,) ... (1=e®) (1=,
= (- 1)"(1—e°“)_1 Sy, (1—e°‘2)_1 Syp o v+ (1—e)~1 sak+z b(wyw',

ou w’ parcourt les produits de sous-expressions de s, s,, ... s, , donc

C Sy
les éléments < w, et b (w’) appartient au corps des fractions de Z [P].
D’autre part,

(1—e*) 's, (1= sy, ... (1—e™) 7 Ls,,
=(1—e) A=) (=gt @) g g sy,
-1
= HaeR+,w(a)<O(1_ea) w,

la derniére égalité résultant de [1] (p. 158, cor. 2). D’ol le lemme.
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ANNEAUX DE GROTHENDIECK 341

LeMME 4. — Soient (p,), .y une famille d’éléments de P, M la matrice
carrée (42 g, uyews»> avec o = L, (?*), N la matrice carrée (B%) . vy e »
avec B° = w’ (e*),

d=[locrs (/=P =}y (detw) w ().

On a alors
1

detM = + WdetN,

ou c désigne le cardinal (toujours pair) de W.

Démonstration. — Si C est la matrice carrée (Y2),,, ,yew2» aVEC
. det(w') .
w w
Yo = B>

na6R+,w'(a)<0(1—ed)

le lemme 3 montre ’existence d’une matrice triangulaire stricte D,
telle que M = C.D. D’ou,

detM =detC= %+ [[pew [luer*, w@<o(l—€) 7! .detN.
Soit w, 1’élément de longueur maximale de . On a alors, pour tout w €W,
naeR+, w(a)<0(1 _ea)-l—[aek*', wow(u)<0(1_eu) = l—_[aeR*‘ (1_eu) =—ed.

D’ou le lemme.

4. Calcul de det (N)

Dans toute la suite, nous poserons p, = 0 (Y yc 4, v <o @,)- Cette famille
a déja été utilisée par STEINBERG pour démontrer que Z[P] est
un Z [P]¥-module libre [9]. Le symbole o, désigne le poids fondamental
associé a o€ 4 dans P.

PROPOSITION 2. — L’unique terme maximal de det (N) est e}/,

Démonstration. — Dans Z [P], on a det (N) = 3. €(0). [[wew B,
ou & désigne le groupe des permutations de W.

Soit o dans S fixé, on a alors

H“’EWB:’(W) = HweWc(w)(epw) = HweWeIIw,u = e’°,

qw,o = G(w)(pw) = G(w)w(Zae.‘B, w(a)<0ma)’
et

qo = ZweW qw,c = ZWEW Zueﬂ,w(a)<06(w) (ma)
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342 R. MARLIN

Donc det (N) =Y . € (0) €.
Pour tout w € W et pour tout o€ %, on a w (o,) < o,. Or

4e = Zaew Zwew, w(a)<0(c(w) w)((')tz),

etdonc g, < ), .41, ®,, Ol n, désigne le cardinal de {we W; w (x) < 0}.
L’application {w > wow } étant une bijection de cet ensemble et de
son complémentaire, n, = (1/2) ¢ pour tout o.

On a donc, pour tout ce &, ¢, < (1/2)cp. On a égalité pour
oo = {wr>w™!}, reste & montrer qu’on n’a égalité que dans ce cas.
Supposons que 1’égalité ait lieu pour o.

Pour tout w e W et pour tout o€ 4, on a alors

w)<0 = ocww(o,) =0
Mais
w(@) <0 < I[(ws)=I1w)—1,
et
c(ww(w,) =00, < [(cW)ws,)=I1(cwW)w)+1.
Or, il existe w,, w,, w; tels que
G(w)=w1w;1’ w = w, ws,
(o) =1lw)+lwy), I(w)=1(wy)+I(ws),
1wy ws) = 1 (wy)+1 ws).
Si w; #1, il existe ae? tel que [(w;s,) =1Iw;)—1, et donc
I(ws) =1w)—1 et I(c(w)yws) =1(c(w)w)—1. Il y a contradiction,
donc, pour tout we W, I(c(w)w) =1I(c w))—I!(w). En particulier,
I (c w)) = I (w). En fait, on a égalité, car o est une permutation. Alors
I(c w)w) =0, d’ou 6 (w) = w™!, et la proposition est démontrée.

5. Calcul de det (M)
PROPOSITION 3. — Dans Z [P], on a det (M) = + e~ /2,
Démonstration. — ’D’aprés le lemme 4,
det (N
11 g = S0 = o<z o]

Soit x, e? un terme maximal de Q; d’aprés la proposition 1 et le lemme 1,
x, e’ (/2 est un terme maximal de det (N), donc, d’aprés la propo-
sition 2, x, = 1 et p = 0. D’autre part, s, (V) se déduit de N par (1/2) ¢
permutations de colonnes, d’ou s, (det (N)) = (—1)*/?cdet (N). Si (1/2) ¢
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ANNEAUX DE GROTHENDIECK 343

est pair, det (N) est invariant sous 1’action de W, anti-invariant sinon.
Il en va de méme pour d*/2¢, Dans tout les cas Q est donc un invariant
ayant pour unique terme maximal 1. Donc Q = 1, d’ou la proposition.

6. L’anneau de Grothendieck de G et de G/B
PROPOSITION 4. — L’homomorphisme caractéristique de R (B) dans
K (G/B) est surjectif.
COROLLAIRE 1. — Les classes des faisceaux inversibles engendrent K (G/B).
COROLLAIRE 2. — Le foncteur « d’oubli » induit une surjection de K (G/B)
sur K (G/B).
COROLLAIRE 3. — L’anneau K (G) est réduit a Z.

Démonstration. — Supposons la proposition démontrée. Le corollaire 1
est immédiat, ¢, (e?) étant un faisceau inversible pour tout p dans P.
Le corollaire 2 résulte du fait que I’homomorphisme ¢ du paragraphe 2
est un isomorphisme (¢f. [3]). Le corollaire 3 s’obtient, quant a lui,
en remarquant que si T est ’homomorphisme de projection de G sur G/B,
7* est surjectif et son noyau est 1’idéal engendré par les classes des faisceaux

inversibles (¢f. [4]).
Démontrons maintenant la proposition. La matrice qui exprime la famille
{CK(ep+pw)}wEW (01"l pw=2aegﬂ,w(a)<0w((0a))

dans la base a,, est € (M) (matrice ou I’on a remplacé chaque élément de M
par son augmentation) (¢f. § 2). Or

det(e(M)) = e(det (M) = + e(e”V/P?) = + 1.

Cette famille est donc une base de K (G/B). L’homomorphisme ¢ est
surjectif, d’ou la proposition.

Remarque. — Un raisonnement analogue permet de montrer que
le Z [ P]"-module Z [ P] est libre de dimension ¢. D’autre part ceci montre
que le noyau de c, est I’idéal engendré par les éléments de Z [ P]” d’augmen-
tation nulle, ce qui était clair par ailleurs.

7. Une nouvelle base pour K (G/B)

LEMME 5. — Pour tout u dans Z [ P] et tout w dans W, on a

Lw (u . e—p) = eaw—p Lw(u)+Zw’<w Uy Lw’ (u)a
o u, e L[P] et a,= ZBeR"‘,l(sgw)=l(w)—l B.
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344 R. MARLIN

Démonstration. — Pour o simple, on a tout d’abord :
L, (w0) = Ly, (w).v+u. L, ()= (1— € Ly, (w) L, (v).
L’élément e~® étant invariant par les opérateurs L,,
L, (u.e?)=¢e"" L, (w)+e " u.

Supposons la formule proposée vraie pour /(w) = k. Soit w = s, w's
avec [(w) =Ilw")+1 = k.
On a successivement :

Ly(u.e™") = Lg, [€ 7" Ly W)+ o< hor Lipr (u)]
= L, [¢" 7P Ly W]+ X5 <t La(u)
= L, (¢ ) Ly (W) +e* " L, (u)
—(1=¢") L, (€ ") Ly () + i<y L (u)

o . eaw,—p_esu(ﬁw:)_0+°‘ ”
=| et TS L e e s

soit enfin
L,(u.e”?) = =" L (u)+Y <, s Lyu).

Pour conclure, il suffit de remarquer que s, (o, )+o = o,. En effet,

siw=s,58, ...5,_, est une décomposition réduite de w,
k=1 k-1
aw = a+Zi=1 sa Snu LR Sui-l (ai) = (X+Sa(d1+ i=2 sa; L sa;_l(ai))'

D’ou le lemme, par récurrence.

PROPOSITION 5. — Dans Z[P] il existe un élément u, tel que
cg (ug €°) = cl [0,,], c’est-a-dire tel que € L, (up) = 3, ,, we W (0, dési-
gnant le faisceau structural d’un sous-espace réduit a un point).

De plus, la famille { cg(L,-1,, (Uo)) }wew est une base de K (G/B),
triangulaire stricte par rapport a la base { a, boew-

Démonstration. — Dans K (G/B), cl[0,,] n’est autre que a,,. L’homo-
morphisme ¢, étant surjectif, il existe v, tel que ¢g (vy) = a,,, donc tel que
eL,(oe™?) =90, , L’élément u, = v,e " est donc celui recherché.

La matrice exprimant la famille considérée dans la base {a, },cw
a pour élément général o = L, (L,-1,, (4y).¢"*). D’aprés le lemme 5,

a:’ =€ [et!w,—pr’ Lw“wo (u0)+Zw”<w’ Uy Lw" Lw'lwo (“o)]
=& [ Lw’ Lw“wo (“o)] +Zw"<w’ 8(uw") € Lw" Lw‘lwo (“o)~
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ANNEAUX DE GROTHENDIECK 345

D’aprés [2] (5.6), pour chaque couple (w’, w), il existe un unique w
tel que
L,L,-1,, =Ly, ou [(w) <IW)+1(w wy),

I’égalité n’étant réalisée que si [ (w’ w™ ' wy) = [ (w")+I (w™! wy). En parti-
culier, si / (w’) = I (w), w = w, si, et seulement si, w’ = w. Donc

pour l(w’) < I(MJ), ELw’Lw‘lwo (uO) = S.L, w’

D’ol le résultat escompté.

Remarque. — L’énoncé analogue pour la famille { cx (L,,-1,, (#0)-€°) }wew
aurait été plus simple a démontrer (le lemme aurait été inutile). Malheureu-
sement cette base n’aurait pas convenu a I’étude de K (G/H).

8. L’anneau de Grothendieck de G/H

NoTtATIONS. — Soient H un sous-groupe parabolique de G contenant B,
W’ le sous-groupe de W associé & H (i. e. Normo (T)/T), Z [P]"" 1a sous-
algeébre des invariants de Z [ P] sous W', g I’application canonique de G/B
sur G/H, K(G/B)" le sous-anneau des invariants de K (G/B) sous W’
(I’action de W sur K(G/B) venant de I’isomorphisme canonique entre
ce dernier et K (G/T)).

L’action de W commutant & ¢, I'image par ce dernier de Z [P]" est
contenue dans K (G/B)"'. Chaque classe & droite de W modulo W’ posséde
un unique élément de longueur minimale, c’est aussi (pour <) 1’élément
minimal de la classe (¢f. [7], § 2, lemme 1). Soit ¥ I’ensemble de ces
représentants.

DEFINITION. — Pour tout v dans V, posons @, =Y ey Gour-

LEMME 6. — La famille {a, },., est libre, et le sous-module K, qu’elle
engendre est facteur direct.

Démonstration. — Rappelons que ([7], § 2) pour tout (w',v)e W' x V,
I(ow) = 1(@)+Iw). La famille {a,},.p U {a,},ey est une base
puisqu’elle est triangulaire stricte par rapport a la base {a, },ecw-
D’ou le lemme.

LEMME 7. — L’image par ¢y de Z[P]" est K.
Démonstration. — Soient u dans Z [P]"" et a dans &’ (intersection de #
et du systéme de racines associé a H ou a son sous-groupe de Levi

contenant 7). On a

-p —pta
- u.e’—u.e _
L ,(ue?)=—— """ =u.e".
o
1—e
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346 R. MARLIN

Donc, pour tout (w', v) dans W' x V
L, (ue®=L,L, u.e®=0L,(u.e").
Donc :
cxW)=Y,eyL,(u.e”®.a, et cx(Z[P]")<cK,.

Soit, pour tout v dans V, u, =Y . det W'). L, -1, (o), to 6tant
un élément satisfaisant aux propriétés de la proposition 5. L’élément u,
appartient & Z [P]"". En effet, pour o dans B’, soient

Wi={weW;I(s,w)=1I1w)—1}
et
W,={weW;I(s,w)=1w)+1} = [, W,.
Dans W', la multiplication & gauche par s, induit une bijection de W/
sur W5. Si w'e W1,
LSu Ly,- lwo = Lsuw'v' Lwos
si w'e Wy,
Ly, Lyo-1wo = Luro-1u-
D’ot
L, (u,) = Y wrews det (W) [ L, Lyyp- 110 () — Ly, Ly, o~ 10 (#0)] = 0.

De plus, pour we W, et I(w) <I(v), on a I(ww v~ wy) < I (w,),
I’égalité n’intervenant que pour w = vw'~ !, c’est-a-dire, 4 cause de la condi-
tion sur les longueurs, pour w = vetw’ = 1. On a donc, dans ces conditions,

eL,. Lw’u"wo (uO) = 8w, v* 6w’, 1-
Donc
Ck (uv) = av+2weW, 1 (w)>1(v) NyQy.
Une démarche semblable & la démonstration du lemme 6 montre alors
que la famille des ¢, (#,) est une base de K;.

PROPOSITION 6.

(@) L’image par I’homomorphisme caractéristique de Z [ P1"" dans K (G/B)
est K(G/B)"'.

(b) L’homomorphisme g* induit un isomorphisme entre K (G/H) et
K (G/B)"".

(¢) L’homomorphisme caractéristique de R (H) dans K (G/H) est surjectif.

(d) Le foncteur « d’oubli » induit une surjection de K (G/H) sur K (G/H).

Démonstration : .

Point (a). — Soit a dans K (G/B)"'. L’homomorphisme c, étant surjectif,
il existe # dans Z [P] tel que cg () = a. Mais alors

Ck (ZW'EW' w’ (u)) = Zw’eW’ w’ (a)‘
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ANNEAUX DE GROTHENDIECK 347

et cardinal de W’ fois a appartient & cx (Z[P]"). Donc
K(G/B)”' ®Q<=K;®Q.

Mais K; = K(G/B)" < K(G/B), et K, est facteur direct de K (G/B)
donc K; = K(G/B)"".

Point (b). — L’étude de la décomposition cellulaire de G/B permet
de montrer (¢f. [2], 3.2) que la famille { [0y ]}, est une base de
K (G/B), 0y, désignant le faisceau structural de X, considéré comme
faisceau algébrique cohérent sur G/B.

L’étude de la décomposition cellulaire de G/H montre que K (G/H)
admet comme famille génératrice { [0y, ,] }.cy» avec Y, = Bwov H/H
(¢ [7], 3).

Si Z est un élément homogéne de codimension i de I’anneau de Chow
de G/H, alors

g* ([02]) = [@g—l (Z)] mOd Ki+ ! (G/B),
ol K*! (G/B) désigne le sous-groupe de K (G/B) engendré par les classes
des faisceaux algébriques cohérents dont la codimension du support est
supérieure ou égale a (i+1) (¢f. [5], RRR, prop. 2.8).
Or codim X, , = [ (w), et, pour v dans V, g~ (Y,,,) = X,
g* ([01!.,,0.,]) = [@x.,,o.,]'i'zwew,1(w)<1(u)nw[(9)(w0w]-
La famille {g([(Dywou]) }sey est donc libre dans K (G/B), et engendre

un facteur direct de dimension (W: W’) contenu dans le facteur direct
K (G/B)”' de méme dimension. D’ou le résultat escompté.

Donc

ov*

Point (c). — Soient rad” (H) le radical unipotent de H, L ’'unique sous-
groupe de Levi de H contenant T. Le sous-groupe H est alors le produit
semi-direct de L et de rad* (H), R(H) et R(L) sont donc isomorphes.
Le Levi L est réductif déployé, donc R (L) est isomorphe a Z[P]"
(¢f. [8], 3.6, th. 4). De plus le diagramme suivant est commutatif

R(B)"' > K(G/B)"
cx _

i 9

R(H) — K(G/H)

Les homomorphismes i et g* sont des isomorphismes, ¢, est surjectif
donc ¢y est surjectif.

Point (d). — Comme dans le corollaire 2 de la proposition 4, ceci résulte
du fait que ¢ est un isomorphisme.
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Remarque. — Le théoréme annoncé dans l’introduction est la super-
position des propositions 4 et 6.

ProposITION 7. — Soient H un sous-groupe parabolique d’un groupe
algébrique semi-simple simplement connexe G, B un Borel contenu dans H,
T un tore maximal de B, W = Normg (T)/T, W'= Normy (T)/T,
V le systéme de représentants des classes de W modulo W' précédemment
défini, et wy I’élément de plus grande longueur de W. Alors, la famille
{ [O5wesiizi) }ocv est une base de K (G/H).

Démonstration. — Si wy est I’élément de plus grande longueur de W',
on a H=BwyB. De plus, Bwow H= Bwyw B.Bw' B=Bw,v B,
ol v est le représentant de la classe de w modulo W’ appartenant a V.

De la démonstration du point (b) de la proposition 6, il résulte que
la famille considérée est une base de K (G/H).
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