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RELATION ENTRE LES 2-GROUPES
DES CLASSES D'IDÉAUX AU SENS ORDINAIRE ET RESTREINT

DE CERTAINS CORPS DE NOMBRES

PAR

BERNARD ORIAT
[Besançon]

RÉSUMÉ. — Les résultats obtenus par J. V. ARMITAGE et A. FRÔHLICH dans un article
intitulé Class Numbers and Unit signatures sont démontrés d'une autre façon et généralisés.
La méthode utilisée ici est issue du Spîegelungssatz de H. W. LEOPOLDT.

Soit K/Q une extension galoisienne, de groupe de Galois G contenant les
racines /-ième de l'unité (/ premier), et telle que son degré soit premier à /.
C'est sous ces hypothèses que LEOPOLDT a énoncé et démontré le
Spiegelungssatz [4]. Cette propriété repose essentiellement sur l'utilisation de
la structure de module sur l'algèbre semi-simple Fj [G]. Le groupe §j des
classes h de K telles que h1 == 1 est un tel module. Si E est le groupe des
unités de K et EQ le sous-groupe des unités /-primaires de K, Eo/E1 est aussi
un tel module. Soit 0 un caractère irréductible de G sur F^ , et si H est
un Fj [G]-module soit dim^ (H) le nombre de sous-modules simples de
caractère 0 intervenant dans une décomposition de H en somme directe de
modules simples. LEOPOLDT a défini une involution : <D —> <D de l'ensemble
des caractères irréductibles de G sur F^, et a obtenu la majoration suivante :

dim; (§/) - dim^ (§j) ^ dim^ (EQJE).

Le cas 7 = 2 n'est pas exclu par LEOPOLDT. Toutefois celui-ci n'a considéré
que des classes d'idéaux au sens ordinaire. Il nous a semblé nécessaire
d'introduire, dans ce cas, les deux groupes : $2 (resp. §^) ^es classes
d'idéaux de K au sens restreint (resp. au sens ordinaire) dont le carré est
la classe principale au sens restreint (resp. au sens ordinaire). Nous obtenons
alors (G étant supposé d'ordre impair), l'inégalité suivante :

dim^ (§2) - dim^ ($2) + dirn^ ($3) - dim^ (§2) ̂  X (1 ),

où % (1) désigne le degré du caractère absolument irréductible dont 0 est issu.
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302 B. ORIAT

Cette inégalité permet de retrouver et généraliser les résultats (TARMITAGE
et FRÔHLICH [1]. Ceux-ci supposaient G cyclique d'ordre une puissance
d'un nombre premier impair.

Dans le cas où G est abélien d'ordre impair, M. TAYLOR a généralisé
dans [6] la démonstration de J.-P. SERRE (celle-ci se trouve dans [1]).
Il a obtenu les résultats que nous avons noté corollaires 2 a et 2 b.

Georges GRAS m'a guidé vers le Spiegelungssatz. Ses conseils m'ont été
précieux. Je l'en remercie vivement.

1. Préliminaires

1.1. Notations. — On désigne par K un corps de nombres. Le 2-groupe
des classes au sens ordinaire (resp. au sens restreint) de K est noté §'
(resp. §). De même, l'ensemble des éléments h de §' (resp. Q) tel que h2 ==1
est noté §2 (^P- §2)- O11 désigne par P ' (resp. P) l'ensemble des idéaux
principaux (resp. strictement principaux) de K.

L'extension abélienne d'exposant 2 maximale de K, dans laquelle aucune
place (resp. aucun idéal) ne se ramifie, est notée M' (resp. M). Ces extensions
sont des extensions de Kummer, et on désigne par W et W leurs radicaux,
c'est-à-dire

W = {©; œeM', ̂ eK} et W = {œ; œeM, o^eK}.

Le nombre de places réelles de K est noté r, et l'application
S : K—> { ± 1 }*" est la signature de K. Le groupe des unités (resp. des
unités totalement positives, des unités 2-primaires) de K est noté E
(resp. E^ ^ Eo). On désigne par y l'application canonique de § dans §'
qui associe à la classe au sens restreint de l'idéal û de K, la classe ordinaire
de û. Enfin dim^ H désignera la dimension sur F^ du F2-espace vectoriel H.

1.2. Rappels. — En associant à l'idéal de K engendré par x, la classe
modulo S (E) de S (x), on définit un isomorphisme

(\a) P ' I P ^ S W / S Ç E ) .

D'autre part, P ' I P est inclus dans $2? et on a donc

(Ib) Ytô2)^2/(^W

Enfin, en appliquant la théorie de Kummer et la théorie du corps de classe,
on obtient les isomorphismes
(1 c) W I ' K ̂  Gai (M/K) ̂  §/$2 ; W ' I K ̂  Gai ( M ' I K ) ̂  §7$'2.

(On désigne encore par K le groupe multiplicatif de K.)
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1.3. Définition des applications 9 et v|/. - Si © appartient à W, l'exten-
sion ^(œ)/K est non ramifiée pour les idéaux. L'idéal de ^engendré par ©2

est donc le carré d'un idéal û de K. En associant à co Kia classe (ordinaire)
de û, on définit un homomorphisme de W/Kdsins §2. De plus, si co appartient
à W\ œ2 est totalement positif, et la classe de l'idéal a appartient à y (§2).
Nous avons donc défini un homomorphisme 9 :

9 : (WIKWIK)-.^^

qui associe à œ K ( W ' I K ) la classe, modulo y ($2), de la classe de a.
Si maintenant œ KÇW/K) appartient au noyau de 9, il existera un élément

totalement positif a de A: et une unité s de K tels que : ©2 = a s
En associant sE+ si w K Ç W / K ) , on définit un homomorphisme
injectif v|/ :

v|/ : KerQ-^E/E'^.
2. Cas général

On suppose dans ce paragraphe que K est un corps de nombres
quelconque. On déduit des isomorphismes (1 a), (1 b), (1 c) les égalités
(2^) dim^P'/P) = r-dm^E/E^,
(2 b) dim2 (y (§2)) = dim2 (§2) - din^ (P'/P),
(2 c) dim2 (( W)/( pr/iC)) = dim^ (§2) - dim^ (§2).
D'autre part, en utilisant les applications 9 et \|/, on obtient :

dim^WIK^W'IK^-dim^EIE^ ̂  din^ ($2) - dim2 (y (§2)).

En utilisant cette inégalité et les égalités (2 a), (2 b), (2 c), on obtient le
théorème suivant :

THÉORÈME 1. - Les 2-rangs des groupes § et §' sont reliés par

dim2 (§2) - dim2 ($2) ^ y/2.
COROLLAIRE 1 a. - Les 2-rangs des groupes §' et E / E ' ^ ' sont reliés par

dim2 (§2) ̂  rfl - din^ (^AE4').
COROLLAIRE 1 b. - L^ 2-rangs des groupes §' é^ Eo/E2 sont reliés par

dim2 (§2) ̂  dim2 (^o/^2) - (r/2).
Ces corollaires se déduisent du théorème 1. Le premier est obtenu en

utilisant (2 a) et (2b) et en minorant y (§2) par 0. Pour démontrer le
deuxième, on utilise l'injection de Eo/E2 dans W/K qui associe ^/ë Kh s £'2.

On retrouve ainsi les résultats I, II, III de [1].

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



304 B. ORIAT

3. Cas galoisien

On suppose donc maintenant K/Q galoisienne de degré impair.

3.1. Rappels et notations. — On désignera par G le groupe de Galois
de A7Q. Ce groupe est donc d'ordre impair, et l'algèbre F^ [G] est semi-
simple. Soit 0 un caractère irréductible de G sur F^. Il est le résidu modulo 2
d'un caractère irréductible 0' de G sur le corps des nombres 2-adiques Q^.
On désignera par / un caractère de G absolument irréductible au-dessus
de 0'. Si Q^ Oc) est le corps des valeurs de % (c'est-à-dire

Q2(X)=Q2(X(CT)).eG),

on rappelle que Q^ (%) est l'extension non ramifiée de Q^ de degré
^ (1)/X (1). et que 0' est la trace relative à Q^ Oc)/Q2 de /.

Posons 4== ^oeG0^"1) a- ̂  élément de F^ [G] est l'idempotent
central primitif associé à 0. Il est le résidu modulo 2 de l'idempotent

4- = (x(l) / |Cï | )^eG^(^~1)^ de l'algèbre Q,[G].
Si H est un F^ [G1] module, on désignera par 77° la composante de H

relative à O, c'est-à-dire 77° = H 4 (ou 77° = 7710 si 77 est noté multi-
plicativement). Ce module 77 est alors somme directe des H9, <S> parcourant
l'ensemble des caractères irréductibles de G sur F^. On désignera par
dim^» (77) le nombre de F^ [G]-modules simples dont 77° est somme directe.
On a la relation

dim2(H<s))=<S>f(l)dlm^(H).

Considérons par exemple E / E 2 . Comme les seules racines de 1 contenues
dans K sont + 1, on déduit du théorème de Dirichlet que G opère « régu-
lièrement » sur E / E 2 (c'est-à-dire que le caractère de E / E 2 est le caractère
de la représentation régulière de G). On a donc

dim^Ê/Ê2) !̂).

De plus, E|E+ est un F^ [G']-module et c'est un quotient de E / E 2 . On a donc

dim^J^KxO).

Si on munit S (K) de la structure de F^ [G']-module obtenue en posant
S (x)0 = 5' (x°) pour tout a de G, alors G opérera aussi « régulièrement »
sur *S' (K). Les deux isomorphismes (1 a) et (1 b) sont maintenant
des F^ [G] isomorphismes, et on a

(3 a) dim^P'/P) = xW-dim^E/^),
(3 b) dim^ (y^)) = dim<^ (§2) - dim^ (P'/P).
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L'extension M/Q est galoisienne, et tout o- appartenant à G admet un
prolongement s à M. En posant (œ ^T = œ51s:, on définit une structure
de F2 [Gj-module sur W/K Dans [4], LEOPOLDT a défini le Spiegelbild 5
de <Ï>. Comme nous sommes dans le cas / = 2, on a donc

0(a) = 0(<7~1) pour tout o- de G.

On peut introduire de même ^' et ^. On rappelle que <D est encore un
caractère irréductible de G sur F2, que 0 = 0 et que % (1) = y (1).

L'isomorphisme (1 c) : W/K ^ §/§2 n'est pas un F^ [Gj-isomorphisme,
mais il envoie (W/Kf sur (ô/ô2^. LEOPOLDT a appelé cette propriété :
Spiegelungs relation, et en a donné la démonstration dans [4]. Ceci est
encore vrai pour W ' j K et ÔV^)'2.

On en déduit l'égalité
(3 c) dim<,(( WIK)1( W ' / K ) ) = dim^ ($,) - dim<5 ($;).

3.2. Utilisation des applications Q et v|/. - C^ applications sont définies
en 1.3. Ce sont désormais des F2 [Gj-homomorphismes. On obtient alors
l'inégalité :

dim<,(( WIK)/( W'IK^-âim^EiE^ ̂  dim<, ($;) - dim<, (y ($2)).
En utilisant (3 a), (3 b), (3 c), on en déduit le théorème suivant.

THÉORÈME 2. - Les nombres de V^ \G~\-modules simples de caractère 0
ou 0 intervenant dans une décomposition de §2 et §2 en somme directe de
modules simples sont liés par la relation

dim^ (§2) - dim^ (§2) + dim^ (§2) - dim^ ($2) ̂  X (1).
On en déduit, en utilisant (3 a) (3 b) et en minorant dim^ (y (§2)) par 0,

le résultat suivant.

COROLLAIRE 2 a :

dim^(§2)+dimï(§2) ̂  ZW-dim^E/Ê^-dim^/E4-).

D'autre part, l'injection de E o / E 2 dans WfK, qui associe ^/ï K à £E2

est un F2 \G\-homomorphisme. On a donc
dim^ (EolE2) ̂  dim^ ( WjK) = dirn^ (§2).

On déduit du théorème 2 le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2 b :

dim^(§2)+dimo($2) ̂  dim^ (£o/^2) + dim^ (E^E2) - ̂  (1).
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Remarque. — Comme dim<p (E/E2) = % (1), on a

ÎCœ-dim^E/E-^-dim^E/E^ = dim^/E^+dim^/E2)-^!).

On a une relation analogue, obtenue en remplaçant E4' par EQ.

3.3. Cas particuliers.
(i) Supposons G abélien. Les caractères irréductibles de (7 sont alors de

degré 1. On a donc % (1) = 1. Le théorème 2 peut alors s'énoncer :
L'une au moins des différences

dimo (§2) - dim<i, (§2) ou dirn^ (§2) - dim^ (§2)

^y/ é^afe à 0. L'autre ne peut valoir que 0 ou 1.
De même, le corollaire 2 ̂  peut s'énoncer :
L'une au moins des inégalités

dimo(§2) > dim^E-'/E2) ou dim^^) ̂  dim^ (E^E2)
est vraie.

Il en est de même pour le corollaire 2 b.
Ces corollaires ont été obtenus par M. TAYLOR [6]. On retrouve également

ainsi la condition suffisante de parité de [3] (corollaire IV. 3).
Les caractères absolument irréductibles de G forment un groupe. Soit g^

l'ordre de ^. Le corps des valeurs de % est le corps cyclotomique Q^
obtenu en ajoutant à Q2 les racines ^-ième de 1. Le groupe de Galois
de Q^/Qï est isomorphe au sous-groupe de Wgy^ Z)* engendré par la
classe de 2 module gy Ce sous-groupe contient la classe de — 1 modulo g si,
et seulement si, % est conjugué de % = %~1. Autrement dit, 0 est égal à <D
si, et seulement si, il existe une puissance de 2 congrue à — 1 modulo g^.

Si cette condition est vérifiée, on aura alors :

dim^($2)=dim^(§2),
dim^tô^dim^/E2),
dim^($2)^dim^(Eo/E2).

COROLLAIRE 2 c. — Supposons G d'exposant e. On a alors : — 1 est congru
à une puissance de 2 modulo e si, et seulement si, 0 = 0 pour tout caractère 0
irréductible de G sur ^^. Si cette condition est vérifiée, on aura

dim^^) = diîïi^^),
din^tô^dm^E^E2),
dim2($2)>dim2(Eo/E2).
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Ces dernières relations s'obtiennent en effectuant la somme des précé-
dentes sur les différents caractères CD de G. On retrouve ainsi les résultats IV
et V de [1].

(ii) Supposons G non communatif d'ordre pq (p et q étant premiers et
impairs). Dans ce cas, nous avons vérifié que 0 = 0 pour tout caractère 0
irréductible de G sur F^ si, et seulement si, les ordres de 2 module p et q
sont pairs. Si cette condition est vérifiée, nous obtenons les inégalités :

dim,($,)-dim^) ̂  (p-l)Q?-l)/2,
dim.tô,) ̂  dim^Ê^E2)-^-!)^-!)/^
dim, (§,) ̂  dim, (£o/£2) - (p -1) (q -1)/2.
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