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VALEURS AU BORD
POUR LES SOLUTIONS DE L'OPÉRATEUR d\

ET CARACTÉRISATION DES ZÉROS
DES FONCTIONS DE LA CLASSE DE NEVANLINNA

PAR

HENRI SKODA
[C. U. Toulon]

RÉSUMÉ. — Dans un ouvert borné, strictement pseudoconvexe, de C", nous construisons
des solutions U pour l'équation d " U = f, ayant des valeurs au bord dans L1',
1 ^ p ^ + co.

Résolvant ensuite l'équation î d r d " U = 0, nous montrons que la Condition de Blaschke
caractérise les zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna.
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226 H. SKODA

Introduction et énoncé des résultats

Nous désignons par û un ouvert borné de C", strictement pseudoconvexe,
et de classe C2, c'est-à-dire

0={z; p(z)<0},

où p est une fonction de classe C2, définie dans un voisinage de Q., à valeurs
réelles, strictement plurisousharmonique au voisinage de fî, et vérifiant
dp i=- 0 dans un voisinage de 50.

Nous dirons que Q est strictement convexe, si la dérivée seconde p" (z),
pour la structure réelle de C" ^ R2", est en tout point zeQ une forme
quadratique définie positive.

Pour Z G Û , nous noterons TJ l'hyperplan «tangent complexe» en z,
c'est-à-dire le noyau de d ' ç au point z (avec d = d ' + d " ) ,

5 (z) désigne la distance au bord de 0, et Qg l'ouvert { z; p (z) < -8 },
où s e R est assez petit.

Les travaux fondamentaux de I. LIEB [7], G. HENKIN [10],
N. KERZMAN [15] et N. OVRELID [26] ont montré l'existence, dans un tel
ouvert Q, d'un opérateur d'homotopie explicite pour la d "-cohomologie,
construit à l'aide de noyaux intégraux et fournissant des estimations de
type L°° pour les solutions de l'équation d"U =/. Il en est alors résulté
un certain nombre de résultats importants sur l'algèbre IIe0 (û) des fonctions
holomorphes bornées dans 0 (cf. [16] et [40] par exemple). Il semble donc
désormais possible d'envisager une généralisation à n variables de la théorie
des espaces H^ (0) (espace des fonctions holomorphes dans Q avec valeurs
au bord dans 2^(50), 1 ^ p < +00), théorie qui, dans le cas n = 1,
a fait l'objet d'études approfondies (cf. par exemple [12]).

Dans ce but, il est naturel de rechercher une résolution de l'équa-
tion ci"U = f dans Î2, avec une valeur au bord dans Z/*(^Q) pour la
solution U(l < r ^ +00). Le but du présent article est donc essentiel-
lement de trouver de bonnes conditions suffisantes portant sur /; qui
assurent l'existence d'une solution U ayant une valeur au bord
dans U(OÙ). Nous fixerons particulièrement notre attention sur les
cas r = 1 et r = oo, car, d'une part, les espaces H1 et IIe0 sont d'un intérêt
tout particulier et, d'autre part, les cas r = 1 et + oo ont tendance à échapper
à d'autres méthodes utilisées auparavant pour aborder ces problèmes
(cf. [4] "et [5]).
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VALEURS AU BORD 227

Les conditions sur/, qui paraissent au premier abord les plus naturelles,
consistent à imposer à/d'avoir en un sens convenable une valeur au bord
dans un espace U (SÇÏ) pour un certain r ^ 1.

Mais il y a des conditions sur/d'un autre type qui paraissent beaucoup
plus utiles dans les applications : on impose aux coefficients de la forme /
d'être des mesures bornées sur Q, ayant des propriétés de régularité au
bord de 0 (mesures de L. CARLESON [l], mesures de HÔRMANDER [13]).
Dans [1] et [2], L. CARLESON a montré (dans le cas n = 1) que le « problème
de la couronne» dans H^ (Q) et le problème des suites d'interpolation
pour H00 (û) sont étroitement connectés avec ce type de problèmes (dans
ce cas,/est une mesure de Carleson, et on cherche U ayant une valeur au
bord dans L°° (^0)).

On a une autre motivation dans la recherche d'une généralisation éven-
tuelle à n variables des produits de Blaschke, dont on connaît l'extrême
importance dans la théorie des espaces JF(D) d'une variable. On sait
(cf. P. LELONG [21]) que le problème de la recherche d'une fonction holo-
morphe, dont l'ensemble X des zéros est donné, se ramène à la résolution
de l'opérateur i d ' d " et par conséquent à la résolution de l'opérateur à " .
On constate alors que lorsque X vérifie la condition de Blaschke
(à n variables) on est ramené à résoudre une équation du type d "£/==/,
où les coefficients de / sont précisément des mesures bornées sur û. Une
bonne solution pour U fournira donc une réponse au « problème des
produits de Blaschke à n variables ».

Nous sommes en fait intéressés surtout par la valeur au bord u = £/, ̂
de la solution U. Il était donc naturel de chercher à obtenir directement u
plutôt que U. Nous avons donc été amené à construire directement u comme
solution de l'équation intégrale

(1) f /A(p= | iM(p
Jo JBÎÎ

pour toute forme (p de bidegré (n —p, n — q), d "-fermée, de classe C1 dans Q
(/étant de bidegré ( p , q) et u de bidegré (77, q—1), la solution u n'étant
définie a priori que sur SÇî. Nous notons abusivement cette relation intégrale

(1') dïu=f,

(u est aussi appelée solution tangentielle de d " U = /).
Dans le paragraphe 1 de l'appendice II, nous précisons cette notion de

solution tangentielle par l'opérateur d \ et nous montrons que connaissant u
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228 H. SKODA

sur SO. solution de (1), on peut construire U dans 0 solution de d"U =/
et admettant u comme valeur au bord.

Un avantage majeur de cette mise en évidence de u résidera dans le fait
qu'il est possible d'obtenir pour u des formules de représentation intégrale
particulièrement simples et liées à la stricte pseudoconvexité (cf.
théorèmes 5.1 et 5.2).

Nous avons obtenu les résultats suivants, dont la démonstration détaillée
fait l'objet des paragraphes 3 à 8 du chapitre I. Avec des notations évidentes,
qui seront encore précisées au paragraphe 1, nous avons le théorème
suivant.

THÉORÈME 1. — Si f est une (p, q)-forme, d"-fermée dans 0, et si les
coefficients de f et de la forme [ô (z)]"172 d"^ A f sont des mesures bornées
dans 0, // existe une solution u e L^q-^ (^û) vérifiant : d ' ^ u = /, au sens
de (1), et

f i^i^^c^di/ii.+npcz^-^^pA/ii,),
JôO

où C (Q) est une constante qui ne dépend que de D.
La condition imposée à d " p A / n'est autre qu'une limitation de la

croissance des coefficients « complexes tangents » de /.
La conjecture qui consisterait à supprimer la condition sur ûTp A /est

fausse comme le montre un contre-exemple du paragraphe 1 (on reprend
l'idée du contre-exemple de E. STEIN figurant dans [15]). Ce même contre-
exemple suggère la nécessité d'une condition en d " ^ A /.

La démonstration du théorème 1 repose sur la construction d'une section
du fibre de Cauchy-Leray au-dessus de S (Q x Q)\A (A diagonale
de C"x C") et sur une représentation intégrale du type Poisson-Szegô pour
la solution u, obtenue par des méthodes semblables à [10], [15], [7] et [27].

Si les coefficients de / sont des mesures assez régulières au bord, la
solution u e L°° (^Q). Dans l'énoncé suivant, D (x, t ) désigne la boule de
Hôrmander-Koranyi de centre x e SQ. de rayon t > 0, définie par

D(x, 0 = {ze0 ; 3Çe T;, [ Ç - z j < t, \^-x\ < t112},

(« boule » de rayon t1/2 dans les directions complexes tangentes, cf. [13]).

THÉORÈME 1'. — Si, en plus des hypothèses du théorème 1, la mesure \JL,
définie par a = |/|+[ Ô (z)"172 ûTp A /(, vérifie la condition suivante :
« il existe Ci > 0 et a > n, tels que, pour tout xe ëfi. et tout t > 0, on
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VALEURS AU BORD 229

ait u [Z) (x, ?)] ^ Ci ^a, » ûfor^ /a solution u, donnée par le théorème 1,
^ ûfe^ Z00 (^Q), et on a

|M|L°°(ÔQ)^(Û, oOsup^o^e^'^E^C^ 0]»

/?OMr M^ constante C (0, a) convenable.
Les mesures u, vérifiant l'hypothèse du théorème avec a = n ont été

introduites par HÔRMANDER dans [13], généralisant les mesures de Carleson
du cas n = 1 ( t " est équivalent à la mesure de Lebesgue de D (x, t) n SÇÏ).
On a donc l'existence de u dans L°° (<5Q) pour une mesure u, à peine plus
régulière qu'une mesure de Hôrmander. Nous pensons que le théorème Y
est encore vrai avec a = n, et que sa démonstration serait la première étape
fondamentale d'une éventuelle généralisation à n variables du théorème
de L. CARLESON [2] sur le « Corona Problem ».

Lorsque/admet une valeur au bord dans U (^Q), nous avons le résultat
suivant.

THÉORÈME 2. — Si fest une ( p , q)-forme (q < n), d "-fermée^ de classe C1

dans 0, il existe une ( p , q—\)-forme M, définie et continue sur SÇï, solution
de r équation d ' ^ u = f au sens de (1), et donnée par un noyau intégral K :

u(z)=(K/)(z)== f i<:(z,OA/(Ç).
JôSî

L'opérateur K envoie continûment U (c)ÇÏ) dans L55 (̂ 0) ;

||K/||^(^^C(0,r,5)[|/,||^(^,

avec 1 ̂  r, s ^ +00 et 1 / s > l / r — l / 2 n .
La signification des normes

\\^f \\L^(ôSî) et \\fb \\Lr(ôÇl)

est précisée au paragraphe 1. f^ est en gros la restriction de/aux plans
tangents complexes T^ à ^0.

On remarquera que le théorème est « vide » lorsque n = 1 (q < n),
Dans la pratique, on pourra bien entendu appliquer le théorème 2 lorsque/
n'est plus de classe C1 dans Q; il suffit de pouvoir définir la valeur au bord/^,
en un sens naturel. Par exemple, il suffit qu'il existe une suite/, e ̂ p,q (P)
de formes ^"-fermées, telle que lim/, ==/dans L^ ̂ (Q) et telle que la
suite II/,,,, ^(QSÎ) soit bornée.

Il suffit aussi que/soit de classe C1 dans Q et que/|^ soit bornée en
norme U (^Qg) indépendemment de e > 0, on applique le théorème à ûg,
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230 H. SKODA

et on passe à la limite en utilisant le fait que les constantes C(0g) qui
apparaissent dans tout cet article peuvent être choisies indépendantes
de 8 e R assez petit. La solution u, donnée par le théorème 2, est en général
différente de celle du théorème 1. Nous utilisons une section du fibre de
Cauchy-Leray sur S (0 x Q)\A, discontinue sur SQ. x ëQ.. Cette disconti-
nuité fait apparaître un « saut » sur SQ. x SQ. dans la formule de Stokes,
et ce saut donne précisément le noyau K (z, Ç) cherché. Les valeurs trouvées
ici pour r et s sont en accord avec celles trouvées, par une toute autre
méthode, par G. B. FOLLAND et E. STEIN [5] qui toutefois excluent les
valeurs 1 et + oo pour r et s. Il faut toutefois remarquer qu'il y a une notable
différence de nature entre le problème posé ici et celui envisagé par [5],
car nous supposons/définie dans Q et non pas seulement sur SQ..

Dans le chapitre II, nous utilisons le théorème 1 pour démontrer que la
condition de Blaschke à n variables caractérise les zéros des fonctions de la
classe de Nevanlinna. Une fonction holomorphe F dans 0 est dans la classe
de Nevanlinna si

supe>o log4^ |F|^5,<+oo,
Jôîîe

avec log+ \F\ = sup (0, log [ F|), et dS^ étant l'élément d'aire euclidien
sur SQ.^. La classe de Nevanlinna contient tous les espaces Hp (Q) pour/? > 0.
Soit X l'ensemble des zéros de F. Il est classique (cf. [3] et [24]) que X
vérifie la condition de Blaschke :

ô(z)^(7(z)<+oo,
J x

où d<j est l'élément d'aire (2 n — 2)-dimensionnel de X (pour la définition
précise de l'intégrale, cf. P. LELONG [20]). Inversement, nous avons le
résultat suivant.

THÉORÈME 3. — Si Phypersurface complexe X de Cl vérifie la condition de
Blaschke, si la classe canonique de cohomologie dans H2 (Q, Z) de X est
nulle, et si H1 (Q, R) = 0, il existe une fonction F dans la classe de Nevanlinna
telle que X soit V'ensemble des zéros de F.

En fait, nous obtenons le théorème 3 comme conséquence d'un théorème
plus général, concernant la résolution de l'équation de LeIong-Poincaré :

idrdlfW=^,

où 9 est un (l,l)-courant, positif et fermé sur Q. (cf. P. LELONG [21]).
Le théorème 3 s'obtient en considérant le cas où 9 est le courant d'inté-
gration sur X, on a alors W == I/TT log \F\. La démonstration utilise la
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VALEURS AU BORD 231

positivité de 6 et l'opérateur d'homotopie de Poincaré pour ramener la
résolution de i d ' d"W = 9 à l'application du théorème 1.

La condition H1 (D, R) = 0 sert uniquement à passer de W à F telle
que W= \ln\Qg\F\ (*).

Des résultats partiels, relatifs surtout au cas où X est d'aire finie, sont
dus à G. LAVILLE ([18] et [19]) et L. GRUMAN [8], d'autres résultats moins
fins mais plus généraux figurent dans [25] et [35].

Le plan général de l'article est le suivant. Le chapitre 1 est consacré à la
démonstration des théorèmes sur le d " opérateur. Les idées principales sont
dans les paragraphes 2 et 3, les formules explicites pour les solutions sont
au paragraphe 4. Le chapitre II est consacré à la résolution de l'opé-
rateur i d ' d " et aux zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna.
L'appendice 1 fait le lien de la théorie avec la théorie classique du potentiel
et la fonction de Green. L'appendice II fournit des formules explicites pour
la ûT-cohomologie à support compact, et fait le lien avec la relation entre
solution tangentielle au bord et solution à l'intérieur pour le d " .

Nous sommes partis d'une remarque faite par N. OVRELID au Colloque
sur les algèbres de fonctions, à Aix-en-Provence (France), en mai 1974.

L'appendice III montre le lien entre la théorie et la représentation intégrale
de Poisson-Szegô pour les fonctions holomorphes dans la boule et par suite
le groupe des automorphismes.

Je tiens à remercier N. OVRELID et W. STOLL pour de nombreuses et utiles
conversations concernant les formules intégrales pour l'opérateur d " et
les zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna.

Les résultats du présent article ont été annoncés dans deux Notes aux
Comptes rendus de l'Académie des Sciences [36] et [37], et ils ont fait
l'objet d'un exposé au Séminaire P. Leiong, en janvier 1975, au Colloque
sur les algèbres de fonctions, à Kristiansand (Norvège) en juin 1975, et au
Summer institut on several complex variables, à Williamstown (États-
Unis) en août 1975.

Nous avons un peu amélioré le résultat annoncé dans la Note [36] en
obtenant des valeurs au bord dans L1 (SÇÏ) pour les solutions de l'opé-
rateur d\ au lieu des valeurs au bord mesures sur SQ, annoncées dans [36].

ROMANOV [30] et HENKIN [11] ont annoncé récemment des résultats
semblables à ceux exposés ici.

(*) Le Professeur R. HARVEY nous a fait observé qu'il est possible de modifier notre
démonstration de manière à supprimer l'hypothèse H1 (0, R) = 0 (cf. [41])
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232 H. SKODA

I. Valeurs au bord des solutions de l'équation d"U =f

1. Notations et préliminaires

Nous désignons par D un voisinage de Î2 tel que la fonction p (qui<%> tv
définit û) soit définie dans û. Og est alors l'ouvert { z e Ç î ; p (z) < -s },
où s e R est assez petit, et Fg est le voisinage de SQ. défini par
V, = { z e Ô ; | p(z) | < s }, où s > 0. <,(Q) (resp. ^,,(0)) désigne
l'espace des formes différentielles de bidegré ( p , q), et de classe C^ dans 0
(resp. dans fî), 0 < k ^ +00. Z)^(D) est l'espace des formes de bi-
degré (/?, q), de classe C^, à support compact dans 0 (0 ^ /; ^ + oo).

Nous orientons C" par la forme (^"A^i (^AJz^), et nous iden-
tifierons, par abus de langage, les 0-courants et les 2 ̂ -courants. ^0 est
alors orienté par la formule de Stokes, c'est-à-dire par la normale extérieure.
d\ désigne la mesure de Lebesque sur C". CnxCn est muni de l'orientation
produit, les chaînes û x <9D, SQ. x Q, et ^D x SÇ1 sont orientées par la formule
de Stokes (^Q x ̂ û = S (îî x ^û)), c'est-à-dire en fait par l'orientation
produit. U (D) est l'espace des (/?, ^-formes dans îî à coefficients
dans Z/' (û) (fonctions de puissance r-ième intégrables 1 ^ r ^ + oo).
M^ ^(P) est l'espace des ( p , ^-formes ou courants dans D, à coefficients
mesures bornées sur 0.

Si/e M^q (D) s'écrit, en écriture canonique :

(1.1.1) f=^i,jfi,jdz^dz,,

où | /1 = p, | J \ = q, et oùfj j est une mesure bornée sur 0, on pose

(1.1.2) ||/|ll=Zz,.||/7,.||l,

où ||/j,j ||i est l'intégrale sur Q de la mesure positive |Yj,j |.
U (ôÇÎ) est l'espace des (/?, ^-formes, définies sur ^Q, à coefficients
dans U(ë^Ï). C'est-à-dire : une forme fe L'y ^ (^û) est une application
de SQ. dans Aç (7?2")* de type (^, ^r), où Aç (^2n)* est l'algèbre extérieure
sur C construite sur l'espace vectoriel complexifié du dual de ^2n ^ C".
/ s'écrit canoniquement / = ^j,j/j,j dzj A dzj, où les /j^j e U (^D).

On pose

(ï.i.3) ii/ik(^)=Ei..[fj/i^r^^
où dS est l'élément d'aire euclidien sur ôSî.
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VALEURS AU BORD 233

On définit de façon analogue l'espace M^qÇSQ) des ( p , ^-formes à
coefficients mesures sur ^0.

Dans les estimations sur SQ,, ce n'est pas la norme ||/||^(^) qui inter-
viendra le plus souvent, mais la norme de la « restriction » fj, de/à T0.

On peut définira de la façon suivante : soit (e^, e^, . . . , e^) un champ
de repères orthonormés (local) sur SQ. tel que, pour chaque Ç e SQ.,
(^2 (O? - ' ' ^ n (0) solt une base de T^.

Soit (yi, y^, . . . , Yn) la base duale de (^i, e^, . . . , e^\ les y; sont donc
des (0,l)-formes sur ^0, et y^ est proportionnelle à d ' 1 p . La forme
fe Up ̂  (SSÏ) s'écrit de manière unique :

(1.1.4) / = Y i A g + / , ,

où g est de type ( p , q— 1), et oùff, est du type (p , q) et est engendrée par y^,
Ï2 ? • • • ? Yn ? Ï2 ? • • • 5 Yn (ïi ne figure donc pas dans l'écriture canonique def^
dans la base (e^ e^, . . . , ^)).

Nous aurons besoin de la formule de Bochner-Cauchy-Martinelli.
Soit Ky la forme différentielle de Bochner-Cauchy-Martinelli sur
C"xC"\A(A diagonale de CnxCn), définie par

(1.1.5) X^^^-l)1-1.^^^^^^,-^^^^^

Kff est localement intégrable dans CnxCn, et définit donc un courant
dans C^C". D'après G. Roos ([31] et [32]) ou N. OVRELID [27],
Ky possède la propriété fondamentale suivante :

(1.1.6) JK5=^=c,[A],

au sens des courants dans C"xC", où c^ est une constante dépendant
de n, et où [A] est le courant d'intégration sur la diagonale A.

Soit fe D^qÇC") une forme ^"-fermée, et (p eD^_p^_q (€"); soit n^
et 7^2 1̂  projections canoniques de C " x C" sur C" :

7 T i ( Ç , z ) = Ç et n^z)=z.

La relation (1.1.6) entraîne la suivante :

(1.1.7) (-l)"^ ^A</Ad"(n?(p)=cJ /A(p.
J C" x C" JC"
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Soit ^p,^-i la composante de ̂  de bidegré ( p , q— 1) en z et (n-^, ̂ -^)
en Ç, (1.1.7) signifie encore qu'au sens des courants dans C", on a

[J^-.A/(0]=(1.1.8) J; J^^,,_,A/(Oj=^/(z).

On a donc une solution explicite pour l'équation d / / U = f da,ns C",
lorsque/est à support compact, de classe C°°. Comme le noyau ^,g-i (Ç, z)
est un noyau de convolution, il est immédiat en approchant/par une suite
de régularisées, d'étendre (1.1.8) au cas où/a pour coefficients des mesures
à support compact dans C".

La relation (1.1.6) entraîne les relations suivantes entre formes
différentielles

(1.1.9) d^K^^-d^K,^
(1.1.10) ^,o=0.

Une autre conséquence de (1.1.6) est qu'au sens des courants dans C",
on a

(1.1.11) <Â-o,o=cA

où ô^ est la masse de Dirac au point z.
Nous terminons avec un exemple d'une forme feL^^ (Q), où û est

la boule unité de C2, telle que l'équation d"U =/n'ait pas de solution
t/eZ^^Q). Soit h(z^) une fonction holomorphe d'une variable dans
le disque unité, que nous préciserons ultérieurement. On considère la forme/,
définie par

(1.1.12) f=h(z,)dz,=dff[h(z,)z,'].

Soit U une solution de dffU=f, telle que UeL1^). Soit (p^^i)
les coordonnées polaires telles que z^ = p^ e^2.

Au voisinage du point (1, 0) de la sphère SQ., l'élément d'aire dS est
équivalent à Cte p^ cîp^ dQ-z dy^ Comme pj = 1 — [ z^ [2 sur ^0, on peut
remplacer la variable p^ par x^ au voisinage de (1,0), et comme,
Qjëx^ (pj) = — 2 au point (1, 0), on a

(1.1.13) dS^CtedQ^d^Çz^

au voisinage de (1, 0) sur ^D.
Considérons le domaine D^ du disque unité, défini par

DI = { z i ; |zJ <1 et |zi-l| <s},1
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où s est choisi de sorte que (1.1.13) soit vrai pour ze^Q et z ^ e D ^ .
Pour chaque z^eD^ considérons le cercle 72 (^i) formé des points de ëÇî
se projetant sur z^, et considérons l'intégrale

(1.1.14) I = ! f h^-z^ ^(z,).
j D i jY2(zi) p2

Comme ̂  = z p ^ e^2 dQ^ avec p^ = (1-| z^ I2)172, on a

(1.1.15) \ï\ ̂  f ['"[[/(zi, p^lJMMzO.
jDiJo

Soit d'après (1.1.13) :

(1.1.16) | j [ ^ C t e \U\dS<+aQ.
JôSî

D'autre part, d'après (1.1.12), comme U-h(z^)z^ est holomorphe,
on a

(1.1.17) f Ud-z2=[ h(z,)-z,d-zl=2inp,(z,)h(z,).
Jï2(zi) pa jT2(zi) Pî

D'après (1.1.14), (1.1.16) et (1.1.17), on obtient donc ;

(I-1.18) f (l-lzil^mz^riMziX+oo.
JDl

La condition feL^ i (Ci) est équivalente à

(1.1.19) f ( l- lzil^l^z^IdnziX+oo.
J 1 zi | <1

II est clair qu'on peut construire h holomorphe dans le disque unité
satisfaisant à (1.1.19) mais non à (1.1.18).

2. Solutions tangentielles de l'opérateur à"

Soit/une (p , ^)-forme, ûT-fermée, dans 0. On veut résoudre, dans Q
l'équation

(1.2.1) d"U = f, où U est une (p, ^-l)-forme.

Comme la résolution de (1.2.1) est destinée, en dernière analyse, à cons-
truire des fonctions holomorphes dans Q, et comme une fonction holo-
morphe dans Q est entièrement déterminée par sa valeur sur ^D, il est
naturel de s'intéresser particulièrement à la valeur au bord u = U^ de U.
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Si (p est une (n—p, ^--^)-forme, rf "-fermée dans Q, et si U,fet (p sont
de classe C1 dans D, la formule de Stokes montre que (1.2.1) entraîne

(1.2.2) /A(p= d"U/\^=\ d(U/\^)=\ C/A(p,
Jîî Jtî JQ JôSÎ

c'est-à-dire

(1.2.3) /A(p= ^A(p avec M =17.^.
Jîî JôSî

On pose donc la définition suivante (cf. HÔRMANDER [14] et
J.-P. SERRE [33]).

DÉFINITION 2.1. — Une ( p , q—\)-forme u, définie sur ^Q, à coefficients
sommables sur SO. (pu à coefficients mesures sur SÇÏ), est appelée solution
tangentielle de l'équation d " U = fsi, pour toute forme (p de type (n —p, n — q\
d "-fermée, définie et de classe C1 dans un voisinage de 0, on a

(1.2.4) f /A(p= f MAC.
J n J on

La relation (1.2.4) généralise donc (1.2.1), et garde un sens lorsque
/ est à coefficients intégrables dans 0, ou à coefficients mesures bornées
sur D. Si (p = ûT'v)/, où v|/ e^_^_^_i (Q), on a, d'après la formule
de Stokes et d'après (1.2.4) (en supposant/de classe C1 dans 0) :

f /A(p= f f^df^= [ dff(f/\^)= f /Av[ /= f uAffvl/,
Jn Jn Jn JÔQ JÔQ

c'est-à-dire

(1.2.5) f /A\|/= f MAd'vl/.
J ôSî JôSî

Si M et/sont de classe C1 dans Q, la condition (1.2.4) entraîne donc
la relation

(1.2.6) d^u =/, où d'^ est l'opérateur de J. KOHN [4].

On notera donc (abusivement) la relation intégrale (1.2.4) :

(1.2.7) d^u=f,

même lorsque/n'a plus de valeur au bord au sens usuel.
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On cherchera à résoudre directement (1.2.4) plutôt que (1.2.1).
Après avoir obtenu une solution u de (1.2.4), il est facile de construire
une solution U de (1.2.1) dans 0, en utilisant le procédé suivant :
en désignant par / le prolongement de/par 0 en dehors de Q et par [^û]o i
la composante de bidegré (0, 1) du courant d'intégration sur ^Q, la relation
(1.2.4) s'écrit encore :

(1.2.8) </-[aO]o,iAM,(p>=0,

où le crochet est celui de la dualité entre courants sur C" et formes diffé-
rentielles sur C".

En choisissant en particulier (p = âT\|/, où \|/ e ̂ L^.^ (C"), la relation
(1.2.8) signifie que, au sens des courants dans C", on a

(1.2.9) ^[/-[5Q]o,iA^]=0.

D'après (1.1.8), on a donc une solution U dans C" pour l'équation

(1.2.10) ^r(7=7-[BQ]o,iAM, au sens des courants.

U est donné explicitement à l'aide du noyau de Cauchy-Martinelli :

( 1 . 2 . 1 1 ) î7(z)=Af ^_i(z,OA./(0+lf X^_i(z,OAu(0,
cjîî cjôsi

où ^p,4-i désigne la composante de bidegré (p, q—l) en z et (n—p, n—q)
en Ç de la forme Kg [cf. (1.1.5)]. Comme/et u sont intégrables respecti-
vement sur Q. et ^0, et comme [ Kp ^ _ i [ est 0 ( | z — Ç I"2"4'1), U est dans
AL^").

Considérons maintenant le cas où/est de type ( p , 1) et où par suite U
et u sont de type (p,0). Comme d ' ^ K p ^ est de bidegré (/?, 0) en z et
(n—p,n) en Ç, la relation d " K y = 0, entraîne

(1.2.12) ^p,o=0.

La relation (1.2.4) appliquée avec (p (Ç) = Kp^ (z, Ç) montre que

(1.2.13) U(z)=Q, lorsque z^Q.

Î7 est donc à support dans 0. La relation (1.2.10) montre que U admet u
comme valeur au bord au sens de la formule de Stokes :

(1.2.14) (-1)^' U/\d^=\ /A(p-[ MA(p ,
J n Jsi J ÔQ.
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pour toute forme (p de bidegré (n— p,n— q), de classe C00 dans un voisi-
nage de Q. Lorsque/est de bidegré (0, 1), et est continu dans 0, et lorsque
u est une fonction continue sur ^D, nous allons montrer que U est continue
dans Q et a pour valeur au bord u.

On considère une « symétrie » par rapport à ^D, c'est-à-dire une appli-
cation z —> z*, définie dans V n 0, où F est un voisinage de ^D, et à valeurs
dans [ Q, vérifiant :

(1.2.15) f|z-z^C,ô(z),
1 |z-Ç| <C,|z*-i;|,

pour tout z e Q et tout Ç e 0, C^ et C^ étant des constantes. (Dans le cas
de la boule unité, on peut prendre par exemple z* = (z/[ z |2). Comme
t/(z*) = 0, on obtient, en désignant par K\e noyau ^0,0 (pour simplifier
l'écriture) :

(1.2.16) c^U (z) == f \K (z, C) - K (z*, 0]

fA/(Q+ [X(z,Ç)-X(z*,0]u(0,
JôQ

avec

^(^0=S;î=l(-l)l-1^5——(A,^•^•)Aœ(0.

D'après la formule de Cauchy-Martinelli (1.1.11), on a

(1.2.17) K (z, C) = €„, lorsque z e 0,
J^ç

(1.2.18) [ K(z ,Ç)=0 , lorsque ze|;^.
Jôîîç

II en résulte, d'après (1.2.16), (1.2.17) et (1.2.18), que si ZQ e ^Q, on a

(1.2.19) C7(z)-^(zo)=^ f [X(z,0-X(z*,0]A/(Ç)
Cjîîç

+ ! [ [X(z, Ç)-K(z*, 0][^(0-^(zo)].
cJôQç

On montre aisément, en utilisant (1.2.15), la majoration suivante
(cf. l'appendice I) :

(1.2.20) i K ( z , 0 - K ( z * , 0 | ^ C 3 8 ^ ,
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lorsque z et Ç e tî. Il en résulte que

(1.1.21) |^|.|(7(z)-«(zo)|^ f |X(z,0-X(z*,0| . | / (OJ

-^.L^2"1^-"^'-
D'après le comportement classique des noyaux de Poisson, U ( z ) tend

donc vers u (zo) quand z tend vers ZQ. D'où la proposition suivante :

PROPOSITION (2.1). — Si f est une (0, l)-forme, continue dans D, et si u est
une fonction continue sur SÇÎ vérifiant (1.2.4) (i .e. d ^ u == /), la fonction U,
définie par (1.2.11) dans D, se prolonge continûment à D, et vérifie d"U = /
dans D, ainsi que U^ = u.

On peut évidemment affaiblir les hypothèses sur / et sur u, mais
cette proposition nous suffira dans les applications. D'autre part, on a vu
que lorsque/n'est plus régulière, on a le résultat suivant.

PROPOSITION (2.2). - Si f est une (p , l)-forme, à"-fermée, à coefficients
mesures bornées dans D, et si u, appartenant à L1 o (^0) ou à M1 ç (^û),
vérifie (1.2.4), alors la (p,0)-forme U, définie par (1.2.11), appartient
à L^Q (D). U vérifie l'équation d"U = f dans 0 et admet u pour valeur
au bord, au sens de la formule de Stokes :

(-l)^1) l/Ad"(p= f / A ( p - f MA(p,
J Sî J Î2 J ôSÎ

pour toute (p de type (n—p, n—1) et de classe C1 dans fî.
On envisage maintenant le cas d'une (p,q)-forme f avec q > 1.

Dans ce cas, la solution U, donnée par (1.2.11), de l'équation

J"C/=/-[aQ]o,iAM,

n'est plus à support compact dans û, car d'^Kp^^ ^- 0.
On a donc seulement

(1.1.22) (-1)^ U/\d^==\ /A(p- MA(p ,
Je" J Î2 J 80,

pour (p de classe C1, à support compact dans C".
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Comme 0 a un système fondamental de voisinages de Stein, on sait,
d'après la théorie de la dualité de J.-P. SERRE (cf. [33]ou [34]), qu'il existe
un courant î/g à support compact dans ûg, tel que

(-l)^^,^)^ f /A(p- f MA(p,
Jîî JôSÎ

pour toute (p e Dn-p,n-q (C"), avec e < 0.
En fait, nous montrerons dans l'appendice II qu'on peut trouver U

à support compact dansO et dans ^,g-i (H) (la démonstration utilisant
des techniques que nous mettrons en place plus tard, nous préférons
la rejeter en appendice).

Nous aurons alors le résultat suivant :

PROPOSITION (2.3). - Si/appartenant à L^^{ÇÏ) ou M^(Q), est
d "-fermée^ et si u, appartenant à L1 ^ (^0) ou M1 ^ (S^Ï), vérifie (1.2.4)
O*. e. d ' ^ u ==/), alors il existe U dans ^^-i (û), vérifiant :

(-1)^4 l/A^(p= f /A(p- | MA(p, pour toute (pe<-^-,(Q).
J n J o J ôsî

3. Formules générales pour la solution tangentielle de l'opérateur d"

Nous allons utiliser des méthodes semblables à celles figurant dans [23],
[10] et [27], et obtenir deux types distincts de formules intégrales, corres-
pondant à deux sections distinctes du fibre de Cauchy-Leray au-dessus
de ë (P. x Q)\A. Soit E la partie de C3" définie par

^{fê.^eC^^Ç-z^O},

où < Ç, z > = ]>^= i (^ Zi est C-bilinéaire.
Soit n = (Tii, TT^) : E—> Cnx C"\A, l'application canonique

fé,Ç,z)^(Ç,z).

La fibre de n au-dessus d'un point est le complémentaire d'un hyperplan
de C". On désigne par P^_i(C) l'espace projectif complexe de dimen-
sion 72-1, et par [i;] le point de P^-i (c) d^1 P^ Ç e C"\{ 0 }.

/V

Le fibre de Cauchy-Leray est alors l'ensemble E, défini par

Ï == {([y, Ç, z)eP^ xC2»; <Ç, Ç-z> ^ 0}.

Soit ^ l'application canonique de E dans £' :

fê,Ç,z)^([Ç],Ç,z).
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Soit îc l'application È—>Cnx C"\A :

(RUz)^(Ç,z).
fW

E peut être muni d'une structure de fibre trivial à fibre espace affine
(cf. [26], p. 141).

On considère la forme différentielle [JL de Cauchy-Leray :

(1.3.1) ^=<^Ç-^>-WE^=l(-l) l- l^(A,^^,)Aœ(Ç-z),

avec œ (Ç) = A}=i d^ et œ (Ç-z) = A^ (d^-dz,). u est définie sur .̂
On montre aisément (cf. OVRELID [26] ou [27]) qu'on a a = Y* il,
où H est une forme sur E.

Un calcul immédiat montre que |i est fermée

(1.3.2) ^i=0.

Soit S,, : C"x C"\A -^ E :

(1.3.3) (^)^fé.=Ç-^,^

la section de Bochner-Martinelli du fibre E.
La forme S^ u, sur C^xC^A n'est autre que la forme Kg du para-

graphe 1.
Le courant [5^ a] défini par 5'? p sur C^xC" vérifie donc (au sens

des courants) (cf. N. OVRELID [27], G. Roos [3l], W. KOPPELMAN [17]
ou (1.1.6)) :

(1.3.3) rf[^u]==^[^a]=cjA],

où [A] désigne le courant d'intégration sur la diagonale.
On suppose, dans tout ce paragraphe, que / est une ( p , ̂ )-forme,

d "-fermée, de classe C1 dans û, et que (p est une (n-p, n-q)-forme,
ûT-fermée, de classe C1 dans 0. Par abus de langage, nous noterons
/(Ç)A(p(z) la forme TT^/ATT^CP sur 0x0.

D'après (1.3.3) et d'après la formule de Stokes, nous avons

-[ 5?aAdOr?/A7c?(p)+cJ 7iî/A7c?(p
J î î x î î jAn(îîxn)

= f ^aA7iî7A7r?(p.
Jô(£ïxSî)

(Pour une démonstration tout à fait détaillée, cf. [27], p. 143 et 144.)
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Comme TI^/ATT^ (p est rf "-fermée et que Sf \jit\d' (n^f/\n^) est nulle
car de bidegré (2 n-\-1, n— 1), la première intégrale est nulle, et on obtient :

(1.3.4) cS / A ( p = f _5^A/(QA(p(z).
J o J s (h x Q)

Soit maintenant 5"̂  : <} (Q x Q)\A—> £' une section de E, de classe C1,
définie sur le bord ô(Q.xQ) de QxQ privé de la diagonale A. 5

Le principe du raisonnement va être le suivant : E étant un fibre à fibres
affines, les sections S^ et 5/, sont homotopes au-dessus de ô (Q x Q); comme
la forme pA/(Ç)A(p (z) est fermée dans E et que ô (0x0) est un bord,
la formule de Stokes, montre que

f 5^A/(QA(p(z)= f ^HA/(OA(p(z).
J ô (S2 x SI) J ô (Q x ft)

Si de plus on construit 5^ de sorte que S^ soit holomorphe en z
quand Çe^O, l'intégrale de S^ pA/(Ç)A(p (z) sur ^0^x0^ sera nulle
par des considérations de bidegré, et on obtiendra :

cS /A(p= f 5^A/(Ç)A(p(z),
J tî J îîç x 5î2z

c'est-à-dire une solution tangentielle u donnée par

u(z)=1-! 5^A/(Q.
Cjftç

En pratique, il nous faut tenir compte des singularités de Sj, et S^ sur A,
et expliciter Phomotopie de 5^ et 5/,, on va donc procéder de façon légè-
rement différente. On suppose que Ç^ a été construit de sorte que

(1.3.5) R e < Ç , , Ç - z > > 0 ,

lorsque (Ç, z) e ô (0 x Û)\A.
Soit 1 l'intervalle compact (0, 1) de R, on considère l'application F :

Jxô(OxQ)\A-^£,
(1.3.6) ( f ,Ç,z)^(f^+(l-0^,Ç,z) .

D'après (1.3.5), on a

(1.3.7) Re<fÇ ,+( l -0^ ,Ç-z>>0 ,

pour t e ï et (Ç, z) e ë (Q x Q)\A.
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On considère d'autre part la chaîne notée ^(QxQ), définie dans
C^xC" par

(1.3.8) 8, (D x Q) = 3Q x D, +Ûe x 30,

(où 0, = {ze0; p(z) <-s}, e > 0).
La forme \x/\nff/\n^ (p est fermée (car i^AûT (^/ATC^ (p) est de bidegré

(2 ?z+1, /î) en (Ç, z), donc est nulle). Il en résulte qu'on a^'d'après la formule
de Stokes,

(1.3.9) | F*HA/(Ç)A(p(z)=0.
J Q II x 8e (0 x û)]

Comme ^ 7 = { l } - { 0 } e t que F coïncide avec Sj, pour t = 1 et 5,,
pour t = 0, on obtient, en posant \|/ =/(Ç)A(p(z) :

(1.3.10) f S^Av|/-f S^A^-f F*^iAv|/=0.
J 5e (Q x Q) J Bs (S2 x ft) J j x Q [Bg (Q x ft)]

Le bord de ^g (Q x Q) est la chaîne

8 [8, (Q x û)] == - ôDç x ÔQ, + ôûe x 5^z,

les bords 80. et ^ûg étant orientés par la normale extérieure, et 8Q.X()Q.
étant orienté par l'orientation produit.

On a donc

(1.3.11) f 5^Av|/-f 5^A^
Jas(îîxn) j5s(Sîxo)

=- F*nAv|/+f F*nA\|/.
J J x aSîç x QSîs J i x 5î2s x QSÎ,

Faisons l'hypothèse (qui serait triviale s'il n'y avait les singularités
de F* n sur A) que la limite du 2e membre est nulle.

On a alors, d'après (1.3.11) et (1.3.4),

(1.3.12) cS / A ( p = f ^A/(Ç)A(p(z).
J Î2 J ô (Q x î2)

Calculons l'intégrale sur ^Dç x D^. Seule intervient dans le calcul la compo-
sante de S^ n de bidegré ( p , q) en z et (n-p, n-q-1) en Ç. Comme 5,, est
holomorphe en z lorsque Ç e ̂ î, on a rf ^ Ç/, = 0 et la composante considérée
de 5',* H est nulle pour q > 0.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



244 H. SKODA

On a donc

(1.3.13) cS / A ( p = f 5^A/(QA(p(z).
J îî J Î2ç x ôSl,

D'où le théorème suivant.

THÉORÈME 3.1. — Soit s^ une section de classe C1 du fibre E sur
ë (Q x Q)^^^, vérifiant les trois conditions suivantes :

(i) Re < ̂ , Ç-z > > 0, (Ç, z ) e e (QxQ)\A;
(ii) 5'̂  est holomorphe par rapport à z quand Ç e ̂ îî;

(iii) lim^o F*pA\|/ = lim^o jF*iiA\|/, OM F^r
Jjx5Qxôî2s J/xônexati _

définie par (1.3.6), et où \|/ =/(QA(p (z) ^^ ûk cto^ C1 ûfa^ Q.
Alors la ( p , q-\)-forme u, définie par

u{z)=\ (5^)A/(0,
Jîîç

OM z e ̂ 0, ^^ MW^ solution de l'équation d ' { , u = /, au sens de (1.2.4).
En fait, seule intervient dans la formule la composante de s^ p de bidegré

(p,q-\) en z et (n-p,n-q) en Ç.
Dans le théorème 3.1, on obtient u en intégrant/sur Q. On cherche

maintenant à démontrer un théorème où u s'obtient en intégrant/sur SÇî.
Dans ce but, on va remplacer la section s^ par une section de E au-dessus
de () (Q x Q)\A « discontinue » sur SQ. x SÇ1. De façon précise, soit
s^ : (SQ.r x 0^)\A —> E une section de E, de classe C1, au-dessus
de ^Q.xQ^\A, qui soit holomorphe en z.

Soit de même s^ : (Orx S^z)\^ —^ E une section de E holomorphe en Ç.
Bien sûr, s^ et ^2 ne coïncideront pas sur ^Oçx ̂ \A.

On suppose que Re < Ç » , Ç-2- > > 0, pour ; = 1, 2.
On définit les applications Fi et F^ :

F^ :/x(^xÛ,\A)-^,

1.3.14) (t, Ç, ^)^(^6+(l-OÇi, Ç, z),

/^ : /x(QçX^Q,)\A->£,

aç,z)^oç,+(i-o^,ç,z).
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Comme ̂  (Q x 0) ne contient pas SQ. x ̂ 0, F^ et F^ définissent une appli-
cation F de classe C1 de ^ (û x Q) dans E. On peut donc utiliser la
formule (1.3.9) qui nous donne une formule semblable à (1.3.11) :

(1.3.15) f 5^Av|/- f 5^Av[/
J 5e (Î2 X Q) J 8SÎÇ, X Î2e

- f 5^A\1/ - f F*nA\|/=0.
Js2eX5îîz JlXô[Be(nxft)]

Seules interviennent la composante de s^ [i de bidegré ( p , q ) en z et
la composante de s^ [i de bidegré (n—p,n—q) en Ç.

Vu les hypothèses faites sur ̂  et ^2, ces composantes sont nulles pourvu
que 0 < q < n. On a donc

(1.3.16) f 5^A\|/==-[ F?uAv|/+ F?nAv|/.
Jôe(î2xn) JzxaQçxôSîe JJxBnsx^z

Faisons l'hypothèse que les intégrales sur Jx^QçX^îg et IxôQ.^xëQ.z
convergent vers les intégrales correspondantes sur 7x ëQ. x ̂ 0, de sorte que

(1.3.17) f 5^Av| /==f (F?H-^P)A^.
J 8 (Sî x î2) J J x ôQç x QÇl^

Soit Ai le 2-simplexe de R3, défini par

Ai = {(À,o, ^i, ^eR3; ̂  ̂  0, ^0+^1+^2 = 1}.

Soit G l'application Ai x ëQ.^ x ^0^ -^ E,

(1.3.18) (^ Ç, z) ̂  (}.o ̂  + ̂ i ^i + ̂ 2 ^2, ^ ̂

et soit ^3 l'application /x ÔQ.^ x ^Q^ —» E,

(1.3.19) (t, Ç, z)^(^i+(l-f)^ ^ ^.

Comme ^ATT^/ATC^ est fermée, on a

(1.3.20) f G*nA/ (OA(p(z )=0 .
Jô[Aix5nçXôî îz ]

En considérant les divers segments orientés constituant le bord de Ai,
(1.3.20) s'écrit encore :

(1.3.21) f (-^H+^-WA^ = 0.
J J x <?Qç x QÇïs
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D'après (1.3.21) et (1.3.17), on obtient finalement :

(1.3.22) cj /A(p= f F3*HA/(Ç)A(p(z).
J n J J x 5îîç x ̂

On a donc une solution tangentielle u donnée par

^ ( z )= l f F3*^A/(Ç).
Cjjx^

F^ [i désignant par abus de langage, dans cette formule, la composante
de degré 1 en t, ( p , q-1) en z, et (n-p, n-q-1) en Ç de F^ n.

THÉORÈME 3.2. - Soit s^ et s^ deux sections de classe C1 du fibre E,
définies respectivement sur (^ûçX^)\A et (ÛçX^)\A, et vérifiant
les conditions suivantes :

(i) R e < ^ , Ç - z > > 0 , i= 1,2;
(ii) s^ est holomorphe en z, et s^ est holomorphe en Ç;

(iii) lim^o F^ aAv|/ = | F^ nAv|/,
J J x aîîç x 5tie J I x ôîî x 5f2

"m^o F?^iA^= f F$aAv|/,
J J x ôSis x QSl^ J i x QSÎ x QSi

où Fi ^ F^ sont définies par (1.3.14), et où v|/ = /(Ç) A (p (z) 6?^ ̂  cto^ C1

dans 0.
Alors la (p, q—l)-forme u, définie par

(1.3.23) ^^f (F3*H)A/(Ç),
Cjjx^ç

OM z e ̂ 0, ^? {lorsque 0 < q < n) solution de l'équation d'^ u = /, au sens
de (1.2.4).
F^ est l'application I x SÇî^x ()SÎ^—> E,

(t,Ç,z)^(^+(l-OÇ,,Ç,z).

4. Construction des sections du fibre E

II est clair que nous pouvons utiliser pour les sections s^ et s^ du
théorème 3.2, les différentes sections construites par HENKIN [10],
I. LIEE [7], RAMIREZ [28], OVRELID [26].
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Le seul problème nouveau est la construction de la section s^ du
théorème 3.1. Lorsque Q est strictement convexe (cf. l'introduction),
on pose

P(Q=^ l ^ j ^n ,
(1.4.1) Jw ÔÇ/

( P(0=(Pi(0,P2(0, . . . ,?„ (0).

On définit ̂  par la formule(I-4•2> ^-^ î̂ '0'
lorsque (Ç, z) e (Qç x ̂ )\A

^=P(0,

lorsque (Ç, z) e (̂ Oç x Q^)\A.
Comme p (Ç) = 0 pour Ç e ^Q, les deux définitions coïncident sur ôfi. x ^Q.

La section s^ est de classe C1 sur ^ (Q x 0)\A. p étant strictement convexe,
la formule de Taylor montre qu'il existe une constante c > 0, telle que

(143) J PC^-PCO^^^O^-^+^-Çl2'
l pour z et Çeîî.

On a donc

(1.4.4) 2Re<P(Q, Ç-z> ^ p(Ç)-p(z)+c|z-Ç|2.

Ce qui montre que Re < Ç/,, Ç-z- > > 0 sur (̂ Oç x Q^)\A. D'après (1.4.2)
et (1.4.3), on a sur OçX^Q^ :

<^,Ç-z>=-p(0+<P(0,Ç-z>,

(1.4.5) 2Re<^ ,Ç-z>^-p (0+c |Ç-z [ 2 .

On a bien Re < ̂  , Ç-z > > 0 sur fîç x ̂ \A.
Remarque. — Dans le cas de la boule unité, on a simplement

^=-(1-|^|2) z +^ et < ^ , Ç - z > = l - < Ç , z >
i \ ç? ^ /
pour [ Ç ] ^ l et [ z | = = l .

Examinons maintenant le cas général d'un domaine strictement pseudo-
convexe. Il est naturel de remplacer la section P(Q du cas strictement
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convexe, par l'une des sections P(Ç, z), holomorphe en z, construite
dans [10], [7] ou [26]. Il est d'autre part très commode d'avoir une esti-
mation de Re < P(Ç, z), Ç-z >, nous avons donc été amené à utiliser la
section de LIEB-RAMIREZ ([7] et [28]) qui fournit une telle estimation.
Mais la section de Lieb-Ramirez P (Ç, z) n'est de classe C1 que si le bord est
de classe C3, car la construction de Ramirez utilise le polynôme en z
« canonique »

E?^(ç.-z^-L,,(^-z.)(ç,-z,)-^,^ % ̂ j
qui est de classe C1 en Ç quand p est de classe C3.

Il nous faut donc remplacer le polynôme de Ramirez [28] par le
polynôme A (Ç, z) d'Ovrelid [26], qui est de classe C1 en Ç, quand p est
seulement de classe C2. On peut aussi utiliser le polynôme proposé par
RANGE et Siu [29]. D'après N. OVRELID ([26] p. 146 et 147), on a le lemme
suivant.

LEMME 4.1. - // existe des constantes C, s, ô > 0 et une fonction
A^z)e^l(y,xCn)telleque

(i) A (Ç, z) est un polynôme holomorphe du second degré en z;
(ii) 2 Re^(Ç,z)^ p (Ç)-p (z)+C | Ç-z \\ pour Ç e V, et \ Ç-z [ < ô;

(iii) A (Ç, Ç) = 0;
(iv) ^ A (Ç, z) [^ = -^ ̂  (Ç, z) |ç,, = d - p (z).

On remarque que les seules propriétés du polynôme « canonique »,
utilisées par RAMIREZ ([28] p. 181 à 183), sont les propriétés (i), (ii) et (iii).
On peut donc remplacer le polynôme de Raminez par le polynôme A (Ç, z)
qui est de classe C1 en Ç. D'après RAMIREZ ([28], Satz 1, p. 181), on a
le lemme ci-après.

LEMME 4.2. - // existe s > 0 et une fonction g (Ç, z) ̂  (ï^xO,) telle
que :

(a) g est holomorphe en z,
(V) Re g (Ç, z) > 0 pour (Ç, z) e (^D x d)\A,
(c) g^Q=Opour^eV,.

D'après la propriété (c) (cf. [28]), on peut trouver P(Ç, z) de cto^ C1

dans Fg x Qg, à valeurs dans C", holomorphe en z tel que

C^.6) g(^)=<P(Ç,z),Ç-z>.
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De plus, d'après [28] (p. 182 et 183), ou d'après LIEE ([7] p. 32),
g admet pour | Ç — z | < ô (ô assez petit) la représentation suivante

(1-4.7) g(Ç^)==EN=lXi(Og.(Ç,^),

où les ^ forment une partition C°° de l'unité au voisinage de Fg, et où
gi (Ç, z) est du type suivant :

(1.4.8) g,(Ç, z) == ———A(^z)———.
l+A(Ç,z).(^-c)

hi (Ç, z) est holomorphe en z, définie pour | Ç-z | < ô, et Ç appartenant à
un voisinage du support de %;. c e R est choisie de sorte que

(1.4.9) Re (h, - c) > 0, pour Ç e Support /, et [ Ç - z | < ô.

Remarque 4.1.- Quitte à multiplier P (Ç, z) par une fonction ^ (Ç) de
classe C°°, positive, à support dans Fg, égale à 1 au voisinage de Fg/^
on peut toujours supposer que P(Ç,z) est définie dans 0 _ ^ x Q _ g et
que P = 0 quand Ç ^ ï^.

On définit alors la section ^ en posant

(,.4.,0) ^--^^l-^-^'
{ pour (î,, z)eô(Sîx£ï).

Vérifions la condition (i) du théorème 3.1, on a

(1.4.11) <^, Ç-z> =-p(Ç)+<P(Ç, z), Ç-z>,
(1-4.12) <^ ,Ç-z>=-p(Ç)+g(Ç,z) .

D'après (1.4.7) et (1.4.8), on a (pour Ç e ̂  et | Ç-z | < ô) :

(1.4.13) Reg^^O^^I2^,^
H+A(/i.-c)|2

D'après (1.4.9), il en résulte

(1.4.14) Reg^ReAT^-i X>(0

" |l+A(^-c)|2

Comme ^4 (Ç, Q = 0, pourvu que ô soit assez petit, on aura

(1.4.15) 1^ X.(0 ^3
2 |i+A(/i;-c)|2 2
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D'autre part, d'après le lemme 4.1, on a

(1.4.16) 2ReA(Ç,z)^p(0+c |Ç-z | 2 .

D'après (1.4.14), (1.4.15), et (1.4.16), on a donc

(1.4.17) Reg((;,z)^p(0+^-z|2.

Tenant compte de (1.4.12), on obtient :

(1.4.18) 4 R e < Ç , , Ç - z > ^ - p ( 0 + c ] Ç - z | 2 > 0 ,

pour (Ç, z) e ë (Q x Q)\A et | Ç-z | < 8.
Pour [ Ç — z | ̂ 8, Ç e (?Q et zeQ, on a, d'après le lemme 4.2 :

Reg(Ç,z)>0.

Soit m > 0 la borne inférieure de Re g sur le compact | Ç — z | ̂  8
et (Ç,z)e^Qxû. g étant continu, il existe un voisinage Fg, de
SQ. (e > c' > 0), tel que, pour | Ç — z [ ^ 8, Ç e ̂  et z eO, on ait

RegK.z)^,

d'où

(1.4.19) R e < ^ , Ç - ^ > ^ - P ( 0 + ^ .

Quitte à remplacer e par s' et à utiliser la remarque 4.1, on obtient dans
tous les cas :

R e < Ç , , Ç - z > > 0 , pour (Ç, z)e^(QxQ)\A.

Nous auront également besoin d'estimer ïmg :

—^-s^-
Comme A (Ç, z) est 0 ([ Ç-z |) et que h, est de classe C1 sur le support

de %i, il existe des constantes Ci et €3 telles que
(1.4.21) \ïmg\^C^\ïmA\-C^-z\\

pour [ Ç — z | s$ 8, 8 étant assez petit.
En définitive, nous avons d'après (1.4.18) et (1.4.21) démontré le lemme

suivant
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LEMME 4.3. — La section s^ , définie par

s--p(o<7(^+p<î•2)•
vérifie les conditions :

(a) R e < Ç , , Ç-z> > 0 pour (Ç, z) e S (Qxû)\A.
(é) 4 Re < î;, , Ç-z > ^ - p (0+c | Ç-z |2,

7?OMr ̂ eV^et\ Ç — z 1 ^ Ô où s ̂  ô .sw^ > 0 assez petits.
(c) [ Im g | > Cj Im A ( - C^ [ Ç-z |2, />oMr | Ç-z | ^ ô ^ Ci ^ C^

.STW? ûfe5' constantes.
Remarque 4.2. — D'après I. LIEB (ç/'. [7], p. 32), on peut choisir les A,

de sorte que | A, j soit 0 (j Ç — z |2), il en résulte qu'on a

\ïmg\^C\\îmA\-Cf^-z\\

Mais l'estimation du lemme nous suffira.
Remarque 4.3. — < Ç/,, Ç — z > = — p (Ç)+^ (Ç, z) est holomorphe en z

et non nul pour Ç e Vy n Q et z e û.
Cette propriété nous sera utile au paragraphe 5 pour améliorer la solution

donnée par le théorème 3.1.
Nous aurons besoin ultérieurement des estimations suivantes, en désignant

par V^ l'ensemble { (Ç, z); Ç e V, et | Ç-z | < ô }.

LEMME 4.4 :
(û) Pour (Ç, z) e F^ 5 , Ç e Q ̂  z e ̂ û, o/î ^

4|<Ç„Ç-z>|>-jp(0+j|Ç~z|2+C3|ImA(Ç,z)] .

(À) Po^r Ç e ̂ 0, z e 0, ̂  | Ç-z | < ô, on a

4|<P(Ç,z),Ç-z>|>- lp(z)+c |Ç-z[2+C3|ImA(Ç,z)|.

(c) Po^r z e ̂ 0, Ç e 0 et \ Ç—z | < ô, on a

4|<P(z,0,Ç-z>|^-jp(0+j|Ç-z|2+C3|ImA(z,0|.
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(a) est une conséquence triviale du lemme 4.3 (b) et (c) puisque

Im<Ç, ,Ç-z>=Img(Ç ,z ) .

On peut prendre par exemple, €3 = min (Ci, CC\/4 €2).

Pour montrer (é), on utilise (1.4.7), (1.4.14), (1.4.15) et lemme 4.1 (ii),
on obtient donc :

(1.4.22) 4Re<P(Ç,z ) ,Ç-z»2ReA(Ç,z )^ -p (z )+C(Ç-z | 2

(puisque Ç e SQ, et z e Q), pour | Ç — z | < ô.
D'après le lemme 4.3 (c), on a

(1.4.23) ] lm<P(Ç,z ) ,Ç-z> |^Ci | lmA| -C2 |Ç-z | 2 .

(6) résulte alors de (1.4.22) et (1.4.23).

Remarque 4.4. — Toutes les estimations du lemme 4 sont des consé-
quences du lemme 4.3 (c). Or il est clair que dans le lemme 4.3 (c) on peut
remplacer A par n'importe quelle fonction B (Ç, z) vérifiant :

| lmA| = | lmBJ+0( |Ç-z | 2 ) .

Dans le lemme 4.4 on peut donc remplacer A par une telle fonction J5,
en modifiant convenablement la constante €3. Par exemple, on a

A(Ç,z)=-A(z ,0+0( |Ç-z | 2 ) ,

on peut donc prendre £ (Ç, z) = A (z, Ç).

5. Formules explicites pour la résolution de l'opérateur d"

D'après le théorème 3.1, on a une solution tangentielle de d ' ^ u =/,
donnée par

u(z)=if (S,*a)A/(0.
cjn

II nous suffit donc d'expliciter la composante ( p , q— 1) en z et (n —p, n—q)
en Ç de S^ u. En fait, le calcul explicite de S^ \\, va faire apparaître un certain
nombre de termes triviaux que nous supprimerons, et nous allons donc
modifier la solution M, donnée par le théorème 3.1. Nous traitons d'abord
le cas particulièrement simple et important des (0,l)-formes.

Pour alléger l'écriture, posons

(1.5.1) <2 (Ç ,z )=P(z ,C
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P est holomorphe en z, et Q holomorphe en Ç. On a alors

w ^-^«db^-
(en supprimant l'indice h dans Ç/, pour simplifier).

La composante (^, n— 1) en Ç et (0,0) en z de 5^ \i est

/ (1.5.3) v= I ; ?^ ( - ly -—— Ç ^^^A. . .A<Ç,A. . .A^^Aœ(Ç)
\ S? L) ^ /

Des calculs immédiats montrent que

(1.5.4) c i ' ^ = - Q — — d ' , p + d ' , P „
\ y? ^ z /

(1.5.5) v = I:?^(-l)-1 ^ .(A^,<P,)AQ(O
\ S? L» z /

+L<,•(-l)'+J——^Q^-^6. d"ç,<ç,ç-z>"<aç-z>
A(A^,^.dç'F,)Aco(0,

(1.5.6) Ç.Ô,-^ô,=F,ô,--Pyô,.

D'après (1.5.2) et (1.5.6), on obtient donc :

C-5-7 ' '"^S.ç-^-^.ç-z)^-^"'"8'^"''^^^

+Z;-.(-1)"', p' ..A,,,J;'f,An(0
^ S? ^ z /

+E.<,•(-1)'+7———ptey~PJ6•——d"p
^<•'v <Ç,Ç-z>"<ô,Ç-z>

A(A^,,<P^)Ao)(Ç).

Le deuxième terme est holomorphe en z (cf. remarque 4.3), on obtient
donc une nouvelle solution u de (1.2.4), en le supprimant

(1.5.8) u=î-( ^A/(Q,
cj"*;

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



254 H. SKODA

avec

(1.5.9) v= ^i_—————(-^PS.—————A,^<P,Aœ(0-l [-p+<p,ç-z>r<e,ç-z> ^l ' J w

,v- (-ly^Cfie.-p.e,) ,„^rp^p^-^^Q^-^'
A(A^,<P,)Aœ(0.

On examine maintenant le cas général des ( p , ^-formes. Les termes
« triviaux » dans S^ [i sont donnés par le lemme suivant

LEMME 5.1.- Soit P et y deux formes sur îîç x ̂  , p de bidegré (0,0)
^ z et (n—p, n—q) en Ç, y ̂  bidegré (p,q—2) enzet (0,0) ̂  Ç. 0^ suppose
les coefficients de P holomorphes par rapport àz. On a alors :

i PA<yA/ (OA(p (z )=0 .
] f2ç x 5Qz

En effet <p étant d" fermée, on a

f pAd;yA/A(p=[ pA/(OAd;(YA(p).
J ftç x BÎ2z J îîç x 5îîz

D'après le théorème de Fubini, P étant holomorphe en z, on a

[ p A < Y A / A c p = f ^TyAcpf pA/(0"|.
jîîçxas^ J^ L J"ç J

yA(p étant de bidegré (n, n—2) en z, la formule de Stokes montre que
la deuxième intégrale est nulle.

Soit o)p (Ç, z) la composante de type ( p , 0) en z et (n—p, 0) en Ç de la
forme œ (Ç—z).

On cherche la composante de bidegré ( p , q—1) en z et (n—p, n—q)
en Ç de la forme

(1.5.10) ^ = E?=i ̂ ^^A ... A^A .. . Ad^Aœ(Ç-z).
\ s ? L » z ^

On a, d'après (1.5.2) :

(1.5.11) .-ç,-.,-̂ ,̂;p,

avec

"•^ ^-fd'[-^\^r••
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II en résulte, comme pour la formule (1.5.7), qu'on a

o-5"' - ̂ --a^^-^"^"^
+S-l(''')."f'(AJ..«;)A<aK-^)

^ S? L) z )

, y (--ly^p.^-p.e.).,.
-+- / , < , ———————————————— ûr p
^^Ç-zy^Ç-z) ç

A(A^;,,a»)A©(Ç-z).

Comme a, = —P^'[6,7< 6; ^''^^j+^ç'^n Is composante, de type
(p, <7—1) en z et (n—p, n—q) en Ç, du deuxième terme est une somme de
formes du type P A d"^ y, où p et y vérifient les hypothèses du lemme 5.1.

On obtient donc une autre solution tangentielle du d " , en considérant
au lieu de u, la forme u' définie par

(1.5.14) u'= yni-^———^-l^P-6!———(A,.^;a,)A(o(Ç-z)v • ""'^ç-zy^aç-z/ ^l "
^ ( îr^W^^P^Ô.)^ ^^ a,)Aco(Ç-z).
-><J<^ç-^>n<e,ç-z> '• ^^

Écrivons maintenant a, sous la forme

(1.5.15) a;=P,-pû,<(—————-V
\<ô,Ç-z>/

avec

(1.5.16) p;=- p <e.+^p,.
En posant |x" = < Ç, Ç—z y < (?, Ç — z ) u ' , un calcul immédiat donne

la formule suivante :

(1.5.17) a"= ^•(-D'PÔ^.P^0^-2)

+E„y(-l) i+J- lsO•,7)ô,ôyP2<f—————)\ \ y? ^ z / /
A(A^.,,Pt)A©(Ç-z)

+E.•.y(-l)t+y£(i^')p.ôyds'PA(A^.•.yPt)Aa)(Ç-z)
+E.•,/•.t(-l)'+y+t£(I^'' fc)^ Qj Qkpd^p

A ̂  f l } A (A,, (,, ,,,) p,) A » (Ç - z),
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où 8 (i, j ) et s (i, j, k) sont les signatures des permutations (f, j ), respecti-
vement (i, j, k) (s (i, j ) = 0, e 0', y, /;) = 0 si f, 7 et À: ne sont pas distincts).
e étant antisymétrique, le deuxième et le quatrième termes sont nuls, on
obtient :

(1.5.18) ^= Lc-lype^^Aœ^-z)
+E^(-l)l+J(p.e.-p7•^i)^pA(A^^•f3fc)AO)(ç-z)•

Remarquons enfin que, d'après (1.5.16), la composante ( p , q—V) en z
et (n —p, n — q) en Ç de ^ est la même que celle de la forme v, définie par

(1.5.19) v = ^i^^'^^g^

+L<^ly+J(•pr?l(pi6J'PJ6f)^P^1<J ^.ç-zy^ô^-zy
A(A^,,<&+^P,)Aœ(Ç-z).

On obtient donc le résultat essentiel de cet article.

THÉORÈME 5.1.- Si fest une forme d"-fermée, de type (p, q) de classe C1

dans Cl, on a une solution u de type (p, q—\) de l'équation d^u = /, au sens
de (1.2.4), donnée explicitement par

^(z)=lf vA/(Ç),
Cjîîç

où z e SQ. et où v est la composante de type ( p , q— 1) en z et (n-p, n—q)
en Ç de la forme

v= ^-[-p^p1^^-.^-^6-^^^^^^
^^^(-^(-pr^p.e.-p.e.),^

z"<J[-p+<P,i;-z>]"<ô,Ç-z>î

AA^;^,(^<2t+<P,)A(ùp(Ç,z),

où (Dp e^f la composante (p, 0) CTI z (n-p, 0) en^detù (Ç-z), -P (Ç, z) étewr
définie par (1.4.6), et avec Q (<,, z) = P (z, Q (p désigne p (Ç)).

On remarquera que P, Qj-Pj Q{ est nul pour Ç = z.
Il nous reste maintenant à expliciter la solution donnée par le

théorème 3.2.
Avec les notations du théorème 3.2, on choisit

Ç I = P ( Ç , Z ) et ^=-ôK,z)=-P(z ,Ç) .
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La solution u est donnée par

(1.5.20) u(z)=l-f F*^iA/(0,
Cjjx^ç

où F est l'application

J x 80.^ x 8^ -> E,

a,Ç,z)-^OP-(l-Og,Ç,z) .

Seule intervient la composante de F^ p, de degré 1 en t, de bidegré (p, q-1)
en z et (n—p, n—q— 1) en Ç. On a

(1.5.21) F*^i = E^^^^FiA. . . AdF.A ... A^Aœ(Ç-z).^r ? s z y
La composante cherchée est donc la composante ( p , q-1) en z et

(^—/?, n—q— 1) en Ç de la forme

— ^^^^-^-
A(A^,,,d"^)Aœ(Ç-z).

Soit encore par un calcul élémentaire

(1.5.23) ^-ir^^^'^^dt
<F, Ç-z>

AA,^,,[f^P,-(l-0<gjAœ(Ç-z).

La composante cherchée est aussi la composante ( p , q-1) en z et
(n—p, n—q— 1) en Ç de la forme

(1.5.24) ^-f^Q.-P^-^^-1,,
[«P,Ç-z>-(l-r)<(2,ç-2>]»

AA^.,,(^ôk+<^)AcoK-z).

Un calcul élémentaire montre que

(1.5.25) f1 (l-O9-1^-9-1^ _ (-D-'-^g-DiCn-g-i)!
Jo<(P-(l-Og,Ç-z>" n!<P,Ç-z>"-' ;<û,Ç-zy'
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On obtient donc le théorème suivant :

THÉORÈME 5.2. — Si f est une forme d"-fermée, de classe C1 dans Q,
de type ( p , q) (avec 0 < q < n), il existe une solution u e ̂ ,g-i (^û) de
Inéquation d ' ^ u == f au sens de (1.2.4), donnée à l'aide d'un noyau Ksur ëQ, :

u(z)=[ i(Ç,z)A/(Ç),
Jesi^

où ze^Q, et où K ( Ï y , z) est la composante de bidegré {p, q—1) en z
et (n—p, n—q—1) en Ç de la forme K :

K = c(n, ̂ E^/""^ J (piQ^PJQi) A^, ,« ô,+<'Pfe)Aœ,(Ç, z),\ î i /^Kj, r—z^ ' ^ /o r—z^

c(n, q) est la constante ((q—\)\ (n—q—l)\)/Cn n\ et (ùp (Ç, z) est la
composante (p , 0) en z et (n—p, 0) en Ç de œ (Ç—z).

P et Q sont définis comme dans le théorème 5.1.
Dans le cas n = 2, il faut remplacer dans K le symbole

A^,,«&+^'P,)

par la constante 1.
Remarque 5.1. — Dans le cas des (0,l)-forme, on a simplement

K d - z ^ - ^ Y (-ly^-^p.^-pya)^ d " p ) ^ a : )
x(''z)-nc„L<\P,Ç-z>»-l<ô,Ç-z>(A^•^çpt)A(o(o•

Remarque 5.2. — Dans le cas où 0 est strictement convexe et ou/est
de type (0,1), un calcul élémentaire (on a Pj = ëp/S^j) donne la formule
simple suivante pour K :

^ .d^P^^Ad-pAÇd'd-pT-2

n <P(0 ,Ç-z> w - l <P(z) ,Ç-z> 5

où p est fonction de Ç, et où c^ est une constante.

Remarque 5 . 3 . — Toujours avec les hypothèses de la remarque précédente,
la forme du théorème 5.1 s'écrit encore (par un calcul élémentaire) :

^ ̂  ̂ [-p^^p+(n-l)d /pArf / /p]A^[<P(z),0]A(d /^p)n-2

[-p+<P(ÇU-z>r<P(z), Ç-z>
ou encore

^ ̂  ̂ p^^og-pr^^zu)]
w [ -p+<P(0,Ç-z>]"<P(z) ,Ç-z> l
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6. Vérification des conditions aux limites

II nous reste à vérifier les conditions (iii) des théorèmes 5.1 et 5.2. Nous
avons besoin auparavant de quelques lemmes.

LEMME 6.1. — Soit z'g l'injection canonique de Sfi.^ dans C" et a une
(n, n—2)-forme sur Q., on a

iî(dffp^^)=0. .

En effet, comme p = - c sur ^Qg, on a

Wp+^p)=^(rfp)=0.

D'où ^(ûTpAa) = -^*(^pAa) = -^(0) = 0.

LEMME 6.2. - // existe des constantes €4 et €5 telles que, pour Ç eO
et z e ̂ 0, on ait

- p(o ,<c, „ l^-2!2 ^ç,
Kô^-^l |<ô,ç-2>l

Pour (Ç, z)e ̂  g , les majorations résultent du lemme (4.4)(c). Pour
(Ç> ^i Vt,s et CÇ' ^)eiix5Q, les fonctions considérées sont continues.

Nous allons démontrer que

(1.6.1) lim^of F*uAv|/
J 1 X QSÎ X ^îîe

^lim^o F*^iA\|/= F*HA\I/,
J Z x ôSîe x 5ft J 1 x 5f2 x ôft

avec\|/ =/(Ç)A(p(z).

Par des considérations de bidegré, analogues à celles faites dans (1.5.21)
et (1.5.22), nous voyons que seule compte la composante de bidegré (p, q — 1)
en z et (n—p, n—q— 1) en Ç de la forme

/_ly'+j-l / .sp ^Tp' \

(1.6.2) ̂ { ) ff.^-f,^i^fA(A^.,,^f,)AcoK-z).

avec F{t, Ç, z) = f^-z)+(l-t) ̂  (cf. (1.3.6)).
(1.6.2) s'écrit donc encore :

(1.6.3) E.<,J~^ f̂ô.- .̂)^-^-z,)ç.]̂

A(A^,,,d"^)Aû)(Ç-z).
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Envisageons d'abord le^cas de l'intégrale sur /x ^Qç x SO.,, dans ce cas

(1.6.4) FQ,Ç, z)= f(Ç-z)+(l-OP(Ç, z).

Pour | Ç — z [ < ô, on a, d'après (1.4.22) :

4Re<F ,Ç-z>^4 t |Ç -z | 2 +( l - -OC |Ç-z | 2 ^Ci^ ; - z | 2 ,

en supposant C ̂  4. D'autre part, on a, d'après (1.4.23),

i lm<F,Ç-z>|^( l -0[Ci[ImA|-C, |Ç-z | 2] .

Il en résulte

(1.6.5) 4 |<F ,Ç-z> |^ c |Ç -z | 2 +C3( l -0 | ImA[ .

F étant de classe C1 sur (^QxQ)\A, il est clair que (1.6.1) est vrai
lorsqu'on restreint le domaine d'intégration à

(7 x ^Qç x ^ûg) n {(Ç, z); | Ç — z | ̂  T| }, pour chaque T| > 0 fixé.

Il nous suffit donc d'avoir une propriété d'uniforme intégrabilité de F* ^
au voisinage A.

De façon précise, nous montrerons, dans le paragraphe 7 (lemme 7.2),
consacré aux estimations, qu'il existe une constante Cg indépendante de T|,
e et Ç e SQ. telle que

(1.6.6) f IÇ-z^ClÇ-zl^CsO-OllmAi]-"^^)
j jx [ôf2«nB(Ç,il)]

^ôrilog2^.

Compte tenu de (1.6.3), (1.6.4) et (1.6.5), la majoration (1.6.6) entraîne

lim^of (F*u)Avl/= f (F*a)A^.
J I x ôftç x ôSîs J I x 5î2ç x QÇls

De plus (1.6.6) montre que F* u est intégrable sur /x ëfi. x ̂ 0.
Dans le cas de l'intégrale sur /x 0̂̂  x ëQ.^, on a

FO,( ; ,z)=f(Ç-z)+( l -OÇ,

^-^-A-
D'après le lemme 4.3 (b) et (c), on a

4Re<F,Ç-z>^4( |Ç-z | 2 +C(l - t ) |Ç-z | 2 >C|Ç-z | 2 ,
i lm<F,Ç-z>]^( l - ( ) [Ci | lm4|-C2iÇ-z | 2 ] .
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II en résulte la même estimation que dans (1.6.5) :

(1.6.8) 4 |<F ,Ç-z> |^ c |Ç -z | 2 +C3( l -0 | ImAj .

Comme dans le cas précédent, il faut calculer la composante ( p , q—V)
en z et (n—p, n—q— 1) en Ç de la forme

(1.6.9) ^^-^^-^-^-^dtJ <F,^-zy
A(A^;,,ri"F,)A(o(Ç-z).

Mais à la différence du cas précédent, ï, et F ne sont pas de classe C1

dans tix^tî^, il nous faut étudier les termes ayant Q, Ç — z > au
dénominateur. Or d'après (1.6.7), on a

(1.6.10) d"F. = t (dÇ. - dz,) + (1 - () d" Ç,,

(1.6.11) d"^ = d'çP, - Qi < p
< Q , Ç - z >

-—p— <e>-pô.<f—1—V<e.ç-z> "' • " ' ^<e,ç-z>^
On peut donc écrire :

o-6 '12) "•-ïl-^<p-(l-')p^•<<^^>)•
avec

(1.6.13) y-^?-^)+(l-oL /P,——p——^(2,1.
L <g,ç-z> j

D'après le lemme 6.1, les termes de F* \JL, où apparaît d^ p, donnent
des intégrales nulles sur /x^QgX^Q^. Dans le calcul de l'intégrale sur
7x ^Qg x ^0^, il nous suffit donc de considérer la composante ( p , q— 1) en z
et (n, n—q—1) en Ç de

(1.6.13) T '= L.^-^r7^^^"2^
<^ ç-^> _

,V <- n^+./+kE(U, fc)(^-Zf)^6fcp(l-0+^.^(-1) ——^^>,——^
A < ( 1 ) A (A,^ (,,,, „ Y() A (o (Ç - 2),
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où s(i,j) et Q(i,j,k) sont les mêmes que dans (1.5.17).
Comme s(i,j,k) est antisymétrique, on obtient d'après (1.6.7) :

(1.6.14) T '= E,,(-•ly+J£a7)^~y^
<F, Ç-z>

y / ^f+,+fcCO',7, fc)(^-z,)(P, (2fc-Pfc 6,)
-^^ <F,Ç-z>"<6,Ç-z>2

XP(I-O^A^«Ô,Ç-Z»A(A^(^,^^)AO)(Ç-Z).
D'après le lemme 6.2, les Çy sont bornés ainsi que les coefficients des

formes y^. Les coefficients du premier terme dans (1.6.14) sont donc majorés
par C t e [ Ç - z [ / [ < F , Ç - z > [ " . Comme PjQk-PkQj est 0 ( |Ç-z[ ) et
que les coefficients de ^«ô,Ç-z» sont 0( |Ç-z[) , les coefficients
du deuxième terme de (1.6.14) sont majorés par

z|21^1 ^ -P ^ 1^-Cte 'b - l x F x
|<F,Ç-z>|" |<Ô.Ç-z> | |<6,Ç-2>|

c'est-à-dire, d'après le lemme 6.2, par Cte | Ç — z |/| < F, Ç — z > |".
Les coefficients de T' sont donc tous 0 (| Ç-z |/| < F, Ç-z- > |").
D'après (1.6.8), il nous suffira donc de démontrer la propriété d'uniforme

intégrabilité suivante :

(1.6.15) f |Ç-^i[C|Ç-z |2+2C3(l-0 |ImAi]-"
J /x [SSIcriB (z, n)]

xd(dS.(0<C6^^1og2^^,

où Cg est indépendant de e, T) et z e 8SÎ. I) en résultera

lim^of (F*u)A^=f (F*ii)/\^.
j i x ôDe. x ^Qz J z x QSÎ x an

Remarquons que, d'après N. OVRELID ([26] p. 147), on a

A(Ç,z)=-A(z,0+0(|Ç-z|2),

il en résulte que (1.6.15) est équivalente à (1.6.6) {cf. remarque 4.4).
Il nous reste maintenant à vérifier les conditions (iii) du théorème 3.2.

La condition

lim,_of F^A^/=f FÎpAv|/
J I x 50ç x BHs J 7 x ^Q x 50

est exactement la même que celle du premier cas envisagé au début de
ce paragraphe (puisque Ci = P).
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La condition

lim^o ^?|LiA\|/= ^Av^,
J I x 5î2e x 5ft^ J IXÔSÎXQSÎ

se traite de façon tout à fait analogue à la précédente (on a ̂  = Q) en uti-
lisant le lemme 4.4 (c), et conduit à la condition (1.6.6).

7. Estimations des solutions

Les^théorèmes 5.1 et 5.2 ont été démontrés en supposant/de classe C1

dans Q. Dans le paragraphe 8, nous montrerons qu'ils sont vrais avec
des hypothèses beaucoup plus générales sur/. Mais le passage à la limite
sur la régularité de/nécessite de disposer d'estimations pour la solution u
et pour les noyaux 'v et K. Ces estimations font l'objet du présent paragraphe.
Nous démontrons également (1.6.6).

Pour chaque Ç e V^, nous utilisons en suivant [7], [10] et [26], un sys-
tème de coordonnées dans R2" ayant p(z)-p(Ç) et ïmA(^z) comme
deux premières coordonnées. D'après N. OVRELID ([26] p. 150) et
G. H. HENKIN ([9], § 3), nous avons comme conséquence du lemme 4.1 (iv)
et du théorème des fonctions implicites, le lemme suivant :

LEMME 7.1. — // existe des constantes 80, RQ et CQ > 0 et, pour chaque
Ç e F^, une application de classe C1, Wç : ^(Ç, go) -> R2"), du type suivant

zh-^wi = p(z)-p(Ç), W2 = ImA(Ç, z), W3, . . . , w^\

avec Wç (Ç) = 0, et telle que w^ admette une application inverse
Zç : B (0, Ro) -. B (Ç, £o), de classe C1, vérifiant :

(i) II Wç (z) [I ^ Co pour tout z e B (Ç, So);
(ii) I I Zç (w) ^ |[ Co pour tout w e £ (0, Ro), (wç (z) désignant la dérivée

de Wç au point z).

D'après le lemme 4.1(iv), on a bien entendu un énoncé analogue
en échangeant les rôles de Ç et z.

LEMME 7.2. — // existe une constante Cç, indépendante de T|, de s, et de
Ç e ^Q, ^/fe que

\ |Ç-^|[C|Ç-z|2+2C3(l-0|ImA|]-»j jx [an^nflcç,^] i u
xdtdS,(z)<C^r\log2^
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Soit J l'intégrale du lemme 7.2. Dans les estimations suivantes,
CQ désignera une constante ne dépendant que de Co. D'après le lemme 7.1,
on a

• /<cof Hï.c^+ic.cKi-t)^]-"
JlX { Wl= -£, | W \ ̂  CQTI }

x J^ dw^ ... dw^-

Utilisant les coordonnées polaires pour les variables ^3 , . . . , ^»
on obtient :

P fCoil rCor\

J^Co A dr ly+^p^1/2^2"-3^
J0 Jo Jo
^COTI pCoîi ri

J^CQ\ dr\ dw^\ [r2+tw^-ldt,
Jo Jo JoT ^ r ' r0^ r0'! ^ ^2^^2^^Co ^r log 1 + - 2 — 2 ,
J o J o \ r ) w^
ÇCorï pCoîir-2 ,

J^Co\ dr\ log(l+M)_.
Jo Jo u

Par des majorations élémentaires ( du type

liogo+^^i+iog^A
Jo M /

on a encore

^Cof 011[l+log2(2Co^^r-2)]rfr=CoCo^^fTl+log2f-2-M^
Jo JoL \Co r \ t j ]

Soit
J ^Côrilog2^.

Le lemme 7.2 achève de justifier les passages à la limite du paragraphe 6.
Le lemme suivant étudie les propriétés de sommabilité uniforme sur

le bord ëQ.^ des noyaux du théorème 5.1.

LEMME 7.3. — // existe pour a > n une constante C-j (a) et des cons-
tantes CQ et €9 indépendantes de Ç e îî, telles que :

W \ [-P(0+|Ç-z|2+|ImA(Ç,z)|]-arf5(z)<C7(a)[-p(0]M-a;
J ÔSîz
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(b) \_-p {(,)]•• dS{z, ^! [-p(Ç)]qdS(z) ^ .
J^|-p+<p,ç-z>j ' ' l<e,ç-z>p 8'

^ f [-P^r1!^-^.! ^)^[-P(Q]-^J^ -p+<-p,ç-z>ri<ô,ç-z>i L 'J^|-p+<P,Ç-z>|»|<Ô,Ç-z>|

II suffit de montrer l'estimation (a) pour Ç e V^ n Q, et on peut restreindre
l'intégration sur 8£î^ à SSî^ n 5 (Ç, So), de telle sorte qu'on peut utiliser
le changement de variable du lemme 7.1. Appelons J(a) l'intégrale de (a),
on a

JW < Co f [-P(0+Co2 IM^+IW; 1]-°'^ ... dw^.
J {M?l=0, 1 M? [ ^Co8o}

En utilisant les coordonnées polaires, on a

^Coeo ÇCoso
J(a) ̂  Co ^r (-p+^+^)-^n-3^

Jo Jo

On majore en intégrant de 0 à +00 :

^(aKCof^-p+r2)-^1^-3^,
Jo

J(a) ̂  CoC-pr-" [^(i+r2)-0^1 ̂ -3^,
Jo

^(^^C^aX-p)"-.

En utilisant le lemme 4.4 (û?) et (c), ainsi que la remarque 4.4, on voit que

(1.7.1) \-P+<P^-z>\n\<Q^-z>\q

^[-pCO+IÇ-zl^llmA^z)]»^

où C ' est une constante convenable.
Il suffit alors d'appliquer le (a) avec a = n+q.
Pour démontrer le (c), on remarque que P^ Ô/--P/ 61 = ^ (| Ç-^ |).
D'après (1.7.1), on est ramené à l'estimation (a) avec a = ^+^-(1/2)

(on « simplifie » par | Ç — z [).
Le lemme 7.3 nous permet de donner des conditions sur / qui assurent

l'existence d'une solution ue Z^_i(^Ï) pour l'équation d ' ^ u = f.
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PROPOSITION 7.1. - Si les coefficients de f et de S"172 d " p / \ f sont
des mesures bornées sur û, la solution u de l'équation d^u = f donnée
par le théorème 5.1, appartient à L1 -^ (QÇÎ) et on a

ii^lJ^^^C^dl/ll.+llô-^^pA/il,).

(8 désignant la distance à SQ).
Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme 7.1,

de l'expression explicite de u dans le théorème 5.1, et du théorème de Fubini.
Le lemme suivant nous permettra d'obtenir u e L°° (^0).

LEMME 7.4. — Soit H une mesure ^ 0, bornée sur D, telle qu'il existe
des constantes a > n et C > 0, de sorte que, pour tout t > 0 et tout x e SQ.,
on ait

a[D(x,0]^C^.

Alors il existe une constante C (D, a) indépendante de [i et de z e ^Q,
telle que

[ [-pCO+l^z^+llmACÇ, z)|]-"^i(0
J»c

^ C(D, atsup^o^e^^E^ 0].

(D (x, t ) est la boule de Hôrmander définie dans l'introduction).
Utilisons le système de coordonnées du lemme 7.1, en échangeant

les rôles de Ç et z, et remarquons que, d'après la condition (iv),
d^ A (Ç, z) |ç^ = d ' p (z) du lemme 4.1, nous pouvons choisir pour coor-
données ^3, . . . , w^n un système de coordonnées réelles du plan tangent
complexe en z à ^0.

Appelons D' (z, t ) la pseudo-boule, définie par

(1.7.2) ^(z.Q^ÇeQ; -pCO+IÇ-z^+jJmA^z)!^} .

Comme la fonction — p (Q +1 Ç — z [2 +1 Im A (Ç, z) | est équivalente
à [ Wi [ + [ w ^+1 w^ [, la pseudo-boule D' (z, ^ ) est « équivalente »
à la pseudo-boule D ( z , t ) au sens suivant

D(z, Ci f) c: ^(z, t) c D(z, C^ 0 pour 0 < t < s^, ze^O,

Ci et €2 étant des constantes ne dépendant que de û.
Il en résulte que

(1.7.3) ^[^(z, 0] ̂  t~^[D(z, C^t)].
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L'intégrale J du lemme 7.4, s'écrit d'autre part :
Ç+oo

(1.7.4) J = r^CO, en posant \j.(t) =[i[Df(z, Q].

En intégrant par parties, on obtient :

(1-7.5) f^^^œ^eo^^+^r^'^O)^.
Jo Jo

Le lemme 7.4 résulte trivialement de (1.7.5), (1.7.4) et (1.7.3).

PROPOSITION 7.2. - Si la mesure [i = |/|+| ô"172 r f ' pA/ j vérifie
l'hypothèse du lemme 7.4, la solution u du théorème 5.1 est dans L00 (^Q),
et on a

IH|l-(^) ^ C(Q, OOsUp^o^e^'^E^, 0].

Remarquons que, d'après le lemme 4.4(c), on a

Kô^-z^Ctelpl^iÇ-zl.

II en résulte, d'après le théorème 5.1 et le lemme 4.4, en faisant des majo-
rations et minorations élémentaires, que

(1.7.6) |^z)|^Ctef ————^(0

J^|-P+<P,Ç-z>|"

La proposition est alors une conséquence immédiate de (1.7.6) du
lemme 4.4 (a) et du lemme 7.4.

On étudie maintenant les propriétés du noyau K(^, z) du théorème 5.2.

LEMME 7.5. - Pour tout P < 2n/(2n-l), il existe une constante C(P)
telle que

(a) ^(^^©«^(P) pour tout zeâO.
JôQç

(b) |X(Ç, z^^^z) < C(P) pour tout ÇeâO
JôSî^

Compte tenu de l'expression explicite de K dans le théorème 5.2, et
du lemme 4.4 et de la remarque 4.4, il nous suffit de démontrer le lemme
en remplaçant A: par le noyau [ Ç-z [/([ Ç-z \2^- \ Im A (Ç, z) |)", ou encore
par le noyau ([ Ç-z ̂ +\ ïmA (Ç, z) |)-»+(1/2).
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En utilisant le système de coordonnées du lemme 7.1, il suffit d'évaluer
l'intégrale

fCoso pCoeo/•Coeo (*CoSo

dr\ (r^)-^-^2^2"-3^.
Jo Jo

dr\ (
Jo Jo

II est élémentaire de vérifier que l'intégrale converge pour P < 2 n/(2 n — 1).
En utilisant un lemme classique sur les noyaux (cf. par exemple

N. KERZAN [15] p. 328), il résulte du lemme 7.5 que K est continu
de U (ëÇÏ) dans Z5 (SSÏ) pour tout s vérifiant :•-'^-i, p < 2 "

s r f3 2n-l

On a donc le résultat suivant.

PROPOSITION 7.3. - Le noyau K donnant la solution u du théorème 5.2
est continu de U (SSÏ) dans U (^D) pour tout s tel que 1 / s > (1/r )-(1/2 n\
on a donc

IHIz^n) <C(Û, s)|[^|[^^). l ^ r ^ + o o , l ^ s ^ + o o .
En particulier, K envoie L1 (SSÏ) dans L1 (^), et L°° dans L00.
Il nous faut justifier le remplacement de la norme |[/[|^(ôn) P^

\\fb ||z/-(ôf2)» ^fb est défini par (1.1.4). Soit (yi, y^, . . . , Yn) la base duale
du champ de repère en (e^ e^, . . . , ^) défini comme dans (1.1.4), on a

/ = Y i A g + / , ,
où g est de type ( p , q-1) et /^ de type (^, q). Il en résulte que

(1.7.7) KAf==KAy,/\g+K/\f,.

Soit î l'injection canonique de SÇ1 dans C". Comme i * (^'p+ûTp) = 0,
on a

(1.7.8) f* ( iAOAg)=-(*(XA^pAg)=0 ,

car K f \ d ' ^ / \ g est de bidegré (n+ l,n—2).
Comme Yi est proportionnel à ûT'p, il résulte de (1.7.8) :

(*(^Ay,Ag)=0.
D'après (1.7.7), on a donc

i\K^f)=i\k^f,)
ce qui achève de démontrer la proposition 7.3.
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8. Régularisation

L'objet de ce paragraphe est de montrer que le théorème 5.1 est encore
vrai lorsque / vérifie seulement les hypothèses de la proposition 7.1,
la forme u appartenant alors à ^,4-1 (^û). On procède en approchant/
par ses régularisées mais l'exposant —1/2 et la présence de d"ç dans
le terme (—p)"172 ûTp A/ compliquent la situation et nécessitent quelques
précautions.

Soit % e Q) (C^) une fonction positive, telle que % (Ç) d ' k (Ç) = 1 et

telle que ^ soit à support dans la boule de rayon 1/2. On pose

XsC;)^"2^).
V e /

Soit/le prolongement de/par 0 en dehors de D.
On considère les formes régularisées /g :

(1.8.1) /s-7*/.

On suppose que p a été choisie de sorte que

(1.8.2) I g r a d p j ^ 1 sur Q.

Il en résulte que/g est ^"-fermée et de classe C°° dans Og. On peut donc
appliquer le théorème 5.1 à/g dans 0^., il existe Mg e L^ ̂ _ ^ (^Og) telle que

/gA(p= MgA(p,(1.8.3) /sA(p= ^A(p,
J^ JôSî^J^ JôSî^

pour toute (p ^''-fermée de classe C1 dans Q, avec

(1.8.4) i^(z)== f ^(Ç,z)A/g(0,
JOe

où ^g (Ç, z) est le noyau du théorème 5.1 pour l'ouvert ûg, et où z e ^Qg.
Remarquons que le noyau ^g est donné par la formule du théorème 5.1,
dans laquelle on a remplacé -p par -p-c, puisque P(Ç,z) est définie
pour zeQ et C e V^. Il en résulte, d'après la proposition 7.1, qu'il existe
une constante C(0) indépendante de s telle que

(1.8.5) i|^||Ll(^)<C(0)[||/g|[^^+|i|pJ-l/2^pA/g||^^],

où pg = p+c.
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L'estimation de || | Pe l"172 ^"P^/e li^s) ^alt ^o^et des lemmes
qui suivent.

LEMMES.I. — Soit [i une mesure sur Î2 telle que \^\~vl2d\ [i\<+oo;
Jsî

il existe une constante C (0), indépendante de s et de ^i, telle que

[ Ipj-^I^Xel^cW IPI-^H.
Jîîs J"

On peut supposer [i ^ 0. Il s'agit d'évaluer l'intégrale

(1.8.6) J = f [-^(z)]-172^)!1 XeK-^)^(0.
J "s J ÎÎÇ

On évalue d'abord l'intégrale

(1.8.7) Ji=f 4i(of [-p,(z)]-l/2x,(Ç-z)^(z).
Jp(0>-28 Jtîe

On majore /i par

(1.8.8) Ji^-^lxiloof .^(Of [-^(z^-^^tz).
Jp(Ç)^-2e jQenB(Ç,s/2)

Comme d t l ^ / t = 2 ̂ /s, l'intégrale en z est majorée par C (D) ̂ /s s2""1,
Jo

on a donc

(1.8.9) ^llxlkC^s-^f 4i(0
Jp (0^-2s

^||x||.C(Q)72f \p\-l/2d^
Jp(Ç)^-2e

On estime maintenant l'intégrale Iz :

(1.8.10) J , = f [--p^-^^f /,(Ç-z)^(0.
J îie J "2s

Sur le domaine d'intégration de 7^, on a | Ç — z ) < s/2 et — p ( Ç ) > 2 8,
d'après (1.8.2), on a donc

^(z^^O-^S-pC;).
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II en résulte

^^f [-pcor^^of xe(ç-^w^
2Jft2s JSÎs

(1.8.11) J2^f [-PK)]-172^).
2JîÎ2e

Le lemme résulte alors de (1.8.4), (1.8.9) et (1.8.11).
Le lemme suivant tient compte du fait que la multiplication par ûTp

ne commute pas avec la convolution.

LEMME 8.2. — 77 existe une constante C(D), indépendante de s et de /,
telle que

]||pJ-l/2[(OA/)*^-J//pA(7*Xs)]|lL.(^^C(û)el/2||/||,.

Par un calcul immédiat, on a

(1.8.12) (OA/)*x,-^pA(7*Xs)

= f XeCÇ-^K'Pfâ-^P^jA/K),
Je»

où la notation d " p (z) (un peu ambiguë) désigne la valeur de la forme d^,
au point Ç = z.

Désignons par Jg le membre de gauche de l'inégalité du lemme 8.2,
on a donc, d'après (1.8.12) et (1.8.2),

(1.8.13) J^f [-^(z)]-172^)!' ^(Ç-z)[c;-z[|7(0[.
J ÎÎ8 JC"

Comme ( Ç-z| < s/2 sur le support de ^g(Ç-z), on obtient :

(1.8.14) Je^-^IMloof |/(0|f [-P^Z)]-1/2^).
jQi; Jî2snB(Ç,e/2)

En majorant de manière identique à (1.8.8) et (1.8.9), on a

^^lixilooC^II/ll,
Le lemme suivant est une conséquence immédiate des lemmes 8.1, 8.2

et de (1.8.5).

LEMME 8.3. — II existe C(îî) indépendante de e et de f, telle que

||Kj|L>^.)^C(t2)[||/||i+|||p|-^d"pA/||J,

où u^ est donnée par (1.8.4).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



272 H. SKODA

Pour s assez petit, ^Qg est C1 difféomorphe à ^Q, soit Oc : SQ. —> SQ.^
un tel C^-difféomorphisme, choisi de telle sorte que Og —> ïd quand s —> 0,
uniformément en norme C1 sur ^Q.

On va montrer que Mg o Og converge vers M dans L1 (SSÏ), où M est défini par

(1.8.15) u(z)== f v(Ç,z)A/(Ç), ze50.
J^

Pour alléger les notations, nous emploierons abusivement Mg au lieu
de M g ° 0 g , et Vg(Ç,z) au lieu de Vg (Ç, Og (z)). Nous allons d'autre part
tronquer / au voisinage du bord à l'aide d'une fonction v|/^ e Q) (C"),
telle que 0 ^ \|/^ ^ 1, \[/^ étant à support dans 0^ et égale à 1 dans un voisi-
nage de 0^, (r| > 0).

On pose alors

(1.8.16) P=U /^(l-W,

/^(D*^ /s î1=(/ /n)*Xs,

de sorte que/g =/?+/g11 et/=/^+/^.
On a alors (avec l'abus de langage déjà signalé) :

(1.8.17) u,-u=\ VgA/g711- f vA/'11

J Qe J îî

+ f (v^A/g^ f vA^-D,
J ÎÎTI J S2îi

avec s < r|.
Soit a > 0 donné, on choisit T| assez petit de sorte que

(1.8.18) li^^+i^-pj-^pA^II^ a.

D'après le lemme 8.3, il en résulte que les deux premières intégrales
de (1.8.17) sont majorées en norme L1 (SU) par C (Q) a, uniformément en 8.
T| étant fixé, Vg —> v uniformément sur SÇï x 0^ quand e —> 0, /^ étant
bornée en norme L1 (Q) indépendemment de s, la troisième intégrale
de (1.8.17) tend vers zéro uniformément en z quand c —> 0. Enfin v étant
continu sur ë^ x 0^, les propriétés élémentaires de la convolution montre
que la dernière intégrale tend vers zéro uniformément en z quand £ —> 0.
On a donc finalement

(1.8.19) lim^o|K-^||L^Q)=0.
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Un passage à la limite, dans (1.8.3), montre que /A(p == MÂ(p,
J Sî J QSÎ

pour toute (p ûT-fermée de classe C1 dans D.

II. Résolution de l'équation i d1 à" W = 6
et zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna

1. Préliminaires et énoncé des résultats

On se propose de montrer que les théorèmes d'existence, obtenus pour
l'opérateur d " , entraînent un bon théorème d'existence pour l'opé-
rateur id' d " , permettant de caractériser les zéros des fonctions de la classe
de Nevanlinna par la condition de Blaschke. On adopte le point de vue
des formes différentielles et des courants, qui fut utilisé systématiquement
pour la première fois par P. LELONG [2l], dans les problèmes de zéros
de fonctions holomorphes. Nous allons donc résoudre dans Q l'équation
(II.1.1) i d y d f f W = Q ,

où 9 est un courant, positif, fermé dans Q., de bidegré (1, 1). Nous renvoyons
à P. LELONG [22] pour les notions relatives aux courants positifs, fermés
et à [20] et [21] pour les relations entre les courants positifs fermés et
les zéros des fonctions holomorphes. Nous rappelons simplement les résultats
suivants :

9 s'écrit canoniquement :

(iï.i.2) e=Œi^,^n^^A^,
où les Qjk sont des mesures. La condition de positivité signifie que,
pour tout À- e C", on a

(n.1.3) Ei^,^ne,,^,x^o.
La mesure ^ 0, a = 2 Yj]=^ Qjj, est appelée la mesure trace et majore

les coefficients de 9.
Si P est la forme P = (f/2) d ' d " \ z |2, a est encore donnée par

on— 1

(11.1.4) a = 9 A - ' — — .
(n-1)!

Le cas particulier le plus important est celui du courant d'intégration [X^\
sur une hypersurface complexe X de û, a est alors la mesure aire de X.
Plus généralement (cf. [21]), on peut considérer le cas d'un diviseur sur D.
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DÉFINITION 1.1. - On dira qu'un courant positif'6 sur Q (resp. une hyper-
surface X de Q) vérifie la condition de Blaschke si

(11.1.5) f ô(z)da(z)<+oo (resp. [ 5(z) p""1 <+ooV
J" \ h (n-1)! /

DÉFINITION 1.2. — A^î^y Arw^ qu'une fonction plurisousharmonique W
dans Q (̂ 57?. M^ fonction holomorphe F dans ÇÏ) appartient à la classe
de Nevanlinna si

supe>o| W+(z)dS,(z)<+ao
(11.1.6) J5ne

f (^5j9. sup,>o log^Firf^+oo),
' \ Jô^ )

avec W^ = sup (0, ^).
Nous avons le résultat suivant.

THÉORÈME 1.1. - Si le courant positif, fermé, 9 vérifie la condition
de Blaschke et si la classe de cohomologie de 6 dans ^(Q, C) est nulle,
il existe une fonction plurisousharmonique W dans la classe de Nevanlinna,
solution dans Q de l'équation i à ' à" W = 6.

En fait, nous montrons dans l'appendice I que W vérifie une propriété
un peu plus forte que (II. 1.6). Lorsque 9 = [Z], la solution Wde l'équation
(i/n) d ' d " W = 9 est, d'après P. LELONG ([2l], p. 261), du type log | F\
où F est holomorphe dans fî, le théorème 3 de l'introduction est alors
un corollaire du théorème 1.1.

Pour résoudre l'équation (II. 1.1), nous suivons la méthode classique.
Nous commençons par résoudre l'équation

(11.1.7) idw=Q

au sens des courants dans 0, puis nous décomposons w :

(11.1.8) ^=-^1,0+^0,1»

où W^^Q et Wo,i sont de bidegré (1, 0) et (0, 1).
D'après (II. 1.7), Wo,i est ^'-fermé. Soit donc U une solution de

(11.1.9) ^17=^0,1.
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Des calculs classiques montrent alors que W = 2 Re U est solution
de i d ' d " W = 6. Lorsque 9 est de classe C1 et que Q est convexe, w et WQ i
sont donnés explicitement par les formules d'homotopie classiques

(H 1 10) ^0.1=1^ | t^kW^dt pz,,

( ^1,0 =^o,r

Le plan de la démonstration va donc être le suivant. Dans le paragraphe 2,
nous étudions les propriétés des coefficients de 9 liées à la condition
de Blaschke. Ces propriétés nous seront utiles pour estimer WQ i.
Dans le paragraphe 3, nous supposons Q convexe, et nous étudions alors
la solution ^0,1, donnée par (II. 1.10), nous montrons que WQ^ satisfait
aux hypothèses du théorème 1 (de l'introduction) :

(II.1.11) | w o , i | < + o o et S~l/2\dffp/\WQ,\<+oo,
J" Jîî

en supposant d'abord 9 de classe C1, puis 9 quelconque en utilisant
une régularisation et un passage à la limite faible. On peut donc appliquer
le théorème 1 et obtenir U, et par suite W ayant une valeur au bord
dans L1 (^Q). Le paragraphe 4 traite ensuite le cas où 0 est strictement
qseudoconvexe (non convexe). Le paragraphe 5 résoud la petite difficulté
aui provient du fait que la valeur au bord de la solution U est une valeur
pu bord au sens de la proposition 2.1 du I et non pas au sens usuel.

L'appendice I donne une autre solution de cette difficulté et montre même
que Wesi dans la classe de Nevanlinna en un sens fort. De plus, l'appendice I
montre le rôle (caché en apparence) du potentiel de Green du courant 9.

Nous utilisons très souvent la possibilité d'approcher 9 par des courants
régularisés 9 ^ \ qui sont également positifs et fermés, et de faire un
passage à la limite faible pour les solutions w, et î/g correspondantes,
sans répéter à chaque fois des arguments classiques et fastidieux.

Rappelons enfin qu'on associe à la (U)-forme positive ; ̂ .̂  9^ dz-l\dz^
la forme hermitienne positive ^-^ 9^ dz^ (x) dz^ Par abus de langage,
nous noterons également 9 cette forme hermitienne.

2. Condition de Malliavin et condition « mixte »

Comme le courant 9 est positif et fermé, la condition de Blascke entraîne
de remarquables propriétés de sommabilité des coefficients de 9, que nous
allons étudier dans ce paragraphe.
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Lorsque 6 est une (l,l)-forme positive à coefficients continus sur 0, nous
désignerons par 9ç (Ci, ^2) la valeur de la forme hermitienne positive 9^
au point Ç e Q sur le couple de vecteurs (Ci, ^2) de C". Si Ci et ^2 sont deux
champs de vecteurs sur îî, nous noterons 9 (Ci, ^2)? ta fonction
Ç »-» 9^ [Ci (Ç), ^ (9]« Nous aurons besoin de définir 9 (Ci, ^2)? lorsque Ci
et ^2 sont deux champs continus de vecteurs sur D, et lorsque 9 est un
courant positif sur 0.

On procède par dualité; soit d'abord (^i, e^, . . . , e^) un champ continu
de repères sur un ouvert de 0.. Soit (yi, 72? • • • ? Yn) la base duale
de (^i, ^2, . . . , <?n) dans C". Le 0-courant 9 (<?y, ^) est alors défini par

(11.2.1) 9(^,^)A^,(fy,AY,)=9A(iY,Ay,)A^,, ,(fy,Ay,),

ou encore lorsque (e^ e^, . . . , e^) est orthonormée

(11.2.2) 29(.,, e,)^ = 9A QY,Ay^A^,^Q^Ay,V

Si ^ et ^2 sont deux champs continus quelconques, on définit 9 (^, ^2)
par linéarité à l'aide des composantes de ^i et ^2 dans un champ de repère
local.

Soit p une fonction de classe C2, strictement plurisousharmonique,
vérifiant ûTp ^ 0 au voisinage de 80. et définissant 0. Pour ÇeQ, on
définit le plan « tangent complexe » T^ au point Ç, comme le noyau de d ' p
enÇ.

Nous utiliserons fréquemment par la suite un champ continu local de
repères orthonormés (e^ e^, . . . , ^), tel que (^2, • . . , ^n) constitue une
base de T^. Nous définirons la trace tangentielle c ,̂ de 9 par

(11.2.3) ^=E?=2e(^,^).

cr^ est indépendante du choix de la base orthonormée (^2, • • . , ^n) de 7 ,̂
mais dépend du choix de p. Si 9 est continue, a;, au point Ç n'est autre que la
trace de la restriction de 9ç à Tf. Si 9 est continue et si Ç est un champ
continu, on pose

(n.2.4) ||9fé, ^liTc^Z^lefê.^i2)172,

où (^2 ? • • • ? ^n) est une c)ase orthonormée de T0. Pour chaque Ç, c'est la
norme de 9ç (Ç, .) restreinte à T^.
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PROPOSITION 2.1. — Soit 6 un courant, positif, fermé, de bidegré (1,1)
dans Q, vérifiant la condition de Blaschke. 9 vérifie alors les propriétés
suivantes

1° f - p ( i c î f c i f f p ) n ~ l / \ Q = \ i d t ^ ^ d t l ç ^ ( i d l ^pV^AÔ;
Jîî Jîî

2° O b ' - ^ C(û, p) ô(z)rfa(z) (condition de Malhiavin);
J Q ^ ! J Î2

3° 5Ï Ci ^ ^2 som deux champs de vecteurs continus sur Q, tels que, pour
tout Ç G D, [[ Ç, (Ç) \\^\et ̂  (Ç) e 7^, on a

S172 | 9fêi, ̂ ,) | p- < ̂ (û, p) f §(z)da(z) {condition « mix^ »).
Jn n! Jn

4° Si Ç ^^ M^Î champ continu de vecteurs de norme < 1 sur 0, ^ si 6 ̂
continue sur 0, wz û?

f Ô^IIGfê, . ) | |^^C(0,p) [ Ô(z)da(z).
Jî2 n! Jn

La propriété 2° a été établie par P. MALLIAVIN [24], dans une formu-
lation différente. Elle signifie intuitivement que les coefficients de 9 relatifs
au plan tangent 7^ sont intégrables. Les propriétés 3° et 4° signifient que les
coefficients « mixtes » du courant 6 (on « prend la valeur de 6 » sur un
couple de vecteurs (^, Ç^) dont l'un seulement est supposé « tangent
complexe ») sont intégrables avec le poids ô172.

La propriété 1° qui signifie en fait que les conditions de P. MALLIAVIN
et de BLASCHKE sont équivalentes, nous a été suggérée par W. STOLL (dans le
cas de la boule) au Congrès d'analyse complexe de l'Université du Michigan
(août 1974). Lorsque 6 est de classe C1 dans 0, la propriété 1° n'est autre
que la formule de Stokes :

(il.2.5) f ^[îpri'pAOfffrpy^Ae^o,
Jîî

qui s'écrit encore :

(11.2.6) -pa^^py^Ae- i d f p / \ d f ' p A ( i d f d ' f p ) n ~ 2 / \ Q = 0 .
JSî JSï

La formule (11.2.6), dans le cas où 9 est positif, fermé quelconque,
s'obtient par des passages à la limite standart (lorsque 9 est défini dans un
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voisinage de Q, on approche 9 par ses régularisées 6 * /, qui convergent
faiblement vers 6; le cas général s'obtient à partir du cas précédent par
exhaustion en utilisant (11.2.6) dans ÎÎJ.

D'après les hypothèses sur p, l'intégrale - p (i d ' ^Tp)""1 A 9 est équi-
J"

valente à l'intégrale de Blaschke ô (z) âa (z).
J"

Choisissons localement un champ continu de repères (e^, e^, ..., e^)
comme dans (11.2.3) de telle sorte que (^ (0, . . . , ^ (Q) soit une base
orthonormée de 7^ qui diagonalise la forme hermitienne positive i c i ' d"^ (Ç)
restreinte à F?.'•>

Soit ̂  ^ À,3 s $ . . . ̂  ̂  les valeurs propres de i d ' d"^ restreinte à T0,
et Yi, 72 » • • • » 7n ̂  base duale (comme dans 11.2.2), on a alors :

(11.2.7) id^^dt^^(idtdtt^)n~2^Q

=i^P|2^ylAYlA(^^^,Y,AY,)n-2A9,

(11.2.8) ^ /pAd"pAaJ'J / /p)"-2A9>(n-2)!X^2|^p|2cT,2np71.
n\

Le 2° résulte trivialement de (11.2.8) et du 1° (et des hypothèses sur p).
Le 3° et 4° résultent, lorsque 9 est continu, de l'inégalité de Cauchy-

Schwartz appliquée à la forme hermitienne ^ 0, 9 :

(II. 2.9) 2Ô1/2 |9(^, Ç,)| > 09 fê,, Ç0+9(^, Ç,),
(II.2.10) 2ô l / 2 |9(^,^)|^ôa+a,.

Les inégalités (11.2.9) et (II. 2.10) sont encore vraies pour 9 positif
quelconque, par passage à la limite faible; le 3° est cône vérifié dans le cas
général. Remarquons que le 4° est équivalent au 3° lorsque 9 est continu.

Le 4° sera commode ultérieurement, car [ [ 9 (^, .) [ |yc est indépendant
du choix d'une base de T0.

3. Transformation des mesures par l'opérateur d'homotopie de « Cartan-
Poincaré »

Soit Q un ouvert strictement convexe, défini à l'aide d'une norme p
sur C" :

0 = { z e C ; p ( z ) < l } .

On pose, dans ce paragraphe, 8 (z) = 1 — p (z).
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Soit g une fonction continue sur Q, on considère l'opérateur K défini
par

(II.3.1) (Kg)(z)= [\(tz)dt.
Jo

II est bien connu que si g est nulle au voisinage de 0, et si

| §(z)|g(z)|^(z)<+oo,
Jû

alors Kg est intégrable.
Le lemme suivant généralise ce résultat.

LEMME 3 . 1 . — Soit a un nombre réel tel que a > — 1. On a alors :

J f̂l.î î ^J r̂.î î .
Seul le cas a = 0 et a = —1/2, nous intéressera.
La démonstration est purement technique et résulte du théorème de

Fubini. On a

(II. 3.2) f [Ô (z)]» | K g (z) | à\ (z) ^ f [ô (z)]" d\ (z) f ' | g (tz) \ dt.
J" Jn Jo

Posons

(11.3.3) 7= f [S(z)^d^z) [\g{tz)\dt.
JSÎ Jo

D'après le théorème de Fubini, on a

(11.3.4) I=[ldt\ [ôCz^lgOz)!^).
Jo Jn

Faisons pour chaque t fixé le changement de variable tz = Ç, on obtient
(Q étant convexe) :

(11.3.5) ^f^f f6(S)T|,(ç)|-'^),
Jo Jpco^fL v7_l t

Appliquons encore le théorème de Fubini :

(u.3.«) '-L î̂ 'LK^-
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II en résulte aussitôt(iï.3.7) ^w-^r fi-^i^.J" [p(0] Jp(oL t J
Posant T = 1 -(p (O/?), on obtient :

di.3.8) r fi-p^F^p^f-'^^^j.f1--^,
JP("L < J Jo (l-T)2 p(Ç)JO

? ri-^T^-p^r1.
JP(Ç)|_ t J (a+l)p(Ç)

II en résulte

("•3•9) ^Jj1-^'^0'^-
On considère maintenant l'opérateur de Cartan-Poincaré appliqué à la

forme positive, fermée, 9, définie dans 0 :

(il.3.10) ^o4=E^i[s=i^J^e^(^)^1^.
On peut toujours supposer 9 nulle au voisinage de 0.
D'après le lemme 3.1, appliqué avec a = 0, WQ ,1 est à coefficients inté-

grables dans Q, lorsque 9 vérifie la condition de Blaschke.
Pour pouvoir résoudre l'équation à" U = ^0,1 dans Q, avec u admettant

une valeur au bord dans L1 (ÔQ), il suffit alors de vérifier la condition
suivante :

(11.3.11) f [ÔCz^-^l j^pAwoJl^zK+oo.
Jîî

Posons, pour condenser l'écriture,

(11.3.12) ^9=E^A,CO^.

On a alors :

WQ i A d"p = t [z. 9 (tz)\ A rf"p (z) dt.
Jo

•i
(II. 3.13) M;o,i A ̂ 'p = \tz. 9 (^z)] A ^Tp (fz) A

« o
»i

+ DZ . 9 (tz)\ A [d"p (z) - d" p(fz)] dL
« o
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II en résulte

(11.3.14) | |wo, iA^p | [^ [\\[tz.Q(tz)\t\d^(tz)\\dt
Jo

+ ^ \\\tz^(tz)^^^(tz)-d^(z)\\\dt.

Posant g ( z ) = I I [>.6(z)]A^Tp(z) I I , il résulte du lemme 3.1 que la
condition (11.3.11) est vérifiée pourvu que l'on ait

(11.3.15) f [&(z)]l/2\\[z.Q]^d^\\d^z)<+o^.
JSÎ

(II. 3.16) f ^(z)]-172^)
J"

x [ ||[fz.eOz)]A[^pOz)-rf//p(z)]i|^<+oo.

La condition (11.3.15) sera une conséquence immédiate de la « condition
mixte ». Vérifions (II. 3.16). Comme p est de classe C2, on a

(II. 3.17) [ | ffp (tz) - d'^ (z) 1 1 < C (1 - 0 pour z e û.

On doit donc montrer que

(II.3.18) f [8(z)]- l /2^(z)f\a0z)(l-0^<+oo.
Jî2 JO

En utilisant le théorème de Fubini et le changement de variable tz = Ç,
on obtient :

j= f a(o^(o r (i-orôf^T172-^,J» Jp(o L v7J t

^^L^-^'-
Comme (1-0 est majoré par 1 - p (Ç) dans la « seconde » intégration,

on obtient :

^2jji-p(or,(o^.
L'intégrale de droite est finie puisque o vérifie la condition de BLASCHKE,

ce qui démontre (II. 3.18) et par suite (II. 3.16).
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Vérifions maintenant la condition (11.3.15) :

f ^(z^l^z^A^pli^z^+oo.
J»

Remarquons d'abord que si/est une (0,l)-fbrme, on a en utilisant en z e Q.
un repère orthonormé (e^, e^ , . . . , e^) tel que (e^, . . . , e^ soit une base
de T^ :

^p(z) == |? rfz, et /Ad-p = ̂ ^Adz^dz,.
ôz^ ôz^

II en résulte donc

01.3.19) il/A^pH^ ^2^,|/,|2=i^p|2||/,ii2,
ôzi

oùyj, désigne la restriction de/à T^ au sens de (1.1.4).
Appliquant cette relation (II. 3.19) avec/= z.9 et en considérant 6^

comme une forme hermitienne sur C", on a

(il.3.20) ||(z.e)Arf7p||2=|rf / /p|2.]z]2^=2|e^fé,^)|2,
avec Ç = z/| z |. Comme Ç est unitaire et que les ^ appartiennent à 7^,
on a la condition « mixte » (cf. proposition 2.1 (4)) :

f ^^)]l/2(S!=2\? ^|2)l/2^(z)<+a),
J"

qui entraîne, d'après (II. 3.20), l'estimation (II. 3.15), et achève donc de
démontrer (II. 3.11).

La construction de w et les majorations ont été faites en supposant 6 à
coefficients continus sur û. Mais comme toutes les estimations de w en
norme L1 ((II. 3.11) et lemme 3.1) s'accompagnent d'une majoration

précise par C (îî) ô (z) da (z), où la constante C (0) est indépendante des
Jn

petites déformations de classe C2 de û, il est immédiat lorsque 9 est positif,
fermé (quelconque), d'obtenir par régularisation et passage à la limite
faible, une solution w à coefficients mesures bornées sur û vérifiant :

( dw = 6,

|!^o,i||i <+°° et l IS ' ^Wo. iA^pHi <+oo.
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4. Le cas général ou û est strictement pseudoconvexe

D'après le théorème 1 de l'introduction et (II. 1.11), le seul problème est
de résoudre globalement dans 0 l'équation

(11.4.1) idw=Q,

de sorte que la composante WQ^ de bidegré (0,1) de w vérifie

(11.4.2) |wo i | <+oo et Ô"' l / 2 |wo,lA<^p|[ <+oo,
Jîî ' Jn '

la composante w^o ̂  bidegré (1,0) vérifiant la condition conjuguée.
û étant strictement pseudoconvexe, û est localement isomorphe à un

ouvert strictement convexe. On peut donc localement (dans Q) résoudre
l'équation îdw = 0, w vérifiant (11.4.2). Soit donc (û/)^ un recou-
vrement ouvert fini de û et Wj une solution de (11.4.1) et (II. 4.2) dans ûy.
Soit \|/y une partition G"" de l'unité dans Q, subordonnée à Dy. On a alors

(11.4.3) e-fd(^l^^)=-Œ?=l^A^•

La forme ][J= i d^fj A Wj est fermée, à coefficients mesures bornées dans îî
d'après (11.4.2), et cohomologue à 9. Il nous suffit donc de montrer le
lemme suivant (car ]^i v[/y w, vérifie (11.4.2)).

LEMME 4.1.- Soit 0 un courant de degré 2 sur 0, û coefficients mesures
bornées sur Q, ^ dont la classe de cohomologie dans H2 (Q, C) est nulle.
Il existe alors un courant w sur Q. d'ordre nul, tel que

f [ô]-1

J"
dw=Q et r^l"172!^! <+oo.

On pourrait même remplacer -1/2 par a avec a > -1. D'après les
formules explicites (II. 3.10) et le lemme 3.1, le problème est localement
possible, l'idée de la démonstration est donc d'utiliser l'isomorphisme de
Dolbeault. Nous allons définir trois faisceaux ^o? ^i? et ^i sur Q' à
l'aide des préfaisceaux de leurs sections. Soit U un ouvert de Q.

9 e F (£/, ^2) sl? et seulement si, 0 est un courant de degré 2, d'ordre nul,
sur U n f2, vérifiant dQ = 0, et pour tout compact K c: (7,

(11.4.4) [ 9 i < + o o .
J K
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w e F (U, ̂ i) si, et seulement si, w est un courant de degré 1, d'ordre
nul sur U n 0, tel que dw soit aussi d'ordre nul et tel que, pour tout K
compact de U,

(11.4.5) f ô- l / 2 | ,w|+ f i d w | < + o o .
J K J K

Enfin g e F (U, ^o) si, et seulement si, g est un 0-courant d'ordre nul
sur U n îî, tel que û^ soit d'ordre nul et tel que, pour tout K c= U
(K compact),

(ii.4.6) f ^l/2(\g\+\dg[)<+oo.
J w

Remarquons que le faisceau constant C est un sous-faisceau de ^Q.
On a donc la suite d'homomorphismes de faisceaux

(II. 4.7) 0 -> C -^ ^o -^ ̂ i -â> ̂ 2 -> 0.

Les formules explicites d'homotopie pour l'opérateur d dans un convexe
eUe lemme 3.1 (avec a = -1/2) montrent que la suite (II. 4.7) est exacte
(P. étant localement isomorphe à un convexe).

LEMME 4.2. - Les faisceaux ^Q et ̂ \ sont fins.
En effet, si w e T (£/, j^i) et si v|/ e ̂ °° (î/) est à support compact dans U,

on a \(/ w e F ( U, <^\), car la formule

d(^w) = d^f/\w+^dw

montre que \|/ w vérifie (11.4.5). Le même raisonnement vaut pour ^o-
On peut alors répéter le raisonnement de l'isomorphisme de Dolbeault,

soit ̂  le sous-faisceau de <^\ noyau de d. On a les suites exactes

(II.4.8)
0 -, ̂  -» ̂  -, ̂  -^ o,

O-, C -^ ̂ 'o -^ ̂  -> 0.

Les suites exactes de cohomologie correspondantes donnent les suites
exactes

(II 4 9) f ̂ ^ -^ ^^2) -^^^^^(O,^),
( H1 (û, ^-o) -^ H1 (D, jF,*) ̂  Jî2 (D, C) ^ J^2 (Q, ^o).
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Comme ^o et ^\ sont fins (lemme 4.2), les ^(D, e^o) et 77 ̂ O,^)
sont nuls pour i > 0, et on a

( ^(Q, ̂ ) ̂  F(Û, ̂ w[r(û, ̂ )],
(11.4.10) \ — —

( ^/1 (0,^)^^(0,0,
d'où

(n.4. il) r (Q, ̂ MW ^i)J ^ ̂ (û. G).
Comme 77 2 (0, C) et H2 (0, C) sont isomorphes (0 étant de classe C2),

(II. 4.11) achève de démontrer le lemme 4.1.

5. Procédure exhaustive

Comme la valeur au bord de la solution U pour l'équation
à" U = f = WQ^, donnée par le théorème 1, n'est une valeur au bord au
sens usuel que lorsque Wo, i =./est continue dans 0, on n'est pas certain
a priori que la solution W de (II. 1.1), obtenue par application directe du
théorème 1, soit bien dans la classe de Nevanlinna au sens usuel.

On va montrer qu'il en est bien ainsi en régularisant w, et en faisant un
passage à la limite utilisant le fait que la solution West plurisousharmonique.
w étant la solution de (11.4.1) construite dans le paragraphe 4, on pose

(11.5.1) /=^o.i.

et on régularise/comme dans le paragraphe 8 de / : /==/* ̂ .
On résoud

(11.5.2) ^s=/s dans Q,,

en appliquant le théorème 5.1 et la proposition 2.1 de I.
La valeur au bord de U, vérifiant comme dans le lemme 8 .3 :

(11.5.3) f \U,\dS^M,
Je^.

où M est une constante indépendante de s.
Posant W^ = 2 Re U^, on obtient, dans Og,

(11.5.4) ^'^^=9*^,

(/g étant à support dans B (0, s/2), 9 * ̂  est bien défini dans un voisinage
de 0,).
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Comme 6 * ̂  est positif, ^ est plurisousharmonique dans Dg. Soit
alors H^ la fonction harmonique dans ûg, continue dans Qg, qui coïncide
avec W^ sur BO, (^ est continue dans û,). ^ est positive et vérifie,
d'après (11.5.3),

(H. 5.5) ^e^^s dans Q,,

(II.5.6) f H^dS^M-,
J QSîe on

où ôp/ôn désigne la dérivée normale et M' une constante qui dépend de M
et de p.

Comme H^ est harmonique et positive dans ûg, et que p est sous-

harmonique, la formule de Green montre que l'intégrale H^ ëp/ôn dS
Jô^

est une fonction décroissante de T| pour T| < s.
On a donc, d'après (II. 5.6),

(II. 5.7) H,ap dS^ < M' pour tout ri < £.
J ôsir} on

(11.5.7) montre que la famille H, est une famille normale de fonctions
harmoniques ^ 0, on peut donc trouver une suite e^ telle que H^ converge
uniformément sur tout compact de D vers une fonction harmonique ^ 0,
//, dans 0.

D'après (11.5.7), on a

(II.5.8) H-pdS^<Mf pour tout T| > 0.
J ôsîr^ 8n

D'autre part, d'après le lemme 8.3 et la proposition 2.1 de I, U^, et par
suite W^, reste bornée en norme L1 (Qg), on peut donc extraire de la suite £„
une sous-suite, notée encore s^, telle que W^ converge faiblement au sens
des mesures vers une limite W dans 0.

D'après (11.5.4), on a, dans Î2, i d ' d " W = 6; W est donc plurisous-
harmonique dans 0. Pour toute fonction ^0, g e ̂ ° (Q), on a,
d'après (II. 5.5),

H^gûfX^ H^gd'k pour s assez petit.
Jîî Jn
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Par passage à la limite, on en déduit

PVgrfÀ^ H g d K pour toute fonction ^ 0, geC°(û),
JSÎ JSÎ

on a donc, dans Q, W ̂  H; H étant positive, on en déduit, d'après (II. 5.8),

W^ <9P dS^ < M' pour tout 11 > G.
J 8SîT\ on

W est donc dans la classe de Nevanlinna.

APPENDICE 1

Formule de Cauchy-Martinelli et fonction de Green

Dans cet appendice, nous faisons le lien entre le terme « de Cauchy-
Martinelli » de la formule (1.2.11) et la fonction de Green de l'ouvert û.

Lorsque/est la forme Wo, i , composante de bidegré (0,1) de la forme w,
solution de idw = 9 (cf. II, paragraphes 3 et 4), nous transformons la
formule (1.2.11) qui donne U en fonction de/et de la solution tangentielle u,
et nous obtenons pour W = 2 Re (7, une formule explicite dans Q en
fonction de 9 et de Re u, faisant apparaître la fonction de Green G (Ç, z)
de Q et le noyau de Poisson de Q. Le potentiel de Green de 9 « correspond »
donc au terme de Cauchy-Martinelli de (1.2.11).

On en déduit aussitôt que la solution W de i à' à" W = 9 vérifie un peu
mieux que (11.1.6), on a W\^ converge vers W^ == 2 Re u dans
L1 (ô^Ï), quand s —> 0. Nous terminons en démontrant la majoration
annoncée (1.2.20), concernant

|iC(z,0-X(z*,Ç)[.

La solution U de à" U = /, admettant la valeur au bord u, est donnée,
d'après le paragraphe 2, formule (1.2.11), par

(1) U(z) = 1 [ iC(z, QA/(0+ 1- f X(z, CMC),
cjsî cjesî

où K est donné par

(2) K(z, 0 = E^i(-^"1,^"^ ÂC^^^Aœ^).
1-Ç|
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La fonction de Green G (Ç, z) de l'ouvert Q. peut s'écrire :

(3) G^^=c^-z\-2n+2-H^z),

où ^(Ç, z) est harmonique en Ç, de classe C°° dans Q par rapport à Ç pour
chaque z fixé dans Q. c^ désigne la constante (n—2)\/4 n".

D'après (2) et (1.1.11), on a

(4) ^K^z)=2idfL^-z\-2n+2-p^-],
Cn L Oî-l)!j

où P est la forme kàhlérienne P == (i/2) d ' à" \ z |2.
D'après (4) et (3), K s'exprime donc en fonction de G par

(5) -lx(z, 0 =lidt\G(^ z) -p"-^- 1 +2i(drH)/\ -p^- .
€„ L Oî-l)U (i-l)!

Comme ̂  est harmonique en Ç, la forme d'^ H / \ P"~1 est âfç' fermée.
En utilisant (1.2.4) avec (p = rf^ JYA?""1, la formule (1) s'écrit encore,

d'après (5),

(6) [ 7 ( z ) = - 2 ^ f ^GAp^AAO+f id[G\y-^u(Q\.
(n-l)îLJ^ J^ J

Cette formule n'est en fait qu'une variante de (1.2.16).
Comme G est nulle lorsque Çe3Q, on a d'^ G-\-d'^ G == 0 sur 80., en

posant ^c = i ( d " — d ' ) , (6) s'écrit donc encore :

(7) C/ (z )=———rf ^GAp^A/C;)- f -^GAp"-1^)].
(^-l)!LJ"ç J^2 J

En calculant la forme (i/2) d^ G t\ P"~1 au point Ç e ^îî, dans un repère
(e^ e^ . . . , ̂ ) tel que (^2, - - • ? ^n) soit une base de T^, on obtient encore :

(8) U{z)^—!——\id,G^yt-l^f(Q-[ ^u(0d5(0,
(n—l)ÎJoç J^Qç on

où ^(7/^2 est la dérivée normale à ÔQ au point Ç, ^Q étant orienté par la
normale extérieure.

— 8G/ôn (Ç, z) n'est autre que le noyau de Poisson R (z, Ç) de Q, on a
donc

(9) l7(z)=-^—f ^GAF^A/^ f ^(z,Ou(OJ5(Ç).
(n-l)!jsîç J^ç
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Supposons pour l'instant/de classe C1 dans Q, et appliquons la formule
de Stokes dans la première intégrale de (9), on a

(10) [/(z)——__f - G ( z , O P W - l A ^ / + f R(z,WQdS(Ç).
(n—i)\j^ JQ^

Comme W = 2 Re £/, que 9 == 2 Re f ûT/ et que les noyaux G et R sont
réels, on obtient finalement :

P""1

(11) W(z)=[ - 2 G ( z , O P ' l A 9 + f R(z,Q2Reu(QdS(Q.
J"ç (^—1) ' J^Qçj^ (H ÎO! jaoç

Cette formule est démontrée lorsque/et 9 sont de classe C1, il est immédiat
de l'étendre au cas général en utilisant la même procédure exhaustive que
dans le paragraphe 5 de II. On a donc la proposition suivante :

PROPOSITION. - La f onction plurisousharmonique W solution de l'équation
i d ' d " W = 9, construite dans II, est donnée par la formule

r R" -1 A o r
W(z) = -2G(z, O1——— + R(z, Ç)2Reu(QdS(Q.

J"ç Oî—1)! Je^

où G est la fonction de Green de Q, R (z, Q le noyau de Poisson de D, et u la
solution de d ' ^ u = WQ^ au sens de (1.2.4) (cf. (II. 1.8)).

La restriction de W à ÔQ,^ converge donc vers 2 Re u en norme L1 sur
le bord.

On voit que le rôle joué dans la théorie par le potentiel de Green

—G (z, Ç) da (Q est finalement assez modeste.
Jûç _

On démontre maintenant la majoration (1.2.20). Rappelons que z* e P 0
vérifie :

(12) { ̂ f1^^ pour tout ÇeD et zetî.
[ Z-L,|^C;i|z*-Ç|

Commençons par majorer le nombre E, défini par,
1 * f |2n ] y |2n

~2"—', 7*_,-1-2" — I 2 ' ^ 1 '"^'"Sl(13) E^z-Çi-^-iz*-;;!
2» 1 _* >- |2n '\Z-i.\2"\Z*-ï,\

Comme | ^"-5" | < n \ A-B \ C"~1 si C ^ max (A, B), on obtient, en
prenant C = (1 + C;,) j z* -Ç | (d'après (12)),

K^.^+r^-ill2*-^-!^!!
Iz-Çl^lz*-^) ' -
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E ̂  2n(l+C^2"-1 \z~z \
|z-Çn^-Ç['

(14) £<2nCiC2(l+C^)2"-1 5(2^.
1 z — l°l

On a d'autre part

z.-Çi zf-Ç,
|z-Ç|2" jz*-Ç|2"
=(z,-0[|z-Çi-^-|^-Ç|-2"j+^_^_ç|-^

D'après (13), (14) et (12), on en déduit :

(") ^-A^..^
|î-Ç|2" |r'-Ç]2- Tz^îl2--

c'est-à-dire

(16) |X(z, Ç)-W, 0| ̂  C t e 0 ^ .|z-q2"

APPENDICE II

ûT-cohomologie à support compact

Dans cet appendice, nous démontrons la proposition 2.3 du I.
D'après le paragraphe I, le problème est au fond de donner des formules

intégrales explicites pour la ûT'-cohomologie à support compact dans Q.
D'après les formules générales de décomposition pour l'opérateur d\
figurant par exemple dans [27] (théorème 2.2, p. 142), il nous suffirait
de construire une section s : QxQ\A-^£' de classe C1, qui coïncide
avec s,, au voisinage de A, et qui est holomorphe en Ç (et non pas en z)
quand z est assez près du bord <9D.

Si/est d "-fermée et à support compact dans D, on a une solution U à
support compact dans D de l'équation d ' U = /, donnée par

(1) U(z)= ! 5*^iA/(Ç),
Jîîç

s * [i désignant en fait par abus de langage la composante de bidegré (p, q—V)
en z et (n-p, n-q) en Ç de s* [i (avec q < n). Mais on constate alors que U
est seulement dans L1 (SÏ) quand / est dans L1 (0), ce qui n'est guère
commode pour les passages à la limite, L1 n'étant pas réflexif.
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On va donc procéder de manière un peu différente, quoique fonda-
mentalement équivalente. / désigne donc une ( p , ^)-forme, de classe C1,
à support compact dans 0, et (p désigne désormais une (n—p, 7î-^)-forme,
de classe C1 dans 0 (on ne suppose plus (p û? "-fermée).

La relation d [̂  ^i] = d " \s^ [i] = €„ [A], au sens des courants dans
CnxCn, entraîne la relation suivante (qui n'est autre qu'une variante
de (1.3.4)):

(2) cS /Acp^-iy^f (5?u)A/(OA^(p(z)
Jîî Jî ixQ

+ f (^)A/(Ç)A(p(z).
J nç x 5S2z

Utilisons la section s^ du théorème 3.2, définie sur OçX^Q^\A,
holomorphe en Ç. D'après le paragraphe 5, s^ est défini par

(3) ^(Ç,z)=(-6(Ç,z),Ç,z).

Soit d'autre part F^ la chaîne d'homotopie de Sj, et 5-2, définie par (1.3.14).
Comme / est à support compact dans 0, la formule de Stokes montre que

(4) s^A/A(p= s^A/A(p+f F^A/A^.
J îî{; x 5Q^ J Qç x ôSî» J 1 x î2ç x 5Q^

Comme ̂  est holomorphe en Ç, des considérations de bidegré montrent
que la deuxième intégrale de (4) est nulle pour q < n (lorsque q = n,
il faut supposer/orthogonale aux (n-p, 0)-formes holomorphes dans D).

D'après (2) et (4), on obtient donc :

(5) cS /A(p=(-l)^[ ^A/Aff(p+f F^A/AJV
Jîî JnxQ J lxQçX Bîîz

On va prolonger F^ à /x Qç x Q^ de la façon suivante. Soit x la forme
différentielle
(6) ^^(-ir^A-AAœK-z).

F^ \i est alors donnée par
F* v/•y-, r* „ ^________"2 J<t________

^ç-zl'-d-^xaç-^r'
On peut alors, d'après le paragraphe 4, prolonger F^ (i à /x 0. x Q^ par

la forme T, définie par
/g\ »p ^___________^2 K_________

{t^-z^+Çi-t^-p^+^Q^z-W
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où F\ est définie par

(9) F2^^z)=(t^-z)-(l-l)Q,^z\

et est une application de /x ûç x ̂  dans C3" (mais F^ n'est à valeurs dans E
que sur / x Qç x dîlj.

Remplaçons 7^ a par ^F dans (5), et appliquons la formule de Stokes
par rapport à la seule variable z, nous obtenons

(10) c^ f^^=(-l)p+q( ^aA/Ad"(p-f (CTA/Arf"(p.)
Jîî J î î x Q J / x Q x Q

Comme ^P est singulière sur A, il est nécessaire de justifier l'intégration
par parties en montrant que d"^ ^F est localement intégrable, ce que nous
ferons dans un lemme ultérieur en même temps que l'estimation de la
solution obtenue. D'après (10), nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 1. — Soit f une ( p , q)-forme (q < n), d"-fermée, à support
compact dans D. On aune solution U à l'équation d " U = fdans D, donnée
par '

1 F (— \\P+(l F
(11) C/(z)=- ^aA/(0+v—— /— C^AAO,

^Jîîç €„ JJxQç

où ^P est la forme définie par (6), (8) et (9).
U est nulle sur le bord <5Q, au sens de la formule de Stokes,

\ /Acp^-iy^f C/A^(p,
Jn JQ

pour toute (n—p, n—q)-forme (p de classe C1 dans Q.
Si q = n, l'énoncé est encore vrai si on suppose / orthogonale au

(n—p, 0)-formes holomorphes dans 0.
Nous allons maintenant estimer le noyau qui donne U en fonction de/,

et montrer que ce noyau est continue de L1 (0) dans U (0) pour r
convenable > 1. On commence donc par calculer F^ x, puis ^P, puis d"^ ^F:
Désignons abusivement par Ç la fonction de t, Ç et z :

(12) ç=^-z)-(i-oe.
D'après (6), nous devons calculer la composante de bidegré ( p , q—2) en z

et (n —p, n —q) en Ç de la forme

(3) E,<,(-l)i+J-l(/Ç,•l''-^•lL^(A(A^,„-rf"^)A(o(i;-z),
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où d " est la différentielle extérieure par rapport aux variables (Ç, z).
Soit encore

(14) S^-l)1^-1 [(^-z,) ô,-(Ç,-z,) ô.]^A(A^,,,^^)Acù(Ç-z).

Comme û^ ûT ̂  = 0 (puisque <g^ est holomorphe en Ç), la composante
cherchée de d"^ ^ n'est autre que la composante de bidegré ( p , q— 1) en z
et (n—p, n—q) en Ç de la forme

(15) L^-D^-^k——(^-^e.-^-^e, 1^^
t[r|Ç-zi2+(l-0(-p(z)+<e,z-0)]"j

A(A^;,,rf"^)Aco(Ç-z).

Les coefficients de d"^ T sont donc majorés (d'après (15) et (12), soit par

(16) . , , cte___________
j( |Ç-z|2+(l-0(-p(z)+<g,z-0) |B

soit par
(17) Cte^-zl^d-Ol^-zl]

|^-z|2+(l-0(-p(z)+<ô^-0)^ l

(où le terme en (1 —t ) du numérateur provient du terme en (1—0 d"^ de
la différentielle du dénominateur de (15)).

Nous allons en déduire le résultat suivant :

PROPOSITION 2. - La solution U de l'équation d " U = /, donnée par (11),
vérifie l'estimation :

i|^iiL.(o:)^C(Q,r)||/i|^^,

pour tout r tel que 1 -1/2 n+2 < 1 / r ^ 1, C (Q, r) étant une constante ne
dépendant que de Q. et r.

Il suffit de montrer que

(18) f 1 d t \ I^O^z^^z^C,
J o J Qz

où la constante C est indépendante de Çe î î (l'estimation correspondante
pour s^ [i est classique avec 1 / r > l—(l/2n)).

Posons

(19) L^iç-zj^i-oc-pc^+xô^-çyj,
qui s'écrit encore, d'après (1.4.6),

(20) ^-^-^-Kl-OE-p^+g^O].
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D'après (1.4.12) et le lemme 4.3 (6) (en échangeant les rôles de Ç et z,
et en remarquant que l'estimation de < ̂  , Ç-z > est en fait une estimation
de -P (0+^ (^ z)), on obtient pour L l'estimation suivante

(21) \L\^c^-z\^(\-t)(-^z)+\imA\)^
où CQ est une constante convenable ne dépendant que de D. Compte tenu
de (16), (17), et (21), l'estimation (18) sera une conséquence des deux
estimations suivantes :

(22) f o ^ L ^^-zi2+( l-^(-p(z)+lIm/îl)]-""rf^(z)<cl'
(23) F4 (l-Q^-zl^)

Jo J^EIÇ-z^+O-^-^^+llmAl)]^1^ 2 Î

où Ci et €2 sont indépendantes de Ç e îî.
Démontrons d'abord l'estimation (23) en utilisant, pour chaque Ç fixé,

le système de coordonnées du paragraphe 7. On est amené à montrer que

(24) f ' d t ! (l-OrHr^(w)
Jo J | . |<Ro[ |w| 2 +(l -0( |Wl |+ |^2 | ) ] ( " + l ) r < + o o '

En « simplifiant » par [ w [r, et en utilisant les coordonnées polaires
dans le plan (w^ w^) et dans le sous-espace (1^3, . . . , w^), il suffit de montrer
que
n^ r f^ r°/7 f^ fuv^dv(25) 1 == \ dt\ du\ _________ < + oo

Jo Jo Jo O;^)01^172^

On majore la dernière intégrale en intégrant de 0 à + oo, on obtient donc

r1 r^° r4'00 n2""3^
(26) J ̂  ^ fuW-1-^(l/2))r^ t; at; .

Jo Jo Jo (^l)^172^

L'intégrale converge pourvu que 1 ̂  r < (2 n+2)/(2 n-{-1).
De même pour démontrer la majoration (22), il suffit de démontrer que

(27) J=\ dt\ [H^Cl-^lwil+lw^r^JMî^+œ,
J 0 J | w | <Ro

soit encore en coordonnées polaires (et changeant t en 1 — t ),

_ - f1 f^0 r° m;2"-3^(28) J ^\ dt\ du\ ———,——— < + oo.
Jo Jo Jo (v2+u2+tu)nr
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On majore, en intégrant v entre 0 et +00,

r1 r^0 r^n2""3/^
(29) J^ A i^^)"-1-"^ ^__—.Jo Jo v / Jo o^+ir

Soit encore

(30)
r1 r^o r'^00 n2""3^»j^ A (^.^r-^-^ î——.Jo Jo v Jo o^+ir

L'intégrable converge pour n—(l/2)—nr > — 1 , c'est-à-dire

i^->i- 1
r 2n+ l

ce qui achève de démontrer la proposition 2.
Comme les espaces U (Q) pour r > 1 sont réflexifs, le résultat suivant

est une conséquence immédiate des proposition 1 et 2, en utilisant une
régularisation et un passage à la limite faible.

COROLLAIRE. - Soit f une ( p , q)-forme (q < n), d"-fermée, à support
compact dans Cl et à coefficients mesures sur 0,. Il existe une solution U à
l'équation d" U = / dans 0, vérifiant || U \\^^ < C(Q, r) [|/||i, pour
tout r tel que 1-(1/(2^+2)) < 1/r < 1.

De plus, U admet une valeur au bord nulle sur 8SÎ, au sens de la formule

de Stokes /A(p = (—l^^ U Kd"^, pour toute (n—p, n-q)-forme (p
Jn _ Jn

de classe C1 dans 0.
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition annoncée.

PROPOSITION 3. — Soit /e^^(Q) une forme, d"-fermée à coefficients
mesures bornées sur Q et u e ̂ ,^-i (3û) (ou u e^^_i (OÙ)) une solution
de V équation d'^u =/ au sens de (1.2.4). // existe une solution U de
r équation d ' ^ U = / dans Q, admettant u comme valeur au bord au sens
suivant

\ /A(p- f MAcp^-iy^f l7AfT(p,
J Sî JôSi JSÎ

pour toute (n—p, n—q)-forme (p de classe C1 dans Q. De plus, U vérifie

\\U\\Lrm^C^r)(\\f\\,+\\u\^^),

pour tout r tel que 1 ̂  1/r > 1-(1/(2^+2)).
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Remarquons d'abord que si on applique le corollaire dans Dg au lieu de D,
pour c e R assez petit, on peut choisir la constante C(Qg, r) indépendante
de s. L'hypothèse sur/et u signifiant, d'après (1.2.4), que/-[<9Q]o, i f\u
est ^"-fermée dans Qg pour s < 0, on peut appliquer le corollaire en y
remplaçant D par ûg et/par/-[^0]o,i A M. Il existe donc U^eL^ ^ (Qg)
tel que

(31) I I ^HL-CQ.) ^ C(^, r)[ |i /|[, +|| n |̂ ],

pour r tel que 1 5? 1/r > 1-(1/(2 ^+2)), î/, vérifiant de plus :

(32) ( /A(p- f MAcp^-iy^f ^AdV
J îî J 5Q J Qe

D'après (31), on peut extraire de la famille £/g une sous-suite faiblement
convergente dans Z/'(D). Un passage à la limite dans (32) entraîne alors
la proposition 3.

APPENDICE III

Représentations intégrales pour les fonctions holomorphes

Lorsque/est une (n, ̂ )-forme sur 0, la solution tangentielle de l'équation
d " U = /, donnée par le théorème 5.1, peut également s'interpréter par
dualité comme une formule de représentation intégrale pour les fonctions
holomorphes. D'après le théorème 5.1, nous avons la relation suivante

(1) cS /A(p= [ vA/(Ç)A(p(z),
J n J Qç x esi,

où (p est une fonction holomorphe dans Î2 de classe C1 dans Q. Comme la
formule est vraie pour toute forme/de type (n, n), elle signifie que

(2) (P(0=^f ^Ao(z),
Cjôîî,

où ^ est la composante de bidegré (0, 0) en Ç et (n, n—1) en z de v. Le
théorème 5.1 donne ^ de façon explicite. Il est d'autre part immédiat
d'étendre la formule (2) au cas où (p est seulement holomorphe dans t2 et
continue dans û (appliquer (2) en remplaçant D par Qg (s > 0) et passer
à la limite). On a donc le résultat suivant :
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PROPOSITION. — Si (p est une fonction holomorphe dans û et continue
dans 0, (p admet la représentation intégrale suivante :

.(O^f z^^-iy-^^^^^-^^^^cpçz),J^ [-pfô+^ç-^naç-z)"
où Pet Q sont donnés par (1.4.6)^(1.5.1), où Ce0.

Dans le cas de la boule unité, on a P == Ç et g = z, on obtient la formule
de Poisson-Szegô :

^(O^f E?=i(-iy~1 ^-N2)" z,A,^z,Aco(z)(p(z).<J^ i i -az)]2"
Dans le cas général, le noyau de la proposition 1 a le même comportement

qu'un noyau de Poisson-Szegô. Les formules du théorème 5.1 sont intuiti-
vement des formules du type Poisson-Szegô pour les formes différentielles.
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