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UN RESULTAT METRIQUE
D’APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGENES

PAR

MArc REVERSAT
[Centre de Mathématiques, Ecole Polytechnique]

RESUME. — Soit (#n)neN une suite d’éléments de (R/Z)?, et (en)neN une suite de nombres
réels positifs.

Soit x un élément de (R/Z)%. On étudie le probléme suivant d’approximations dio-
phantiennes non homogeénes : évaluer le cardinal v (x, N) de ’ensemble des entiers n
telsque 1 < n< Net|x—ula</2)e, (ou ||.||, désigne la distance usuelle dans
(R/Z)%. On montre en particulier que si (un)nen est de la forme (7 a)neN, on a, pour toute

suite décroissante (en)neN de nombres réels positifs telle que la série Z ed diverge,
N d
V(x, N)~Zn=18n (N_)_I_OO)

pour presque tout x e (R/Z)? (au sens de la mesure de Haar de (R/Z)%), si et seulement
si a est de type constant. C’est un probléme symétrique du probléme métrique de
Khintchine, le résultat en est différent car a n’est presque jamais de type constant.

ABSTRACT. — Let (un)neN be a sequence of elements of (R/Z)? and (en)neN a sequence
of positive real numbers. Let x be an element of (R/Z)4. 1In this paper, we are inte-
rested by the simultaneous non homogeneous diophantine problem: to compute the
number v (x, N) of integers nsuch that 1 < #n < Nand || x — u,||s < (1/2) &, (where ||. ||,
means the usual distance in (R/Z)?). We prove in particular that if (4,)neN is of the form
(n WneN, we have, for all decreasing sequence (en)neN Of positive real numbers,

v, N)~ Yo e (N—>+o)

for alsmost all x e (R/Z)? (in the sense of the Haar-measure of (R/Z)?), if and only if a
is of constant type. This is a symmetrical problem (and a different result because a
is of constant type almost never) of the metrical Kihntchine’s problem.

1. Introduction

Soit d un entier positif. Nous désignerons par p,; la mesure de Haar
normalisée du groupe compact (R/Z)" et par ||. ||, sa norme : si (x;, ..., X,)
est un d-uplet de nombres réels dont x désigne ’image canonique dans
(R/Z), on a || x|ls=supi=y,..,af|X:|, ol ||.|| désigne la distance
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136 M. REVERSAT

a Dentier le plus proche. Le théoréme métrique de Khintchine (KHINCIN)
([2], ch. 7) peut alors s’énoncer ainsi : si (g,),.y €St une suite décroissante
de nombres réels positifs, 1’inéquation diophantienne

(1.1) ||noc||d<%8,,

posséde une infinité de solutions en entiers positifs #» pour p,-presque
tout ou p,-presque aucun o € (R/Z)* selon que la série Y nen €0 diverge
ou converge.

Si n (o, N) désigne le nombre de solutions de (1.1) en entiers 7 tels
que 1 < n < N, P. ErDOs [3], W. J. LEVEQUE [9] et W. M. ScHMIDT [15]
montrérent que 1 (o, N ) est presque partout équivalent a sa valeur moyenne,
c’est-d-dire que pour pg-presque tout o e (R/Z)%, on a

1.2) n(a,N)~jn(oc, N)dp, (@) =Y,-18, (N —>+o0).

De nombreux auteurs étudiérent le probléme voisin suivant [14] :
étant donnés (g,),.n une suite décroissante de nombres réels positifs
telle que la série ¥, . € diverge, une suite (¢,),.n d’applications de (R/Z)*
dans lui-méme, et x un élément fixé de (R/Z)?, quelle est la mesure
de I’ensemble des éléments o de (R/Z)? tels que le nombre de solutions
en entiers n de 1’inéquation

1
(1.3) ||<Pn(d)—x||a<58,.

vérifie la relation (1.2) ? Par exemple, W. M. ScamipT [16] étudia ce pro-
bléme si @, est I’application o — P (n) o ol P est un polynéme a coefficients
entiers, W. PHILIPP [12] et B. de MATHAN [10] pour certaines suites (9,),
lacunaires.

Si maintenant o est fixé, on peut étudier la mesure de 1’ensemble
des éléments x de (R/Z)* pour lesquels I’inéquation (1.3) a une infinité
de solutions #. Ce dernier probléme conduisit J. LESCA (resp. B. de MATHAN)
a introduire la notion de suite eutaxique [7] (resp. fortement
eutaxique [10]) : soit (g,),cn Une suite décroissante de nombres réels
positifs telle que la série Y, .y € diverge. Si (4,),.n est une suite d’éléments
de (R/Z)%, désignons par v (x, N) le nombre de solutions en entiers n,
tels que 1 < n < N, a Pinéquation ||u,—x||; < (1/2) &,
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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGENES 131

La suite (u,),.n est dite eutaxique (resp. fortement eutaxique) relati-
vement @ la suite (g,),cn Si, pour pgpresque tout x € (R/Z)’, on a

limy_, 4, V(x, N) =+ o0 (resp. :v(x, N) ~ Y, -, & (N =+ 0)).

Si la suite (u,),.n est eutaxique (resp. fortement eutaxique) relativement

a toute suite (g,),.n décroissante de nombres réels positifs, telle que
la série y ,.n &! diverge, elle est dite eutaxique (resp. fortement eutaxique).

Ces problémes, symétriques des problémes antérieurs, conduisent & des
résultats nouveaux. Par exemple, le théoréme métrique non homogéne de
Khintchine montre que la suite (n o),y d’éléments de (R/Z)* est eutaxique
relativement a une suite (g,),.y donnée pour pgpresque tout o € (R/Z)". Or
J. Lesca [7] et lauteur [13] ont montré que la suite (1 o), est eutaxique
dans (R/Z)" si et seulement si o est de type constant (pour la définition du
type, voir [6] et [1]) c’est-a-dire si et seulement si

(1.4) M;(o) =1lim supn_,oo<;)

|| nels

est fini, donc en particulier pour p,;-presque aucun o. De méme, il résulte
de [16] que la suite (# ), . est fortement eutaxique dans (R/Z)? relativement
a une suite (g,),.y fixée pour p,-presque tout o, et B. de MATHAN a montré
que, en dimension 1, la condition (1.4) caractérise les éléments o de R/Z
tels que la suite (n o), .y SOit fortement eutaxique [11].

Dans le travail qui suit, nous étudions les suites fortement eutaxiques
de (R/Z)* : pour I’essentiel, nous montrons que la suite (n o), d’éléments
de (R/Z)* (d > 1) est fortement eutaxique si, et seulement si, le nombre

1

M,() = lim Supna+wm

est fini, et nous étendons cette propriété a des applications linéaires a valeurs
dans (R/Z)’. La démonstration de B. de MATHAN, en dimension 1, utilise
le fait que si M, (o) est fini, la suite (n @), .y posséde « beaucoup » d’inter-
valles de restes bornés, c’est-a-dire qu’elle est presque a discrépance finie
([4], [8]). Cette propriété tres forte de répartition, exceptionnelle pour
une suite d’éléments de R/Z et conséquence de 1’existence de 1’algorithme
des fractions continues, ne se généralise certainement pas aux dimensions
supérieures. Ainsi, c’est par une méthode différente que nous étendons
au cas d > 1 le résultat de B. de MATHAN : nous établissons notre résultat
en remarquant, aprés W. W. Apawms ([1], prop. 3), que, si M, (o) est fini,
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132 M. REVERSAT

la suite (n o), . d’éléments de (R/Z)* posséde une discrépance suffisamment
petite pour une famille « riche » d’indices.

2. Eutaxie et discrépance

Les résultats annoncés dans le paragraphe précédent sont des corollaires
du théoréme plus général suivant :

THEOREME. — Soit (u4,),.n Une suite d’éléments de (R|Z)* telle qu’il existe
une suite croissante d’entiers positifs (q )N Vérifiant

() 9x+1/9x = 0 (1) (uniformément par rapport a k);

(i) si, pour tout hypercube I de (R/Z)" et pour M et N entiers tels que
0 < M < N, on désigne par n (I, M, N) le nombre d’entiers n tels que
M<n<Netu,el, ona

n(I, M, M+q) = g pa(I)+ O (g pa (1) "M+ 0(1)

uniformément par rapport @ I, M et k.

Alors la suite (u,),.n est fortement eutaxique. Plus précisément, pour
toute suite (&,),.n décroissante de nombres réels positifs, pour tout élément x
de (R/Z)?, si on désigne par v (x, N) le nombre de solutions en entiers n
tels que 1 < n < N & Pinéquation ||u,—x ||s < (1/2) &, , on a, pour tout
nombre réel positif & et pour pspresque tout élément x de (R/Z)* :

Q.1 v(x N)=Ye
+0((Xa=qen)! " D max (1, (log Y- €)' %)

uniformément par rapport a I’entier N.

Soit (g,),.n une suite décroissante de nombres réels positifs. Pour tout
neN, on désigne par I, I’hypercube ouvert de (R/Z)* de centre u, et
de coté g, Si p est un nombre réel positif, si x et y sont deux éléments
de (R/Z)’, on note X, (x, ¥) la valeur prise en y par la fonction caracté-
ristique de I’hypercube ouvert de centre x et de cdté p. On a les relations
évidentes suivantes (pour p > 0, x et y éléments de (R/Z)’, N et n entiers
positifs) :

%o (X ¥) =%, (¥, X),
V(x, N) = Zﬁ; 1 x»:,.(x, un)’

stn (%, u,) dpy(x) = pa(1,) = €.
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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGENES 133

Il suffit d’établir la relation (2.1) lorsque la série ) ,.yei diverge
et lorsque de plus g, < 1 (donc g, < 1 pour tout n € N). La démonstration
se fait alors en deux étapes, selon que la suite (g,),.n décroit lentement
ou rapidement; soit ¢ un élément de la suite (g);cn-

ProposiTiON 1. — Soient m et M des entiers tels que 0 < m < M et
tels que q divise M—m. Alors, si p désigne un nombre réel tel que
0<p<egy_,+1,0na

Zﬁm“ w(l,n1,) < Sﬁ,Zﬁ’;ﬁii Eﬂ
+0((g+p *+p g UD)el)
+O0(Pem Y memiitn D
+O((p~ g M +pT g en YN e

uniformément par rapport @ m, M et p.

ProPOSITION 2. — Soient m, M et N des entiers tels que0 < m < M < N
et tels que q divise N—M. Alors, si t désigne un nombre réel tel que
€y =12 8Eyiq, OR QA

Yoesmsita(Ln L) S e Cyiien+ 0((gen+a' ™M en  + 1))
+0((q" M ep e g H YN T e
uniformément par rapport @ m, M, N et t.

Ces deux propositions conduisent au résultat suivant :

PROPOSITION 3. — Soient m et N deux entiers tels que 0 < m < N. Alors

ZnN=m+1 p'd(lm N In) < 8;inZnN=m+1 8:‘1
+0((en Xa=m+18n)' "2 1 0 (ep)

uniformément par rapport @ m et N.
Supposons cette proposition démontrée. Elle permet déja de montrer que

j V2 (x, N i) ~ (T €92, (N —+c0).

Pour obtenir une relation ponctuelle presque partout, il nous faut raffiner
le théoréme de Fischer-Riesz selon une méthode utilisée par plusieurs
auteurs ([15], [16], [12], [11]) :

Pour tout entier positif N posons V' (N) = [Y_, €] (ou [.] désigne
la partie entiére). Le fait que 0 < g, < 1 pour tout entier n, et que ), . &4
diverge, montre que N+ V(N), a valeurs dans N, est surjective.
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134 M. REVERSAT
(On a en effet supposé que la suite (g,),.y des propositions précédentes
satisfait €, < 1.) Soit D une partie de N, contenant 0, telle que la restriction
de V a D soit une bijection sur N.

Soit L, , I’ensemble des couples (M, N)e Dx D tels que 0 < M < N,

V(N) <2, et tels qu’il existe un entier u avec V(M) = u?2,
V(N) = (u+1)2'. Soit :

LemMME 1. — Si, pour xe(R/Z)* et pour M et N entiers, on pose
vix, M,N)=v(x,N)—v(x,M), on a

Z(M,N)eL,J(V(X, M, N)—ZnN=M+18ﬁ)2 dp(x) = 0(2(2_(1/2 (2“1)))5)-

uniformément par rapport a s.

Preuve. — Soient M et N entiers tels que 0 < M < N. On a, d’aprés
la proposition 3 :

f(v(x, M, N) =Y 202 iy () = O (T )~ V2 G4+ 00)
+ O(ZnN=M+1 £5)-
Si donc (M, N)eL,,, il vient
J(V(x, M, N)=Y o prs 18 dpy(x) = 022712 G4,

Le nombre d’éléments de L, , est au plus 2°~¢, donc
Z(M,N)eL,,,J(v(xa M, N)_ZnN=M+1 &) dyy (x) = (25712712 24T
et par suite

Z(M,N)GLSJ(V(-X, M, N)"ZfLMH £n)” dity (x)

=0 (Zostsszs-t 2(2—(1/2 (2d+ 1)))t)
— 0(2(2—(1/2 (2d+ 1)))5).
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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGENES 135

Soit § un nombre réel positif. Pour tout entier positif s, soit U, ’ensemble
des éléments x de (R/Z)? tels que :

Z(M,N)GL,(V(x’ M, N)—Z;ILMH 8:)2 > s(1+28) 2= (/2 24 s,
LeEMME 2. — On a, pour tout entier positifs
2.2) Ha(U) = O (s71+29)

(uniformément par rapport a s) et si N est un élément de D tel que V (N) < 2,
on a pour tout x¢ U, :

(2.3) ]v(x, N)_ZnN=18:| < g1HE(1=(1/4 2d+1))s.

Preuve. — La relation (2.2) résulte directement du lemme 1. Si Ne D
et si V(N) < 2°, le développement 2-adique de V' (N) montre qu’il existe
une suite d’entiers Ny =0 < N; <...<Np = N (ol H <) telle que
(Nys Nyr)eL,pour h=0,1, ..., H-1.

On a alors, pour x e (R/Z)* :

v(x, N)‘Zf:leﬂ = Z;I;ol(v(xs Ny, Nyi)— ﬁi}'vl,.ﬂsz)
donc, d’aprés I’inégalité de Cauchy :
(v(x, N)_ZnN=18ﬁ)2 SHY 20 (v(x, Ny, Nh+1)—ZnNQ7v1,.+1 83)2-
Par conséquent, si x¢ U, :
(V(x, N)_ZnN=18ﬁ)2 s HSI+2§2(2—(1/2 (2d+1)))s
<

2+2¢ 2(2—(1/2 (2d+1)))s

s puisque H <s,

ce qui démontre la relation (2.3).

Démonstration de la relation (2.1). — La relation (2.3) montre que
siNeD,V(N)=2et x¢ Ug, on a

2.4 v(x, N) =Y en+ O((og Yooy en)! T (Uney g’ A4,

Cette relation est encore vraie pour tout entier positif N (tel que
N_ &8 > 1), car il existe toujours des éléments N, et N, de D tels que
N, <SN<SN,et VIN)-V(N) <.

D’autre part, la série ) .n+ Ha (Us) est convergente, donc I’ensemble
des éléments x de (R/Z)’, qui appartiennent a une infinité d’ensembles Uj,

est de mesure nulle.
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136 M. REVERSAT

Par conséquent, la relation (2.4) montre que, pour p;-presque tout x
et pour tout entier N positif

v(x, N)=Yr_ ea+ O((QXn=1 et ~M*CH Dmax (1, (logYn-; eH' *5)).

3. Démonstration de la proposition 1

Nous démontrons d’abord le lemme suivant :

LemMME 3. — Soit g un élément de la suite (q).n et soient m et H
deux entiers tels que 0 < m < H. Alors, si p est un nombre réel tel que
O0<p<egi,ona

Zf:éﬂ ra(In N 1) < gemehi g
+0((p™ ¢ T D+ p7Y e eh 1)+ O(q pen ey
uniformément par rapport @ m, H, q et p.

Preuve. — Si I est un hypercube de (R/Z)* et S un entier positif, notons
7 (I, S') le nombre d’entiers n tels que 1 < n < Sety, € I. Comme il résulte
des hypothéses (i) et (i) de I’énoncé du théoréme que la suite (u,),.n €St
équirépartie, on a

. 1
(31) nH+lg+1 ,J'd(lmmln) =th—»+oo§ n= H+ln(I nIma S),
et
(32) H-"q+11‘—'(1 N Ima S) f:lg+l §=l XEm(um’ us) Xe,.(um us)

N
= Zs= 1 XSm (umﬂ us) ZnH:Ig+ 1 xg,, (un’ us)'

Evaluons HZX4, %, (u,,u;). Pour n et s entiers, x € R/Z, Pinégalité
triangulaire montre que ||u,—x ||s < &,/2 et ||u,—u||s < p/2 impliquent
|| x—us|la < (1/2) (e,4p), d’olr 'on déduit

XE,. (un’ us) Xp (um x) < Xp (um x) Xe,.+p(xa us)-
En appliquant ceci pour x =u,, r =1, ..., R, il vient
Xen (um us) Zl"{= 1 Xp (um ur) < 211; 1 Xp (um ur) x::,,+p (u,,, us)

D’autre part, 1’équirépartition de (u,),.y montre que

. 1
11InR—»+ao IEZ:LI Xp (un, ur) = pd
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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGENES 137

Donc

. 1
XE,. (un’ us) < hmR—> + 0 R—pd ZI'R= 1 Xp (uns ur) Xs,,+p (urs us)'

En appliquant cette derni¢re formule pour n = H+1, ..., H+q et en
sommant sur », il vient

(3 . 3) f:lg+ 1 XSn (um us)

1 R H +
im q
< li R->+00de r=1 n=H+1 Xp (um ur) XS,,+p(ur, us)'

Evaluons Zf:gﬂ Xp (Urs Uy) Xe,+p (Us » 4,). Pour cela remarquons que,

d’aprés I’hypothése (ii)
Yache 1Ay u) = qp"+0(q' " p""H+0(1)

et que d’autre part n>x, ., (4, %) est une fonction décroissante.
Par conséquent

Zf:lg-l-l Xp(ura un) Xa,.+p(usa u,) S q pd X8H+1+p(usi’ ur)
+ 0((q1_(1/d) pd_ ! + 1) XSH+1+p (usi ur))'

En portant ceci dans (3.3), il vient
(3 4) Zf=+13+ 1 Xt:n (us’ un)
. i _ _
< hmR—>+ooI{_pd{q pd+ O(ql s pd 1+ 1)}21{21 XsH+1+p(us! ur)
D’autre part, limg_, , o, 1/RY R | %, +p (s 5 %) = (g4, +p)’. En faisant
tendre R vers ’infini, il résulte donc de (3.4) :

1 Ao, (U 1) < @€y +9) '+ 0" " Y p™ 497N (eg+1+P))
<qehi +0(@peii D+ 0@ " M p T +p ) ghey)

puisque €5, = p.
Avec (3.2), il vient

1 1
EZnﬂ:g+1n(InnIm’ S) < ’S_,{Z§=IXsm(um’ us)}{q8;11+1

+0(gpeii)+0((g" M p  +p efs )}

Comme limg_, ., 1/S Z§=1 Xe,, Um 5 Us) = ¢! , la relation (3.1) donne donc
le lemme.
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138 M. REVERSAT
Pour montrer la proposition 1 nous avons encore besoin de la remarque
suivante :

LeEMME 4. — Soient a un entier positif, H, M et K des entiers tels que
0<H< M= H+(K+1)q. Alors

K a a M—-g+1 _a
k=0 Eirgt1 S GEH+1+ Y mettts En

K _ K .
Preuve. — Yi_oqE€hirgr1 = 98h+1+ k=19 Efsrgrrs O si k>0,
et puisque la suite (g,),.n est décroissante

a H+kq+1 a
dehirg+1 S Zn=H+(k—1)q+28n'

Donc
K a M—-q+1
Yk=0qEf+kg+1 S GEh+1+ Y merez En
Démonstration de la proposition 1. — Soit K un entier tel que

M = m+(K+1)g. On a
:t":rgﬁtl)qud(lmn In) = ZIIC(=0 :ln:rflk:;alj?l-ql p’d(Imn In)

Pour 0 < k < K,onam+kqg+1 < M—q+1,doncey ;11 < Epirgs1s
par suite les hypothéses de la proposition 1 montrent que p < €,454+1.
Le lemme 3 permet donc d’évaluer chaque somme Y ne 504 py (1, 0 ).
11 vient

S (LA L)< {1400 p ™ +p 7 g™ M) e Y K0 e s +a
+ O(Psfn lec(=0q8fn:-11 +kq)~
Avec le lemme 4, on majore les quantités
Y h-0dEmitirg € Yh=0dEmii+ke

et il en résulte 1’évaluation cherchée.

4. Démonstration de la proposition 2

La proposition 2 découle du lemme suivant :

LEMME 5. — Soient H et m des entiers tels que 0 < m < H, et t un nombre
réel vérifiant €, =t > €. ,. Alors, si q désigne un élément de la suite
(@xen ©

Zf:lgﬂ pa(Iyn L) < qehene +0(q" ™Y +qt)en i y) + O (8 ).

uniformément par rapport & m, H, q et t.
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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGENES 139

Preuve. — On a
“4.1) rfs ity L) < iy Sﬁxemﬁ(um, uy,)-
D’aprés I’hypothése (ii),
Yro 1 Aot (s ) = 4 €+ 1)+ 0 (g VP (g, + 1)+ O (D).
Comme la suite (g,),.n est décroissante, il vient avec (4.1) :
YA taUn O L) <ege {qEu+1)'+0(g" "M, +)" )+ 0 1)},
d’ou il résulte la formule cherchée.

Démonstration de la proposition 2. — Posons N = M+(K+1)q,
ou K désigne un entier. On a

ZQ’:MH w(I,n1,) = Zf:o nM=+n(fk:k},)+q1 Ko (L O I,).

Le lemme 5 permet de majorer les quantités Y &% D4 (I, N 1)
(puisque ? > €)1 = €yipy4+1 PoUr 0 < k < K), il vient

ZLV=M+1 w(I,n 1) < {an"' 0((q~(1/d)+t)3fn_ 1)
+ 0(‘1_1)}th=0€18§1+1+1¢4

et le lemme 4 permet de conclure.

5. Démonstration de la proposition 3
Supposons d’abord
(5.1) N gl > g+ DI

n=m+1

(ol g, désigne le premier terme de la suite (), <n)-
Posons

N d\—3/2(2d+1 N d\—1/2 (2d+1
p = 8m(Zn=m+1‘gn) 12 )9 t= 8m(Zn=m+1"3n) 12( )'

Comme ¢ < ¢,, il existe un entier My > m tel que g, 4, <t < g,
Soit alors M V’entier défini par

M= M, si m<My<N
TN si. My>N.

Soit ¢ = ¢;, un élément de la suite (gy); .y tel que

—~dON dN1—(1/2 (2d+1
Qo < &n" Un=m+18n) G < Ghor
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(g%, existe, d’aprés I’hypothése (5.1), car la suite (g,),.n €St supposée
telle que g, < 1, donc telle que €, < 1 pour tout n e N). Comme la suite

(9ien satisfait g, 4/q, = 0(1), on a
(5.2) q= O(Sr;d(ZnN=m+1 ghl~(1/2 2d+ 1)y

e Evaluons M+t B (I, 0 1). Pour cela appelons M * le plus petit
entier tel que M * > M et que M *—m soit divisible par g. On a

(5.3) PIPITH ] AoV SR YU ¢ oY M)

etcomme €y+_ 4 > &, > t(puisque M > M *—q+1),onagy._ ., > p.
Donc, pour le choix précédent de p, la proposition 1 permet d’évaluer
le deuxiéme membre de (5.3).

D’aprés 1’expression (5.2) de ¢, on a

q+p 7471 g T = 0(en (Thomar sh)! T CH )
pYM et tel~t < -;325';;,1?‘e:(puisquesw-qﬂ >1)
< (Dot WD
(P +p™ ) DI of = 0Ty o) "@F VG40,
Finalement la proposition 1 donne donc
Yol me 1 ba(In 0 L) < en Y0545 60+ O (e (U mer 8)! T2 1),

Comme Y M ~—atlgd < 3M ed puisque M*—qg+1 < M, il vient
n=m+1 n n=m+1 “n
avec (5.3) :

G4 Tlmet b0 L) < enYalprrent O(em(Cammerg)' ~ 2 D),

e Evaluons Y~_, ., u, (7, n I,), pour N > M+1 (car sinon cette somme
est nulle) et toujours avec I’hypothése (5.1). Désignons par N * le plus petit
entier tel que N * > N et que N *— M soit divisible par g. On a

(5.5 Z§=M+1 P«d(InﬁIm)<ZnN;M+1 Ha (I, 0 1),

Evaluons le deuxiéme terme de (5.5) a 1’aide de la proposition 2; pour
les valeurs de g et ¢t précédentes, on a

d 1—(1/d) .d—1 N d\1—-(1/2(2d+1
q8m+q ( /)am +1 = 0((Zn=m+18n) sz )))

—=(1/d) .d—1 d—1 -1 N*—q+1 _d N d\1-(1/2 (2d+1
(q ( /)am +t8m +q )Zn=Mq+1 8n= 0((Zn=m+18n) an( )))'
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Par conséquent, la proposition 2 donne
Ynem+1 ML 0 L) S €0, Yt 1 ent O (ep(Une i g €)1 2 G471,
Avec (5.5), il vient alors

Y M, L) <em Y piisat+ O (ON_ et ~(/2 AT
Cette derniére formule, combinée avec (5.4) donne le résultat cherché
(sous I’hypothése (5.1)).

Supposons maintenant Y n_, ., € < q(‘*"”)(‘““) Soit N’ le plus petit
entier tel que N’ > N et que Y., ., € > go. On a

Z'I:I m+1|"'d(1 nIm) Zn m+1p'd(1 nIm)

et les calculs précédents permettent d’évaluer le deuxiéme membre
de cette inégalité. 11 vient donc

ZnN=m+1ud(InnIm) mZn m+18 +0(8m(2n m+18n)1 (1/2(2d+1)))

qui, combinée avec YA, € =YN_ . €+0(1), donne la formule
cherchée.

6. Applications

Le théoréme permet de caractériser les éléments o de (R/Z)* pour lesquels
la suite (n o),y est fortement eutaxique : si o est un élément de (R/Z)°,
posons

. 1
M, () =lim sup,_, + (—”———>
|| nall,

COROLLAIRE 1. — La suite (n o),y d’éléments de (R/Z)" est fortement
eutaxique si, et seulement si, M, (&) est fini. Plus précisément, si M, (o) est
fini : pour toute suite (g,),.n décroissante de nombres réels positifs,
pour tout nombre réel & > 0, le nombre v (x, N) des entiers n tels que
1<n<N, et que ||[x—na| <(1/2)s,, satisfait pour pgpresque tout
élément x de (R/Z)* :

v(x, N) =Yg+ ((Ca=ren)' "D (log 3l 1 ) T+ 0(1)

uniformément par rapport @ entier N.

Démonstration. — Soit o € (R/Z), supposons M, () fini. Soit (ge)en
la suite croissante de tous les entiers positifs tels que || g, a ||, < 1/g".
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La suite (g).n satisfait I’hypothése (i) du théoréme et un résultat
de W. W. Apawms ([1], prop. 3) montre qu’elle satisfait aussi I’hypothése (ii)
(en fait, W. W. ADpAMSs ne montre ’hypothése (ii) que pour des hyper-
cubes dont un sommet est ’origine, cependant la méme démonstration
est valable pour n’importe quel hypercube). On peut donc appliquer
le théoréme.

La réciproque résulte du fait que, pour que la suite (n @), d’éléments
de (R/Z)? soit eutaxique (et a fortiori fortement eutaxique), il est nécessaire
que M, (o) soit fini [13]. Donc la suite (na),. 5 d’éléments de (R/Z)?
n’est fortement eutaxique que pour l,-presque aucun o, puisque
les éléments o de (R/Z) tels que M, (o) soit fini forment un ensemble
négligeable. Cependant cet ensemble a la puissance du continu. Par exemple,
siay, ..., o, sont des réels tels que { 1,0, ...,04 } soit une base d’un corps
de nombres, alors I’image canonique o de (o, ..., o, dans (R/Z)? est
telle que M, (o) soit fini.

On peut en fait montrer un résultat plus général que le corollaire
précédent : soit L = (%;,;)1<i<a.1<j<s Une matrice d’éléments de R/Z
a d lignes et s colonnes. Si n = (ny,...,n) est un s-uplet d’entiers,
on écrit |n| = max;_q  ,n; Posons

ceey

1
M(L) = i S S
(L) = lim sup,cns, | !>OlnIS/dHL(n)|id

Ordonnons N*® par ’ordre lexicographique. Alors, on a le corollaire
suivant :

COROLLAIRE 2. — La suite (L (n)),cns d’éléments de (R/Z)* est fortement
eutaxique si, et seulement si, le nombre M (L) est fini.

On a ici aussi pour p,-presque tout x l’estimation (2.1) du théoréme.

La démonstration est la méme que pour le corollaire 1. Elle utilise
une généralisation du résultat de W. AbDAMs donnée par M. SWEET ([17], § 2).

7. Problémes non résolus

Etant donnés un élément a de (R/Z)%, tel que M, (o) soit fini, et
une suite (g,),.n décroissante de nombres réels positifs, telle que la série
Y sen & diverge, on peut chercher ’ensemble des x pour lesquels on n’a pas
la relation

vix, N)~Y _ie8  (N->+oo)
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Par exemple dans [5], [6] et [1] (et [17] pour les appliquations linéaires),
il est montré que cet ensemble est vide si (n*/? ¢,), . est une suite croissante
non bornée de nombres réels.

On peut chercher aussi d’autres suites fortement eutaxiques, par exemple
caractériser les éléments o de (R/Z)* pour lesquels ( p () o),y est fortement
eutaxique (ol p désigne un polynéme a coefficients entiers). On peut
d’ailleurs chercher s’il existe « beaucoup » de suites fortement-eutaxiques :
mesurer I’ensemble des suites de (R/Z)? fortement eutaxique (pour la mesure
de Haar du groupe compact (R/Z))Y). Le fait que les suites (n ),
ne sont fortement-eutaxiques que pour p;-presque aucun o ne donne pas
de renseignements sur ce probléme. En effet, les suites (r o). ne sont
eutaxiques que pour p-presque aucun o € (R/Z)?, mais presque toute suite
d’éléments de (R/Z)* est eutaxique (relativement 3 la mesure de Haar

de (R/Z))") [13].
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