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UN RÉSULTAT MÉTRIQUE

D'APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGÈNES

PAR

MARC REVERSAT
[Centre de Mathématiques, École Polytechnique]

RÉSUMÉ. - Soit(un)neN unesuite d'éléments de (R/Z)^ et (sn)neN une suite dénombres
réels positifs.

Soit x un élément de (R/Z)^ On étudie le problème suivant d'approximations dio-
phantiennes non homogènes : évaluer le cardinal v (x, N) de l'ensemble des entiers n
tels que 1 < n ^ N et || x - Un \\a < (1/2) Sn (où ||. \\s désigne la distance usuelle dans
(R/Z)^. On montre en particulier que si (un)neN est de la forme (n a)neN, on a, pour toute
suite décroissante (en)neN de nombres réels positifs telle que la série V e^ diverge,

v(x,N)-U^ (N-^+oo)

pour presque tout x e (R/Z)" (au sens de la mesure de Haar de (R/Z)"), si et seulement
si a est de type constant. C'est un problème symétrique du problème métrique de
Khintchine, le résultat en est différent car a n'est presque jamais de type constant.

ABSTRACT. — Let (un)neN be a séquence of éléments of (R/ZY and (e/OneN a séquence
of positive real numbers. Let x be an élément of (R/Z)^ In this paper, we are inte-
rested by thé simultaneous non homogeneous diophantine problem: to compute thé
number v (x, N) of integers n such that 1 ^ n ^ N and ] | x — Un\ \a < (1/2) 8n (where [ |. | ]a
means thé usual distance in (R/Z)^. We prove in particular that if (OneN is of thé form
(n cOneN, we hâve, for ail decreasing séquence (en)w6N of positive real numbers,

v(x,N)-]^^ (N^+ao)

for aismost ail x e (R/Z)" (in thé sensé of thé Haar-measure of (R/Z)^, if and oniy if a
is of constant type. This is a symmetrical problem (and a différent resuit because a
is of constant type almost never) of thé metrical Kihntchine's problem.

1. Introduction

Soit d un entier positif. Nous désignerons par ^ la mesure de Haar
normalisée du groupe compact (R/Z)4 et par ||. ||^ sa norme : si (xi, ..., x^
est un rf-uplet de nombres réels dont x désigne l'image canonique dans
(R/Z)^ on a || x \\a = sup,=i,_^ || x, |[, où [|.|| désigne la distance
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130 M. REVERSAT

à l'entier le plus proche. Le théorème métrique de Khintchine (KHINCIN)
([2], ch. 7) peut alors s'énoncer ainsi : si (s^eN est une smte décroissante
de nombres réels positifs, l'inéquation diophantienne

(1.1) | | n a | ^ < , e ^

possède une infinité de solutions en entiers positifs n pour ^-presque
tout ou ^-presque aucun (^(R/Z/ selon que la série ^neN^Î diverge
ou converge.

Si T| (a, N ) désigne le nombre de solutions de (1.1) en entiers n tels
que 1 ̂  n < N, P. ERDÔS [3], W. J. LEVEQUE [9] et W. M. SCHMIDT [15]
montrèrent que T| (a, N ) est presque partout équivalent à sa valeur moyenne,
c'est-à-dire que pour ^-presque tout a e (R/Z)^ on a

(1.2) ii(a,iV)-L(a,N)^(a)=^,8^ (N^+oo).

De nombreux auteurs étudièrent le problème voisin suivant [14] :
étant donnés (Sn)«eN UDe sulte décroissante de nombres réels positifs
telle que la série J^neN ^ diverge, une suite ((?„)„ eN d'applications de (R/Z)'^
dans lui-même, et x un élément fixé de (R/Z/, quelle est la mesure
de l'ensemble des éléments a de (R/Z/ tels que le nombre de solutions
en entiers n de l'inéquation

(1.3) ||(Pn(oO-^<|^

vérifie la relation (1.2) ? Par exemple, W. M. SCHMIDT [16] étudia ce pro-
blème si (?„ est l'application a —> P (n) a où P est un polynôme à coefficients
entiers, W. PHILIPP [12] et B. de MATHAN [10] pour certaines suites ((p^eN
lacunaires.

Si maintenant a est fixé, on peut étudier la mesure de l'ensemble
des éléments x de (R/Z)^ pour lesquels l'inéquation (1.3) a une infinité
de solutions n. Ce dernier problème conduisit J. LESCA (resp. B. de MATHAN)
à introduire la notion de suite eutaxique [7] (resp. fortement
eutaxique [10]) : soit (c^eN UDe smte décroissante de nombres réels
positifs telle que la série ̂ eN ̂  diverge. Si (^eN est une sulte d'éléments
de (R/Z/, désignons par v (x, N ) le nombre de solutions en entiers n,
tels que 1 ̂  n ^ N, à l'inéquation \\ u^—x ([^ < (1/2) £„.
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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGÈNES 131

La suite (u^\^ est dite eutaxîque (resp. fortement eutaxîque) relati-
vement à la suite (c^^ si, pour ^-presque tout xe(R/Z)d, on a

lim^ + ̂  v (x, N) = + oo (resp. : v (x, N) - ̂  i e^ (N -> + oo)).

5Ï /a •y^ (^neN ^ eutaxique (resp. fortement eutaxîque) relativement
à toute suite (s^g^ décroissante de nombres réels positifs, telle que
la série ̂ ^ ^n diverge, elle est dite eutaxique (resp. fortement eutaxique).

Ces problèmes, symétriques des problèmes antérieurs, conduisent à des
résultats nouveaux. Par exemple, le théorème métrique non homogène de
Khintchine montre que la suite (n a)^ d'éléments de (R/Z/ est eutaxique
relativement à une suite (s^eN donnée pour ^-presque tout a e (R/Z/. Or
J. LESCA [7] et l'auteur [13] ont montré que la suite (n a)^ est eutaxique
dans (R/Z/ si et seulement si a est de type constant (pour la définition du
type, voir [6] et [1]) c'est-à-dire si et seulement si

(1.4) M,(o0=lim sup^,
(^ll^liJ

est fini, donc en particulier pour ^-presque aucun a. De même, il résulte
de [16] que la suite (n a)^ est fortement eutaxique dans (R/Z/ relativement
à une suite (^ne^fi^6 P0^ ^-presque tout a, et B. de MATHAN a montré
que, en dimension 1, la condition (1.4) caractérise les éléments a de R/Z
tels que la suite (n o^g^ soit fortement eutaxique [11].

Dans le travail qui suit, nous étudions les suites fortement eutaxiques
de (R/Z/ : pour l'essentiel, nous montrons que la suite (n a)^ d'éléments
de (R/Z/ (à ^ 1) est fortement eutaxique si, et seulement si, le nombre

M^ (a) = lim sup^ + ̂  —^-——
n1/ "||̂ ||,

est fini, et nous étendons cette propriété à des applications linéaires à valeurs
dans (R/Z/. La démonstration de B. de MATHAN, en dimension 1, utilise
le fait que si M^ (oc) est fini, la suite (n o^ possède « beaucoup » d'inter-
valles de restes bornés, c'est-à-dire qu'elle est presque à discrépance finie
(L4]? E8])- cette propriété très forte de répartition, exceptionnelle pour
une suite d'éléments de R/Z et conséquence de l'existence de l'algorithme
des fractions continues, ne se généralise certainement pas aux dimensions
supérieures. Ainsi, c'est par une méthode différente que nous étendons
au cas d > 1 le résultat de B. de MATHAN : nous établissons notre résultat
en remarquant, après W. W. ADAMS ([l], prop. 3), que, si M^ (a) est fini,
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132 M. REVERSAT

la suite (n oc^g^ d'éléments de (R/Z)^ possède une discrépance suffisamment
petite pour une famille « riche » d'indices.

2. Eutaxie et discrépance

Les résultats annoncés dans le paragraphe précédent sont des corollaires
du théorème plus général suivant :

THÉORÈME. — Soit (î^eN une suite d'éléments de (R/Z/ telle qu'il existe
une suite croissante d'entiers positifs (^gN vérifiant

(i) qk+i/qk = 0(1) (uniformément par rapport à k);
(n) si, pour tout hypercube I de (R/Z)4 et pour M et N entiers tels que

0 ^ M < N, on désigne par n (7, M, N ) le nombre d'entiers n tels que
M < n ^ N et u^ e I, on a

n(I, M, M+qk) = ̂ C0+ 0(^(J))l-(l/d)+ 0(1)

uniformément par rapport à 7, M et k.
Alors la suite WneN est fortement eutaxique. Plus précisément, pour

toute suite (s^eN décroissante de nombres réels positifs, pour tout élément x
de (R/Z/, si l'on désigne par v(x, N ) le nombre de solutions en entiers n
tels que 1 ̂  n < N à l'inéquation \\ u^-x \\^ < (1/2) £„ , on a, pour tout
nombre réel positif'Ç et pour ^-presque tout élément x de (R/Z/ ;

(2.1) v(x,N)=^,4
+0(Œ^l^)l-(l/4(2d+l))max(l,(logI:^,^)l+^))

uniformément par rapport à l'entier N.
Soit (s^gN une suite décroissante de nombres réels positifs. Pour tout

/zeN, on désigne par /„ Phypercube ouvert de (R/Z)^ de centre u^ et
de côté £„. Si p est un nombre réel positif, si x et y sont deux éléments
de (R/Z/, on note %p (x, y ) la valeur prise en y par la fonction caracté-
ristique de l'hypercube ouvert de centre x et de côté p. On a les relations
évidentes suivantes (pour p > 0, x et y éléments de (R/Z/, N et n entiers
positifs) :

ïp(^y)=ip(y^\
v(x,N)=]^LiX^(x,^),

^(x, u^d^W = ̂ d(Q = 4
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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGÈNES 133

II suffit d'établir la relation (2.1) lorsque la série ^eN^ diverge
et lorsque de plus £o < 1 (donc £„ < 1 pour tout n e N). La démonstration
se fait alors en deux étapes, selon que la suite (s»)neN décroît lentement
ou rapidement; soit q un élément de la suite (^)^eN-

PROPOSITION 1. — Soient m et M des entiers tels que 0 ^ m < M et
tels que q divise M—m. Alors, si p désigne un nombre réel tel que
0 < p ^ SM-^+I. on a

^M \\ ( î n / 1 < ̂  VM-<^+lpd
Z^n=m+l ^d^m " ̂ n) ^ °wZ^n=w+l °n

+0((q+p-d+p-lql-^)^)

+o({>^M^W)
+0((p-V(lw+P-Vl)<4EM=-„îîî^ô

uniformément par rapport à m, M et p.

PROPOSITION 2. — Soient m, M et N des entiers tels que 0 < m < M < N
et tels que q divise N—M. Alors, si t désigne un nombre réel tel que
£m > t > e^+i, on a

S^ ii rr ^ r ^ <r c^ \^N-q+i d . nUn^ -l-/ï l-( l /d)pd-l4-1^pd ^
^M+l^dfn0 ^m) ̂  £m2^"=M+l£n' UM£m+^ ^m •'^^M+l^

-^nr^"^1^?^"1^^^"1^/?"^^^"^4'1?^+C'^ 8^ T-tS-m +^ >'Z^n=M+l°nJ

uniformément par rapport à m. M, N et t.
Ces deux propositions conduisent au résultat suivant :

PROPOSITION 3. — Soient m et N deux entiers tels que 0 s$ m < N. Alors

E^^l^(^n^)^8^Ï=m+l^

+o((4E^..l^l-(l/2(2d+l)))+o(4)
uniformément par rapport à m et N.

Supposons cette proposition démontrée. Elle permet déjà de montrer que

fv2^, N)^(x)-(^isy, (N^+O)).

Pour obtenir une relation ponctuelle presque partout, il nous faut raffiner
le théorème de Fischer-Riesz selon une méthode utilisée par plusieurs
auteurs ([15], [16], [12], [11]) :

Pour tout entier positif N posons V ( N ) = [^=1 s^] (où [.] désigne
la partie entière). Le fait que 0 < £„ < 1 pour tout entier n, et que ^eN £^
diverge, montre que N\-> V(N), à valeurs dans N, est surjective.
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134 M. REVERSAT

(On a en effet supposé que la suite (c^eN des propositions précédentes
satisfait EQ < 1.) Soit D une partie de N, contenant 0, telle que la restriction
de V à D soit une bijection sur N.

Soit L^t l'ensemble des couples (M, N ) e DxD tels que 0 s$ M < N,
V ( N ) ^ 25, et tels qu'il existe un entier u avec V(M)=u2\
V ( N ) = (^+1)2^. Soit :

^s = Uo^t<s-^s,f

LEMME 1. — Si, pour ^e(R/Z)d et pour M et N entiers, on pose
v (x, M, N ) = v (x, N)—v (x, M), on a

E(M,N)eJ(v(x, M, ̂ -^M.l^)2^^) = 0(2<2-(l/2<2d+l)))s).

uniformément par rapport à s.

Preuve. — Soient M et N entiers tels que 0 < M < N. On a, d'après
la proposition 3 :

J(v(x, M, ̂ -Y^^yd^x) = O^^^y-w2^^)

+OŒ^M+I^).

Si donc (M, N ) e L^( , il vient

J(v(x, M, N)-^^sydn,(x) = O(2<2-i/2(2<'+i)))').

Le nombre d'éléments de L^i est au plus 2s-t, donc

£(M,^)S..J(V(X, M, N)-^M+iey^(x) = o^5-'^2-1/2^"1^')

et par suite

S(M,N)eL. [(V(X, M, N^^M+l^)2^^)

=û(Eo^^2s-ï2<2-<l/2<2d+l^)
^0/^(2-(l/2(2d+l)))s>v
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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGÈNES 135

Soit Ç un nombre réel positif. Pour tout entier positifs, soit Us l'ensemble
des éléments x de (R/Z/ tels que :

E(M.N)^(V(X, M, N)-^^,4)2 > ̂ ^^-(^(^i)))^

LEMME 2. — (972 a, pour tout entier positifs

(2-2) ^W=0(s-^^)

(uniformément par rapport à s) et si N est un élément de D tel que V (N ) < ï,
on a pour tout x ^ Uy :

(2.3) |v(x, N)-^i£^| ̂ 51^2(l-<l/4<2d+l^

Preuve. - La relation (2.2) résulte directement du lemme 1. Si N e D
et si V ( N ) ^ 25, le développement 2-adique de V ( N ) montre qu'il existe
une suite d'entiers No = 0 < N^ <... <Njj = N (où J7 ̂  ^) telle que
W»^+i )e4 Pour A =0,1, ...,jy-l.

On a alors, pour x e (R/Z)^ :

v(x, N)-^,4 = E^-o^v^, N,, N,,,)-^^,,^)

donc, d'après l'inégalité de Cauchy :

(v(x, N)-^=i^)2 ̂ H^(y(x, N,, N,^)-E^1v^i^)2.

Par conséquent, si x^ Us :

(v(x, N)-^,sy ̂ Hs^^^-^2^^
^2+2^(2-(l/2(2d-M)))s p^^ ^^^

ce qui démontre la relation (2.3).

Démonstration de la relation (2.1). - La relation (2.3) montre que
siNeD, V ( N ) = 25 et xi: U,, on a

(2.4) v(x,N)=^,e^+0((log^,8,d)l+^&,ey-<l/4<2d+l))).

Cette relation est encore vraie pour tout entier positif N (tel que
E^= i ̂  ^ 1). car il existe toujours des éléments N^ et N^ de Z) tels que
N^ ^ N ^ N2 et r(^)- F(^i) < 1.

D'autre part, la série i;,eN*^(^) est convergente, donc l'ensemble
des éléments x de (R/Z)4, qui appartiennent à une infinité d'ensembles U^
est de mesure nulle.
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136 M. REVERSAT

Par conséquent, la relation (2.4) montre que, pour ^-P^sque tout x
et pour tout entier N positif

v(x,N)=I:^l^+0((^,£„d)l-<l/4(2d+l))max(l,(logl;^,^)l+^

3. Démonstration de la proposition 1

Nous démontrons d'abord le lemme suivant :

LEMME 3. — Soit q un élément de la suite (q^^ et soient m et H
deux entiers tels que 0 < m ^ H. Alors, si p est un nombre réel tel que
0 < p < s^+i, on a

Z^+i^a.n^K^eâ+i

+0((p-l^-<l/d)+p-d)e^^l)+0(^P£^^ll)

uniformément par rapport à m. H, q et p.

Preuve. - Si 1 est un hypercube de (R/Z/ et S un entier positif, notons
n (7, S ) le nombre d'entiers n tels que 1 ̂  n s$ S et u^ e /. Comme il résulte
des hypothèses (i) et (ii) de l'énoncé du théorème que la suite (Un\eN est

équirépartie, on a

(3.1) E^+l^(^n^)=lim^^lI:^^7c(J„nJ„ S),
ô

et

(3.2) E^i^nJ,,5)=E^i Ef=iXsA,^)xA^)

= Ef=lXsJ^ ^E^+iXen^n, M,).

Évaluons H^+i^(^,^). Pour ^ et ^ entiers, xeR/Z, l'inégalité
triangulaire montre que ||^-x||^ < ej2 et ||^-^||d < p/2 impliquent
l l^ -^Hd < (1/2) (c«+p), d'où l'on déduit

Xe^O^ ^,)/p(^, X) ̂  9Cp(Mn, X)%^+p(x, M )̂.

En appliquant ceci pour x = U y , r = 1, ..., R, il vient

Xen(^p ^Er^lXpO^, M,) ̂  I^=lXp(^ Mr)Xen+p(Mr, ^s)

D'autre part, l'équirépartition de (^g^ montre que

I™R_ + oo _ E?= i Xp (^n, M,) = p4.
ji\
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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGÈNES 137

Donc

XenO^ U,) ̂  lim^+^——^=i/p(^, M,)Xen+p(M., M,).
K p

En appliquant cette dernière formule pour n = H+l, ...,H+q et en
sommant sur n, il vient

(3.3) E^+iXA^)

^ lim^ + ̂  —-^ ̂  i E^+1 Xp (M», Mr) Xs^+p (^ Ms).
K p

Évaluons E^+i Xp (^, ^)/^+p (M, , ̂ ). Pour cela remarquons que,
d'après l'hypothèse (ii)

E^+iXpO^ ̂ )= gp'+o^-^V-^+ow
et que d'autre part n\-> /^+p (^, ^) est une fonction décroissante.
Par conséquent

E^+lXpO^., ^)Xen+p(^ ^r) ̂  ̂ Xs^i+pO^ ^r)

+o(tel-(l/d>pd-l+l)^.^p(^^)).
En portant ceci dans (3.3), il vient

(3.4) E^i/A^)

^lim^^——^^p^+CX^-^p^^+^ÎE^iX^^p^^)
Kp

D'autre part, lim^.^ 1/^Sr^i Xs^.,+p(^^r) = O^-n+P/. En faisant
tendre ^ vers l'infini, il résulte donc de (3.4) :

E?=+^lXe.(^^)^^(^l+P)d+0((^-(l/d)P-l+P-d)(e^l+p)d)

^^e^i+Otepe^O+O^-^p-'+p-^e^i)

puisque s^+i ^ p.
Avec (3.2), il vient

^E^+i^a^^^x^^iXs.^^îî^^+i
o À

+ 0(îpe^)+ Oa^-^p^+p-'^+i)}.

Comme Ums^+», l/S^^ /^ (^, y,) = e^,, la relation (3.1) donne donc
le lemme.
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138 M. REVERSAT

Pour montrer la proposition 1 nous avons encore besoin de la remarque
suivante :

LEMME 4. - Soient a un entier positif. H, M et K des entiers tels que
0 < H < M = H+(K+1) q. Alors

E^o^^i < q^i+^-H^^

Preuve. - ̂  q^^i == ^+i+U=i <7^+i, or, si k > 0,
et puisque la suite (sJneN est décroissante

Donc
/ic0 ^-Vff+kî+l ^a
q^H+kq+l ^Z^n=H+(k-l)q+2sn•

E^ /ïp0 <- /-îc0 _i_V^-î+loO
^O^JÎ+fcî+l ^ ̂ Sff+l+Z^H+2 Sw

Démonstration de la proposition 1. - Soit ^ un entier tel que
M = w+(A:+l)^. On a

V^m+(K+l)û ^ j T \ _ \^K \^m+(k+l)q .. /r - r \
Ln=m+l ^d^m^^n)-Z^k=0 Ln=m+kq+l^d^mnIn)'

PourO ^ k ^ K, onam+kq+1 ̂  M-q+1, donce^_^i ^ c^+^+i,
par suite les hypothèses de la proposition 1 montrent que P < e^+^+r
Le lemme 3 permet donc d'évaluer chaque somme ̂ -̂'̂ i Pd (4 n 4)-
II vient

E^.^^^a.n^^îi+ote-^^+p-^-^îE^^o^
+0(ps^o^1!^).

Avec le lemme 4, on majore les quantités

^k=OïlGm+l+kq et Zfc=0^ sm+l+^

et il en résulte l'évaluation cherchée.

4. Démonstration de la proposition 2

La proposition 2 découle du lemme suivant :

LEMME 5. — Soient H et m des entiers tels que 0 < m ^ H, et t un nombre
réel vérifiant 8^ ^ t ^ Sjy+r ^for.y, '̂ ^ désigne un élément de la suite
(^fc)feeN •'

S^4-l^a.n^)^<^^4+l+0(te l-( l /d)+^)e^-18^l)+ O(s^).

uniformément par rapport à m. H, q et t.
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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES NON HOMOGÈNES 139

Preuve. — On a

(4.1) E^+i^(^n^XZ^+i^Xs^t(^ ^).

D'après l'hypothèse (il),

EffJ '^lXs^(^^)=^(£.+r)d+Ote l-< l /d)(e,+Od- l)+0(l).

Comme la suite (s^eN est décroissante, il vient avec (4.1) :

E^^i^a^jj^eâ+^^^+o^+o^^^^+o^-^+oœ},
d'où il résulte la formule cherchée.

Démonstration de la proposition 2. — Posons N = M+ÇK+1) q,
où K désigne un entier. On a

E^M+I ̂ On n Q = ̂ .o E^M Î ̂ (^ n ̂ ).

Le lemme 5 permet de majorer les quantités ^^M^q^i ^d (fmn 4)
(puisque t ^ s^+i ^ ^M+kq+i P0^ 0 ^ fc ^ TC), il vient

^M^^In.^In^^+O^q-^+t)^-1)

+0(q~l)}^q^l^
et le lemme 4 permet de conclure.

5. Démonstration de la proposition 3

Supposons d'abord
^ 1^ V^V d> (4d+2)/(4d+l)
<<^• l>' Z^m+l^^^O

(où qo désigne le premier terme de la suite (q^ke^)'
Posons

O - p fV^ ^-3/2(2d+l) ._ ^yN ^-1/2(24+1)
P — Gm{<2^n=m+lEn) ? T — Eml2^n=m+ 1 £^

Comme ^ =$ s^, il existe un entier MQ ^ m tel que £j^o+i ^ t ^ s^^.
Soit alors M l'entier défini par

^ f M o si m^Mo<N
~\N si Mo^N.

Soit ^ == ^^ un élément de la suite (^)^gN te^ clue

/7 < P'^fV^ ed^l-(l/2 (^+D) ^ „yfco ^ "w <<Z^=w+i0^ ^^feo+i
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(q^ existe, d'après l'hypothèse (5.1), car la suite (e^^ est supposée
telle que £o < 1, donc telle que s^ < 1 pour tout n e N). Comme la suite
toAeN satisfait ^+i/^ = 0 (1), on a

(5.2) q = 0(£,-d&.^^)l-<l/2(2d+l))).

• Évaluons ^^+1 ̂ (4^4). Pour cela appelons M* le plus petit
entier tel que M * > M et que M*—m soit divisible par q. On a

(5.3) C^+i P^n n 4) < Eî i ̂  n JJ,

et comme SM*-Î+I ^ ̂  ^ ^(puisque M > M*-^+l), onuG^-q+i > P.
Donc, pour le choix précédent de p, la proposition 1 permet d'évaluer
le deuxième membre de (5.3).

D'après l'expression (5.2) de q, on a

^+P-d+P-l^-<l/d>=0(£,d&,„^)l-<l/2<2d+l)))

PE^i1^"1 ^ ̂ E^î-^s^puisques^.^, > Q

^Œ^^i^)1^1^'1^

(p-^-^+p-^-^E^^e^oaE^^is^-^"^^2^
Finalement la proposition 1 donne donc

y^ .i.iLL.f7 nJXs^V^'^'^^^+DtP^rV^ pd\l-(l/2(2d+l)h^n=m+lttd\lml}ln}'^c'm^n=m+l ^n^ u \Gm\2^n=m+l^n) ) '

Comme E^^1 s^ Z^^+i s^ puisque M*-^+l ^ M, il vient
avec (5.3) :

(54) V^ , , [ i . , ( I ni }<KdTM P^+Ofp^fV^ ^l-(l/2(2d+l)h\ J ' ^ } Z^n=m+lïxd\ln( } ^m} ̂  bmZ^n=m+lbn^ u\Km\2^n=m+l£n) ) '

• Évaluons ̂ =^+1 ̂  (^ n 4)? pour 7V > M+1 (car sinon cette somme
est nulle) et toujours avec l'hypothèse (5.1). Désignons par N * le plus petit
entier tel que N * > N et que N * -M soit divisible par q. On a

(5 . 5) S^=M+ 1 1^ {In n 4) ̂  E^M+ 1 ̂  On H 4).

Évaluons le deuxième terme de (5.5) à l'aide de la proposition 2; pour
les valeurs de q et t précédente^, on a

^+^-(l/^-l+l == O^^y-^12^1^

(^^^e^^+^^^+.r^E^M^s^oaz:^.!^-^
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Par conséquent, la proposition 2 donne

S N* \\ ( J r\J ^ < P^ V^*"4"1'1?^ D/P^ rV^ pd\l-( l /2(2d+l)hn=M+l\id\ln{} ^m) ̂  °mZ^=M+l °« + u ̂ m \^n = m + 1 ̂ n) ) '

Avec (5.5), il vient alors

V^ i l ( J r ^ J \ < y d \ ' N p^-l- m^ ^N ,,d\l-(l/2(2d+l)h2^n=M+Hid\ln(} ^m) ^ om2^»=M+l£n+ tf l£mVZ^=w+1 e^ )•

Cette dernière formule, combinée avec (5.4) donne le résultat cherché
(sous l'hypothèse (5.1)).

Supposons maintenant ^=^+1 4 < ̂ 4d+2)(4d+l). Soit N ' le plus petit
entier tel que N ' ^ N et que ^=rn+i ̂  ^ ^o- On a

E^.+l ̂ On ̂  ̂ ) ̂  Z^l ̂ On U ̂ ),

et les calculs précédents permettent d'évaluer le deuxième membre
de cette inégalité. Il vient donc

V^ IJ ( J F\ J ^< F0 V^ P^-t- Oi^ (^Nf pd\l-(l/2(2d+l)h2^n=m+l ^d^n n ̂ w^ ^s £wZ^»=w+l ^n "1" ̂  ̂ m IZ^n = m + 1 ^n) )

qui, combinée avec ^=m+i ^ = En^m+i ^+^ (1)» doûne la formule
cherchée.

6. Applications

Le théorème permet de caractériser les éléments a de (R/Z)^ pour lesquels
la suite (n o^g^ est fortement eutaxique : si a est un élément de (R/Z/,
posons

M^(a)=lim sup^+^>
\n-|[na|L,(^||na||J

COROLLAIRE 1. — La suite (n ̂ \^ d'éléments de (R/Z/ est fortement
eutaxique si, et seulement si, M^ (a) est fini. Plus précisément, si M^ (a) est
fini : pour toute suite (s^eN décroissante de nombres réels positifs,
pour tout nombre réel Ç > 0, le nombre v (x, N ) des entiers n tels que
1 s$ n < N, et que [ | x — 7 2 a [ | < (1/2) £„, satisfait pour ^-presque tout
élément x de (R/Z/ ;

v^^^^i^+cŒ^i^-^^^OogE^isy^+od)
uniformément par rapport à l'entier N.

Démonstration. — Soit a e (R/Z/, supposons M^ (a) fini. Soit (q^ç^
la suite croissante de tous les entiers positifs tels que || ̂  a \\^ < l/^^.
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La suite (^eN satisfait l'hypothèse (i) du théorème et un résultat
de W. W. ADAMS ([l], prop. 3) montre qu'elle satisfait aussi l'hypothèse (ii)
(en fait, W. W. ADAMS ne montre l'hypothèse (ii) que pour des hyper-
cubes dont un sommet est l'origine, cependant la même démonstration
est valable pour n'importe quel hypercube). On peut donc appliquer
le théorème.

La réciproque résulte du fait que, pour que la suite (n ̂ \en d'éléments
de (R/Z)^ soit eufaxique (et a fortiori fortement eutaxique), il est nécessaire
que M^(a) soit fini [13]. Donc la suite (n a)^N d'éléments de (R/Z/
n'est fortement eutaxique que pour ^-presque aucun a, puisque
les éléments a de (R/Z)4 tels que M^ (a) soit fini forment un ensemble
négligeable. Cependant cet ensemble a la puissance du continu. Par exemple,
si ai, ..., a^ sont des réels tels que { 1, ai, ..., o^ } soit une base d'un corps
de nombres, alors l'image canonique a de (04, ...,aj) dans (R/Z/ est
telle que M^ (a) soit fini.

On peut en fait montrer un résultat plus général que le corollaire
précédent : soit L = (oi^)i^^i^^s une matrice d'éléments de R/Z
à à lignes et s colonnes. Si n = (n^ ...,^) est un ^-uplet d'entiers,
on écrit \n\ = max^i^^s^y. Posons

"^^^^^"-•'"'-inrii^ii/
Ordonnons N5 par l'ordre lexicographique. Alors, on a le corollaire
suivant :

COROLLAIRE 2. — La suite (L (n)\^s d'éléments de (R/Z)^ est fortement
eutaxique si, et seulement si, le nombre M (L) est fini.

On a ici aussi pour ^-presque tout x l'estimation (2.1) du théorème.
La démonstration est la même que pour le corollaire 1. Elle utilise

une généralisation du résultat de W. ADAMS donnée par M. SWEET ([17], § 2).

7. Problèmes non résolus

Étant donnés un élément a de (R/Z)^, tel que M^ (a) soit fini, et
une suite (^)neN décroissante de nombres réels positifs, telle que la série
Z»eN ̂  diverge, on peut chercher l'ensemble des x pour lesquels on n'a pas
la relation

V^N)-^!^ (N^+O)).
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Par exemple dans [5], [6] et [1] (et [17] pour les appliquations linéaires),
il est montré que cet ensemble est vide si (n110 sJ^eN est une smt^ croissante
non bornée de nombres réels.

On peut chercher aussi d'autres suites fortement eutaxiques, par exemple
caractériser les éléments a de (R/Z^ pour lesquels ( p (n) a)^ est fortement
eutaxique (où p désigne un polynôme à coefficients entiers). On peut
d'ailleurs chercher s'il existe « beaucoup » de suites fortement-eutaxiques :
mesurer l'ensemble des suites de (R/Z/ fortement eutaxique (pour la mesure
de Haar du groupe compact ((R/Z)^). Le fait que les suites (n a)^
ne sont fortement-eutaxiques que pour ^-presque aucun a ne donne pas
de renseignements sur ce problème. En effet, les suites (n o^ "e sont
eutaxiques que pour ^-presque aucun a e (R/Z)^ mais presque toute suite
d'éléments de (R/Z)4 est eutaxique (relativement à la mesure de Haar
de ((R/Z)T) [13].
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