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PRODUITS SEMI-DIRECTS
ET APPLICATION AUX NILVARIÉTÉS

ET AUX TORES EN THÉORIE ERGODIQUE
PAR

JEAN-CLAUDE MARCUARD
[Dijon]

RÉSUMÉ. — Dans cet article, il est montré que les produits semi-directs, dont la base
est un système quelconque et les fibres sont des tores munis d'une transformation affine
avec un automorphisme ergodique T fixé, se décomposent en produit. Ceci permet de
prouver que les automorphismes des nilvariétés, dont la différentielle n'admet aucune
valeur propre racine de l'unité, sont des schémas de Bernoulli, et que les transformations
affines des tores vérifient la propriété de Pinsker forte.

Introduction

Un système dynamique est constitué par un espace de Lebesgue (X, ^/, a)
et une transformation inversible bimesurable T de X préservant la mesure
finie a. Lorsque aucune confusion n'est possible, on note (X, T) ces systèmes.

Deux systèmes (X, T) et ( X ' , T ' ) sont dits métriquement isomorphes,
ou plus simplement isomorphes, ou les transformations sont dites conju-
guées, s'il existe un isomorphisme (p entre les espaces mesurés pour
lequel (p o T = T ' o (p. Le système (X, T) se décompose en le produit des
systèmes (F, S) et (V, 5") si les systèmes (Z, T) et (Fx Y\ Sx S ' )
sont isomorphes.

Un schéma de Bernoulli est un système pour lequel il existe une parti-
tion finie P telle que les partitions { T'P}00^ soient indépendantes et
engendrent X.

On sait que de nombreux systèmes classiques, les difféomorphismes
d'ANOSOV [2], les automorphismes ergodiques des tores [5] sont des
schémas de Bernoulli. En particulier, les automorphismes ergodiques des
nilvariétés, dont la différentielle n'admet pas de valeurs propres de module 1
étant des difTéomorphismes d'Anosov, ce sont des schémas de Bernoulli.
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268 J.-C. MARCUARD

Dans le paragraphe 4, ce résultat est étendu aux automorphismes pour
lesquels la différentielle n'admet pas de valeur propre racine de l'unité.

Par ailleurs, on dit qu'un système possède la propriété de Pinsker forte
s'il se décompose en le produit d'un système d'entropie nulle et d'un schéma
de Bernoulli. Dans le paragraphe 5, nous montrons que les transformations
affines ergodiques des tores vérifient la propriété de Pinsker forte, ce qui
fournit un exemple non trivial de tels systèmes, et ce qui répond à une
question posée par P. C. SHIELDS dans [14].

Pour obtenir ces résultats, dans le premier paragraphe, à l'aide de la
notion de partition conditionnellement très faiblement de Bernoulli par
rapport à une sous-tribu, nous énonçons des théorèmes permettant d'obtenir
la décomposition d'un système en un produit dont un des facteurs es3
de Bernoulli.

Dans le second paragraphe, nous appliquons ces théorèmes au cas d'un
produit semi-direct ergodique dont la base est un système quelconque et
les fibres sont des tores sur lesquels opèrent dex transformations affines
avec un automorphisme T fixé. Par des techniques analoguees à celle de
KATZNELSON [5], nous obtenons une décomposition en produit direct.

Certaines extensions par un groupe compact G sont des produits semi-
directs du type précédent, et nous obtenons, dans le paragraphe 4, un
théorème de décomposition pour des extensions libres de type (6', r),
où T est un automorphisme ergodique du tore G, ce qui permet une pré-
sentation plus agréable des applications.

Je remercie mes amis J.-P. CONZE et J.-P. THOUVENOT pour leurs conseils
qui m'ont permis de mener à bien ce travail.

1. Bernoulli conditionnel

J.P-. THOUVENOT [11] a donné une version conditionnelle de la
définition de partition très faiblement de Bernoulli introduite par
D. ORNSTEIN [7]. Ces définitions nécessitent la notion de distance à entre
les suites de partitions.

Rappelons les notations de ORNSTEIN, les partitions considérées étant
toujours mesurables.

Étant donnée une partition finie P = î P ^ . . . P y } dans un espace de
Lebesgue (X, ̂ , |x) et un ensemble mesurable A, on note

d(PIA) = {^(P,); l ^ i ^ r } et d(P) = dÇP/X)
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PRODUITS SEMI-DIRECTS 269

les vecteurs distributions de la partition P induite sur A et sur X. La
métrique usuelle sur l'espace des partitions est donnée par

|^e|=L^Aa).
Si P et Q sont deux partitions finies, et A et B deux ensembles mesurables,

on pose

d(PIA,QIB)=^\^(Pi)-^Qi)[

Si une propriété ^ est vérifiée pour tous les atomes d'une partition P,
sauf éventuellement pour un ensemble d'atomes dont la réunion a une
mesure inférieure à e, on dit que ^ est vraie pour e-presque chaque atome
de P.

Deux partitions P et Q de X sont dites s-indépendantes, et on note
P 1e 0, si à (P/B, P) < e pour e-presque chaque atome B de Q.

On définit également une distance d entre deux suites de partitions finies
{ Pi}\, { Qi}\^ non nécessairement définies sur le même espace mais
ayant le même nombre d'atomes, en posant

d({^}ï,{^Jï)=mf lE?=l|^.-P.|.n

où la borne inférieure est prise sur l'ensemble des suites de partitions
{ o C f } ^ , { P i } ï ? définies sur un espace de Lebesgue auxiliaire et telles
que

d(VÏ a,) = d{M\ P,), d(\f\ P,) = d(VÎ ô.).

Soit (X, T) un système dynamique. Si P est une partition finie de X,
on note

(P^V'oo^.

la tribu invariante engendrée par P.

DÉFINITION 1 (THOUVENOT). — Soient (X, T) un système dynamique,
et P et H deux partitions finies de X. On dit que P est (Hj)-conditionnellement
très faiblement de Bernoulli, si pour tout s, il existe un entier N^ tel que,
pour tout entier m > 0, il existe un entier k tel que, pour tout p > k, on
ait :

(1) J({ T1 P/(B n Q) }ï8, [ r P I Q }N,e) < s,
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270 J.-C. MARCUARD

pour e-presque chaque atome Q de V^-p T1 H et pour e-presque chaque
atome B de Vo^ T l p - (Cette famille d'atomes B dépend de l'atome <g.)

Le lemme suivant montrera l'équivalence de cette définition avec la
suivante.

DÉFINITION 2. — Soit (X, T) un système, et soient P et H deux partitions
finies de X. On dit que P est (H)ry-conditionnellement très faiblement de
Bernoulli si, pour tout s, il existe un entier N^ tel que, pour tout entier m > 0
et pour e-presque chaque fibre q de (H\, on ait :

(2) d, ({ T1 Pi(B n q) } ,̂ { T1 P/q }N,S) < e

pour e-presque chaque atome B de V°m ^l ̂  ^a distance dq étant prise
avec la mesure conditionnelle sur la fibre q.

LEMME 1. — Les définitions (1) et (2) ci-dessus sont équivalentes.
Démonstration. — Soient { H ^ , . . . , Hy} les atomes de la partition H,

et
q = H'oo TH^W^ Q = ry-p rn^M^, rn = (H/.,.

Il résulte du lemme 2 d'ORNSTEiN [7] que

d({ TPIq}^ { TPIq^) ̂  dÇV^ T1 P / q , V^ rP/6)
=EAev?r«p|^(^)-HQ(^) | .

Comme les tribus V^-p T1 H tendent en croissant vers (^)r, le théo-
rème de convergence sur les espérances conditionnelles donne

EÇ^A | V^-p T ' H ) -^ E(IA \ WT) presque partout.

Par application du théorème d'Egoroff, on en déduit une convergence
uniforme pour e-presque chaque q e ( H ) ^ . Donc il existe un k(é) suffi-
samment grand tel que, pour e-presque chaque qe(H)^ et pour tout
p > k (e), on ait :

d({TiPiq}^{TiP|Q}N,)<s.

Soit q = Q00^ Ti Hin un atome de (H)^ pour lequel la relation (2)
est vraie, il résulte de l'inégalité triangulaire que, pour Q = ^-p T^H^

J({rp/(8n^)},{r'p/ô})
^ d({ rP/(6n5)}, { rPIÇquB)})+d({ TPKqnB)}^ {T P\q}\)

+d({rpiq}^ {rp/ô}ï).
TOME 103 — 1975 — ?3



PRODUITS SEMI-DIRECTS 271

Ce qui implique l'inégalité (1), avec 3 e au lieu de s en prenant/? > k (s).
La définition (2) implique la définition (1). On montre l'implication inverse
par la même méthode en inversant les rôles de q et Q.

Les résultats des articles [10] et [11] de J.-P. THOUVENOT peuvent se
formuler de la manière suivante.

THÉORÈME 1. — Soient (X, T) un système ergodique, et n = (H\ une
tribu invariante de X. Si P est une partition n-conditionnellement très fai-
blement de Bernoulli, alors le système ((P)-r V n, T) se décompose en le
produit du système (n, T) et d'un schéma de Bernoulli ((B)^, T).

Cela signifie que l'on peut construire une partition finie B de X telle que :

T1 B, i e Z sont indépendantes.
(B)r = V°°oo TiB et n sont indépendantes.

n V WT = îi V (P)^.

Dans [11], il est montré que si P est Ti-conditionnellement très faible-
ment de Bernoulli, alors P est Ti-conditionnellement finiment déterminée,
ce qui implique d'après [10] la conclusion du théorème.

THÉORÈME 2. — Soient ( X, T ) un système ergodique d'entropie finie,
et ( ?„) une suite de partition de X telles que

(Pn)r^n+i)r et V? (P«)r == X.

Soit 7l une tribu invariante de X, si chaque partition ?„ est n-condition-
nellement très faiblement de Bernoulli, alors le système ( X, T) se décompose
en le produit direct du système (ji, T) et d'un schéma de Bernoulli ((B \, T).

Démonstration. — Le système étant ergodique et d'entropie finie, il
existe une partition génératrice finie P, c'est-à-dire :

X = (P) .̂

Rappelons la définition suivante. On dit qu'une partition P est contenue
dans la partition Q à e près, et on note P c8 Q s'il existe une partition Q',
dont les atomes sont des réunions d'atomes de Q, telle que

|P-Û'|<£.

D'après les hypothèses, pour tout e, il existe un entier n et une partition ?„
mesurable par rapport à la tribu (P»)r, telle que

Pc=P,.
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272 j.-C. MARCUARD

Par ailleurs, d'après le théorème 1, il existe un schéma de Bernoulli
((2?g)y, T) indépendant de n tel que

7i V (B,\ = n V (P,)̂ .

Le facteur (n, T) étant ergodique et d'entropie finie, il existe une par-
tition génératrice finie H telle que {H\ = n.

Les égalités précédentes permettent de trouver un entier N^ tel que

p^v-^r^vjf).
Donc

pcr^v^r^v^).

Le corollaire 7.1 de [10] permet de déduire que la partition P est
jr-conditionnellement finiment déterminée, ce qui implique la conclusion
du théorème.

En réalité, on utilisera, en s'inspirant de KATZNELSON [5], la notion
de Tc-conditionnellement presque faiblement de Bernoulli, qui est plus
forte que Ti-conditionnellement très faiblement de Bernoulli, et que nous
allons introduire.

DÉFINITION 3. - Soient (X, T) un système ergodique, et P et H deux
partitions finies. On dit que P est (H^)-conditionnellement presque faible-
ment de Bernoulli si, pour tout e, il existe un entier KQ (e) tel que, pour
tout K > Ko, tout r > 0, et pour s-presque chaque fibre de (H)^, on a

(3) vf r p/q 1e v:̂  r p/q

(au sens de la mesure [iq conditionnelle sur la fibre q\

LEMME 2. — Si P est une partition (H)^-conditionnellement presque
faiblement de Bernoulli, alors P est (H)^-conditionnellement très faiblement
de Bernoulli.

Démonstration. - Soit Q^ l'union des fibres qç=(H\ pour lesquelles
la relation (3) est vraie :

^(ôi)>l-s.

TOME 103 — 1975 — ?3



PRODUITS SEMI-DIRECTS 273

T, préservant la mesure la relation (3), est équivalente à

V^rP/^Vo'TW avec <?'= T^.

Ce qui signifie que, pour s-presque chaque atome £ de Vo""* T7 P,

^ (V^ T7 P/(B n ̂ ), V^ T3 P I q ) < s.

D'après le lemme 1 de [7] on peut trouver deux suites de partitions
{ a» ̂ i '̂ } { Pi ît^ sur un espace de Lebesgue auxiliaire telles que

^(Vt^) = ̂ (V^ r'P/(Bn^));

^V^^PD^^CV^^T7^')
et

IX/^+K-, U ^ + ^ Q l ^ - o
\V2K at-Vx2 P » | < £ -

Complétons arbitrairement ces suites de partitions en sorte que

^Vf^a^^^Vf^r'P/^n^));

^Vf^p^^CVf^T7?/^).

En tenant compte des inégalités suivantes

. ^ /•) y \ ... Q | ̂ - | \tK2+K ., \fK2+K n | ^ -i^2K, |oc,-Pf| ̂  |V2x ^-Vix P f | < £ ,
f ^ 2 X , |a,-P,| <2,

on obtient

^{rp/CBn^f^ {rp/^}f^)
<^£^|^-Pj+^L>-|a.-P..i

2K K2-^
<^2+K ^hK8'

On peut trouver K suffisamment grand tel que, pour N = K2 + K,
on ait

à ({ T1 P/(i5 n q') }ï, { T1 PIq' }ï) < 2 s

pour tout q ' e^ Q^ et s-presque chaque j8 de V°^ 'Ï^•/P•
Comme H (T^ ôi) = 1̂  (61) > 1—s, le lemme est démontré.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 18



274 j.-C. MARCUARD

2. Produits semi-directs

Soient (Y, S ) un système quelconque, et G un tore muni d'un auto-
morphisme T. Si / est une application mesurable de Y dans G, on consi-
dère le produit semi-direct (X, T), défini par

X = Yx G; T(y, g) = (5(j0, ï(g)+/00).

Le système (Y, S ) est la base du produit direct, et les systèmes
(G, T (.)+/00) en sont les fibres. On note Ky la partition mesurable de X
associée à la base Y.

THÉORÈME 3. — Soit le système (X, T) produit semi-direct des systèmes
(F, S), et (G, T+/OO), où T est un automorphisme ergodique du tore G.
Soient P une partition mesurable finie de Y et Q une partition en pavés
du tore G.

Alors la partition R = P y Q est une partition de X, ny-conditionnellement
presque faiblement de Bernoulli.

La démonstration de ce théorème s'inspire des techniques utilisées par
KATZNELSONG [5], et nous aurons besoin des lemmes suivants :

LEMME 3 (KATZNELSON). — Soient ^ et ^ deux partitions finies de l'espace
de Lebesgue ( X, ̂ , |i). Si à chaque réel positif s correspond un ensemble
mesurable E^ de mesure [i (£g) < s2, et si à chaque atome A de ^ et à
chaque atome B de ^ correspondent respectivement des fonctions réelles
mesurables (p^ et \|/^ non négatives et telles que ,

1° ( P A ( O ^ I sur A-E,\ ^(0^ IsurB-E,,

2° L^ [(PA^ < 1+e2; E^ f^Bd[i < 1+£2,

3° (PA-^MH = <PA^- ^M^

avec les partitions ^ et ^ sont (16 ^-indépendantes.

LEMME 4 (KATZNELSON). — Soit M une matrice unimodulaire de R" à
coefficients entiers et n'admettant pas de valeurs propres racines de l'unité.
Soit l un entier, et soient, pout tout m > 0, des éléments a^ et b^ de Z"
tels que ,

| ̂  |, | b^ | < nm\

TOME 103 — 1975 — ?3



PRODUITS SEMI-DIRECTS 275

Alors il existe une constante Ko telle que, pour tout K > Ko, les éléments

a=^j2Mma^, b=^+rM-mb^

sont distincts s'ils sont non nuls.

LEMME 5 (KATZNELSON). — Soit Q une partition finie en pavés du tore G,
il existe une constante l telle que, pour tout entier m > 1, il existe un
ensemble E^ de G, ^ (£'J < 1/m2, tel que les sommes de Feyer (a^ Q )
d'ordre m des fonctions indicatives des pavés Qj vérifient

1° l-^û,feK——^ sur ^-£-1 +m
20 sup^a^Q/g)^!.

Démonstration du théorème 3. — Soient P == [ P ^ . . . P y } une partition
mesurable quelconque de Y, et Q = { Q^... Q, ] une partition en pavés
du tore G que nous supposerons de dimension n dans la suite. R = PV Q
est une partition de X admettant comme atomes les ensembles ( P^ n Q •).
Posons

^=^/ï^r~mR et ^^VÎ^^R.

Soit { y Y une fibre de la partition Tiy. Les partitions

^ y = ^ r \ { y ] et ^ y = ^ n { y ]

sont des partitions de la fibre { y }, et notre but est de montrer que, pour
s-presque chaque fibre de IIy, les partitions ̂ y et ^y sont ^-indépendantes.

Première partie. — A chaque atome R^ = P^ n Qj de la partition R,
et à tout entier m, associons la fonction réelle

(4) fm, i, j . (^ g) == (l + \ ) 1p. (y). ̂  G, (g).

D'après le lemme 5, il existe un ensemble E^ de mesure inférieure
à 1/m2 tel que ces fonctions possèdent les propriétés suivantes :

(5) /., i, j (y, g) > 1 sur R,, - ( Vx £J,

(6) sup^,,,0;,g)^l+1

m

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



276 J.-C. MARCUARD

Maintenant, à chaque atome A = QjfT""1 R^j^ de la partition ^
associons la fonction

(PA(V, g) = nf T^f^^^y, g).

De même, à chaque atome 5= HJ4''^^^,^ de k partition ^
associons la fonction

^B(y,g)=^KK+rTmf^^^(y,g).

En vertu des relations (5) et (6), ces fonctions ont les propriétés sui-
vantes :

<PA(^g)^l sur A-UfT~"(yx£J,

z^ L^=nf f^"mŒ^,^yJ^g))^^^ffl+-LV
J J \ m )

De même,

^(^ g) ^ 1 sur 5-Ur1' T'CyxEJ,

z^ k^= nr- f^Œ/.,,,,,^ g»^ ^ ̂ i+rf l+ -^V
J J \ m /

L'ensemble

^(UfT-^YxÊ^uCUi^T^yxEJ)

a une mesure vérifiant

^(£)<2^H(rx£J.

Donc étant donné le réel positif e, il est possible de choisir un entier K'ç. (s),
tel que, pour tout K ^ KQ (s), on ait [i (E) < s4,

|L^A^ < 1+s4; [LsvMH < 1+s4.

Soit { Yo} une fibre de Tiy, à chaque atome A n { yo } de la parti-
tion ja^ associons la fonction

<PAyofe)=(PA(};0. ê)'

De même, à chaque atome B n { ^o } de la partition ^y associons la
fonction

^o^^aO^ ^).
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PRODUITS SEMI-DIRECTS 277

Par application du théorème de Fubini, on déduit aisément que les
applications (p^ et \|/^ vérifient les conditions 1° et 2° du lemme 3 pour
e-presque chaque fibre { y } de Tiy.

Deuxième partie. — La fibre { y } étant fixée il reste à vérifier que les
fonctions (p^ et vl/^ satisfont également à la condition 3° du lemme 3.

Ces fonctions (p^ et ^fg sont des polynômes trigonométriques définis
sur le tore G et que nous allons expliciter. Les puissances de l'automor-
phisme T s'écrivent :

(7) Tm(^g)==(5^,TW(g)+^(^)),

la translation h^(y) étant donnée par

hm(y)=TmlTm-k(f(Sk-ly)).

L'automorphisme T est inversible et T ~1 est également un produit semi-
direct :

T-'O^^S-^T-^-T-1^-1^

II en résulte la relation

(H T^Çu, g) = (S-y, T-^+^OO),

avec
h'»(,y}--^h~m+\f(S-(k+l)y}.

D'après leur définition, les fonctions (p^ et \|̂  s'écrivent :

(8) ÇA, =nf/»,^,yjr"(^g)),
(8') ^ (g) = nf/». .„. ̂ -m (y, g)).

Les fonctions f^^i^j^ sont d'après (4) du type

/m, ,„, ,„ (y, g) = !?,„ ( Y) • £ OE^ exp (2 iîi < k^, g »

où les a^ sont des scalaires, et les k^ des éléments de Z" dépendant
de Qj^ et de norme inférieure à n m1. Et d'après les relations (7) et (7'),
on obtient

(9) fn.^.^T^g)) =l^(S'"y) .£a^P^(^)exp(2ïir<^,T'"(g)»,

(9') fn,,^,^T-m(y, g)) = l^(S-'"^).£a^p^Wexp(2iir<^,T-'"(g)»,
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278 J.-C. MARCUARD

où l'on a posé
P^ 00 = exp (2 f TT < fe^, ̂  00 >,

PLOO=exp(2^<fe,,/^;„00>.

Par ailleurs à l'automorphisme T du tore (7 = T^/Z" est associé à une^
matrice M à coefficients entiers et unimodulaires. On note M la matrice
transposée de M. Il résulte des relations (8), (8'), (9) et (9') que les fonc-
tions (p^ et \|/^ sont des polynômes trigonométriques sur G admettant
des fréquences respectivement du type

(10) a=^2Mma^;
(10') b=^+rM-mb^,

a^ et b^ étant des éléments de Zn dont la norme vérifie

(11) |ûJ, \b^\<n.m\

Si nous prouvons que la seule fréquence commune aux fonctions (p^
et \|/^ , pour tout A de ^ et tout N de ^ est zéro, alors l'inégalité 3° du
lemme 3 sera démontrée car, d'après les propriétés des polynômes trigo-
nométriques,

\ ^Ay(g)'^By(g)d[iN= \ ^Gy fe) ̂ A • ^B (g) d^
J G J G J G

Or l'automorphisme T étant ergodique, la matrice M n'admet aucune
valeur propre racine de l'unité, et, d'après le lemme 4, les fonctions (p^
et \|/g n'ont aucune fréquence commune.

c. Q. F. D.

Ce résultat nous permet de démontrer le théorème de décomposition
suivant :

THÉORÈME 4. — Soient T un automorphisme ergodique de tore G, et
('JT, T) le produit semi-direct du système (Y, S ) d'entropie finie et de
fibre (G1, T (.)+/(^)). Si le système (X, T) est ergodigue, alors il est
isomorphe au produit direct des systèmes (Y, S ) et (G, ï).

Démonstration. — II est aisé de trouver une suite ( ?„) de partitions
de Y, et une suite (g») de partitions en pavés du tore G telles que, si
^n= Pn V Qn, on ait

(Rn)T^(Rn+l)T et Vf WT = X.
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PRODUITS SEMI-DIRECTS 279

Chaque partition R^ étant, d'après le théorème précédent, TTy-condi-
tionnellement presque faiblement de Bernouilli est, d'après le lemme 2,
Tiy-conditionnellement très faiblement de Bernoulli. Le théorème 2 implique
alors que le système ( X, T) se décompose en le produit direct du système
(Y, S ) et d'un schéma de Bernoulli ((^)r, T). Les résultats sur l'entropie
des systèmes produits directs [9] et semi-directs [1] donnent respecti-
vement :

h(X, T)=h(Y,S)+h((B)^T),

d'où
h(X, T)=h(Y,S)+h(G,^

h(G,x)=h(B))^ T).

Pour conclure, il suffir de remarquer que les automorphismes des tores
étant des schémas de Bernoulli [5], il résulte du théorème d'isomorphisme
de ORNSTEIN [6] que les systèmes ((2?j,), T) et ((7, ï) sont isomorphes.

3. Extension de type (G, r)

Afin de faciliter les démonstrations pour les applications des théorèmes
précédents, nous allons énoncer des résultats analogues dans le cadre de
certaines extensions.

Soient (X, T) un système dynamique, et G un groupe compact abélien
séparable opérant sur X de telle sorte que

1° L'application (x, g) -> g . x de Xx G dans X soit mesurable.
2° Pour tout g de G, la transformation x -> gx conserve la mesure p.

de X. T étant un automorphisme du groupe (7, on dit que l'action de G",
ï-commute avec T si, pour tout x de X et tout g de G, la relation suivante
est vérifiée

T(gx)=ï(g).T(x)

Dans ces conditions l'espace X /G des orbites des points de X sous
l'action de G est invariant par T, et définit un système ( X / G , T) facteur
du système (X, T). Si (Y, S ) est un système isomorphe à (X/G, T),
le système ( X, T) est dit une extension de type (G, ï) du système (Y, S).
Si de plus l'action de G sur X vérifie, pour tout x de X, la condition

gx = x implique g = e,

l'extension est dite libre.
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THÉORÈME 5. — Soit T un automorphisme ergodique du tore G, et (X, T)
une extension libre de type (G, r) du système (F, S). Alors, si le système
( X, T) est ergodique, il est isomorphe au produit direct des systèmes (Y, S )
et (G, T).

Démonstration. — La démonstration du théorème résulte du lemme
suivant qui permet d'envisager ces extensions comme des produits semi-
directs du type précédent, et l'application du théorème 4 donne le résultat.

LEMME 6. — Si ( X, T) est une extension libre de type (G, ï) d'un système
(F, S) alors le système (X, T) est isomorphe au produit semi-direct de base
( F, S) et défibre (G, T +/00), ouf est une application mesurable de Y dans G.

Démonstration. — Dans [3], il est prouvé que les espaces de mesure X
et ( X / G x G ) sont isomorphes. Pour cela, à l'aide d'un théorème de
Roklin concernant les applications multiformes sur un espace de Lebesgue,
on montre que la projection 71 de A^sur X /G admet une section mesurable ?. ;
c'est-à-dire qu'il existe une application mesurable ï de X /G dans X, et
l'isomorphisme de X et ( X / G x G ) est alors donné par l'application

0(x, g)=g?(;ï); xeX/G, geG.

Les espaces X /G et Y étant isomorphes, on en déduit une application
mesurable s de Y dans X, et les espaces de mesure X et ( Y x G) sont conju-
gués par l'application (p telle que

<P(^ ê ) = g ' s Ç y ) '

Dans cet isomorphisme, l'application T est conjuguée à l'application
T = (p~1 o Fo(p, soit

T(y, g) = (p~1 ° T°(p(^ g) = (p~1 ° T(gs(y)).

Et comme l'action de G'r-commute avec T, on a

n^^cp-^T^.nsoo).
Or l'élément T ( s ( y ) ) appartient à l'orbite sous G de l'élément s (S^),
donc l'action de G étant libre, il existe un élément gy unique de G tel
que

T(s(y))=g^s(S^)
d'où

n^)^"1^)^^).
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et par définition de (p, on obtient

n^g)=(^),T(g)+g^).
Les applications T, S, s étant mesurables, l'application qui à y de Y

associe gy de G est aussi mesurable, notons / cette application, on obtient
le résultat annoncé

T(^g)=(^,T(g)+/(}0).

4. Applications aux automorphismes des nilvariétés

Dans ce paragraphe, N désigne un groupe de Lie niipotent localement
compact, connexe et simplement connexe, de série centrale descendante.

N =) N1 = [N, N] =3 . . . =3 ̂  = [^fc-l, N] ̂  N^1 = e.

Les algèbres de Lie ou les espaces tangents à l'identité de N, N1, seront
notés respectivement TVg, N[.

Si D est un sous-groupe discret, à quotient compact (uniforme) de N,
la variété compacte X = N / D est dite une nilvariété.

Les groupes niipotents et les groupes discrets étant unimodulaires la
mesure de Haar sur N induit une unique mesure \i sur l'espace homo-
gène X = N / D , invariante à gauche par l'action de N.

Un automorphisme A du groupe N, qui préserve le sous-groupe D,
AD = D, induit sur X = N / D une transformation mesurable, bijective,
préservant la mesure |i, notée également A, et que l'on appelle automor-
phisme de la nilvariété X.

L'application exponentielle entre le groupe N et l'algèbre de Lie Ng
permet de caractériser l'automorphisme A de N par un automorphisme dAg
de l'algèbre de Lie Ny

L'espace N1 D / N 1 est un sous-groupe normal, discret et uniforme du
groupe abélien N / N 1 , si bien que la variété X^ = N / N 1 D est un tore
facteur de la nilvariété X, et l'automorphisme A induit un automorphisme
facteur A^ sur X^ auquel correspond une application linéaire dA^^ sur
l'algèbre de Lie commutative N J N ^ .

De nombreuses propriétés du système dynamique ( X, A) ont été étudiées
en théorie ergodique.
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W. PARRY [8] a montré que l'automorphisme était ergodique et un
AT-système si, et seulement si, l'automorphisme facteur A^ sur le tore
maximal X^ était ergodique; ce qui revient à dire que l'application linéaire
dA^^ de N J N ^ n'admet aucune valeur propre racine de l'unité.

Lorsque l'application dA^ sur Ne n'admet aucune valeur propre de
module 1, l'automorphisme A de X est un difféomorphisme d'Anosov,
et il s'ensuit d'un résultat d'AzENCOTT [2] que le système (X, A) est un
schéma de Bernoulli.

Nous allons étendre ce résultat au cas d'un automorphisme A ergodique
pour lequel l'application dA^ admet des valeurs propres de module 1
non racines de l'unité. Auparavant, nous allons prouver à l'aide de l'exemple
suivant que de tels automorphismes existent.

Soit N le groupe de Lie niipotent localement compact, de dimension 6,
formé par l'ensemble des matrices du type

(x,eR).

ri

0

0

0

-0

0
1
0
0
0

0
x^
1
0
0

Xi

^5

^3

1
0

0-1
^6

%4

0
1 -

Soit D le sous-groupe discret uniforme formé par l'ensemble des matrices
ci-dessus à coefficients x^ entiers.

Pour déterminer des automorphismes de la nilvariété N / D , il est plus
aisé de travailler dans l'algèbre de Lie Ne, formée par l'ensemble des
matrices

(a,eR).

r0
0
0
0

-0

0
0
0
0
0

0
Û2

0
0
0

ai
^5

^3

0
0

0-1
^6

^4

0
0-

Cette algèbre de Lie est engendrée par les six matrices X^ pour lesquelles
di == 1 et dj = 0 pour j 7^ f.

On vérifie aisément qur tous les crochets de Lie sont nuls sauf

\_X^ X^\ = X^, \X^ X^\ = Xç.

La série centrale descendante de l'algèbre est donnée par

N ^ N l = [ X ^ X , } ^ N J = { 0 } .
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Soit la matrice (6x6)

dA,=

~-1
2
2
0
x
x

1
-1
-1
0
X

X

0
5
-7
1
X
X

0 ;

; ! «
-1 1

x j -2 1
x 1 1 -1

où les croix représentent des coefficients entiers arbitraires. Comme

dA^X,) = [dA^X^ ^(^3)],
dA, (X,) = [dA, (Z,), dA, (J^)],

la matrice dA^ définit un automorphisme de l'algèbre de Lie. Cette matrice
étant à coefficients entiers et de déterminant égal à 1, F automorphisme A,
associé sur le groupe N, préserve strictement le sous-groupe D, et définit
un automorphisme A de la nilvariété N / D .

Les valeurs propres de la matrice dA^ sont les zéros du polynôme

PM^^+S^+lO^+Sx+lK^+Sx+l)

Ce polynôme admet deux zéros a et a de module 1, donnés par

-(4-7Q+ ̂ 2(4^/6-9)a =
2

et quatre zéros X, 1/À-, X', 1/À/, de module différent de 1, et donnés par

-(4+V6)-\/2(4^/6+9)À,=
2

,'=r3^

Le polynôme P (x) étant à coefficients dans le corps Q des rationnels,
si les scalaires a et a étaient des racines de l'unité, il existerait un entier
positif n pour lequel les polynômes P (x) et xn—\ admettraient un
P. G. C. D. de degré 2 et à coefficients rationnels. Or étant donné la nature
des zéros de P (x), il est facile de vérifier que ce polynôme P (x) n'admet
aucun facteur de ce type en dehors de (x2+3 x+1), qui ne peut convenir
car ses zéros ne sont pas racines de l'unité. Nous avons ainsi construit
un exemple d'automorphismes ergodiques de nilvariété, dont la différen-
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tielle admet des valeurs propres de module 1, qui ne sont pas racines de
l'unité, et pour lesquelles le théorème suivant s'applique.

THÉORÈME 6. — Soit A un automorphisme d'une nilvariété X = N / D .
Si la différentielle dA^ n'admet aucune valeur propre racine de V unité, le
système ( X, A) est un schéma de Bernoulli.

Démonstration. — Soit

N ^ N 1 =) . . . ^ N ^ N ^ 1 . . . z ^ N ^ N ^ ^ e

la série centrale descendante du groupe niipotent N. Le sous-groupe
fermé N1^1 D est normal dans N l D, et le groupe quotient

„ N ' D
^= ..z+i ^N ^ ' D

est un groupe compact abélien, donc un tore qui agit librement et conti-
nûment sur la nilvariété A^+i = N /Ni+^ D. L'action de Gi sur Xi+^ se
traduit par l'application de (Xi+^xG) dans A^+i définie par

xif, = xN1-^1 D, g = XiN1^ D -^g.x^i = XixN1^ D.

L'espace des orbites associé est la nilvariété X^ = N / N 1 D.
En raison de l'invariance stricte des sous-groupes N1 et D, l'auto-

morphisme A induit des automorphismes Ai sur les nilvariétés Xi, et des
automorphismes Tj sur les tores Gi.

Les relations

^+1 fe^+i) = AÇxixN^1 D) == Ax^AxN^1 D = T,(g).A,+i (x).

montrent que le système (^+1,^+1) est une extension libre de type
(Gi, Tj) du système (^, Ai).

Par conséquent, on peut considérer le système ( X, A) comme le résultat
d'une suite de k extensions de type (G', r) à partir du système (Zi, A^),
où T est un automorphisme du tore G.

La différentielle dAç n'admettant aucune valeur propre racine de l'unité,
il en est de même des différentielles des automorphismes Ai et T(. L'appli-
cation répéter du théorème 5 montre que le système ( X, A) est isomorphe
au système produit

( J ^ , Â i ) x ( G i , T i ) x . . . x ( G f e , T , ) .
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Chacun de ses systèmes étant un schéma de Bernoulli, on sait qu'il en est
de même de leur produit.

Remarque. — Lorsque l'application dAç admet des valeurs propres racines
de l'unité, qui sont valeurs propres des automorphismes ̂  et non ^e dA^,
on sait [8] que les systèmes ( X, A) sont des K-sy sternes, et un problème
intéressant serait de déterminer si ce sont ou non des schémas de Bernoulli.
Signalons dans cette direction que R. L. ADLER et P. C. SHIELDS [13]
ont obtenu une condition suffisante pour qu'un produit semi-direct d'un
schéma de Bernoulli par des rotations soit un schéma de Bernoulli.

5. Application aux transformations affines ergodiques des tores

Une transformation affine T = R^ ° A sur le tore X = T^/Z" est compo-
sée d'un automorphisme algébrique A et d'une translation R^ de vecteur a
de X.

L'automorphisme A se relève d'une manière unique en une transfor-
mation linéaire de R" qui préserve Z", donc telle que sa matrice A sur la
base canonique de R1 soit unimodulaire et à coefficients entiers. Comme
ces transformations affines préservent la mesure de Haar sur le tore, on
a un exemple simple de système dynamique (X, T) dont les propriétés
ergodiques ont été caractérisées par F. J. HAHN [4].

1° Si la matrice A n'admet pas des valeurs propres racines de l'unité,
alors la transformation affine T = Ra ° A est mélangeante pour tout a
de X.

2° Si la matrice A n'admet que ^ == 1 comme valeur propre racine de
l'unité, et si le sous-groupe fermé engendré par (A—I) X et a est égal à X,
alors la transformation T = Ra ° A est ergodique et non mélangeante.

3° Si la matrice A admet des racines de l'unité différentes de 1 comme
valeurs propres, alors la transformation T = Ry ° A n'est jamais ergo-
dique.

LEMME 7 (CONZE [3]). — Si T = R^0 A est une transformation affine
du groupe compact X, la partition de Pinsker du système (X, T) est une
partition de X en classe modulo un sous groupe H de X, normal, fermé,
et invariant par A. La restriction de A à H est un automorphisme ergodique.
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On rappelle qu'un système vérifie la propriété de Pinsker forte s'il se
décompose en le produit d'un système d'entropie nulle et d'un schéma
de Bernoulli.

THÉORÈME 7. — Soit T = R^ o A une transformation affine ergodique du
tore X. Alors le système ( X , T ) vérifie la propriété de Pinsker forte.

Démonstration. - D'après le lemme 7, la partition de Pinsker du sys-
tème (X, T) est une partition en classe modulo un sous-groupe H fermé
et invariant par A. Ce sous-groupe agit continûment et librement sur X,
et l'espace des orbites est le groupe quotient X / H qui est également un
tore, car le sous-groupe H est fermé dans X. De plus, pour tout x de X
et tout h de H, on a

T(h+x)=Ah+Ax+a=(A/H)h+Tx,

donc le système ( X, T) est une extension libre de type (H, A / H ) du système
( X / H , T ^ ) .

Comme la restriction A/H est un automorphisme ergodique du tore H,
le théorème 5 montre que le système (X, T) est isomorphe au produit
des systèmes ( X / H T ^ ) et (H, A / H ) . Le facteur ( X / H , 7^) est par
construction le facteur de Pinsker, et le système (H, A / H ) est un schéma
de Bernoulli.

COROLLAIRE. — Les transformations affines mélangeantes des tores sont
des schémas de Bernoulli.

Démonstration. - En effet, dans ce cas, l'automorphisme A est ergodique.
Sur tout facteur du type X / H l'automorphisme A est aussi ergodique,
et la transformation T est un ^-système si bien que la tribu de Pinsker
est triviale.

Remarques.

1° En fait, le corollaire 1 découle simplement du théorème de
Katznelson [5] en remarquant que si l'automorphisme A est ergodique,
alors les transformations R^ o A et A sont conjuguées par la translation R^,
où b est l'unique solution de l'équation {A — I ) b = a.

T Du point de vue spectral, le facteur de Pinsker d'entropie nulle,
est un système à spectre quasi discret d'après les résultats de Parry.

3° Par un raisonnement purement algébrique, on peut montrer qu'étant
donnée une transformation affine T ergodique du tore X, le système ( X, T)
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est un facteur d'un système formé par le produit d'une transformation
affine mélangeante sur un tore et d'une transformation affine ergodique
d'entropie nulle. Et le résultat de [12] permet alors de retrouver le théo-
rème 7. /
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