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PARAMÉTRIX D'OPÉRATEURS ELLIPTIQUES DE CLASSE C**

PAR

MARC DURAND
[Orsay]

RÉSUMÉ. — G. GIRAUD a construit des solutions fondamentales des opérateurs ellip-
tiques du second ordre à coefficients hôldériens. On étudie ici la même question pour
des opérateurs d'ordre quelconque, définis sur une variété différentiable compacte sans
bord. On utilise l'algèbre d'opérateurs intégraux-singuliers, opérant dans les espaces
de fonctions hôldériennes, construite par J.-L. CLERC et P. COURRÈGE, afin de définir
et étudier des classes d'opérateurs intégraux et de restes bien adaptées aux problèmes
envisagés. On construit alors explicitement des parametrix d'opérateurs elliptiques,
qui appartiennent à une des classes d'opérateurs intégraux ainsi définis. L'étude des
équations elliptiques à coefficients hôldériens est alors ramenée à celle d'une alternative
de Fredholm dont l'opérateur appartient à une classe de restes. Les inégalités a priori
habituelles peuvent alors être déduites a posteriori et on peut établir des théorèmes
d'indice sans difficulté aucune.
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Introduction

Prolongeant les travaux de G. GIRAUD [10] sur les intégrales singulières
opérant dans les espaces C^ (0 < (LI < 1), J.-L. CLERC et P. COURRÈGE ([4],
[5], [6]) ont construit une algèbre d'opérateurs intégraux-singuliers
opérant dans l'espace C^ (J€) des fonctions de classe C^ définies sur une
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22 M. DURAND

variété différentiable compacte sans bord M. Ces opérateurs possèdent,
hors de la diagonale, un noyau-fonction somme d'une partie princi-
pale k (x—y, y), positivement homogène de degré — n en la première
variable, et d'un reste n-fois régularisant dont l'opérateur associé est
compact de C^ (^) dans C^ (M). Notre but ici est de reprendre les méthodes
de G. GIRAUD et E.-E. LEVI [12] pour la construction des solutions fonda-
mentales des opérateurs elliptiques du second ordre à coefficients de
classe C^ afin de traiter le cas des opérateurs d'ordre quelconque.

Plus précisément, en utilisant les résultats de J.-L. CLERC et P. COURRÈGE,
nous voulons définir, sur une variété différentiable compacte sans bord ̂ ,
un type ̂  (r entier > 0 , 0 < p < l ) d e noyaux-fonctions N (x, y) ayant
une certaine singularité sur la diagonale, de telle sorte que l'opérateur
intégral N associé applique continûment C^ (^) dans C^^ (J^) et que,
pour tout opérateur différentiel L elliptique défini sur M à coefficients C^
et d'ordre 2 w, il existe un noyau E de type ̂ ^ dont l'opérateur intégral N
associé soit une parametrix de L. Autrement dit, pour toute fonction
fe C^ (Ji\ on a alors la relation LÉf=f+Kf (/e C^ CO), où l'opé-
rateur K, compact de C^ (^) dans C^ (^), est défini à l'aide d'un noyau K
qui appartient à la classe des restes définie par J.-L. CLERC et P. COURRÈGE;
la résolution dans C2^^ (M) de l'équation L u = g (avec g donnée
dans C^ (J/)) se ramène à celle d'une équation de Fredholm dans C^ (^),
et donc les deux résolutions sont équivalentes si la parametrix est bijective.
En outre dans le cas d'unicité pour l'équation de Fredholm, l'opérateur
résolvant R (tel que si (1 " K ) f == g, alors/ = (1 +R) g) est dans la même
classe d'opérateurs intégraux que K.

Dans le paragraphe 1, nous définissons sur un ouvert borné Q de R"
le type de restes ̂  (0) qui interviendra dans la suite; leurs noyaux sont
caractérisés par leur régularité et leurs singularités sur la diagonale de
Q x Q (n^ 1.1 à 1.4); ils opèrent de C^ (0) dans C7^ (Q) pour tout \ > 0,
et ils donnent lieu à un théorème de dérivation sous le signe somme habi-
tuel (n° 1.5, théorème I).

Dans le paragraphe 2, nous définissons les noyaux de Giraud r-fois
régularisants en classe C^ comme des noyaux N(x, y ) de la forme k (x—y, y),
où la fonction k (2-, y) est de classe C°° et positivement homogène
d'ordre (r—n) en la variable z lorsque r < n, avec un facteur logarithmique
lorsque r ^ n, et de classe C^ en y (n08 2.1 et 2.2). Les noyaux intégraux
de la classe ̂  (0), à laquelle appartiennent les parametrix des opérateurs
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PARAMÉTRIX D'OPÉRATEURS ELLIPTIQUES 23

Giraud r-fois régularisant en classe C^ et d'un reste de type ̂  (n° 2.3).
Les opérateurs intégraux associés à de tels noyaux sont continus de C^ (0)
dans (^^(p), et donnent lieu à un théorème de dérivation singulière
sous le signe somme (n° 2.4, théorème II) qui est fondamental pour montrer
que les paramétrix cherchées peuvent être obtenues dans la classe d'opé-
rateurs ainsi définie.

Dans le paragraphe 3, nous montrons que les types ̂  et ̂  sont inva-
riants par difiéomorphisme (n08 3.1 à 3.6 et le théorème III), ce qui permet
de définir les classes de noyaux correspondantes sur une variété compacte
sans bord M par localisation et à l'aide d'une partition de l'unité (n° 3.7).
Le théorème IV (n° 3.8) résume les propriétés essentielles des opérateurs
régularisants associés à ces noyaux.

Enfin, dans le paragraphe 4, nous construisons les paramétrix annoncées.
Après un rappel des formules donnant les solutions élémentaires des
opérateurs à coefficients constants (n° 4.1) (résultats « bien connus » dont
les démonstrations complètes sont cependant données en appendice, faute
de les avoir trouvées dans la littérature), on définit, pour un opérateur
elliptique à coefficients de classe C^, d'abord une paramétrix sur un
ouvert Q de R" à partir de la solution élémentaire de l'opérateur à coeffi-
cients constants tangent en chaque point à l'opérateur donné (n° 4.2,
théorème V), puis sur une variété compacte sans bord M (n° 4.3, théo-
rème VI).

Ce travail a profité de nombreuses discussions avec J.-L. CLERC, qu'il
en soit remercié. L'auteur voudrait surtout exprimer toute sa gratitude
à P. COURRÈGE qui avait déjà abordé toutes ces questions auparavant.
Il a suivi de bout en bout l'élaboration de ce travail, n'a jamais ménagé
ni ses conseils ni sa peine, et l'auteur lui doit le meilleur de sa formation.

0. Notations et définitions

Q. désigne un ouvert borné de R", £„ la sphère unité de R" munie de la
mesure superficielle euclidienne o^.

Si a = (ai, . . . , o^) est un multi-indice de longueur | a | = o^ + . . . +oc^,
on note

D^± et D-^-...-^.
ôx, ôx'[1 ôx^

On note J^ (Q) (resp. C/f (0)) l'espace des fonctions complexes sur Q.
mesurables bornées (resp. continues, /?-fois continûment différentiables)
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24 M. DURAND

elliptiques d'ordre r, sont alors définis comme somme d'un noyau de
à support compact dans Î2. On munit ces espaces de leur topologie habi-
tuelle. Pour tout H dans l'intervalle )0, 1(, on note (^^(D) le sous-espace
de Cjf (Q) formé des fonctions / telles que

||/|LH=sup„^|„„|j)a/(x)|+supl2)v^)-Dy(x)l<+oo,
\ x — y \ "

et on note C^^ (fî) l'espace des fonctions/telles que, pour toute fonction
(p e qf^ (D), on ait/(p e qf-^ (0). C ,̂ espace des fonctions de 0^(0)
dont le support est contenu dans le compact K, est alors un espace de
Banach, et C^^ÇQ) est muni de la topologie de limite inductive habi.
tuelle. Dans ce qui suit, |i désigne toujours un nombre réel tel que 0 < \i < 1-

Comme dans [6] (chap. 0), on considère une variété compacte sans
border de classe C°° et de dimension n, munie d'une métrique riemanienne g
de classe C^ et de la mesure associée T^, mais ici n ̂  2. On définit de même,
par localisation, les espaces J^°° (^), C(^), C^ (^), C^C^).

Pour les notions de noyau-fonction, noyau symétrique, noyau integrable,
opérateur intégral associé, on renvoie à [4] et à [6] (chap. 0). On rappelle
qu'étant donné un noyau N, on désigne par N l'opérateur intégral associé,

V V

et par N le noyau N (x, y) == N ( y , x).

1. Définition locale des types de restes. Dérivation sous le signe somme

On rappelle d'abord les définitions des types de noyaux J^, ^T^, ̂ ^+

et ̂  qui ont été définis en [6] (1) (1.1.1, 1.2.1, 1.3.1, 1.4.1) (on pourra
voir aussi [4], où^T^ est noté^T^).

DÉFINITION. — Un noyau N sur Q. est dit d'ordre q (q e R) si, pour tout
compact K de D, il existe une constante M^ telle que, pour tous x et y
dans K, x ^ y, on ait les relations

\N(x,y)\^MK\x-y\~~n+q si ^ < n,

|N(x,^) |^M^flog-6 ( x )+l) si q=n,
\ \x-y\ )

N (x, y) se prolonge continûment à Î2 x D si q> n,

où 8 (^) désigne le diamètre du compact K.

(1) Le lecteur remarquera que la classe qui, en [4] et en [6] est notée ̂  est désormais
écrite ^4, ce changement de place de l'indice étant destiné à conserver la cohérence
des notations après l'introduction de la classe ̂ .
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On désigne parJ^ (Q) l'ensemble des noyaux sur Q d'ordre ^r.
On définit maintenant un type de noyaux dont on contrôle la régularité

en la première variable.

DÉFINITION. — Un noyau N sur Q, d'ordre q (q > 0), est dit C^-contrôlé
si, pour tout compact K de Q, il existe une constante M^ > 0, telle que,
pour tous x, x' et y dans K, x ^ y, x ' -^ y,

(R,) {N^y^-NÇx^y^^M^x-x'^.^^mf^x-y^x'-y^

où
^""-^ si q<n,

^,p(0= ^-"-^l+log-^ si n ^ ^ n + n ,

1 si ^ > n + ̂ i.

On désigne par J^ (Q) l'ensemble des noyaux sur Q d'ordre ^ et
C^-contrôlés.

Les noyaux de type ^V^ sont essentiels à la théorie, mais on ne sait mal-
heureusement s'ils envoient l'espace C^ (Q) dans C^ (Q) (À, > 0). C'est
pourquoi on utilise une classe probablement un peu plus restreinte définie
comme suit.

DÉFINITION. - Un noyau N sur 0 de type ̂  (0 < \x < 1) est dit
de type^^ si, pour toute fonction (p e C^ (p), N ^ e C ^ (Q).

On désigne par ^^+ (Q) l'ensemble des noyaux sur Q de type JV^'.
On note que l'opérateur intégral associé à un noyau de type J^ applique
continûment C^ (Q) dans C^ (Q) pour tout X > 0 (propriété R3).

On donne ici une propriété importante d'un certain type de fonctions
(c/.[6],I.3.2).

PROPOSITION. — Soit h (z) une fonction positivement homogène de degré
[i—n, telle que h ^ e C^ (£) avec [i < |i'. Alors le noyau h (x, y ) = h (x—y)
est de type^V^.

Soit h (x, z) une fonction définie sur Ox^\{ 0 }, positivement homo-
gène en z de degré \i—n, et telle que soit vérifiée la condition :
(£^,), Pour tout compact K de û, // existe une constante Cg, telle que,
pour tous x, x' dans K, et 9, 9' dans S,

\k(x\ 9')-fe(x, 9)| ̂  C^(|x-x'|^+|9-9/|^),
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26 M. DURAND

alors les noyaux h (x, y ) = k (x, x—y) et h (x, y ) = k (y, x—y) sont de
type J^ sur Q.

On va enfin définir la classe des noyaux qui constitueront les restes.

DÉFINITION. — Un noyau N sur fî est dit de type ̂  (0 < |x < 1) si N
v

et N sont de type ^^+ et si, pour tout compact K de fî et tous x, x\ y, y '
distincts dans K, il existe une constante C^ telle que

(RJ | N (x, 30-N (x', y)-N (x, /)+N (x, /) [
^C^x-x^^y-y-^

x[inf(|x-4 |x'-4 jx-/], Ix'-/!)]-^.
On désigne par ^ (Q) l'ensemble des noyaux sur Q, de type ^p. Ces

noyaux, avec des conditions de régularité sur les différences secondes, ont
été introduits afin d'avoir des théorèmes de composition des opérateurs
intégraux-singuliers dont les restes ont des noyaux appartenant préci-
sément à la classe ̂ , résultats qui ne semblent pas possibles si l'on prend
les restes dans la classe ^^+. Comme le lecteur pourra s'en convaincre
en se reportant à [5] et à ce que nous disons à propos de la résolution
d'une alternative de Fredholm (remarque de 4.3 où nous signalons que
le noyau résolvant est dans ̂ ), cette classe ne paraît pas trop restrictive.

Voici enfin un exemple de noyau de type ̂ .
PROPOSITION. — Soit h (x, z) une fonction définie, continue dans

Qx^\{0}, positivement homogène en z de degré \i—n, une fois conti-
nûment différentiable en z, et telle que (ô/ôzi) h (x, z) e C^ (D x 7?"\{ 0 })
pour tout i, 1 ̂  i ^ n. Alors le noyau h (x, y) = h (x, x—y) est de type ̂
sur Q.

1.1. Ceci étant, nous pouvons maintenant définir les noyaux dérivables.
DÉFINITION. - Un noyau N sur û est âitp-fois dérîvable si, pour chaque y

dans 0, la fonction N ( . , y ) est ^-fois continûment différentiable dans
l'ouvert û\{^}.

On désigne par J^ (0) l'ensemble des noyaux sur îî d'ordre q qui sont
/7-fois dérivables (noyaux de type ^T?.

Pour chaque multi-indice de dérivation oc de longueur a ^ p, on
note Z)" N le noyau défini par

^M
D^N (x, y) = —— N (x, y) pour x ^ y ,

ox^
D^N (x, y) = 0 pour x == y ,
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II faut maintenant définir des types de noyaux dérivables dont les dérivées
d'ordre maximal sont encore contrôlées par une condition de Hôlder et
aussi dont on contrôle les différences secondes. Mais auparavant nous
donnons une notation :

Étant donné un opérateur différentiel P (x, D) = ^ a^ (x) D^, on note PN
le noyau ^ a^ (x) D^ N.

1.2. DÉFINITION. — Un noyau N sur D est dit de type ̂ +p si, pour tout
multi-indice de dérivation a de longueur | a ( = p ' ^ p, Z)" N e ^^-p' (^)-

On désigne parJ^^ (fî) l'ensemble des noyaux sur Q de type ̂ +p.

Remarque. — Un noyau N est de type ^/>p+p si, pour tout indice de
dérivation a de longueur a = p ' < p, D^ N est de type ^Vq-p' et si,
pour tout P de longueur | P | == p, D13 N est de type ^^-p (on applique la
formule de Taylor pour le voir).

1.3. Nous donnons maintenant le type qui interviendra dans la suite.

DÉFINITION. — Un noyau N sur Q est p-fois bien dérivable en classe C^
( p entier ^ 0) si

(i) ^estdetype^:^;
(ii) pour tout multi-indice de dérivation oc de longueur a ^ p, le

noyau D" N est de type ̂ .
On dit alors que N est de type ̂ , et on désigne par ̂  (0) l'ensemble

des noyaux sur Q. de type ̂ .
1.4. Il est facile d'établir les inclusions suivantes :

^Tf^^c^f^Q) si H^',
^•^(^Œ^f^O),

^^(^c^^O) si q^q\

Si (p G C^ (0), si A^e ̂ ; (0), alors le noyau (p (x) -^ (;c, y) (p 0) est
de type ̂  (on utilisera ce résultat sans le rappeler).

1.5. Nous allons maintenant établir le théorème de dérivation sous le
signe somme pour les opérateurs intégraux associés aux noyaux de type ̂ .

THÉORÈME I. — Soit N un noyau sur Q, de type ^. Alors l'opérateur
intégral N applique continûment J^° (Q) dans C^^ (Î2) pour tout À, < n,
et C^ (û) dans C^ (Q) 7WMr tout K > 0. En outre, pour fe C^ (Q), pour
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28 M. DURAND

tout indice de dérivation a de longueur [ a [ < p et pour tout x dans 0,

y ( N f ) ( x ) = D^NÇx, y)fÇy)dy = D^NfÇx).
J"

Ce théorème est une conséquence du résultat suivant :

LEMME. — Soit N un noyau sur Cl de type^V^ (q > 1). Alors, pour toute

fonction /eJ^(Q), la fonction ~Nf{.)= \ N ( . , y ) f ( y ) d y est de
Jft

classe C sur Çï. De plus,

8 f N (x, y)f(y)dy = [ 8 N ^ ^VOO^ (1 ̂  ̂  ^)-
ÔXiJSî JfiÔXi

Démonstration du lemme. — Désignons par (^t)i^«n la base canonique
de R", et montrons que, pour tout i et tout x dans Q,

lim^oV [N(x4-^^)-N(x,3;)]/(^)^= f D,N (x, y)f(y)dy.
t JSÎ JSî

Puisque N e^V^ (q > 1), la fonction définie sur R

s-^ \ D,N(x+se,,y)f(y)dy
Jî2

est définie et continue pour ] s \ assez petit, soit pour | s ^ r\ (r| > 0).
Posons

^(0=1. r^f D,N{x+Bse,,y)f(y)dy,
t JO Jf2

avec
0 < f < r | et £ = ± 1 .

Désignons par S l'ensemble { x-{-se^ \s\ s$ r| }. Puisque n ̂  2, S est
de mesure nulle, et l'intégrale sur Q qui se trouve dans la définition de v|/, (/ )
peut être prise sur û\5'. Nous avons alors

lim^o^(0= f D , N ( x , y ) f ( y ) d y .
Jîî

D'autre part, puisque Z>, N est un noyau intégrable, une application du
théorème de Fubini donne

^(0=1 f(y)dy\ D,N(x+^se^y)ds.
t JSÏ\S J O
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PARAMÉTRIX D'OPÉRATEURS ELLIPTIQUES 29

Pour y e Q\5', la fonction s —> N (x+s ̂ ,, ^) est dérivable, et elle a pour
dérivée s Z), 7V(x+£ ̂ , ̂ ), d'où nous déduisons

^(0=8 | [N(X+£^, )0-N(x, }0]/00^.
t Jsî\s

Donc

lim^o^(0 =lim^o1 [N(x+te,, ̂ )-N(x, }0]/00^,
f jn\s

ce qui démontre l'égalité cherchée.
Il est alors évident que Nfest de classe C1 sur Q.

c. Q. F. D.
Démonstration du théorème. — Tout d'abord une récurrence sur p permet

de voir immédiatement que si Ne^^^ÇQ), avec q > p, alors, pour
toute fonction/e ̂  (Q), la fonction ^V/est de classe C^ sur Q, et

^°W)W= f DaN(x,y)f(y)dy=1ylNf(x) ( |oc|^p).
Jn

De plus si À, < q-p, 0 < K ^ u, alors pour toute fonction/e J$f^ (Q),
NfeC^Çfi) (cf. théorème 1.2.2 de [6]). Enfin lorsque | a | = p,
D" Ne ̂  (0) c: ̂ + (Q), donc, pour toute fonction /e C\ (0), À, > 0,
NfeC^^ÇÇî).

C. Q. F. D.

2. Définition locale du type de noyaux. Dérivation singulière sous le signe
somme

Nous définissons maintenant les noyaux que nous devons envisager
pour construire les paramétrix des opérateurs différentiels elliptiques.

2.1. DÉFINITION. — Soient s et u, deux nombres réels. On appelle
^(0) l'espace des fonctions complexes h : (z, y)—> h (z, y) définies sur
CR^O^xQ, telles que
(Hi) Pour tout y dans û, la fonction h (., y) définie sur Rrt\{ 0 } est de

classe C°° et positivement homogène de degré s;
(H^) Pour tout multi-indice de dérivation a, la fonction

D-h: (z,^^(z,j0

appartient à C^ (^\{ 0 } x Q).
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On désigne par H\ (Q) le sous-espace de H^ (D) formé des fonctions
telles que D9 h e C1 (^\{ 0 } x D).

Un noyau singulier de Giraud sur Q en classe C^ est une fonction
h (z, y) e H\ (?) qui, pour tout y fixé, est d'intégrale nulle sur la sphère
unité.

2.2. Cela étant, nous avons le résultat suivant :

DÉFINITION. - Soit r un entier > 0. On appelle noyau de Giraud r-fois
régularisant en classe C^ sur fî tout noyau N sur Q défini comme suit :

1° Si r < n, N (x, y) = k (x-y, y), où k e H^_^ (Q);

2° S i r ^ n , N ( x , y ) = ko (x-y,y)+k, (x-y, y) Log [ ̂  (x-y, y) (2),
où

k, e H^ (û),

ki (z, y) = ̂ ,"=0 ̂  (Y) ̂  avec ̂  e C^ (D),

/;2 e ̂ i1 ffî), ^2 (^ y) ̂  0 lorsque z ^ 0,
et enfin pour tout multi-indice de dérivation a de longueur | a [ = r-n,
pour tout y dans Q,

D" [^o (z, 3^) + ̂ i (z, y) log | ̂  (z, y) | ] ̂  (Jz) = 0.
J Sn

Lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible nous dirons, par la suite,
« noyau de Giraud régularisant » au lieu de « noyau de Giraud r-fois régu-
larisant en classe C^ ». Remarquons enfin que les noyaux de classe ̂  (0),
définis en [5], sont 0-fois régularisants.

2.3. Nous pouvons maintenant définir les noyaux que nous désirons
étudier.

DÉFINITION. - Soit r un entier > 0. On appelle ̂  (Q) l'ensemble des
noyaux N sur Q de la forme

N (x, y) == l (x - y, y) + <D (x, y),

où / est un noyau de Giraud r-fois régularisant en classe C^, et 0 un noyau
de type ̂ .

(2) Pour y fixé, on peut dire que ko (z, y) + ̂  (z, y) log | ̂  (z, y) | est une fonction
pseudo-homogène de degré (r — n).
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Si N e ̂  (D), on dira aussi que N est un noyau de type ̂  sur û. On ne
devra pas confondre ces noyaux avec les noyaux de Giraud r-fois régu-
larisants en classe C^, lesquels en constituent la partie principale selon la
proposition suivante (3).

PROPOSITION. - Soit N un noyau sur 0 de type ̂ . Alors N peut s'écrire
d'une manière, et d'une seule, sous la forme

N ( x , y) = l(x-y, y)+m(x, y),

où l est un noyau de Giraud r-fois régularisant en classe C^, et m un noyau
de type ^.

Pour établir ce résultat, remarquons d'abord qu'étant donné un ouvert 0
de R", et un point y fixé dans Q., pour tout point ? de £„, il existe x e 0
aussi proche que l'on veut de y, et tel que ? = (x-y)l \ x-y \. Cela étant,
soit

N ( x , y) = l(x-y, y)+<S>(x, y) = F (x-y, y)+^(x, y).
Posons

q(x-y, y) = l(x-y, y)-lf(x-y, y) = O'(x, y)-<S>(x, y).

Ainsi q e ̂  (D).

Premier cas : r < n. - q e ̂  (Q) c ̂ r;^ (p). De plus / et // sont
positivement homogènes de degré (r—n), donc

\q(z,y)\=\z\r-n\qCz,y)\^C\z\r-n+^ ou z=——
z

Donc | q (z, y) | ̂  C | z p; donc, grâce à la remarque ci-dessus et en
faisant tendre z vers zéro, q (z, y) = 0, et q =. 0.

Deuxième cas : r = n. — Nous avons d'abord (avec z = z/ 1 z |) :
\l(z, y)-r(z, y)\ == |feo(z, y)-k^z, y)

+ k, (y) log | fe, (z, jQ | - fe'i (y) log | fe, (z^) 11

= \ko(z,y)-ko(z, y)-^k^y)\og\k^ y)\

________ -felWlogl^^^l+Cfei^-fcK^loglzll ,

(3) Notons que lorsque r > n, tout noyau de la forme

4(^-^ };)+Ela|=r-l^a(^)(x-};)alog)/C2(^-^ y) \,

où A;o e H^,^ kz e ^Tî et ûa e C4 (îî), est égal à la somme d'un noyau de type ̂  et
d'un polynôme appartenant à ̂ .
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et cette expression est majorée par une constante puisque /-/'€^+
k^ et k^ sont continues en z, donc k^ (y) = ̂  (y). Alors

^ }0-̂  }Q+fc,001oglfc2(z>30^ = a(y);
\k2(z,y)\

mais û? (y) ̂  (dz) = 0, donc a =s 0 et le noyau / est unique.
JSn

Troisième cas : r > n. - En dérivant (r-^-fois, et grâce à la condition
donnée sur D" / dans le 2° de la définition des noyaux, on retombe sur le
cas précédent.

Remarque. - D'après les résultats de [4], on a H^^(^Ï) c ̂  (Q).
De plus, on montre aisément que ̂  (Q) c ̂ ^ (Q) (pour cela on utilise
le fait que k^ (z, y) e ̂  (Q) pour traiter les termes comportant un loga-
rithme). Enfin, toute fonction a e C^ (Q) est de type ̂  sur Q pour tout r.

2.4. Nous pouvons alors énoncer le théorème fondamental qui établit,
à l'aide d'une dérivation singulière sous le signe somme, le caractère r-fois
régularisant du type ̂ .

THÉORÈME II. - Soit N (x, y) un noyau de ̂  (Q) (r entier > 0,0 < \JL < 1),
l (x-y. Y) sa partie principale. Alors l'opérateur intégral associé N applique
continûment C^ (Q) dans C^^ (Q). Plus précisément, si a est un indice de
dérivation de longueur \ a | = r-1 et si 1 ̂  i ^ 77, alors la fonction

D . D - l : (z.^^^-^^z^),
8zi ôz"

définie sur (^\{ 0 })xîî, est un noyau singulier de Giraud en classe C^
sur Cl (4), et pour chaque fonction fe C^ (Q), la fonction Nf appartient à
Cr+ïl (Q) avec, pour tout x dans îi,

D,Da(N/)(x)=/(x) ] D^KQ, x)9.^(d9)+[v.p. D.D^l^fÇx)
J Sn

+ | D,Dsm(x,y)f(y)dy,
Jn

où m (x, y) == N (x, y)-l (x-y, y) est le reste du noyau N.

(4) Ces noyaux constituent la classe ^(Q) de [5]. Ils opèrent en v.p.
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Pour établir ce théorème, nous utiliserons les deux lemmes suivants :

LEMME A. - Soit h (z) une fonction de C1 (^\{ 0 ̂ positivement homo-
gène de degré (\-n). Alors, pour 1 ̂  î ^ n, D,h (z) est une fonction
positivement homogène de degré -n et d'intégrale nulle sur la sphère unité :

\ 2)^(e)<^e)=o.
Jïn

La démonstration de ce résultat est élémentaire. Le lecteur pourra par
exemple se reporter au livre de S. AGMON [1] (lemme 11.1, p. 152).

LEMME B. -- Étant donnés un nombre réel e > 0, et une fonction g e Cj, (R"\

on pose g^ (x) = g (y) dy, pour tout x e ̂ ". Alors g^ e C1 (7?"), et
J \ y - x \ ^ e

^00=-s"~1 g(x+89)9^(rf9).
JSn

Démonstration du lemme B. — Nous pouvons supposer que g e C1 (R )
car on peut uniformément approcher g e Q (R") par des fonctions de

C^ (^). De plus, g^(x) = g(x+z)dz. Soient donc geC^R"),
J 1 z i'^e

U un ouvert, et K un compact de R", tels que, pour tout x dans U,
K contienne le support de la fonction z—>g(x+z). Posons enfin

K, = { z e K', | z | ̂  s }. Alors K, est compact, et g, (x) = g (x+z) dz.
jKs

La fonction (3/8xi) g (x+z) est définie et continue sur UxK^, donc ^
est dérivable dans U, et

^ (* s (*
—g,(x)=\ —g(x+z)dz=çn\ Dig(x+Qz)dz.
OX, jK^ÔXi J \ z \ ^ l

Une intégration par parties sur la variété à bord R^B^ (0) (où B^ (0)
est la boule de centre 0 et rayon 1) donne alors le résultat annoncé.

C. Q. F. D.

Démonstration du théorème I I . — Grâce au théorème 1 (n° 1.5), nous
pouvons supposer que le reste est nul. Par ailleurs, d'après la remarque
du n° 2.3, Ne ̂ _i (Q). Donc lorsque [ a [ ^ r-1,

D\Nf)<ix) = f D^N (x, y)f(y)dy = D^V/(x)
J"

pour
xeQ, /eC^(Q).
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II suffit donc de démontrer le théorème dans le cas r = x, [ oc [ = 0. Alors
/ (x-y, y) == k (x-y, y\ où k e H^ (D).

Soient k (z, y) e Hf_^ (?) et le noyau N (x, y) = k (x—y, y). D'après
le lemme A, la fonction D^ k (., y) est positivement homogène de degré — n
et d'intégrale nulle sur la sphère unité; elle définit donc un noyau de Giraud
en classe C^ sur û (classe ̂  (D) de [5]) qui opère en valeur principale
sur C^ (?) pour tout X > 0. Établissons l'égalité

D,(Nf)(x)=f(x)S fe(9,x)9,^(rf9)+[v.p.D,fe]/(x)
Jïn

pour
/eC^(D).

Pour cela on introduit la fonction auxiliaire

^>s(^ 0 = k(t-y, y)f(y)dy pour (x, QeA,
J \ x - y \ ^ s

où A = { (x, t ) ; x e 0, / e D, | ̂ — ^ | < s/2 }, et nous posons

<PsM=^s(^^).
Supposons avoir montré que ^>g est de classe C1 sur l'ensemble ^4, et que

-^-^(x, Q^-s"-1 f k(t-x-sQ,x+^Q)f(x+sQ)Q^(dQ),
8Xi J Sn

-^-o^x, o = f Afea-^ ̂ )/œ^.
Ôti J \ x - y \ ^ s

Alors (pg (x) est de classe C1, et

D^(x) = f^-^(^ ^)+ f-^-^)(^ x)
\ôXi ) \8ti )

= f fe(e,x-69)/(x-£9)e^(rfe)
JSn

+ f D,k{x-y,y)f(y)dy.
J \ x - y \ ^

k étant continue sur S^ x Q, lorsque s tend vers zéro, D^ (pg (x) tend uni-
formément vers la fonction

W = f k(Q, x)/(x)9,o^(d9)+[v. p. 2),fe]/(x).
Jïn
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Pour terminer la démonstration, il suffit donc d'établir les résultats
annoncés sur (pg (x, t ).

Pour x fixé dans D, Og (x, .) e C1 ({ t; t e D, [ x-t \ < £/2 }) et, sur
cet ensemble,

—Og(x, t ) == D,k(t-y, y)f(y)dy pour l ^ i ^ n .
Ôtt J \ x - y \ ^ s

En effet, si K = (supp /) n {y, [ x-^ | ̂  s }, et si 2?p (x) désigne la
boule de centre x et de rayon p, alors la fonction ( t, y) —> D^ k ( t — y , y)f(y)
est continue dans B^^ (x) x K puisque la fonction (Ç, y) —> D^ k (Ç, y)
appartient à C^ (Rn\{ 0 } x Q). On peut donc dériver, sous le signe somme,
l'expression de Og (x, .).

Pour t fixé dans Q, 0, (., t ) e C1 { x ; xeû, x — ^ < s/2 } et, sur
cet ensemble,

^-0,(x, 0=-c"-1 fe(f-x-se,.?c+se)/(x+£e)9,a^(^9)
^x, J in

(1 ̂  f < n).

Si Yg e C^00 (J?") est une fonction nulle au voisinage de zéro et égale à 1
hors de 2?^ (0), alors ̂  (x, t ) peut s'écrire :

^(^ 0 = fe0-^ y)7e(t-y)f(y)dy,
J \ x - y \ ^ s

et le lemme B donne le résultat cherché.
Enfin, d'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, les

fonctions (x, t ) —> (<9/ô^) Og (x, t ) et (x, t ) —>- (3/3^) Og (je, t ) sont conti-
nues sur l'ensemble A, donc Og (x, t ) est de classe C1 sur cet ensemble,
ce qui achève la démonstration de l'égalité du théorème.

Il nous reste à établir que l'opérateur N envoie C^ (Q) dans C1"̂  (D).
Il est évident qu 'il l'envoie dans C1'+ p ~1 puisque le noyau A^ est de type ̂ _ ̂ .
De plus, [v. p. Di D^ k~\ envoie C^ (û) dans C^ (0) puisque c'est un opé-

rateur intégral singulier de Giraud (cf. [6]), et enfin D^ k (9, x) 9, a^ (rf9)
__ jSn

est de classe Cp sur 0. 7^ envoie donc bien C^ (û) dans C1'4'»1 (0) d'après
l'égalité du théorème déjà établie. La continuité de l'application est tout
aussi évidente.

C. Q. F. D.
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3. Opérateurs intégraux r-fois régularisants sur la variété compacte M

3.1. Avant de définir les opérateurs sur une variété, il faut établir V inva-
riance par dijféomorphisme des classes ̂  et ̂ .

THÉORÈME III. - Soient fi. et Q deux ouverts de R", et (p un C^-difféo-
morphîsme de Q sur 0. Alors si Ne ̂  (Ô) (resp. ̂  (Q)) le noyau (sur 0)
N (x, y) ̂  N ((p (x), (p 00) appartient à ̂  (Q) (resp. ̂  (Q)) ^, for^^
N e ^ y (Q), fo /?ar^ principale l du noyau N s'exprime au moyen de celle
du noyau N, /, par la relation

l (z, y) = ](dy (p (z), cp (}Q) + p (z, 3;) (z e ̂ "\{ 0 }, y e Q),

OM T? (z, ^) est un polynôme en z dans ̂  et l est tel que

Dvl(z,y)^(dz)=Q pour [a |=r-n.
J ^n

Note. — dy (p désigne la différentielle au point y de la fonction (p. C'est
une application linéaire de R" dans .7 ,̂ et dy (p (z) e 7?" est la valeur prise
par cette application au point z e R". On doit rajouter le polynôme p (z, ^)
pour que soit vérifiée la condition explicitée au 2° dans la définition 2.2
qui a pour but de rendre unique la partie principale (cf. aussi la note (3)
qui suit la proposition 2.3).

3.2. Montrons d'abord l'invariance du type ̂ . Soient fî et Ô, (p. Net N
définis dans le théorème. Montrons que N e ̂  (Q).

Soient î = (p (̂ :), ^ = (p (y). Nous établirons successivement que
(i) N (x, y) est de type ̂ r^

(iï) Pour tout indice de dérivation a de longueur | a | ̂  r, D9 N e ̂  (0).

Démonstration de (i). — II est clair que, pour tout indice a,

D^N (x, y) = (-^N ((p(x), (pQO) = S| p | ^ | a | a^(x) D^N(^(x), (pQO),
\ox/

où a? e C^ (Q). Donc, pour chaque y deQ,, N ( . , y ) est r-fois continûment
différentiable sur Û\{y }. Par ailleurs, puisque N est de type -(r+n),
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pour tout compact K c: Q et tous î, ji distincts dans K,

{N^y^^C^x-y}"^^ pour r + H < n
N (x, y) est continue sur K xK pour r+|i > n.

(p étant un C°°-difFéomorphisme de 0 sur Ô, pour tout compact
K = (p (AT) c fî, il existe deux constantes a^ et b^ > 0 telles que pour x
et >» dans K :

(1) ^|x-^| < \x-y\ <bK\x-y[

On en déduit immédiatement que 7V" est de type —(r+^i) puisque
^e^î^(Q).

Démonstration de (ii). — On sait que D" 7V = ̂  p n ^ ^ i a. D^ N et que
2^ A^ est de type ̂ . Donc, par application des inégalités (1), on obtient
que Z)" N est de type .̂ Ceci achève la démonstration de l'invariance
de ̂ .

3.3. Pour établir l'invariance du type ^, nous considérons un noyau
fW

sur Q dont le reste est nul (ce qui n'est pas une restriction puisqu'on a
montré l'invariance du type ̂ ). Le noyau N s'écrit alors

N (x, y) = l(x-y, y) = ko(^-'y, y) +k^(x-y, y) log | ^(x-y, y) |.

Posons
; (z, y) = feo O, }0 + fei (^ 3^) log | ^2 (^, ̂  | + p Çz, y),

avec ki (z, y) = k, (dy (p (z), (p (^)) pour i = 0, 1, 2, et j? (z, ^) est un
polynôme en z à coefficients dans C^ (D) tel que, pour tout a de lon-
gueur | a ] = r—n,

S Da;(z,^)a,(rfz)=0.
JSn

On a alors
N ( x , y ) = l ( x - y , y ) + N f ( x , y ) ,

avec N' (x, y) = 7((p (x)-(p (̂ ), (p Cy))- î (dy (p (^-^), (p M)-^ (x-y, y\

Nous allons montrer successivement (en conservant les mêmes nota-
tions dans tout le paragraphe) :

(i) / (z, y) est un noyau de Giraud r-fois régularisant en classe C^ sur D;
(ii) N / ( x , y ) e ^ r ^ ( Ç Ï ) ;
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(iii) N ' (x, y) e ̂  (Q).

Ces trois résultats joints à l'invariance du type ̂  établiront celle du
type ̂ .

3.4. LEMME. — Si l (x—y, y) est un noyau de Giraud r-fois régularisant
en classe C^ sur Ô = (p (Q), ;•/ existe un polynôme Yw=r-n ̂  M za av^
a^eC^ (D) tel que le noyau

l(x-y, y) = l(d^(x-y), (p(^))+ ̂ ,,, =r-n^(y)(x-yY

soit un noyau de Giraud r-fois régularisant en classe C^ sur Q.

D'après les hypothèses sur /, il est clair que, pour tout y dans D,

fe;(.^)€C°°(^\{0}) ( f=0 , l , 2 ) ,

et que ko, k^ et k^ vérifient les conditions d'homogénéité de la propo-
sition 2.2. D'autre part, on voit par récurrence que, pour tout multi-
indice de dérivation a,

^a^(^^)=ElPl^|a|ApMDP^(^(p(z),(p();)) (f=0,l,2),

où les A^ sont des fonctions dans C°° (Q). On en déduit que / vérifie les
conditions de régularité de la définition 2.2. Finalement, grâce à la pré-
sence du terme correctif polynômial, / (x—y, y) est un noyau de Giraud
r-fois régularisant en classe C^.

c. Q. F. D.

3.5. LEMME. — Si l ( x — y , y ) est un noyau de Giraud r-fois régularisant
en classe C^, alors le noyau N ' (x, y), défini par

/V ^

N ' ( x , y)= ;((p(x)-q>(3;), (ç(y))-l(dy(?(x-y), ̂ ( y ) ) - p ( x - y , y),

où p (z, y) est un polynôme homogène en z à coefficients de classe C^, est
de type ^\\\.

Puisque p (x—y, y) est de type ̂  pour tout r, nous supposerons dans
la démonstration que p = 0 et ceci n'est pas une restriction. L'idée de la
démonstration est la suivante :

On pose Ç = dy (p Çx-y) et Ç' = (p (^)-(p (y), et on évalue la différence

nfë,^,^)=7(^(p(^)-rfê,(p(3;))
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à l'aide de la formule de Taylor :

îïfé, ̂  }0 == E?=ifô^) f1 ^Jfê+rfê'-^ <p00)^ (|Ç'-S| < |Ç|).
Jo

Grâce à la condition [ Ç ' — Ç < | Ç |, on sait que, pour 0 ^ t ^ 1,
Ç+^ (Ç'—Ç) | > 0, et l'intégrale est convergente. Pour tout compact

K cz û, on définit une fonction

8(^-3^ 30 = (8i(^-^ ̂  • • •. ̂ (x-y, y))

telle que, pour tout f, 1 ̂  f =$ n, ô^ (z, j»)e C°° (^xû) et que, pour x
et y dans À', ô (x—y, y) == Ç '—Ç. On cherche alors de bonnes majorations
de | ô (x—y, y) \ et de ses dérivées. Par ailleurs, dans l'évaluation de
n (Ç, Ç', ^), les coefficients des (Ç^'—Ç,) sont des intégrales qui représentent
des noyaux @i (x, y) et, grâce aux propriétés de ko, k^ et k^ ces noyaux
sont de types ^r^{+ll. Alors, des propriétés des Qi et de 5, on déduit
que N ' est de type ^îï.

Donnons maintenant une démonstration précise. Soient K un compact
contenu dans Q, et à == à (X ( 0). Dans 0, on définit l'ouvert

V = S y ; y e ^ d ( y , K ) < d - \
[ ^

et enfin on désigne par B la boule ouverte de R1 de centre 0 et de rayon d/4.

3.5.1. LEMME. — La fonction

8(z, y) = 2E| M -2 1 ^ f D\(y+tz)(l-t)dt
P ' Jo

est définie et de classe C°° sur un voisinage de Bx V, prolongeable pour
chaque y en une fonction de z de classe C°° dans R". De plus, il existe une
constante C > 0, et un nombre p, 0 < p < df4, tels que, pour tout y e V
e t z e B (0, p),

\S(z,y)\^C\z\2<l\d^(z)\, \D,6(z,y)\^C\z\ (1 < î ̂  n)

et, pour tout P de longueur \ P ^ 2, | ̂  ô (z, y) \ ^ C. Enfin lorsque x
et y sont « assez proches »,

S(x-y, y) = Ç'-Ç = (p(x)-(p(^)-^(p(x-}/).
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Une application de la formule de Taylor à la différence Ç'-Ç donne

i r1
Ç'-Ç=(p(x)-(p(^)-^(p(x-^)=2^pi^—^ D^(y+tz)(l-t)dt

P ' Jo

si x e Q, y e Q et y+t (x-y) e D pour t e (0, 1). Cette dernière condition
est vérifiée si x et y sont « assez proches », ce que nous supposons dans
toute la suite de la démonstration du théorème III, le cas contraire n'offrant
aucune difficulté. La fonction 5 (z, y) étant définie, le reste du lemme en
découle immédiatement.

c. Q. F. D.

3.5.2. LEMME. — K étant un compact contenu dans 0, pour tous x et y
distincts dans K, \ x-y \ < p, et pour tout i tel que 1 < i ̂  n, le noyau
Qi (^ Y\ défini par l'intégrale

F1 -&(x,^)= D,l[d^(x-y)+tS(x-y,y),^(y)]dt
Jo

est de type^Z^^. De plus, si y est un multi-indice de dérivation de lon-
gueur \^\ = r+j(j = 0, 1),

a l Y I Qi(x,y) ^C^x-^l-"-1^.
8x7

Supposons d'abord que î(x-y, y) = ko (x-y, y) (sans terme loga-
rithmique). Puisque

l^-^ls^-^i^i^cx-joi-ii;!,
^ 2,

l'intégrale est bien définie. Pour tout multi-indice de dérivation y,

gM -
^—Diko[dy^(x-y)+t5(x-y, y), 9(3;)]

=Z|n|< iviC^.^OD11 D,ko [d^(x-y)+t6(x-y,y),^(y)],

où C ^ ( x , y , t ) e C C X > ( { ( x , y , t ) ' , xeV, y e V , t e ( 0 , l ' ) , \x-y\ < p}).
Donc Qi (x, y) est indéfiniment différentiable en x lorsque x ^ y et

girl
- Q,(x, y)eC^{(x, y)eVx 7\A, \x-y\ < p})

i9x7
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et lorsque | y [ ^ r—1,
al ï l
^-e,(x^)e^_^i,i(Q).

De plus, si I y = r+j (j = 0, 1),
^r+j p

^7 Qi^ Y) =EM ^ m| <^(x, ̂  O^D^ofé+^fé'-^ <POO)^

à la condition que l'intégrale soit absolument convergente. Nous allons
montrer que

l^^kofé+f^-^cp^l^Clx-j;!-"-1-7,

alors pour x et y fixés, x 7^ y, le terme à intégrer est uniformément borné
en t, et l'intégrale est absolument convergente. Pour montrer cette inéga-
lité, on remarque que Â-o étant positivement homogène de degré r—n
en la première variable,

| D^feofé+^-i;), <P(30)| = Ici-"-1-7 ^^fcof^^"^^ (p0o)

lorsque | T| j = r+7 (le cas [ r| | < r étant trivial). Alors, d'après les hypo-
thèses de régularité sur k^ et puisque î,+t (Ç'—Ç) |/| Ç | > 1/2 (car
|^ -Ç |<(1/2) |Ç | ) ,

o,o,,.(t±'̂ 0,̂ )^c,m
où C est indépendant de t, x et ^, d'où l'inégalité cherchée. Enfin l'expres-
sion de (8^'+j/ôx'>f) Qi (x, y) à l'aide de l'intégrale montre que

Q\V\
Qi(^y) \^C\x-y

Sx^
1-n-l-j

ce qui achève de démontrer le lemme.
c. Q. F. D.

3.5.3. Pour terminer la démonstration du lemme 3.5, il faut établir que
N ' (x, y) est de type ^îîï. Pour tout multi-indice a de longueur ] a ] ^ r,

D-N^x, y) -^if^) D^,(x-y, y^D^ &(x, y).
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Les lemmes 3.5.1 et 3.5.2 montrent alors immédiatement que Qi(x,y)
est de type ̂ îi, donc aussi de type ̂ îï.

C. Q. F. D.

3.6. Pour établir que N ' est de type ̂ , on remarque d'abord que, pour
tout indice de dérivation a de longueur [ oc | ̂  r, le noyau D" N ' est de
type J^^ puisque N ' est de type ̂ îï. On montre aussi facilement qu'il
en est de même pour (Z)" N')^.

3.6.1. Pour étudier les différences secondes des noyaux D^ N\ nous
devons d'abord établir un lemme technique sur les dérivations de fonctions
composées.

LEMME. — Soient (9^ et (9^ deux ouverts de R", et^un C°° difféomorphisme

1 1^\\de 0^ sur 0^ n|/ = • . Soit N une fonction définie sur 0^, de classe C°°.
\ W/

Alors
D^N(^(x)) = SpAp(x) DPN)(^^/(x))+ ...

avec les notations suivantes :

— a est un multi-indice de dérivation : a = (oq, . . . , a^) (a^ e N);
— P est un multi-indice du type suivant : P = (P1, . . . , P"), où P1

(1 ^ i ^ n) est un multi-indice ordinaire P1 = (P^, ...,?;,) (P} e N) et
D^ = D^ . . . D^;

— la sommation est faite sur tous les P} tels que | P 1 1 = Ç\ + . . . + P^ == a»;
— fey pointillés remplacent des dérivations d'ordre strictement inférieur

à \ P [ = 2 P1 = | a ;

— ^p = nL-=i (^j) ̂ ^ ûmî to convention (Q^i/ox^ = 1 ̂  Pf = 0.

Nous établissons ce lemme en faisant une récurrence sur la longueur j a
de a.

^-N (v[/(x)) = E;.̂  ^(x) D,N (v^(x)),
ôx» 9Xi

donc, pour a = 1, on a bien

D^N (v|/(x)) = SpAp(x) D^N (v|/(x))
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(on remarquera que P7 = 0 pour y ^ i, et A^ = S^'/Qxi si

(3=(0, .. . ,P1 , ...,0) et y=(0, ...,!, ...,0),

où 1 est à la 7-ième place).
Si D^ N (v|/ (x)) = ̂ p Aç (x) 2)P N (\|/ (jc))+ .. . pour | a | = p, alors

8 D^N (v|/(x)) = EpAp(x)A ̂ N (v[/(x))+ ...
ÔXi ÔXi

= EpAp(x)E^i ̂  ̂  D,N (v|/(x))+ ...
ÔXi

=I:,A,(x)DYN(v|/(x))+...

où la sommation est faite sur les y tels que y^ = (^ si fc 7^ f et y1' = P} +1
pour j == 1, 2, . . . , n. Il est évident que

A,(x)=^L•=lfAx^lwT•\ôx, /

3.6.2. PoMr montrer que D^ N ' est de type ̂ p, nous supposerons, comme
dans le n° 3.5, que le polynôme^ dans l'expression de N ' est nul. D'après
le lemme 3.6.1,

^ [î((p M - <p (y\ <P 00) - ̂ d, (p (x - y, (p 00)]
== Ep { Ap (x, }.) ̂ p T((p (x) - (p (jO, (p œ)

-Ap(x, }.) D^^cpCx-j;), (p(^))}+ ...
où

Ap(x, ^) = ]"[? j=i(—(Pl(x)) (donc est indépendant de y)
\ôx, )

et

Ap(x, ̂  = nL-if^^^^-^y1-
\(7X, /

Mais rfy (p est donné par la matrice suivante : dy (p = (Q^i/Qxj (y))i,j
(z-ième ligne, y-ième colonne), et la f-ième coordonnée du vecteur dy (p (x—y)
s'écrit

(dy (p (x - y)), == ̂  (p- (^) (Xfe - ̂ ),
axfe
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A[^-^ A^.
oxj Qxj

Nous en déduisons que

^y)=n^J^(y)Y1.
\8x, )

On a alors la relation

^[K(POO-<POO, <p(j/))-Hrfy(p(x-^). (pQO)

= Ef> ̂ p 00 [^ ;((p (x) - (p 00, (p 00) - D" 7(^ <p (je - jQ, <p (y))]

+ Ep G4p M - Aç (y)) D91(dy (p (x - y), q> (j/)) + ...

Supposons alors que | a | = r (le cas | a | < r étant évident). Posons

l(x-y, y) = l(dy^(x-y), <p(^)).

D'après le lemme A du n° 2.4, D ^ l ( z , y ) est d'intégrale nulle sur
la sphère unité et appartient à H\ (Si). Nous allons montrer que
(^p (x)-Aç(y))Dst l ( x - y , y ) vérifie la condition sur les différences
secondes de la définition du type 3^. Soit donc un compact K contenu
dans t2. Pour x, x ' , y et y ' distincts dans K, on a la relation suivante :

(^p(x)-Ap 00)1)^00-^ y)-Wx')-A^y))Dftl(x'-y, y)

-{Aç(x)-A^y'))D^l(x-y', /)+(Ap(x')-Ap(/))Dll/(x'-/, /)

=Wx)-A^y))(D^l(x-y, y)-D^l(x'-y, y)

-D^Kx-y', y')+D^l(x'-y', /))

+ (Ap (x) - Ap (x')) (£»" l(x' - y, y) - D^ l (x' - y', y'))

+Wy')-Af,(y))(D^l(x-y', y^-D^ l(x' -y', y'))

^DI+D^+DJ.

En posant d=mf(\x-y\, x'-y\, x-y' \, \ x'-y' |), on a

Di =Wx)-A^y)^ld [D^lÇx'+Kx-x'^y,^)
Jo dt I

- D ^ l ( x ' + t ( x - x ' ) - y ' , y ' ) ] d t .

On en déduit l'existence d'une constante Cg telle que

\Dl\<CK\x-y\.\x-x\\.\y-y'\<ld-'l-l-^CK\x-x'\ll\y-y'^d-"-<t

TOME 103 — 1975 — ?1



PARAMÉTRIX D'OPÉRATEURS ELLIPTIQUES 45

et D^ et 2)3 vérifient la même inégalité, de même que les différences secondes
du noyau

EpApM^KcpM-cpOO, ̂ (y))-D^l<id^(x-y), (p(^)))

(en effet, D^ / (., (p (y)) e ̂ p^ (0) est d'intégrale nulle sur la sphère unité,
le résultat est alors établi en [6]).

On a ainsi établi que, pour tout a de longueur a | < r, le noyau D" N '
est de type .̂ Cela, joint au lemme 3.4 relatif à la partie principale,
établit l'invariance par difféomorphisme du type ̂ .

c. Q. F. D.

3.7. On peut maintenant construire par localisation, à l'aide d'une par-
tition de l'unité, des noyaux du type ̂  (resp. ̂ ) sur la variété compacte
sans bord M.

DÉFINITION. — Un noyau 7V (x, y) sur Ji est dit de type ̂  (resp. ̂ )
si, pour toute carte locale (U, 7) de ^, le noyau N^ induit par N sur
l'ouvert îc (U) de ^n, est de type ̂  (resp. ̂ ) sur 5C (U) (lorsque r == 0,
^g = ̂  et ^g = ̂  dans les notations de [4], [5], [6]).

Les résultats précédents permettent d'affirmer l'existence de noyaux
sur M conformes à cette définition. Après quelques remarques, nous les
construirons de manière explicite. On désigne par ̂  (M) (resp. ̂  (^))
la classe des noyaux sur M de type ̂  (resp. ^). On remarquera que
^ (Jf) c ̂  (M). Lorsque 7V e ̂  (^), pour chaque y la fonction 7V (., y)
est de classe C1' sur e^\{ ̂  }. P étant un opérateur différentiel linéaire
défini sur ̂ , d'ordre/? < r, à coefficients complexes de classe C^* (on dira
alors que P est de classe C^*), on note PN le noyau j?W (x, y) = Py N (., y)
( x e J ^ , y e J ^ , x ^ ^). On désigne par ̂  (JT) (resp. ̂  (e0) l'espace
des applications linéaires de (^(e/^) dans C'"1"^ )̂ définies par un opé-
rateur intégral N associé à un noyau N de type ̂  (resp. ^). De telles
applications sont continues. Elles sont aussi dites de type ̂  (resp. ^).
On remarquera enfin que les espaces ̂  (M\ ̂  (M\ ̂  (^) et ̂  (J^)
ne dépendent pas de la mesure régulière dont J( est munie.

Avant d'énoncer le théorème fondamental sur les opérateurs de type^,
rappelons les résultats de [6] relatifs à l'expression des noyaux sur la
variété Ji à l'aide des noyaux induits sur les ouverts de R". Soit (U^ 5 )̂
un recouvrement de M par des cartes locales tel qu'il existe un autre recou-
vrement (Uip^ij), vérifiant pour tout i et tout j U^u Uj c U^ si
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U, n U, ^ 0 (ce choix de (£/,, 5^) est toujours possible). Soit ((p,), une
partition C00 de l'unité associée au recouvrement (^), et enfin rappelons
qu'on a désigné par g la métrique riemannienne sur^ à laquelle est associée
la mesure T,. Pour chaque carte locale (U,, ^z), on définit la fonction de
classeC00

g^)=det(gg(j0),
où (§î))ij est l'expression de la métrique g dans la carte (^, ^z). On consi-
dère dans chaque ouvert £/,,, un noyau N,, (x, ;;) (x = 7,, (x), 5; = ^. Q;)),
et on définit sur M le noyau N (x, y) : ^ 9

W N(x, y) = ̂ ,. (p, (x) N,, ( .̂ (x), /,, 0;)) (p, (3;).

Réciproquement, le noyau N (x, y) sur ̂  est associé dans chaque carte
locale (Uip ^j) à un noyau

NiJ^y) = T^h^^^1^9 %l71(;))î
V^'te/OO)

et en recollant ces noyaux à l'aide de la formule (R), on retrouve le
noyau N (x, y) sur M.

3.8. Sur la variété M le résultat cherché peut s'énoncer de la façon
suivante :

THÉORÈME IV. ^- Soient N un noyau de type ^ sur la variété M
(r entier > 0), et N l'opérateur intégral associé. Alors

(1) N applique continûment C^ (M) dans C'^ (^).

(2) Une condition nécessaire et suffisante pour que N e ̂  (J^) est que ~N
soit compact de C^ (^) dans C^^ (^), et dans ce cas, l'opérateur N applique
continûment ^°° (^, ̂ ) dans C"^^) pour tout ^ < a, et C^) dans
C^-^GO pour tout ? i>0 .

(3) Si P est un opérateur différentiel sur .€ d'ordre? < r et de classe C^
alors le noyau PN (x, y) est de type ^^ sur ^ et on a P (Nf) = ~PN f
pour toute fonction f'e C^ (e^).

(4) Si P est un opérateur différentiel sur ^ d'ordre r et de classe C^
alors PN est un noyau ̂ singulier de Giraud de type ^ (5) sur M, et l'opé-
rateur composé S = PN est un opérateur singulier de Giraud de type ^ (5)
sur ̂  dont PN est le noyau. ll

(5) Conformément à la terminologie de [6].
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Ce théorème se montre par localisation : dans une carte locale, les
résultats (1), (2) et (4) ont déjà été établis ainsi que la seconde partie de (2).
Pour prouver la compacité de l'opérateur N de type ̂  (r entier ^ 0),
considérons un borné B de C^ (.JT) ; son image i (B) par l'injection canonique
de C^ (^) dans C^ (^) (?i < n) est compacte, et donc ~No i (B) == N (B)
est un compact de C""̂  (^), ce qui établit que N est un opérateur compact
de C^(M) dans C'-^ CO.

3.9. Pour terminer la démonstration du théorème, il reste à établir le
résultat suivant :

PROPOSITION. - Tout opérateur de ̂  (^) compact de C^ (M} dans
C^ 00 appartient à ̂  (J^).

On va établir ce résultat dans une carte locale. Soit Ne^ (M) un opé-
rateur compact de C^ (^) dans C1"̂  (^). On considère un recouvre-
ment (£/„ %i)i de Ji par des cartes locales, (\|/,), une partition de l'unité
associée, 0^ = XiW)- Alors l'opérateur ^, de noyau

A, (x, }Q = ̂  ar1 (x)) N (xr1 (x), xr1 (3^)) ̂  (xr1 w),
est compact de C^ (D,) dans C^ (Q,), où À'; c= 0^ est le support de
(p,°^~1. Enfin l'application f—^D"A,f est compacte de C^ (Q,) dans
C^ (0,) pour tout a d'ordre | a | ̂  r. D'après le théorème II du n° 2.4,
elle est définie par la relation

D^A,f(x) = (p(x)a(x)/(x)+(p(x)[v. p. D" k] f(x) +R f(x\

où (p e C^ (Q), a e Cp (D), D^ k e ̂ ^ (0) et R e ̂  (Q). Il nous suffit donc
de démontrer le résultat suivant.

LEMME. — Soient û un ouvert de jR", K un compact contenu dans Q,
(p e C^° (Q), û? e C^ (0), w e ̂ ^ (Q), À; M^ ^O^M ^ Giraud de classe C^
sur Q. Alors, si l'opérateur N, défini par

N : /->a/+[v.p.fe]/+m/,

est compact de Q (Q) ûb/z^ C^ (0), ( p a s O ^ ^ c p ^ e ^ » 1 (Q).
Ce lemme est établi presque sous cette forme dans [14], dans le cadre

de la théorie L2. Nous en donnons ici une démonstration succincte. Pour
cela, on remplace les noyaux de Giraud k (x—y, y) par des noyaux de
Calderôn-Zygmund k (x—y, x), ce qui n'est pas une restriction puisque
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la différence de deux tels noyaux est de type ̂ . Étant donné un noyau
de Calderôn-Zygmund k (z, x\ on considère son « transformé de Fourier »

/c(Ç, x) = lim^ o.n î oo \k(z, x)^dz,

et à l'opérateur N du type considéré dans le lemme on fait correspondre
la fonction « symbole » o" (N) (Ç, x) = a (x)+k (Ç, x). Il est facile de voir/\
que si a e C^ et k (Ç, x) est homogène de degré zéro en Ç et vérifie des
conditions adéquates de régularité, alors a (x)-{-k (Ç, x) est le symbole
d'un opérateur intégral singulier de Giraud. On considère alors la classe ^
des « symboles » et la sous-classe ^o d68 symboles d'opérateurs compacts
de C^ dans C^*. D'après les résultats de [6] sur la composition des opé-
rateurs singuliers de Giraud, il est facile de voir que ̂  est un anneau et ^o
un idéal de ^. En effet si a (N^) et a (A^) sont des « symboles »,
a (N^). a (N^) est le «symbole» d'un opérateur N = N^ o N^+R, où
R e ̂  (Q). On en déduit que si o- (N) e ̂ Q, n en est de même de ] a (^) |2.
Soit alors XQ dans l'intérieur de K et Ço e ̂  tels que a (AQ (Ço? ^o) ^ 0.
Pour toute rotation p de centre XQ, on considère

ap(N)fé, x) = a(N)(p(Ç+Xo)~Xo, p(x))

qui est le symbole d'un opérateur Np compact de C^ (fî) dans C^ (Q),
puisque N est compact, a (N) (Ç, x) étant différent de zéro pour tout x
dans une boule B^ de centre XQ et tout ^ dans un petit voisinage V (Ço)
de Ço d^5 ^n? il existe une famille finie (pi, ..., pp) de rotations autour
de XQ telle que, pour tout x e B^ et tout Ç dans S ,̂ il existe î, 1 ̂  î ^ p,
tel que a^ (N) (Ç, je) ^ 0. Alors la fonction

F^x)=^,\a^N^]x)\\

qui appartient à la classe ^o» est strictement positive dans B^ x !„. Soit
ae C°° (R") telle que supp a <= ̂  et a = 1 dans (1/2) ̂ . La fonc-
tion y . F ~ 1 est dans la classe ^, et donc a = a F"1 Fe^o. Ainsi l'appli-
cation /—> a/ est compacte de C^ dans C^*, ce qui est faux. Donc, pour
tout XQ dans l'intérieur de K et tout Ço dans ^n» ^ (^o)+^ féo» ^o) = 0-
On en déduit immédiatement que (p a =. 0 et (p fe (x—j», x) =s 0. Donc le
noyau (p (;c) À: (^—^, y ) est de type ^p.

c. Q. F. D.
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4. Construction d'une paramétrix d'un opérateur différentiel elliptique à
coefficients C^ sur la variété M

Soit L (x, D) un opérateur différentiel elliptique d'ordre 2m, à coeffi-
cients C^, défini sur un ouvert borné Q de R". On appelle P(x, D) sa partie
principale. On se propose de trouver explicitement une paramétrix de
l'opérateur L sur Q, ce qui permettra alors de construire une paramétrix
pour tout opérateur elliptique à coefficients C^ défini sur une variété
compacte M,

4.1. RAPPEL DES RÉSULTATS CONCERNANT LES SOLUTIONS ÉLÉMENTAIRES

DES OPÉRATEURS ELLIPTIQUES À COEFFICIENTS CONSTANTS. -- Soit P (z)
(z e R") un polynôme à coefficients complexes homogène de degré 2 m
et elliptique (P (z) ^ 0 si z ^= 0), et soit P (D) l'opérateur différentiel
associé. On appellera ici solution élémentaire de l'opérateur P (D) toute
fonction (complexe) E de L^ (R") n C°° CR"\{ 0 }) telle que P (D) E = ô.

Par ailleurs, pour tout vecteur œ de 2^ (6), V^ désigne l'hyperplan
{ z e ./?";< œ, z> = 0 }, et T^ la mesure superficielle euclidienne sur V^
9/8 v^ == S (o, 8/8z^ Cela étant, on peut énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION. — On définit une solution élémentaire Ep de l'opérateur P (D)
par les formules suivantes (où les intégrales sont absolument convergentes) :

(1) Si n est impair, 2 m < n,
/ ^ (n- l ) /2 r „ ^ ç / ^ \n-2m-l^'•^-W^J^Lfâ '̂-^ ^

(2) Si n est impair, 2 m > n,
/ ix(n- l ) /2 ^ \ . v ] 2m-n

Ep (z) = v 1; l^'^l a. (Ao).
4(2n)\2m-n)\hn P(œ) "v /

(3) Si n est pair, 2 m < n,

f—iy/2 P CT (dm) F 1 / R N"-2»*-!
<£,,(p>=L_L'_ ^^^v.p. 1 (_0-^ (p(z)rfz'( ^v.p.f —p-V

Js, P((û) jR"<,a,z>\8v^}(2n)" jr, P((O) "^^(o^)^^/ Tw

(<pe^).

(6) Rappelons que £„ désigne la sphère unité de R", et CT, la mesure superficielle
euclidienne dessus.
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(4) Si n est pair, 2 m ^ n,

E,(z)= (-^^ f «œ^^-logKœ^»
(27r)"(2m-n)!jz. P(œ) nv )-

2)é? plus la fonction (x, y) -> Ep (x-y) est un noyau de Giraud 2 m-foîs
régularisant.

On note que dans les cas (1) et (3), Ep est définie en tant que distribution,
mais n'en est pas moins une solution élémentaire au sens précisé ci-dessus
(voir l'appendice où sont établis ces résultats).

4.2. Nous pouvons alors énoncer les résultats relatifs à un opérateur
à coefficients variables.

THÉORÈME V. - Soit L (x, D) un opérateur elliptique d'ordre 2m à
coefficients de classe C11 sur Q, et soit P(x, D) sa partie principale. Alors si
on pose

Ep(x,y)==Epçy^)(x-y), xeQ, yeQ., x ^ y,

on définit un noyau Ep sur Q de type ̂  qui constitue une paramétrix de
l'opérateur différentiel L en ce sens qu'il existe un noyau Ksur û de type ̂
tel que

L(Epf)=f+Kf (/eC^(Q)).

Onnotequesi/e C^ (D), Ep fe C^+ ll (Q) d'après le théorème II (n° 2.3).
Pour simplifier l'écriture dans la démonstration, nous poserons
SP^D)^) = Ep(z,y\

Dans le cas où l'opérateur L est réduit à sa partie principale P, la démons-
tration du théorème se ramène à celle de la proposition suivante :

PROPOSITION. - Soit P un opérateur elliptique homogène d'ordre 2m,
à coefficients C^, défini sur un ouvert û borné de R". Alors :

(1) Le noyau Ep (x—y, y) associé est un noyau de Giraud en classe C^
2 m-foîs régularisant sur Q,

(2) // existe un noyau K de type ̂  sur Q tel que

P(x, D)(Epf)(x) =f(x)+Kf(x) (xeQ,/eC^(Q)).

Avant d'établir cette proposition, nous donnons la démonstration du
théorème V. Si L est homogène d'ordre 2 w, le théorème est immédiat.
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Dans le cas contraire, on pose L (x, D) = P (x, D)+Q (x, D), où P est
la partie principale de l'opérateur L et degré (g) < 2m. Dans chacun
des quatre cas (n pair ou impair, 2 m ^ n ou 2 m < n), nous considérons
le noyau Ep ( x — y , y ) que nous avons défini. Puisqu'il est de type ^^,
il est aussi de type ^^-i (cf. la remarque du n° 2.3), et donc
Q (x, D) E ( x - y , y) est de type ^ sur û. Grâce au théorème de déri-
vation sous le signe somme (théorème 1 du n° 1.5), on a la relation

L(x, D)(Epf)(x) =f(x)+(Kf)(x)+(QÈpf)(x),

où K est l'opérateur de type ̂  trouvé dans le cas où L = P. Finalement,
puisque le noyau K' = K+ QE est de type ^p, on a, pour toute fonc-
tion /e Q1 (Q), la relation

L(x, ^)(£p/)(x)=/(x)+(X //)(x),

où ^/ est un opérateur de type ̂ .
C. Q. F. D.

Nous allons maintenant établir la proposition.

4.2.1. Démonstration du (1) de la proposition. — On montre d'abord
que Ep (x-y, y) est homogène de degré (2 m-n) en (x-y) dans les trois
premiers cas (n impair et 2 m > n ou 2 w < ^, et n pair avec 2m < n),
ce qui est clair d'après ce qui précède, et pseudo-homogène de degré (2m—n)
dans le dernier cas, soit plus précisément de la forme

avec
'L\^\=2m-n^(y)(x-yYlog\k2(x-y,y)\,

^eC^Q) et k^eH^ÇÏ),

Établissons ce dernier résultat. Pour cela, on considère la fonction définie
sur ^"\{ 0 } de la façon suivante :

C ( / m T-V^"""
h{z)=\ v<• l z / ) log|<o.z>|^(^).

Jîn P((0)

Alors si k (z) = [ ([« œ, z ̂ ''-'•j/P (»)) o, (Ao),
JSn

/i(îiz) = ^2m-'>[/^(^)+log|^|fe(z)].

Ainsi k est un polynôme homogène de degré 2 w-w et vérifie

^^-î  ^0})-
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Alors si (p (z) == A (z)/Â: (z),

)̂. ̂ ---^yM .,(^14

En posant \|/ (z) = ^<p(2), A (z) = k (z) log v)/ (z) avec \|/ e 77^. On en déduit
immédiatement le résultat cherché lorsque P (œ) dépend aussi de y.

Par ailleurs, on a vu en 4.1 que pour tout y e Q, la fonction Ep (., jQ
est de classe C°° dans jR"\{ 0 }. Il reste à démontrer que l'application
Eï : (z, y)-.^^) Ep (z, j0 appartient à C^ (OR"\{ 0 }) x Q). Nous allons
montrer que, pour tout YQ de 0, et tout compact K de R^\{ 0 },

SUD |£;(z,jQ-£^/)| ^ .
^Py.y'eyO^.zeK——————.——_ ,.^————— ^^JC.yo»

°ù ^(Jo) est un P6111 voisinage de ^o.
Considérons le cas n impair, 2m < n. Soient YQ, V (yo) et K fixés :

<£p^-£p^,(p>, _ / |n \—^y "^y" f /

' - ^ f ^-wff (•-r1"'^.^.w.
|^-/|^Jsn Py(œ)P^(œ) LJ^\^/ J

On en déduit immédiatement que l'ensemble des distributions
£ (X T-' 0

Py~^P) c'a .^Py—^P^

) ^== I v - V ' l ^^""^r Jy,y 'eF(yu),y^y'

est faiblement borné dans 2' (Rn\{ 0 }), donc fortement borné. Mais pour
tout a, E^y est une fonction de C°° (Rn\{ 0 }) et donc une distribution
d'ordre zéro. Donc si B est un sous-ensemble borné de Cg (fonctions
continues à support dans K), pour tous y et y ' distincts dans V (jo), pour
tout (p dans B, \ < E^y., (p > | ̂  C^. Si pour tout multi-indice P de lon-
gueur | P | = 1, la suite (Z^ (?„)„ converge vers zéro dans L^ les fonctions (?„
étant à support dans le compact K, alors la suite ((?„)„ converge unifor-
mément vers zéro sur K. Si \|/ == Z^ (p, < £y°y,, (p > = -< E^, \|/ >. On a
associé à E^y une forme linéaire continue T^ sur un sous-espace de L^,
qui est prolongeable, sans augmentation de la norme, en une forme linéaire
continue sur Z^. Il existe donc f^ e L^ qui prolonge T^ comme forme
linéaire continue sur Z^, et l'ensemble des /y^, pour y et y ' distincts
dans V(YQ\ est un borné de L^. Or sur l'espace Q^ Ey = fy^ donc
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Ey^ (z) est uniformément borné sur K. Mais étant donné Eyy., on peut définir
de façon unique sa primitive d'ordre |3, à savoir la distribution P^ Eyy. telle
que, pour toute fonction (p e 2 (jR"\{ 0 }), < P^ Eyy, (p > = < Eyy., \|/ >,
où v|/ e ̂  et ̂  \|/ = (p : c'est une fonction de classe C°° dans jR"\{ 0 },
(3-ième primitive (unique) de Eyy. positivement homogène de degré
2 m—n—\ P |. Le raisonnement ci-dessus appliqué à RP Eyy, et ses dérivées
d'ordre a, montre que sup^y^g^ | £^ (z) | ̂  Cj^ pour tout indice de
dérivation a. Ceci montre le résultat dans le cas où n est impair et 2 m < n.
Si n est pair et 2 m < ^, la démonstration est analogue. Lorsque 2m ̂  n,
le résultat est immédiat pour E et ses premières dérivées, pour les suivantes
on obtient à nouveau les cas où 2 m < n,

c. Q. F. D.

4.2.2. Démonstration du (2) de la proposition. - On remarque d'abord
que P peut s'écrire

P(^-D)= 1101=2.^^)^= E| P I =2m-l.l^^^..^)^^

Étant donné le noyau Ep (z, y) associé à l'opérateur P, on pose

Ep^y)=(9-}\p(z,y),
\ôz}

et on remarque que lorsque i p ] = 2 m — l , pour chaque y, Ep (., y) est
positivement homogène de degré (-n+1) et de classe C°°. D'après le
théorème II du n° 2.4 (dérivation singulière sous le signe somme).

D,D^(Epf)(x)=f(x)î f Ep^x)Q^(dQ)\+[y.p. D,Ep]f(x\

où 6 e 2^ (et 6» est la f-ième composante de 9) et P | = 2 m— 1. On obtient
alors :

p(x,D)(£p/)(x)=/(x)|Eipi=2m-i.i^^^»M^ ̂ (e.^e^^j

+[v•P•S|Pl=2m-l.l<^n(^.fM-aP,f(};))D*£PP]/(x)

+[v.P.Ela|=2,n^(^^^]/W.

Nous allons montrer que
(i) le premier terme du second membre est égal à/(x);

(ii) le second à Kf(x), où Kest de type ^p; et
(iii) le dernier est nul.
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(i) Étude du premier terme. — Dans le cas où P (x, D) = P (XQ , D)
est à coefficients constants, P (XQ, D) (Epf) (x) =f(x). Or, dans ce cas,

P(xo, D)(Epf)(x) ==f(x)\^,a^(x^ f 2^(9, x^Q^(dQ)\
L Jïn J

+[v.P.Ea^o)^p]/W.

Si l'on admet (iii), alors, pour tout x,

EM^Mwf ^(9,x)9^(Je)=l.
J Sn

On en déduit que le terme cherché est égal afÇx).

(ii) Étude du second terme. — On définit Â^o , (x, y) par la relation

K^i(x, ̂ )=Ep.»(ûp,;(x)-ap^(^))D,£^(x-^, j;).

Puisque D ^ E p Ç . y y ) est positivement homogène de degré —n et de
classe C00, et que Op, , e C^* (D), pour tout compact de Q. contenant x et y
distincts, | A"» ^ (x, y) | ̂  C [ x—y ll~n. La v. p. peut donc être supprimée,
et les propriétés de régularité du noyau Kn^ ; ainsi que le lemme A du
n° 2.4 montrent que A^ ^ e ̂  (ÎÏ), et le (ii) est ainsi établi.

(iii) Étude du dernier terme. — Pour y fixé, S^^^m ^a C^)^" E(., y) = 8,
où 8 est la distribution de Dirac, d'après la construction de E et les résultats
de l'appendice. Puisque [v. p. 8]/(x) = 0, le terme est nul.

Ceci achève la démonstration de la proposition.
c. Q. F. D.

4.3. Sur la variété e^, le résultat peut s'énoncer par le théorème suivant :

THÉORÈME VI. — Soit L un opérateur différentiel de classe C^ sur la
variété compacte sans bord M de dimension n, de partie principale P.
Alors si L est elliptique d'ordre 2 m, il existe une paramétrix Ep associée
à un noyau Ep de classe ̂ ^ en ce sens que, pour toute fonction f e C^ (^),
il existe un noyau K de type ̂  sur M tel que L Epf = /+ Kf.

On peut en fait préciser le théorème comme suit :

LEMME. — Pour qu'un noyau N (x, y) sur M soit le noyau d'une para-
métrix de l'opérateur L de classe ^^m? il f^1 et l! ^ffi1 ̂  aans chaque
carte locale (U^ /,) dans laquelle l'opérateur P a pour image P,, l'image TV,
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de N soit le noyau d'une paramétrix de P;. En particulier, cela est le cas
lorsque N, (x, y) = Ep^y,^ (x-y).

Remarque. — Le noyau Ep s'exprime explicitement à l'aide de la for-
mule (R) du n° 3.7, lorsque 2 m ^ n, par la même méthode, mais pas
explicitement comme fonction, lorsque 2 m < n.

Le théorème VI découle immédiatement du précédent. Nous avons
alors atteint le but cherché, à savoir la construction explicite d'une para-
métrix pour un opérateur elliptique à coefficients C^*, défini sur une variété
compacte sans bord M de classe C°°.

4.4. Soit alors à résoudre l'équation

L M = = g , geC^).

En posant u = Epf cette équation s'écrit

LEpf^f-Kf=g.

On est ramené à étudier l'équation de Fredholm :

f-Kf=g (7).

Alors si Ep est un isomorphisme de C^ (^) sur C2m+ts• (^), les équations

Lu^ et [f-^-^
\ u^Epf

sont équivalentes.
Lorsqu'on a une telle paramétrix bijective Ep, l'opérateur L est d'indice

nul (puisque 1 - K est d'indice nul). Si de plus L est injectif, L est un iso-
morphisme, et ( l—^)a la propriété d'unicité. Il existe alors un noyau
résolvant Z e ̂  (^) tel que / = (1+Z) g. Dans ce cas, on sait résoudre
complètement l'équation L u = g à l'aide d'un noyau qui appartient
précisément à la meilleure classe qu'on pouvait espérer. Lorsque l'opé-
rateur (l-^)n'a pas la propriété d'unicité, on doit résoudre une alter-
native de Fredholm. Lorsque g e C ^ ^ ) , et vérifie un certain nombre
de conditions, il existe une solution fe C^ (.̂ ). On a ainsi les résultats
les plus précis possibles tant au point de vue de la régularité et de l'exis-

(7) Pour ce qui a trait à l'équation de Fredholm dans C1* (^), nous renvoyons à [6] (1,5),
où tous les résultats nécessaires sont établis.
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tence des solutions qu'en ce qui concerne la caractérisation des noyaux
résolvants dont on a défini précisément la classe. Dans le cas de la théorie
classique des opérateurs pseudo-différentiels, on ne sait rien de précis
sur les opérateurs résolvants, et on se place dans le cadre C°°; dans le
cadre C^, on connaissait déjà la régularité qu'il était possible d'obtenir
(ici les inégalités a priori de Schauder deviennent a posteriori) mais on ne
connaissait rien des noyaux résolvants.

Ces quelques remarques font ressortir tout l'intérêt de la construction
d'une paramétrix bijective Ep. Lorsque les opérateurs sont d'ordre 2,
on sait la construire explicitement (P. COURRÈGE, G. GIRAUD). On est
amené à résoudre une équation différentielle de type de Fuchs, puis à
recoller sur la variété pour obtenir une paramétrix injective, le principe
du maximum permet de conclure. Dans le cas d'un ordre plus élevé, les
difficultés sont à trois niveaux. D'une part l'équation de type de Fuchs
est plus difficile, et on peut essayer de l'éviter, mais le problème du recol-
lement des cartes sur la variété est moins aisé (il est bien connu que cela
va dépendre de l'homologie de la variété et que lorsque la dimension n = 2
la démonstration du théorème de l'indice dans le cas C°° est mise en défaut).
Enfin, il n'y a plus de principe du maximum, et pour obtenir un théorème
d'indice on doit utiliser l'adjoint de P, ce qui exige des conditions de régu-
larité plus fortes sur les coefficients de l'opérateur. Lorsqu'on n'a pas de
paramétrix bijective Ep, toute solution de l'équation de Fredholm donne
une solution de L u = g, mais il peut exister d'autres solutions que l'on
ne trouve pas par cette méthode.

On pourrait aussi envisager de prendre les puissances successives de
l'opérateur inverse de (A^-l) (où Ag est l'opérateur de Laplace-Beltrami
sur la variété jH associé à la métrique riemanienne g), (A^—l) étant un
isomorphisme de c^24^ sur C^^ pour tout entière ^ 0. En fait, il serait
utile de construire une « classe d'opérateurs pseudo-différentiels en
classe C^». On considère l'opérateur A tel que A2 = A — l . La classe
cherchée serait composée des opérateurs de la forme A^ G, p e Z, et G
étant un opérateur intégral singulier de Giraud (opérant de C^ (^) dans
C^ 00); tout opérateur de type ̂  serait de la forme A"^ G. Pour cela
on a besoin essentiellement de théorèmes de composition des opérateurs,
et si les restes se composent bien, par contre il est plus difficile de montrer
que ^^ o ̂  c ̂ ^. En effet, si l'on se reporte à la démonstration du
théorème de composition des noyaux singuliers de Giraud (^p) dans [5],
on voit qu'elle utilise un détour par la théorie L2 afin d'isoler la partie
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principale du noyau composé. La mauvaise décroissance à l'infini des
noyaux de type ^^, et surtout leur croissance dans le cas où 2 m ^ n,
ne permettent plus un tel détour pour isoler la partie principale du noyau
composé. Ce sont ces difficultés qui font que nous n'avons pas construit
ici cette classe d'opérateurs pseudo-différentiels.

APPENDICE (8)

On démontre ici la proposition du n° 4.1 que l'on décompose en deux cas :
2 m < n et 2m ̂  n. On donne d'abord l'expression du noyau cherché
pour montrer a posteriori que le choix est correct. Le lecteur pourra se
reporter au livre de I. M. GEL'FAND et G. E. SILOV [9] pour retrouver
ces expressions données presque sous la même forme, ou à celui de
F. JOHN [11] qui donne d'autres expressions. N'ayant trouvé nulle part
de démonstrations complètes pour tous les cas envisagés, nous avons
estimé utile de les faire ici.

Premier cas : 2 m < n.

LEMME 1. — Soit P (Ç) un polynôme homogène de degré 2m ne s'annulant
pas sur 2^ (cas d'ellipticité). Alors il existe une fonction Ep de classe C°°
dans jy\{ 0 }, positivement homogène de degré (2m—n), et une seule,
telle que, pour toute fonction (p e Q) (./?"),

(l) fE^W^-^ï^
JR" 2(2n)n 1 Jsn P(œ)

F / ô \n-2m-l

x [-^-} (?(x)^(dx)Jv^\8v^J

lorsque n est impair, où V^, T^ et 8/8v^ ont été définis au n° 4.1, et

(2) f E^(x)dx=^[^j^ ^ ^ j^ ̂

f 1 / 8 Y"2""1 , ,.xv. p. -———- ——— (ç(x)dx
J^<œ, x>\ôv^/

(8) On pourra trouver des résultats plus complets dans l'article de L. GARDING [8].
Les méthodes que nous employons sont beaucoup plus élémentaires, et les résultats
que nous obtenons nous suffisent ici.
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lorsque n est pair. De plus, Ep est une solution élémentaire de l'opérateur
différentiel P (D) associé à P fê), c'est-à-dire PEp = 8.

Démonstration dans le cas n impair. - L'équation (1) définit Ep comme
une distribution; il est évident qu'elle est homogène de degré (2m-n).
On va d'abord montrer que

(i) Ep est une solution élémentaire de P (D), puis

(ii) qu'elle est une fonction de classe C°° dans ^"\{ 0 }.

(i) P ( D ) E p = ô. - Comme P (Ç) est homogène de degré pair, ceci
s'écrit < Ep, P (p > = < 8, (p > pour toute fonction (p e ̂ . Dans cette démons-
tration, la lettre C désignera la constante (-lY"-1^ (27l)". On a

^^^^L^r'̂ '̂.
Remarquons que si une fonction (p ne dépend que de < ra, x >, alors

P (D) (p « o, x » = P (©) q/2"-) « a, x ».

On constate ainsi que, pour toute fonction (p dans Q,

P (D) q> (x) = P (©) ( 8 - ) m <p (x) + Q (D) <p (x),
\8V<|>/

où Q (D) est un polynôme de dérivation dans les directions normales
au vecteur co. Si D désigne une dérivée première dans une telle direction,
alors

F / ô y-2"-! ~Lw (̂ M )̂
l,m f ( 9 V'^'^^+^-ÎPM /,

^'^LU ———————————————————————pq——————————————————————^

où À est un vecteur orthogonal au vecteur œ. Or

f / Ô SY-^-I F / Q \n-2m-lLU ^ •̂̂ ••.LU ^•^
puisque (p (. -\-h) est la fonction translatée de (p par un vecteur h e V . Donc

F / 5 \»-2w-i ^
L— (^P)(^(Ac)=0,J^A^Û)/
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et finalement

M <£,,p,>-cf "-^f (sr'•~lpw(a\'•^,.w
Jïn P(0)) JVœ\aV^/ \5V<J

=c f ^(dœ)f f ^ y '(pWT^rfx).
JSn J^»\<3V^/

Pour transformer cette dernière expression, on considère le groupe SO (n)
dont les éléments seront désignés par a et la mesure de Haar normalisée
par da. Soit

FeL°°(2^ f da! F(œ)^(Aù) = f ^(dœ) f F(aœ)Ar,
JSO(w) j2n Jïn Js0(n)

et soient e^ un vecteur de base de R", et (TI la rotation telle que <7i œ = e^
Alors

c^(dœ) F(aœ)da= a^(dcù) F(aa^(û)da
jEn Js0(n) JSn JSO(»)

= ^(^J F(aei)da
Jïn JSO(n)

=j|Sj F(a^)^a,
Js0(n)

où 1 2^ ] désigne la mesure de S^. La relation (*) donne alors

r / a v"^ r 1<Ep,P(p>=C|£j ——— (p(a^)da \dy^.. dy,.
S Jyi=o\ôyi/ LJso(n) J

Posons \|/ (r) = (p (a y) da (où r = ^/^ x^2); puisque (/î—1) est
Js0(n)

pair, nous avons la relation

/ ô V"1 3 !^! -V ^(^
.— VW|yi=0 -Z.0<p^:(n-l)/2^ „-!-?•

Wi/ »•

Soit alors (p e ̂  telle que 0 i Supp (p, \|/ la fonction radiale associée; une
intégration en coordonnées polaires donne

<£p,P(p>=C|S„|So^(n-l)/2^r^-l^|;(p)(r)dr
Jo

Puisque O^Suppv)/ et que Supp \|/ est compact, (7?—!) intégrations
par parties montrent que cette dernière expression est nulle. Finalement,
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la distribution PEp, homogène de degré —n, a son support concentré à
l'origine, elle est donc égale à A ô, où A est une constante. Une appli-
cation de PEp à la fonction ^~^12 montre que A = 1, ce qui achève la
démonstration du (i).

(ii) Ep est une fonction de classe C°° dans ^^{0}. — L'opérateur P
n'admet qu'une seule solution élémentaire tempérée homogène de degré
négatif (une application de la transformée de Fourier rend évident ce
résultat). Or on a vu que Ep est tempérée homogène de degré (2m—n) < 0,
donc elle est la seule solution élémentaire tempérée homogène de degré
négatif de P. Comme la transformée de Fourier inverse de 1/P (Ç) vérifie
la même propriété, Ep = [1/P (Ç)]^* Or on a le résultat suivant.

LEMME. — Si h (Ç) est une fonction positivement homogène de degré (—n)
de classe C°° dans ^"\{0} et d'intégrale nulle sur la sphère unité, alors
[h (Ç)]" est une fonction positivement homogène de degré zéro, de classe C°°
dans Rn\{ 0 } et d'intégrale nulle sur la sphère unité.

(Voir par exemple l'article de A. P. CALDERÔN et A. ZYGMUND [3].)
En utilisant le lemme A du n° 2.4, on constate que, pour a [ = 2 m,
2)" (1/P (Ç)) vérifie les conditions du lemme, donc x°- [1/P (Ç)]^ est de
classe C°° dans P"\{ 0 }, donc il en est de même de [1/P (Ç)]", et donc
de Ep. Ceci achève la démonstration de (ii).

La démonstration de (ii) a établi aussi l'unicité de Ep, donc la première
partie du lemme est démontrée.

Démonstration dans le cas n pair. — Cela nécessite un développement
parallèle à celui du précédent. En fait, seul le (i) s'en distingue quelque peu,
nous le traitons donc ici. On désigne par C la constante (—ly^^Tr)".
Les mêmes considérations que précédemment sur les dérivations D montrent
que

F ^ //7^\ F 1 / ^ \n—2m-^l ^,
\ ^-Wy.p. f -J__ fA) D^dx^O
hn P(œ) J^<œ,x>VôvJ

et

<£p,P(p>=cf ^(^fv.p.f ^ — — f ^ y \(x)dx}.
J Xn L J 2Î» < CÙ, X >^\ ÔV^/ J

L'invariance par rotation permet de remplacer (p (x) par

v|/(r)== (p(cyx)rf<j.
J SO (n)
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Le vecteur œ étant fixé, une rotation des axes permet de remplacer l'expres-
sion entre crochets par

,„..?.[ if <y- ̂  -„„.„[ x^/q-'^
JR» Xi\8x^/ J R " Xi \^i/

OÙ

, . fO Si |xJ < S ^oo/r^
Z8(^l)=^ . 1 . ' ^ec W-[1 si pi 1 > 2s

On obtient alors par récurrence la relation

/ 9 V"1 ,^ v «cù^yYdY"1"^,^— )̂ = T.p.^p,a———( -r ^(r)f
\ôxJ ^ \dr}

où la somme est prise sur les couples ( p , q) tels que 0 ̂  p ^ n—1,^^2,
<7—/? < ^ — 1 et /? ^ q. Un passage en coordonnées polaires donne alors
(avec Xi = r cos 61) :

^Ep^^.J00^"2"^"^^""1"^"^^)Jo

xClim^of ^^^^^(cose^a^rfe)]^
L Jsn cos 9i J

L'expression entre crochets est un nombre fini pour p ^ 0, indépendant
de r. Une suite d'intégrations par parties en r et le fait que 0 ̂  Supp \|/
montre que 1=0. Comme auparavant, on en déduit que PEp = A ô,
puis que y4 = 1. Ceci achève d'établir le lemme.

C. Q. F. D.

Second cas : 2 m > n. — Les solutions élémentaires sont alors définies
explicitement par le résultat suivant :

LEMME 2. — Soit P (Ç) un polynôme homogène de degré 2m ne s'annulant
pas sur S^ (cas d'ellipticite). Alors il existe une fonction Ep de classe C°°
dans Rf\{ 0 }, à croissance lente lorsque la variable tend vers l^ infini,
solution élémentaire de l'opérateur P (Z>), donnée par les relations :

/ . yn - l ) / 2 F [ / v j2m-n

(3) EpÇx)^-^———- 1 < x> ^nW
4(27i)"(2m-n)! Jsn P(œ)
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lorsque n est impair, et

^—-iV»/2)"'1 F F/m YV»2"1""
(4) Ep^.^———-\ (<œ?x>J log|<œ,x>|c^co)

(2î^)n(2m-n)!Jsn P(œ)

lorsque M est pair.
On remarque d'abord que ces intégrales sont bien définies, puis, comme

dans le premier cas, que < Ep, P ( p > = < ô , ( p > e t que ce sont des fonc-
tions C°° dans Rn\{ 0 }. Mais ici la forme explicite prise par Ep rend ces
démonstrations extrêmement élémentaires.

c. Q. F. D.

Les lemmes 1 et 2 donnent ainsi les expressions explicites des solutions
élémentaires tempérées d'un opérateur elliptique d'ordre 2 m à coefficients
constants (expression donnée à l'addition près d'un polynôme de
degré < 2 m dans le second cas), ceci démontre entièrement la proposition
du n° 4.1.

Remarque, — Pour établir ces expressions que nous avons données
a priori, on peut développer en ondes planes la distribution 5, ce qui ramène
l'équation aux dérivées partielles à une équation différentielle ordinaire
qu'il faut alors résoudre. La formule fondamentale pour toute la cons-
truction est la suivante :

Si 8^ est la distribution définie par < ô^, (p > = (p (x) T^ (dx),
Jvo,

(-n^-i)/2 f / Q \"-i
5 == v——7——— ( — — j 5^<7^(Jcù) lorsque n est impair,

2(27c)n'"l Jzn\âv^7

et

5=^——),—————" «œ, x»~"(7^(rfœ) lorsque n est pair,
(271)" Jsn

où la distribution «co,^:»"" est définie par prolongement analytique
de « û), x »\ bien définie pour Re X > — 1.

Si cette technique a l'avantage de montrer comment on peut construire
les noyaux, elle a le double inconvénient, pour un tel appendice, d'utiliser
les prolongements analytiques de distributions et les formes différentielles
attachées à un hyperplan; cela nous faisait sortir du cadre élémentaire
dans lequel nous avons voulu situer cet apendice.
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