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QUELQUES PROPRIETES DU NOYAU
D’UN OPERATEUR DIFFERENTIEL LINEAIRE
NON HYPOELLIPTIQUE,

A COEFFICIENTS CONSTANTS

PAR

ABDENOUR REZZOUK

RESUME. — En utilisant un raffinement de la caractérisation géométrique des poly-
ndmes hypoelliptiques de L. HORMANDER, nous démontrons ici que 1’espace &,(Q)
des fonctions indéfiniment dérivables sur un ouvert O de R”, annulées par un opérateur
différentiel linéaire non hypoelliptique 2 coefficients constants, contient un sous-espace
isomorphe a 1’espace s des suites & décroissance rapide.

Introduction

L. HORMANDER prouve, dans [1] (chap. IV), que I’espace vectoriel des
fonctions annulées par un opérateur différentiel linéaire, a coefficients
constants P (D) sur R", est contenu dans une classe de Gevrey si P (D)
est hypoelliptique, sa dimension fonctionnelle au sens de Komura [2] est
donc finie.

Nous montrons ici qu’au contraire la dimension fonctionnelle de
I’espace &, des fonctions C®, annulées par P, est infinie si P n’est pas
hypoelliptique. Plus précisément, si P n’est pas hypoelliptique, &, contient
un sous-espace fermé (facteur direct dans &,) isomorphe & 1’espace s des
suites 4 décroissance rapide (th. 2).

Pour prouver ce résultat, nous démontrons un raffinement de la caracté-
risation géométrique des polynémes hypoelliptiques de L. HORMAN-
DER ([1], chap. IV) : Si P (D) n’est pas hypoelliptique, il existe une suite g,
de vecteurs de C" telle que P (§,) = O; |} & H = 0 (¢Y) pour N assez grand
(autrement dit, {, est & croissance lente); la partie imaginaire de (; reste
bornée; et la partie réelle de la premiére composante de (, est égale
a k (th. 1).
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436 A. REZZOUK

Rappel des définitions

(@) La classe de Gevrey g°(R") est I’espace vectoriel des fonctions f
indéfiniment dérivables sur R”, telles que, pour tout compact K, il existe
deux constantes positives C et L telles qu’on ait
o*f

xﬂ

SUD, e x <cL" (al)’,

pour tout multi-indice de dérivation a = (ay, op, ..., o).
[On a posé comme d’habitude

au aal+...+un
op_ g

ox*  0x3'...ox"

loa|=as+op+... 4o, et al=a!... 0]

(b) On dit qu’un opérateur différentiel, a coefficients constants P (D),
est hypoelliptique si, pour toute distribution u € @' (R"), (P (D) u e C* (R")
implique (ue C* (R"). Dans [1], HORMANDER prouve que P est
hypoelliptique si, et seulement si, Im { tend vers I’infini quand { tend vers
I’infini dans la variété algébrique P ({) = 0 de C".

(¢) Soient E un espace localement convexe, p une semi-norme continue
sur E, et B une partie bornée de E. On pose

dn (B’ P) = infE.. € Gn(E) Supy eB dp (y’ En)»

ol G,(E) désigne I’ensemble des sous-espaces de dimension n de E,
etd, (v, E,) = inf p (y—z) est la distance de y & E, (pour la distance définie
par p).

La dimension fonctionnelle de E est la borne inférieure de ’ensemble des
nombres d tels que, pour toute partie bornée B de E, pour toute semi-
norme continue p sur E, et pour tout € > 0, il existe une constante C

telle que
d,(B, p) < Cexp(—n'/“*?).

C’est un invariant topologique : df E = df F si E et F sont isomorphes.

La dimension fonctionnelle de %° (R") est finie, égale a sn; en particulier,
la dimension fonctionnelle de I’espace des fonctions analytiques sur R”"
est n. Au contraire, la dimension fonctionnelle de s est infinie, ainsi que celle
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OPERATEUR DIFFERENTIEL LINEAIRE 437

de tout espace localement convexe qui contient un sous-espace fermé
isomorphe a s.

Y. KomURA donne une autre définition de la dimension fonctionnelle,
utilisant I’e-entropie (cf. [2]), elle est égale a celle donnée ici +1.

Cet article correspond 4 une partie de la thése de 3¢ cycle de l’auteur,
soutenue en 1972, 3 I’Université de Paris-VII.

Notations

On utilisera les notations habituelles des équations aux dérivées partielles.

Q désignera un ouvert de R" (n > 1), x = (x*, x?, ..., x") sera la variable
dans Q.

P, étant un polynome a coefficients complexes, s’écrira :
P(C)=Z|a]§maucas ol C=(C1’ CZ: .”’Cn)ecn, aaeC,
o= (0, &y, ..., )EN",  |a|=0a+o,+...+0,

On écrira aussi :
1
=@, p,v),

s

ol
p! est la partie réelle de la premiére composante de { dans C" (Re ¢'),
p = (Rel? Rel? ..., Rel™,
v=Im{=(>Im¢, Im¢ ..., Im{".

On désignera par S I’ensemble des zéros du polynéme P dans C". Au
polynéme P, on associera 1’opérateur P (D) :

P(D) = Zlulgmau Da’

ol
D =Dy, D,, ..., D,,
D; = (1/i) (9/0x),
D* = D%oD%o ... oD

On désignera par :
&, ’espace des fonctions indéfiniment dérivables;
2, I’espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact;

2', les séries d’espaces de distributions;
&, , ’espace des fonctions de & annulées par P;
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438 A. REZZOUK

s, I’espace des suites & décroissance rapide;
&', ’espace des distributions & support compact.

THEOREME 1. — Soit P un polynéme non hypoelliptique, alors il existe
une suite ({) en > Gk € S, qui vérifie les trois conditions suivantes :

(i) il existe ¢y > O tel que lIm Ck[ < ¢y pour tout k, et , tend vers
Pinfini lorsque k tend vers I'infini;

(ii) Re} = k pour tout k entier supérieur a 1;

(iii) il existe s 2 1 et C; > 0 tels que { Ck( =< C,.k° pour tout k entier.

Pour I’hypoellipticité d’un opérateur P, on prendra la définition algé-
brique de HORMANDER [1], c’est-a-dire P est hypoelliptique si, et seule-
ment si, 1 Im ¢ | tend vers I’infini lorsque { tend vers ’infini en restant dans S.
Donc, si P n “est pas hypoelliptique, il existe une suite ({;), .y avec €S
et Co >0 telle que {, tend vers infini avec k et [Im{, | < C,. On
supposera, sans restreindre la généralité, que c’est la premiére éomposante
de ; qui tend ves I'infini. Posons

M ={(t, ', v)eRxR"'xR"; P((t, W)+iv) =0, |v| £ Co},
N, ={(,veR"'xR"; (1, ', v)eM },
Jo,w={teR; (t, ', VIEM },
8(t) =inf{|(s, W)+iv]; (W, V)eN,},
F={(38); P((t, \)+iv) =0, |v| = Co, |(t, W+iv|=38}.
LEMME 1. — Soit P un polynéme non hypoelliptique, avec les notations
ci-dessus, il existe a > 0 tel que I’intervalle (a, + oo ( soit contenu dans J . .

Preuve du lemme 1. — Un ensemble semi-algébrique de R" est une réunion
finie d’ensembles 4 de R" défini par un nombre fini d’équations et d’iné-
quations algébriques,

A={x;xeR"; Py (x)=0, ..., P,(x)=0; 0, (x) <0, ..., Q,(x) <0}.

Jow.v» étant la projection sur R d’un ensemble semi-algébrique M,
est un ensemble semi-algébrique de R (théoréme de SEIDENBERG-TARSKI [6]).
C’est donc, soit un ensemble fini, ce qui est exclu car Re 3} € J,,. ,, et Re {;
tend vers ’infini, soit une réunion finie d’intervalles non vides de R, auquel
cas I’un des intervalles est de la forme (@, + oo (.

LEMME 2. — Soit P un polynéme non hypoelliptique, avec les nota-
tions ci-dessus, il existe C >0 et s =1 tels que, pour tout t dans
Pintervalle (a, + o (, alors 3 (t) £ C.t".
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OPERATEUR DIFFERENTIEL LINEAIRE 439

Preuve du lemme 2. — F est un ensemble semi-algébrique. F n’est pas vide,
car (f, 8 (t)") € F, pour tout te (a, +oo( et, d’aprés la définition de la
borne inférieure, (¢, 8 (¢)) € OF (bord de F), donc F n’est pas ouvert,
et il existe un polynéme Q, non identiquement nul, tel que

((t, 8)edF) = (Q(1,8)=0),
d’ou Q (¢, 8(¢)) = O et, par le théoréme de Puiseux, on a
d(t)sC.ts
On en déduit qu’on a s = 1, puisque 8 (¢) = [ & w)+iv I =t
Preuve du théoréme 1. — Il suffit de poser ¢ = k, on a alors

Go=(k, m)+iv,  avec Iv,,l < C,.

Considérons maintenant I’application 4, qui, a la suite (A), ., associe
la fonction x> Y o A, exp (ix.§), olt &, est la suite définie plus haut,
et x.§ = x4+ +x" {1

1° A, est linéaire continue de s dans &, (R"); en effet K étant un compact
de R",

sup {| D* 4,(M)) () |; xe K} < Cysup, | M| k5121,

2° La proposition suivante montre dans quelle condition suffisante 4, est
un isomorphisme de s sur 4, (s).

PROPOSITION 1. — Supposons qu’il existe une suite (T}) € 2’ (R) de distri-
butions a support compact d’une variable vérifiant :

() T, (exp ix' {}) = 8%, oir &% est le symbole de Kronecker, et (! est
la premiére composante de ¢, du théoréme 1;

(ii) 11 existe un compact K tel que les distributions T,, sont toutes a support
dans K;

(iii) Pour tout s = 0, il existe C; > 0, mye N tel que
sup, [ T, f Y K| < Cysup {| D" f(¥) |; xe K, n < m,},
pour tout
feéR),
alors I'application A, est un isomorphisme de s sur A, (s) = &, (R").
Preuve. — L’injectivité est immédiate :

(4, (M) (x) = 0)
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440 A. REZZOUK

implique
(4,(M (", 0, ..., 0) =0 pour tout x'eR),

donc, pour tout m,
{ Ty YaMexpix'.i> =0 c’est-a-dire A,, =0,

et évidemment P (D) (3 M expix &) = 0.

Pour montrer que 4, est un isomorphisme de s dans Im 4, , il suffit, par
le théoréme du graphe fermé, de montrer que Im 4, est fermé dans &,,.
En fait, les conditions (i), (ii) et (iii) entrainent que Im A4, est un facteur
direct dans & ou &,

En effet, si B : f— ({ Ty, f D)men> alors (ii) et (iii) entrainent que Im B
est contenu dans s, et que B est continu de & dans s. La condition (i)
entraine B.A4, = id,, et donc 4, BA, = A, et (4,B)* = A, B, C’est-a-
dire que 4, B est un projecteur et que Im 4, = Im (4, B) est un facteur
direct dans & ou &,

PROPOSITION 2. — Supposons qu’il existe une suite (F,),, de fonctions
entiéres de type exponentiel vérifiant :

(a) 1l existe C > 0 et a > 0 tels que

|F(z)| < Cexpa|Imz| pour tout meN et zeC;

®) F, &) = 5%,
alors il existe une suite de distributions T,, & support compact vérifiant les
hypothéses (i), (ii) et (iii) de la proposition 1.

Preuve. — Notons

V() = fexp(— ixy) Y (x) dx,
ou V est une fonction a décroissance rapide (V € § (R)) :

(FV)(x) =2 fexp ixy ¥ () dy,
V) = (F G0N ).
Soit ¢ € 2 (R) telle que Supp ¢ < (—a, +a) et

$(0) =J<p(x) dx=1.
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D’aprés le théoréme de Paley-Wiener,  est entiére, de type exponentiel,
et vérifie : Pour tout N, il existe Cy, tel que

|9(2)| = Cy(+|z|) Mexp(a|Imz|).
Considérons la suite H,, suivante :

Hm (Z) = Fm (C;t_ Z) (AP (Z),
alors

|Hn,(2)| = Cy(1+2) Vexp(2a|Imz|)  (carIm{, est bornée).

Il existe donc S,ed& (R), telle que Supp S, = (=24, +2a) et
S, (z2) = H, (2). 1l suffit de prendre la suite

Tm = CXp(— ix Z;r}z) 'Sm (X)
pour avoir les conditions (i), (ii) et (iii) de la proposition 1 :

() < Ty, expixGhy = S, (Ch—Ch) = H, (G4 —CD)
= F,(CDoEL—¢h) = 8;
(ii) Supp T,, = (—2a, +2a);

(iii) < T, f > = (iCi‘)_sngs(;>jexp(—ixc,ln) SETP (x) f P (x) dx
< om( S} ) me 7l seime|

xsupxe[—Za, +2a],p§s|f(p)(x)|

é Csm_ssupxe[—2a,2a],p§s|f(p)(x)!'

RECHERCHE DE LA SUITE (F,, (2)). — Exemple : (} = k, alors
sinw(z—m
Fm (Z) = __L_).
n(z—m)

Remarquons que

Fu@ = esa (1- E52) (1-€52),

-k

Dans le cas général, on procéde de fagon analogue.
PROPOSITION 3. — Soit F,, la suite de fonctions suivante :

Fpy(2) = Un(2) Va(2),
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442 A. REZZOUK

Um(Z) = Hkgl(l (Z CM))(I Z— gm)’
Vm (Z)=]_—_[kgl<1 gm))<1 _Cm>,

ot les suites o et B, vérifient :

avec

% = Ckrm—Cm=Kk+i(besm—

oy =(—k)+i(bysm—by)
B = kt+i(bui—
Bor=—k+i(bp+r— m)}
Pe = k+i(b"'+"—b"’)} si k>m.
Por=—k+i(bp+r—bm)

Alors (F,) vérifie les conditions (a) et (b) de la proposition 2.

b
) } pour k>0,

1<k<m

= = >

Considérons :
&/ ’ensemble des suites (), ., avec u, = k+i d, et ’ d, r < C
&2 Pensemble des suites (#,), ., de  avec d, = d_;;
Pe= {15 f(@ = @~up) [lay A~ (/w)) (1= (z/u_y)) avec uy € ¢ };
Pe=1{f; f@ = @z—uo) [T 1= (z/u)) (1 - (z/u_y) avec u, € ¢ }.

LemME 3.1. — Il existe une constante 3, > 0 telle que, pour tout fe 2,
[ est une fonction entiére de type exponentiel vérifiant :

| f(2)| S |z—ao|expdc]z].
Preuve du lemme 3.1. — Posons
he =12,
z—dy

log|h(z2)| = Y7log(|1—za;||1—zaZl;])
x Y Plog(l+(|z|*+2C|z|)k™?).

Or on peut majorer le second membre de I’inégalité par
J 2C|z|+|zPH[a+@Clz|+|z[Ht D] m(t)ar
—2\/2C]z|+|z|2|:— —Arctg(2C|z |+|z|2)'1/2]

TOME 102 — 1974 — No 4



OPERATEUR DIFFERENTIEL LINEAIRE 443

ou m(¢) est le nombre d’entiers inférieur ou égal a ¢ (pour un calcul
analogue, voir [4]).

L’intégrale peut étre majorée par 3¢ ’ z ], d’ou
| f(@)| = |z—ao|expdc]z].

LemME 3.2. — Si f est dans P2, alors la fonction zv> f(z+p) peut
s’écrire :
f(z+ p)=g(2)n, pour tout pelZ,
ot g (z) appartient a P, et ©, est borné par rapport a p.
Preuve :

fz+p)=(z+ p—uo>n(1— Z“’)(l— g ")

Uy, U_y
avee
uk = k+idk€.dz,

le produit étant absolument convergeant, en changeant d’indice, on obtient :

_ —p+id, _P _ P
s p= 2L e (1= 2) 025

Jemsoios(1-2)(=2)]
Uy, Uy,

avece
u,’c‘= k+idk+p et uc_k= _k+id—k+p’
donc
f(z+ p)=m,g(2),
ou
, z z
g(z)=(z_“o)nk>o[(1——,)<1“ 7 >:|
U Uy
et

1° g (2) est évidlemment dans Z;
2° Montrons que m, est borné par rapport a p.
Posons

0T (-2)(-2)}
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B(P)=H1<k§mp,k¢p|:<1—£>(1—L>] pour meN,
U U_y

o-af(-2)-2)]

a(p) =B(p)v(p),

en remarquant que

1__p _ k—p—id, < k— p+ic
U k+id, | k|
k— k—p—i
B(p|< Izt ” k= p=ie] pmp ”%

fo:;}—"‘““ poiel e, ., [k p=iel,

Si I est la fonction habituelle, définie par

+ o
l"(z)=j e 't 'dt pour Rez>0
0
et
T'(z+n)

pour Rez+n>0,
Gz+n-1)(z+n-2)...(z+1)z

I'(z) =

on a alors :

B(p)sll"(—ic+p—1)| |T(—ic+(m—-Dp)| p

c|T(—ic)] c|T(—io)| mp!
TC(ic+(m+1)p) c|p(—c)| »
¢|T(=ic)|.|@p—ic)| T'(p—ic) mp!

mais sachant que | " (z+n) | ~ n! quand n tend vers Uinfini, p étant fixé,
on choisit m assez grand. On a alors :

(m—1)p!(m+1)p!

B(p)| <K :
mpl!mp!

la quantité [(m—1) p! (m+1) p!]/(mp! mp!) est majorée par une constante
indépendante de p. Pour majorer vy ( p), le produit étant convergeant, si m
est choisi suffisamment grand :

[Y(p)| < 1+e,
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d’ou
la(p)|=|B(p)Y(P)]
est borné.
LemMme 3.3. — Si f appartient & P°, alors on a I'inégalité suivante :

|f(2)| £ K, exp,|Imz]|.
C’est une application du théoréme de Phragmén-Lindelsf [3].
D’aprés le lemme 3.1, | f(z) | < v, exp 8, | z|. Donc :
— si z est sur I’axe imaginaire, z = Im z,

|f(2)] £ vcexp|Imz|;
— si z est sur ’axe réel, z = Re z = x,
f@=f(x)=f(x—Ex+Ex),
ol Ex = p est la partie entiére de x,
f®)=7((x—p+p)=gx—p)m,

or 0<x—p<1, [gx—p)|=v.expd,, et, daprés le lemme 3.2,
n, est borné;
— donc fest bornée sur ’axe réel, et d’aprés le théoréme de Phragmén-
Lindelof ([3], p. 47) :
|f(2)| £ K.expa(Imz).

Preuve de la proposition 3.

Fn(z+8y) = Un(z+83) V(2 +60),
zU,(z+6)e?s, et zV,(z+in)e?s.,
donc

|Un(z+50)| S Kexpd,.|Im(2)| et | V(z+63) | Kexpdy,|Imz |,
d’out

(@) | Fu(2)| = |Un(2) Vu(2)| < K*exp28,.|Imz|;

(b) U,thH=0 sitsk<m, V(D=0 sik>m,

et
Un (Crln) = Va (Crln) =1,

c’est-a-dire F,, (§%) = &
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THEOREME 2. — Soit P un opérateur différentiel linéaire a coefficients
constants non hypoelliptique sur R", alors &, (R") contient un sous-espace
isomorphe a I’espace s des suites a décroissance rapide.

La preuve est maintenant immédiate puisque 1’existence de la suite (F,,)
implique celle de (7,,) et, par la proposition 1, ’application 4, est un
isomorphisme.

GENERALISATION A UN OUVERT Q. — Il existe xoeR" et re N—{0}

tels que
Ocx,+Q et  SuppT,cKcr(Xi+ priQ).

PROPOSITION 4. — 1l existe une suite de distribution S,, € &' (R) et un
compact K < R :

1° Supp S,, = Supp 7,, < K;

2 ( Sy exp (i Chr™) > = 8

3° Pour tout s = 0, il existe c; > 0 et mye N tels que

supk|<skaf>ks| é CssupxeK,némsl D”f(X)I pour tOllthé’(R).

Preuve de la proposition 4. — 11 suffit de reprendre la construction des 7,
en remplagant {, par oy = §, r~ ' qui vérifie aussi les conditions exigées
pour la construction

Q) Rea} = k;
(ii) [Imoy | < c;
(iii) || < ek,

THEOREME 2 bis. — Soit P un opérateur différentiel linéaire a coefficients
constants non hypoelliptique sur Q, alors &,(Q) contient un sous-espace
isomorphe & I’espace s des suites d décroissance rapide.

Preuve du théoréme 2 bis. — 11 suffit de remplacer 4, par B, :

B, : (M)k B, (M) (x) = Q=1 Meexpi(x+xo) G,
B, est évidlemment linéaire continue de s dans &, (Q), la difficulté réside
en D’injectivité.
Si B, (M)y) = 0, alors :
ZZO= 1 Ck exp i(xl +Xé) CI}r = 0>
pour tout x' appartenant a la premiére projection de Q, cela implique

Yo Mexpiyo, =0 pour tout yek,
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OPERATEUR DIFFERENTIEL LINEAIRE 447

et donc
A = Sps 21 Mexpiyoy > =0 pour tout m.

Pour démontrer que B, est un isomorphisme de s sur B, (s), il suffit
de reprendre la démonstration faite pour 4,,.
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