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QUELQUES PROPRIÉTÉS DU NOYAU
D'UN OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE

NON HYPOELLIPTIQUE,
À COEFFICIENTS CONSTANTS

PAR

ABDENOUR REZZOUK

RÉSUMÉ. — En utilisant un raffinement de la caractérisation géométrique des poly-
nômes hypoelliptiques de L. HÔRMANDER, nous démontrons ici que l'espace ^p(îî)
des fonctions indéfiniment dérivables sur un ouvert Cl de R", annulées par un opérateur
différentiel linéaire non hypoelliptique à coefficients constants, contient un sous-espace
isomorphe à l'espace s des suites à décroissance rapide.

Introduction

L. HÔRMANDER prouve, dans [1] (chap. IV), que l'espace vectoriel des
fonctions annulées par un opérateur différentiel linéaire, à coefficients
constants P (D) sur R", est contenu dans une classe de Gevrey si P (D)
est hypoelliptique, sa dimension fonctionnelle au sens de Komura [2] est
donc finie.

Nous montrons ici qu'au contraire la dimension fonctionnelle de
l'espace ^p des fonctions C°°, annulées par P, est infinie si P n'est pas
hypoelliptique. Plus précisément, si P n'est pas hypoelliptique, <^p contient
un sous-espace fermé (facteur direct dans € y ) isomorphe à l'espace s des
suites à décroissance rapide (th. 2).

Pour prouver ce résultat, nous démontrons un raffinement de la caracté-
risation géométrique des polynômes hypoelliptiques de L. HÔRMAN-
DER ([l], chap. IV) : Si P (Z)) n'est pas hypoelliptique, il existe une suite Ç^
de vecteurs de C" telle que P (Ç^) =0 ; ] ̂  \\ = ° 0 P0111' N assez grand
(autrement dit, Ç^ est à croissance lente); la partie imaginaire de Ç^ reste
bornée; et la partie réelle de la première composante de Ç^ est égale
à k (th. 1).
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436 A. REZZOUK

Rappel des définitions

(a) La classe de Gevrey g3 (R") est l'espace vectoriel des fonctions /
indéfiniment dérivables sur R", telles que, pour tout compact K, il existe
deux constantes positives C et L telles qu'on ait

yf_
Sx"

^CL'^Ca!)5,sup^ex

pour tout multi-indice de dérivation a = (o^, 002, . . . , a^).
[On a posé comme d'habitude

a°7 _ g«i+-+«n
ôx"" ~ Sx^ ... Sx^

|a| =ai+a2+...+a^ et a! = a^! . . . aj.]

(&) On dit qu'un opérateur différentiel, à coefficients constants P (D),
est hypoelliptîque si, pour toute distribution u e 0)' (R"), (P CD) M e C°° (R"))
implique (MeC^R")). Dans [l], HÔRMANDER prouve que P est
hypoelliptique si, et seulement si, Im Ç tend vers l'infini quand Ç tend vers
l'infini dans la variété algébrique P (Ç) = 0 de C*.

(c) Soient E un espace localement convexe, p une semi-norme continue
sur E, et B une partie bornée de E. On pose

On (B, P) = inf̂  ̂  Gn(E) ̂ Py e B ̂  (̂  ^n).

où G» CE') désigne l'ensemble des sous-espaces de dimension ^ de E,
et ^ (j, £„) = inf7? (^—z) est la distance de y à E^ (pour la distance définie
par p).

La dimension fonctionnelle de E est la borne inférieure de l'ensemble des
nombres à tels que, pour toute partie bornée B de E, pour toute semi-
norme continue p sur E, et pour tout s > 0, il existe une constante C
telle que

^(B.^^CexpC-n1^4-^).

C'est un invariant topologique : dfE = dfF si E et F sont isomorphes.
La dimension fonctionnelle de ^s (R") est finie, égale à sn', en particulier,

la dimension fonctionnelle de l'espace des fonctions analytiques sur R"
est n. Au contraire, la dimension fonctionnelle de s est infinie, ainsi que celle
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OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE 437

de tout espace localement convexe qui contient un sous-espace fermé
isomorphe à s.

Y. KOMURA donne une autre définition de la dimension fonctionnelle,
utilisant l'c-entropie (cf. [2]), elle est égale à celle donnée ici +1.

Cet article correspond à une partie de la thèse de 3e cycle de l'auteur,
soutenue en 1972, à l'Université de Paris-VII.

Notations

On utilisera les notations habituelles des équations aux dérivées partielles.
Q désignera un ouvert de R" (n > 1), x = (x1, x2, ..., x") sera la variable

dans 0.
P, étant un polynôme à coefficients complexes, s'écrira :
^^El.l^a^ où Ç==(Ç1^2, ...,Ç")eC", a,eC,

a==(ai, oc2, ..., OeN", |a| = ̂ +^+ • • • +^n'

On écrira aussi :
Ç = Oi1, H', v),

où

[i1 est la partie réelle de la première composante de Ç dans C1 (Re Ç1),
^ = (Re Ç2, Re Ç3, . . . .ReÇ"),
v = Im Ç = (Im Ç1, Im Ç2, . . . , Im Ç").

On désignera par S l'ensemble des zéros du polynôme P dans C". Au
polynôme P, on associera l'opérateur P (Z)) :

TO)=EM^^
où

D =(D,,D^ ...,^),
7), = (1/f) (3/8x,),
D" = D^ o D^ o . . . o Z)^.

On désignera par :

<^, l'espace des fonctions indéfiniment dérivables;
2, l'espace des fonctions indéfiniment dérivables à support compact;
^', les séries d'espaces de distributions;
( ^ p , l'espace des fonctions de ^ annulées par P;
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438 A. REZZOUK

s, l'espace des suites à décroissance rapide;
^", l'espace des distributions à support compact.

THÉORÈME 1. — Soit P un polynôme non hypoelliptique, alors il existe
une suite (Ç^ g ̂ , ̂ e S, qui vérifie les trois conditions suivantes :

(i) il existe CQ > 0 tel que \ Im ̂  [ < CQ pour tout k, et Ç^ tend vers
l'infini lorsque k tend vers l'infini;

(ii) Re Ç^ = k pour tout k entier supérieur à 1 ;
(iii) il existe s ^ 1 et Ci > 0 tels que ^ ^ ^i ' ^s P0^ tout ^ entier.
Pour rhypoellipticité d'un opérateur P, on prendra la définition algé-

brique de HÔRMANDER [l], c'est-à-dire P est hypoelliptique si, et seule-
ment si, Im Ç tend vers l'infini lorsque Ç tend vers l'infini en restant dans S.
Donc, si P n'est pas hypoelliptique, il existe une suite (Çk)feeN avec ^k^8

et CQ > 0 telle que ^ ien(^ vers l'infini avec k et Im Ç^ < Co. On
supposera, sans restreindre la généralité, que c'est la première composante
de ^ qui tend ves l'infini. Posons

M= {(t, H', v)eRxRM- lxR"; P((t, a')+fv)=0, |v [ ^ Co},
N, = {(u', v)eR"-1 xR"; (t, u', v)eM},

^^{^R;^, a',v)eM},
ô(0=inf{|0,H')+fv|;(u',v)eNj,

F= {0, 5); P(0, u /)+fv)=0, ] v | ̂  Co, 10, a)+fv| =5}.

LEMME 1. — Soit P un polynôme non hypoelliptique, avec les notations
ci-dessus, il existe a > 0 tel que l'intervalle (a, + oo ( soit contenu dans J^^ ̂ .

Preuve du lemme 1. — Un ensemble semi-algébrique de R" est une réunion
finie d'ensembles A de R", défini par un nombre fini d'équations et d'iné-
quations algébriques,

A={^;xeR";Pi(x)=0, ...,P,(x)=0; fiiW<0, ..., Ô^M<0}.

J^ , ^ étant la projection sur R d'un ensemble semi-algébrique M,
est un ensemble semi-algébrique de R (théorème de SEIDENBERG-TARSKI [6]).
C'est donc, soit un ensemble fini, ce qui est exclu car Re 5^ e ̂ ',v)et ̂ e ̂
tend vers l'infini, soit une réunion finie d'intervalle» non vides de R, auquel
cas l'un des intervalles est de la forme {a, + oo(.

LEMME 2. — Soit P un polynôme non hypoelliptique, avec les nota-
tions ci-dessus, il existe C > 0 et s ^ 1 tels que, pour tout t dans
l'intervalle (a, + oo (, alors 8 (t) ^ C. t s .
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OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE 439

Preuve du lemme 2. - F est un ensemble semi-algébrique. F n'est pas vide,
car (t, SCO^eF, pour tout t e [a, +oo( et, d'après la définition de la
borne inférieure, (t, ô (t)) e 9F (bord de F), donc F n'est pas ouvert,
et il existe un polynôme Q, non identiquement nul, tel que

(0,8)eaF) => (60 8) =0),

d'où Q (t, 8 (^ )) = 0 et, par le théorème de Puiseux, on a

8(0 ^C.f 5 .

On en déduit qu'on a ^ ^ 1, puisque § ( t ) = (t, l^+f v | ^ ?.
Preuve du théorème 1. — II suffit de poser t = k, on a alors

Çfe = (fc, tô + i Vfc avec [ vj < Co.

Considérons maintenant l'application Ap qui, à la suite (^)feeN? associe
la fonction x^^^Q^j, ex? O'^-Çfe)? °ù Çfe est la suite définie plus haut,
e t x . Ç f e = x l Ç , l + . . . + ^ ^ .

1° Ap est linéaire continue de s dans ̂  (R"); en effet fêtant un compact
de R",

sup{ | ̂ A,^),)^:)!; xeK} ̂  C^supj^l^'"'^.

2° La proposition suivante montre dans quelle condition suffisante Ap est
un isomorphisme de s sur Ap (s).

PROPOSITION 1. — Supposons qu'il existe une suite (7^) e Q)' (R) de distri-
butions à support compact d'une variable vérifiant :

(i) 7^ (exp ix1 Ç^) = 8^, OM 8^ ^? fe symbole de Kronecker, et ^ est
la première composante de Çj^ du théorème 1 ;

(ii) // existe un compact K tel que les distributions T^ sont toutes à support
dans K;

(iii) Pour tout s ^ 0, il existe Cy > 0, m^ e N tel que

sup,|< T^k5! ̂  C,sup{| DV(x)|; xeX, n ̂  m,},

^o^r tout
/e^(R),

ûf/or^ l'application Ap est un isomorphisme de s sur Ap (s) c S (R").
Preuve. — L'injectivité est immédiate :

(Âp((^),)(x)=0)
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440 A. REZZOUK

implique
(^((Ufc)O^ 0, ..., 0) = 0 pour tout x'eR),

donc, pour tout m,

< Tm. Lfc ̂  exp ̂ 1. Ç,1 > = 0 c'est-à-dire ̂  = 0,

et évidemment P (D) (^ ̂  exp ix Çj^) = 0.
Pour montrer que Ap est un isomorphisme de s dans Im Ap , il suffit, par

le théorème du graphe fermé, de montrer que Im Ap est fermé dans <^p.
En fait, les conditions (i), (ii) et (iii) entraînent que Im Ap est un facteur
direct dans € ou ê'p.

En effet, si B :f—> « 7'm?/))m6N» alo^s (i1) et (i11) entraînent que Im B
est contenu dans s, et que B est continu de S dans »y. La condition (i)
entraîne B.Ap = id,, et donc ApBAp = Ap et (ApB)2 = A p B , c'est-à-
dire que Ap B est un projecteur et que Im Ap == Im (Ap B ) est un facteur
direct dans € ou <^p.

PROPOSITION 2. — Supposons qu'il existe une suite (F^ ^e fonctions
entières de type exponentiel vérifiant :

(à) II existe C > 0 et a > 0 tels que

\F^(z)\ ̂  Cexpa |lmz| pour tout meN et zeC;

(6)^(^)=8^,
ûA?A\y î7 ^dy^ une suite de distributions T^ à support compact vérifiant les
hypothèses (i), (ii) et (iii) de la proposition 1.

Preuve, — Notons

\J/ 00 = exp ( - ixy) \|/ (x) dx,

où \|/ est une fonction à décroissance rapide (\|/ e Ç (R)) :

(̂  i)/) (x) = (2 TC)- 1 jexp î  i|/ 00 ̂ ,

v|/(x)=(^(y))(x).

Soit (pe^(R) telle que Supp (p <= (—ûr, +û?) et

ç(0)=J(pMdx=l.
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OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE 441

D'après le théorème de Paley-Wiener, $ est entière, de type exponentiel,
et vérifie : Pour tout N, il existe C^ tel que

^(z^C^l+IzIr^exp^llmzl).

Considérons la suite H^ suivante :

^(z)=F,(^-z)ç(z),
alors

| H^ (z) | ^ C^ (1 + z) -N exp (2 a | Im z | ) (car Im Ç^ est bornée).

Il existe donc S^ e <F (R), telle que Supp 5^ c: (—2 û, +2 û) et/<
5'̂  (z) = ̂  (z). Il suffit de prendre la suite

T,=exp(-ix^).^(x)

pour avoir les conditions (i), (ii) et (iii) de la proposition 1 :

(i) < T,, expfx^ > = 5,(̂ -Ç1,) = H^^
=^(Çl.)<P(^-^)=8km;

(ii)Supp7^c:(--2â, +2a);

(iii) < T,,/> =0^)-5E^/^fexp(-fx^)5(s-p)(x)/<p)(x)^

^^^(Sp^f^llm^l^l^Olm^)!

XSUp^(-2a ,+2a) ,p^s | / ( J ? ) W|

^C.m-^up,^.^,^),^,!/^^)!.

RECHERCHE DE LA SUITE (F^ (z)). — Exemple : ^ = k, alors

_ sin7i;(z—m)
-^mW — —,———— •TC (z — m)

Remarquons que

^)-n.4-^)(i-<^).
Dans le cas général, on procède de façon analogue.
PROPOSITION 3. — Soit F^ la suite de fonctions suivante :

F^z)=U^z)V^z\
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442 A. REZZOUK

avec

u (z)-n d (z^\(^ z-^^ m W — l l f e ^ l i — — — — — — — ) 1-———— ,
\ a& A a.fc /

yrz i -n ^i ^[z^Vi z-^^^)- l l^ i l i -——l i-—— ,\ pfc / \ p-jk /
où les suites o^ et ^ vérifient :

a, =Ç,+.-Ç,=fe+f(fc^-fcJ )
, , . . , , , . ^ pour fe > 0,a_,=(-fe)+î(^-fcj J p

P, = k+i(b^-bj\ .
n T ^ , r si 1< fc <m,P-,=-fe+f(b^-foJ J - - '

P. = fe+^+.-&J 1 . ,n 7 /, f si k> m.^k==-k+i(b^-bj J

^for5- (F^) vérifie les conditions (a) et (b) de la proposition 2.
Considérons :

^c l'ensemble des suites (u^^^ avec ̂  = k+i dj, et dj, < C;
^ l'ensemble des suites (u^^ de ̂  avec dj, = d^;
^ = {/ ; /(z) = (z- ̂ o) n^ i (1 - (^)) (1 - (^-.)) avec u, e < } ;
^ = {/ ; /(^) = (^-^o) n (1 -(^)) (1 -(^-.)) avec ^ e < }.

LEMME 3.1. — // existe une constante Sç > 0 ^/fe que, pour tout f G ̂ ç,
/ ̂ ^ ^^ fonction entière de type exponentiel vérifiant :

| / (z) |^[z-ao|expôc|z| .

Preuve du lemme 3.1. — Posons

i.^--^-.
z-doïog\h(z)\= Eriogdi-z^-^ii-zû:,1!)

xZriog(l+(lz |2+2C|z|)fe-2) .

Or on peut majorer le second membre de l'inégalité par

r°°
2(2C|z|+|z|2)[(l+(2C|z|+|z|2)(-2)(3]- lm(()d(

=272C|z|+|z|2^j-Arctg(2C|z|+|z|2)- l/2^,

TOME 102 — 1974 — ?4



OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE 443

où m(t) est le nombre d'entiers inférieur ou égal à t (pour un calcul
analogue, voir [4]).

L'intégrale peut être majorée par ô^ z |, d'où

|/0)| ̂  |z-ûo|expôc[z|.

LEMME 3.2. - Si f est dans ̂ , alors la fonction z^->f(z+p) peut
s'écrire :

f(z+ p)= g(z)np pour tout peZ,

où g (z) appartient à ̂  ? et K? est borné par rapport à p,
Preuve :

/(z+p)=(z+^-.o)^fl-z+pyl-z+p)\ uk A M-fe /
avec

Uk = k+id^e^,

le produit étant absolument convergeant, en changeant d'indice, on obtient :

,̂).z.̂ n .̂.J(i-̂
P+idp L\ uj\ M_JJ

xRz-^n^ofi-^y1-^)]-L \ ^A ^/J
avec

donc

ou

et

u^k+idk+p et M'-fe=-k+id-fe+p,

/(z+p)=7C^g(z),

gc^^cz-^n^orfi-^y1--^)]L\ 0\ uLj]

(^+^) r/ ^y p \-i_(-p+fdo)
S ~' ~.——. , . l l f c^o , fc^p(j?+i^-————r-ll^o,fc^p P"- j 1 ' " — •

(j?+irfp) L\ ^/\ ^-fc/J

1° ^(z) est évidemment dans ̂ ;
2° Montrons que Kp est borné par rapport à p.
Posons

»(p)=B>o..J(i-^Vi-^l;
|_\ MtA "-t/J
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444 A. REZZOUK

PC^-nK^^^rfl-^yi-^l Pour meN,
L\ Uj\ M_fc/J

r(rt-n.>J('i-'')fi--^)1,
L\ MfcA M-fe/J

a(j0=|3(p)y(p),
en remarquant que

1- P\ \ k — p — i d k \ k—p+ic
fe+ïdjfeUk

•p,i\k-p-ic\^p \k-p-ic|P(^)|^ n î Tfmp
l l fc=p+l

-i \k+p-îc\ ,-,̂  |fe+p-i'c|
=1———fc—— l lk=p+l———k——xnf=î

Si F est la fonction habituelle, définie par

fJo
- f . z - l ,r(z)= e ~ t t z ~ l d t pour R e z > 0

Jo
et

r(z)= r(z+n)
(z+n-l)(z+n-2). . .(z+l)z

pour Re z + n > 0,

on a alors :
n. )<^r(^c+_p^i^ |r(-^+(n-i)p)| p

~ c|r(-ic)| c|r(-îc)[ mp\
^ r(ic+(m+l)p) c\p(-c)\ p

c\r^ic)\.\(2p-ic)\ r(p-ic) mp\9

mais sachant que F (z+w) ^/ /î! quand ^ tend vers l'infini, p étant fixé,
on choisit m assez grand. On a alors :

Ipoolg^-1^'0"4-1^',
mj?! m^?!

la quantité [(w-1)^! (m+l)/?!]/(wp! mj?!) est majorée par une constante
indépendante de p. Pour majorer y (/?), le produit étant convergeant, si m
est choisi suffisamment grand :

|ï(p)|<l+s,

TOME 102 — 1974 — ?4



OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE 445

d'où
|oc(p) |= |P( jOy(p) |

est borné.

LEMME 3.3. — Si f appartient à ̂ , alors on a l'inégalité suivante :

|/(z)i^expôjlmz|.

C'est une application du théorème de Phragmén-Lindelôf [3].
D'après le lemme 3.1, |/(z) \ ^ y^ ex? ^c | z • Donc :
— si z est sur l'axe imaginaire, z = Im z,

|/(z)| ^y^exp|lmz|;

— si z est sur l'axe réel, z = Re z = ;\:,

f(z)==f(x)=f(x-Ex+Ex),

où Ex = p est la partie entière de x,

fW = /((^- P)+ P) = ë^- P)^

or Q ^ x - p < \ , \ g ( x - p ) | ̂  y^expô,., et, d'après le lemme 3.2,
TTp est borné;

— donc/est bornée sur l'axe réel, et d'après le théorème de Phragmén-
Lindelôf ([3], p. 47) :

|/(z)|^K,expa(Imz).

Preuve de la proposition 3.

F^n(z+^) = U^z+^) 7,(z+^),
zl/,(z+^)e^ et z 7,(z+^)e^,

donc

|[/,(z+Q]^iCexpÔ2jlm(z)| et | 7^(z+^)|Kexp8^|lmz[,

d'où

(a) |^(z)| = |^m0) 7,(z)| ^K2exp2ô^|Imz|;
(&) ^m(Ç1.) =0 si 1 ̂  fe < m, 7,(Ç^) =0 si k > m,

et
^ntô-^0^,

c'est-à-dire F, (^) = ô;".
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446 A. REZZOUK

THÉORÈME 2. -- Soit P un opérateur différentiel linéaire à coefficients
constants non hypoelliptique sur R", alors êy (R") contient un sous-espace
isomorphe à V espace s des suites à décroissance rapide.

La preuve est maintenant immédiate puisque l'existence de la suite (F^)
implique celle de (Tn,) et, par la proposition 1, l'application Ap est un
isomorphisme.

GÉNÉRALISATION À UN OUVERT Q. — II existe XQ c R" et r e A ^ — { 0 }
tels que

Oexo+û et SuppT^ciCc: r(X^+pr^^Ï).

PROPOSITION 4. — // existe une suite de distribution S^ e € ' (R) et un
compact K <= R ;

1° Supp ̂  = Supp T^ c K',
2° ^^exp^.r-1))^;
3° Pour tout s ^ 0, il existe c^ > 0 et m^ e N ^/.y <^

sup.KW^I ̂  ̂ sup.^.n^J 2)V(x)| ^MF ̂ ï/e^(R).

Preuve de la proposition 4. — II suffit de reprendre la construction des T^
en remplaçant Ç^ par oc^ = Çj^ r ~1 qui vérifie aussi les conditions exigées
pour la construction

(i) Rea^=fe ;
(ii) | lmo^ |^c ;
(iii) l ^ l^c^ .

THÉORÈME 2 bis. — Soit P un opérateur différentiel linéaire à coefficients
constants non hypoelliptique sur Q, alors ê\ (0) contient un sous-espace
isomorphe à l^ espace s des suites à décroissance rapide.

Preuve du théorème 2 bis. — II suffit de remplacer Ap par Bp :

Bp : (^) k ̂  B, ((^),) (x) = Er= i ̂  exp i (x + Xo) Çfc,

^ est évidemment linéaire continue de s dans êp (û), la difficulté réside
en Finjectivité.

Si ^((^),)=0, alors :

E^i^expf^+^Ç^O,

pour tout :̂1 appartenant à la première projection de Q, cela implique

Er= i ̂ kex?f^ ̂  = 0 pour tout y e K,
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et donc
^m = < Sm, Sk°= i ̂ cex? ̂  ̂  > = 0 pour tout m.

Pour démontrer que Bp est un isomorphisme de s sur Bp (s), il suffit
de reprendre la démonstration faite pour Ap.
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