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PRINCIPE DU MAXIMUM LOCAL
ET SOLUTIONS GÉNÉRALISÉES

DE PROBLÈMES DU TYPE HYPERSURFACES MINIMALES

PAR

ALAIN LICHNEWSKY

RÉSUMÉ. — Nous étudions des problèmes de calcul des variations du type du problème
des surfaces minimales non paramétriques : (Pô). Trouver u réalisant l'infimum du

problème inf^su^n VI + \^ u\2 dx dans un ouvert Q, de R" régulier, mais sur
Jîî

lequel nous ne faisons aucune hypothèse géométrique telle que (( la courbure moyenne
du bord 80. est positive ». Il existe alors des données régulières pour lesquelles ce
problème n'admet ni solution classique ni solution faible dans l'espace de Sobolev
W111 (Q) satisfaisant la condition aux limites. Plusieurs méthodes permettent de
définir des solutions généralisées; celle que nous développons ici repose essentiellement
sur des méthodes d'analyse convexe dont la dualité au sens de FENCHEL et ROCKAFELLAR.

Dans une première partie, nous démontrons une majoration dans L^c W-) pour les
solutions faibles dans W191 (ÇÏ) d'équations quasilinéaires du type « surfaces minimales ».
Ce résultat nous permet ensuite de prouver l'existence de solutions généralisées du pro-
blème (Pô) pour des données au bord non bornées.

Introduction

L'objet de ce travail est de prouver l'existence de solutions généralisées
pour des problèmes du calcul des variations du type hypersurfaces minimales

(Pô): inf^o,^ ^/1+|VM|2^
JSÎ

dans un ouvert Q non nécessairement « convexe », et d'obtenir une
majoration L^ç (Q) pour les solutions faibles dans L1 (Q) de l'équation
d'Euler associée :

(1) ^^f-^——)=0 dansQ.^••\yi+|vu|2/
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 27



418 A. LICHNEWSKY

Plus précisément, nous étendons ici les résultats de R. TEMAM [2l], qui
obtient l'existence de solutions généralisées lorsque la donnée au bord est
trace d'une fonction 0 dans W191 (Q) n L°° (Q), au cas d'une donnée
au bord quelconque dans L1 (ÔD) : trace d'un élément de W191 (D).
Pour ce faire, nous prouvons, outre la majoration a priori mentionnée
ci-dessus, un résultat de « stabilité » pour les solutions généralisées de P^.

Dans la première partie, nous démontrons un principe du maximum local
pour les solutions faibles de l'équation quasilinéaire

(2) div ̂  (x, u, V u) = ̂  (;c, M, V u),

où ^ et ^ sont des fonctions de û x R x R" dans R" et R, respectivement,
vérifiant les seules majorations : V (x, u, p) e Q, x Rn+l :

p.j^Qc, u,p)^\p\-c\u\-g,
(3) |^(x, u,p)\^ a(x)', |^(x, u, p)\ ̂  b(x),

a (x) e L00 (Q) ; b, c, g e I/^1 "s) (0) où s e )0, 1 (.

Notre résultat est le suivant :
Si u est une solution faible de l'équation (2) appartenant à L1 (D), pour

tout ouvert fî' <=<= Q, il existe une constante, qui ne dépend que de 0, Q',
a, c, b, g et de la norme [ | u ||^i ̂ ) » majorant u presque partout dans Q.

La méthode est due à SERRIN [17], qui obtient un résultat analogue pour
les solutions faibles d'équations quasilinéaires (2) vérifiant, au lieu de (3) :

>/(x,u,p)eQ.xRxRn : p.^(x, u, p) ̂  I p ^ - c J M ^ - g
(4) avec

a>l .

Par la suite, cette estimation nous permet de majorer localement le gradient
de solutions, non bornées a priori, de l'équation des surfaces minimales,
à l'aide des résultats de DE GIORGI [1] et de LADYZENSKAJA-URAL'CEVA [7].
Ce résultat est présenté dans un cadre plus général que celui qui est nécessaire
par la suite en raison de son intérêt intrinsèque (cf. TRUDINGER [22]).

La deuxième partie est l'étude des solutions généralisées du problème
des hypersurfaces minimales que nous définissons comme R. TEMAM [21] :
le problème dual de P^ (1) (au sens de ROCKAFELLAR [14]) : P^ admet

(1) Les résultats et les notations que nous empruntons à l'analyse convexe sont
résumés au début du paragraphe 2. Une étude détaillée est faite dans [14] et [3]; les
motivations (( physiques » de œs méthodes sont précisées en [12].
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MAXIMUM LOCAL 419

une solution unique p^ ' , les solutions généralisées sont les éléments
de W191 (?) vérifiant la relation cTextrémalité

— n*
(5) Vu = ——====== presque partout dans fî.

\ — \ n* I2

Pour prouver l'existence de solutions généralisées lorsque Oe W 1 ' 1 (D),
nous complétons les techniques d'analyse convexe et le théorème de
perturbation singulière de R. TEMAM [21] par la majoration décrite
ci-dessus et par un résultat de stabilité pour les solutions généralisées de P<p.
Notre démarche est la suivante : nous considérons une suite (O^ieN
d'éléments de C°(Q)n W191 (£Ï) qui tend vers <D dans W111 (0), et
nous montrons que la suite des solutions généralisées correspondantes
converge, en un sens faible, vers une solution généralisée de P<^. Outre
l'existence d'une solution généralisée, nous obtenons ainsi un résultat de
régularité sur /?*, solution du problème dual P*, qui permet de
montrer (cf. [21]) que toute suite minimisante de P<^ tend vers une solution
généralisée.

Nous décrivons, dans la troisième partie, une classe de problèmes du
calcul des variations, voisine de celle envisagée par R. TEMAM en [2l],
à laquelle on peut étendre les résultats des deux premières parties. Les
démonstrations des résultats que nous présentons sont développées en [8].

L'auteur remercie R. TEMAM, dont le cours de calcul des variations [20]
est à l'origine de ce travail, pour les nombreuses discussions intéressantes
durant l'élaboration de cet article, ainsi que pour les conseils et pour les
encouragements qu'il lui a prodigués.

Cadre et notations

1° û est un ouvert régulier de R", dont le bord 80, est localement le
graphe d'une application lipschitzienne de jR"~1 dans R; û est localement
situé d'un même côté de ô0. Nous supposons de plus Î2 borné.

dx, désigne la mesure de Lebesgue;
p. p. Q signifie : presque partout dans Sî pour la mesure dx.
2° B (x, R), x e R", R > 0 désigne la boule ouverte de centre x et de

rayon -R, pour la norme euclidienne.
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420 A. LICHNEWSKY

3° Espaces fonctionnels (cf. [9], [15]) :
^(û) désigne l'espace des fonctions C00 à support compact dans 0;
2' (Q) désigne l'espace des distributions dans D;
W 1 ' 1 (Q) désigne l'espace des distributions dans 0 qui sont, ainsi que

leurs dérivées premières, des fonctions intégrables dans 0;
W^ (Q) désigne l'espace des distributions dans D dont le produit,

par tout élément de 2 (Q), est dans W191 (Q);
H1 (û) [resp. H2 (Q)], désigne l'espace des distributions dans <S> qui

sont, ainsi que leurs dérivées premières (resp. d'ordre ^ 2), des fonctions
ie carré intégrable sur 0;

| 1 . | ̂  (resp. | j |p, 1 ̂  a ^ + oo, désigne la norme de l'espace U (K),
où ^c0 [resp. ^(Q)].

4° Dualité en analyse convexe (cf. [20], [14], [3]). — Si G est une fonction
convexe d'un espace de Banach F dans )-oo, +00), nous notons :

V-\ le dual de V\
G*, la conjuguée de G, G* : F* -^ ) - oo, + oo), définie par

G*(p*)=sup^{<j?*,j?>-G(j?)}.

Soit/? un point de V, p^ e V^ est un sous-gradient de G en/? si la fonction

^e7-^<p* ,^ -p>+G(p)

est une minorante affine de G, exacte en p. L'ensemble de ces directions /?*
est

QG (/?), le sous-différentiel de G au point/? :

8G(p) = {p*; p*e 7*, 0 = G(j?)+ G*(p*)-<p*, /?>};

ôç G (/?) (s > 0), le sous-différentiel à s près de G au point/? :

8. G(p) = {p*e 7*; 0 ̂  G(j?)+ G*(j?*)-<p*, p> ^ s}.

5° Dans les majorations qui apparaîtront ultérieurement, le symbole
C(a, b, . . .) désigne une constante qui dépend de a, b, ..., et est fonction
croissante de ces quantités.

1. Une majoration dans L^ç

Voici nos hypothèses pour ce paragraphe : se et ^ désignent res-
pectivement des applications de Q,xRn+l dans R" et R qui vérifient les
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MAXIMUM LOCAL 421

conditions de CARATHÉODORY (cf. KRASNOLSELSK'IJ [5]), et en outre,
les majorations (1.1) ci-après :

\ Pour tout (u, p) dans R x R" et pour presque tout x dans Q,
} |^(x,u,p) |^a(x); |^(x,u,p) |^&(x); a ^ O , b^
j p.^(x,u, p)^\p\-c\u\-g', c ,g^0,
( a G L°°(Q); fc, c, ge L^'^ÇO) où s est fixé dans )0, 1(.

Une solution faible de l'équation (1.2) :

(1.2) div ̂  (x, u, V u) = ̂  (x, u, V M) dans Q

est une fonction u e W^ (Q) telle que, pour toute fonction test (p
dans Q) (Q), on ait

(1.3) 0= [V(p.j^(x, M, VM)+(p^(x, M, u)]dx.
Jîî

Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant :

THÉORÈME 1. - Soient ueL1 (Q) une solution faible de (1.2) dans 0,
et B (x, R') c: Q une boule fixée. Sous les hypothèses (1.1), pour tout R,
0 < R < R' :

\\U\\ao,B(x,R)^K(Q, H, J | fc | |^( i_,) , | |c|[^(i_e), |H|oo)

xmax^^'-^r^.dli.ll^^^+llgll^i-^W"}.

Remarque. — Soit(^7 une application de Q x .R dans R vérifiant les condi-
tions de CARATHÉODORY et, en outre, pour tout u dans R et pour presque
tout x dans Q :

u^(x, M ) ^ O .

Les conclusions du théorème 1 sont encore vraies si on suppose u, solution
faible de l'équation

(1.4) divj^(x, M, VM)=^(X, u, VM)+^(X, u).

Voici les principales étapes de la démonstration de ce théorème. La
méthode employée est semblable à celle de SERRIN [17] (à qui nous
empruntons également le lemme 1.1).

LEMME 1.1.- Soient a^, P; (i = 1, . . . , N) des réels positifs 0 < a^ < + oo
0 ^ P» < a, a > 0 étant fixé, et posons y^ = (a—?,)"1. // existe une
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422 A. LICHNEWSKY

constante C ne dépendant que de N, a, P; telle que

o^z^^i^z^
entraîne

Z^CE^(a^

Le résultat suivant, sur la différentiation de fonctions composées, est
démontré dans STAMPACCHIA [18] :

LEMME 1 . 2 . — Soit G une fonction de R dans R, lipschitzienne, continûment
dérivable par morceaux, dont la dérivée n'admet qu'un nombre fini de discon-
tinuités. Alors, si u e W 1 ' 1 (P), G o u e W191 et, presque partout dans û ;

^(Go^G'O,).3".
ôx ôx

Démonstration du théorème 1. - Notons B (p) la boule B (x, p) (0 < p ̂  R)
concentrique à B (x, R'), contenue dans 0. Les majorations (1.1) et
l'injection

W191^)^ L"^-1^) (c/.LiONs[9])

font que l'égalité (1.3) est vraie pour tout Oe W^'1 (D). A partir de la
solution faible u de (1.2), nous construisons une famille à trois paramètres
de fonctions test 0 que l'on porte dans (1.3).

1° Posons

u=\u\+k, k=| |g | |n/(i-e), ^^H-

On a alors, d'après (1.1) :

(1.5) p.^(x,U,p)^\p\-C\U\f, P||n/(l-e)^|H|n/(l-e)+l< + CO.

Soient q ^ 1 et / > k deux paramètres, F et G les deux fonctions
continûment différentiables et lipschitziennes de [k, + oo ( dans R et de R
dans R, respectivement, définies par

( ^ si k<t<l,
(L6) ^H ^--(.-D^sT l^t.

G(t)=signe(t).[F(\t\+k)-k9].
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En appliquant le lemme 1.2, on obtient les relations valables presque partout
dans Î2 :

(1.7) ^GW^F'^.8-";
Sx 9x

8u_
Sx

4
ôx

8u_
&c

G{u) ̂  FÇu); u F ' ( u ) ̂  qF(u).

Soit maintenant T| une fonction de 2 (B (70), n ^ 0; 0 (x) = n (x). G (u (x))
est dans W^1 (B (R')) d'après le lemme 1.2, et on peut porter 0 dans (1.3).

2° Majorations préliminaires. — Le lemme 1.2 permet de travailler
« ponctuellement » ; les inégalités suivantes sont valables presque partout
dans Q.

V0.j^(x, M, Vu)+0^(x, M, VM) = (r| G')VM.^+ GVr|.^+r| G^.

(1.1) et (1.5) entraînent

V<D.^+0^^r |G ' |VM|-cr |G ' (M)-&ri | G | - |Vi iG[a .

Comme G' (u) == F ' (u) > 0, en posant v = F(u (x)), il vient, avec (1.7) :

VO.^+0^^ T|V^-(^+&)r|î;-a [ VT|Î; .

En intégrant terme à terme dans Q, (1.3) montre que

|r |Vt?|dx^ (qc+b)i[\vdx+\ a\^r\v\dx.
J B ( R ' ) JBÇR') J B ( R ' )

L'inégalité de Hôlder et le théorème de Sobolev permettent d'écrire les
majorations suivantes :

1 c'v\vdx = c{
3(i0 ^(R')

cr\vdx= c('[}vY(r{v) sdx
J B Ç R ' ) ^(R')

^ l l ^ l l n / d - O . ^ I l T I ^ I I l ^ - i l T I ^ I I n / ^ - l ) , ^

^ie(n)||c||^^||Tiî;||l,^||V(ili;)||î^.

Les autres termes se majorent aisément, et finalement,

||nVz;||i,^X(8,n,||b||,I|c||)^

x||^^^l^l(||(V1^)^|i-e+l|^V.||i-£)+||^|lJ|(V^^)t;i|,.

Nous utilisons maintenant le lemme 1.1 qui donne

IJnV.lli^^Tc^dKv^.lli+llii.llt},
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



424 A. LICHNEWSKY

comme q ^ 1 ,

(1.8) lln^lln/^D^^cllv^^lj^ie'^EiKv^^ll.+llîi^llJ.
3° Nous achevons à présent la démonstration du théorème en faisant

varier convenablement les paramètres, et en utilisant la technique des boules
emboîtées pour nous ramener à la seule hypothèse : u e L1 (0).
Notons ̂  (1 ^ A ^ 2) la boule de centre x et de rayon R' + (h - 2) (R - R) ;
R^ = min (1,.^-7?).

Si 1 ̂  A' < h ̂  2, on peut trouver T| e ̂  (^ CR')) tel que

f T| = 1 pour xeB^ f 0 ̂  T| ^ 1,
[ i1=0 pour xff:Bf, G [ maxIViil^C^'-.R)-1^-^)-1.

(1.8) entraîne alors :

M^^^^Kq^R^Çh-hr'M^^

Lorsque /—> +00, i^ converge en croissant vers ^, et le théorème de
convergence monotone montre que
(\ Q\ 1 ( 7 / 1 1 < r^ ??-l^ l^^^ l1f~\~l/qnl/sq\\n II
t1--7) II^JIîn/Cn-D.B^^ lA^l J ^"^J ^ | [M||î,Bh-

que les quantités ci-dessus soient finies ou non. Nous construisons
maintenant une suite de boules emboîtées comprises entre B (R) et B (R) :

Pour tout entier v, on pose

^v-F^-I^P' et ^=1+2-;
Ln-lJ

on fait, dans (1.9), h = h^ , h' == Ay+1 , ce qui donne

||ii||„,^^^[^-l]l/pv(2Bl^viiu|L^.

Les séries ̂ i (l/P^ et ̂ i (v/P") convergent, car P > 1, et on obtient
en multipliant terme à terme ces inégalités :

VveN, ||iï|LBW^||^|LB,^^r"||ii||i,B(^<+oo.

Ensuite, on fait tendre v vers l'infini, ̂  tend vers l'infini, et

llïill.^^^lim^^lliïll^^^X^ClI^lli.B^+feW").

Le théorème est donc démontré.
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MAXIMUM LOCAL 425

2. Solutions généralisées du problème des surfaces minimales

Comme il a été dit dans l'introduction, nous nous proposons d'appliquer
ici les résultats du paragraphe 1 à l'étude des solutions généralisées du
problème des surfaces minimales, lorsque la donnée frontière est la trace
d'une fonction Oe W 1 ' 1 (Q) (alors que, dans [2l], R. TEMAM considère
le même problème avec 0 e W191 (0) n -L00 (0)). Le début du paragraphe
est consacré à des rappels d'analyse convexe, que nous présentons dans un
cadre emprunté à R. TEMAM [20]. Nous rappelons ensuite la définition des
solutions généralisées du problème des hypersurfaces minimales et leurs
premières propriétés. Nous étudions enfin l'existence d'une solution géné-
ralisée du problème des surfaces minimales pour des données frontière
non bornées : 0 e W 1 ' 1 (0).

Par des méthodes totalement différentes, DE GIORGI obtient des solutions
généralisées pour le problème des surfaces minimales, et démontre des
résultats analogues aux nôtres (cf. DE GIORGI [l], M. MIRANDA [10]).

Dualité en analyse convexe. — Soient V et Y deux espaces de Banach
réels, F* et Y* leurs duaux topologiques munis des topologies
faibles <7(F*, V) et a (Y*, Y) respectivement. Si F et G sont deux
fonctionnelles convexes, semi-continues inférieurement et propres de V
dans ) — o o , + 0 0 ) et de Y dans ) — oo, + oo), on rappelle que les fonctions
conjuguées F * et G* sont aussi convexes, semi-continues inférieurement et
propres. Soit enfin un opérateur linéaire continu L de V dans Y
d'adjoint L*. Nous nous intéressons au problème de minimisation sur V :

(P) mf^v{F(u)+G(Lu)} (2).

A ce problème « primai » correspond le problème « dual » :

(P*) sup^y*{-^*(^*P*)-G*(-P*)} (2).

Dans toute la suite, nous supposons inf P > —oo, on a alors le résultat
suivant (cf. R. T. ROCKAFELLAR [14], R. TEMAM [20]) :

LEMME 2.1. — On suppose qu'il existe UQ dans V tel que F (uo) < +00
et que G soit finie et continue en LÛQ (hypothèse de qualification). Alors

infP=maxP*,

(2) Nous noterons inf P (resp. sup P*) ces extremums.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



426 A. LICHNEWSKY

et les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) u (resp. p*) est solution du problème P (resp. P*);

(ii) u e 9F* (L* p*) et Lue 8G* (-p*).
Pour cette raison, les relations (ii) sont dites « Relations d'extrémalité ».

Solutions généralisées du problème des surfaces minimales. — Pour
appliquer ces résultats au problème des surfaces minimales, nous
choisissons [<D est un élément fixé de W 1 ' 1 (Q)] :

V= W 1 9 1 (Q); Y= ( L1 (D))"; L= V : gradient

f o si 4.=<4., r ̂ 7]2^
[ +00 sinon, v r y J^ ' I A I

Notre problème « primai » P est alors :

(Pô): mf̂ i,i(n);̂ =o|̂  Vl+|VM|2^;

il lui correspond le problème « dual » :

(P£) : SUp^Y.divp-Oîl^lp.p^- P*•vorfx+ yi-IP*!2^^.
l Jîî JSÎ J

D'après le lemme 2.1 et la stricte concavité de la fonctionnelle maximisée
en P^, le problème dual admet une solution unique p^. Si u est solution de P^»,
on a les relations d'extrémalité

(2.1) \PÎ\<1 P.P.ÎÎ, Viï=—=^ p.p.û,

(2.2) 4^=^

En [2l], R. TEMAM montre que, si 0 e ]^14 (0) n L°° (û), la
solution p^ de P^ vérifie la condition de régularité suivante :
(2.3) Pour tout ouvert K, relativement compact dans Î2, on peut trouver un
réel T| (K) > 0 tel que :

\p^\ < I—T|(X) presque partout dans K,

et on déduit que les suites minimisantes de P^ convergent, en un sens faible,
vers une fonction u de W 1 ' 1 (0) qui vérifie l'équation (1) dans D ainsi que
la relation d'extrémalité (2.1).
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MAXIMUM LOCAL 427

L'unicité de p^ nous permet de définir les solutions généralisées de P^ de
la manière suivante :

DÉFINITION. — u est solution généralisée du problème P^ si ue W 1 ' 1 (Q)
et vérifie la relation d^extrémalité (2.1).

Remarque. — Les solutions généralisées de P^ sont ainsi définies à une
constante additive près, et vérifient l'équation d'Euler des surfaces
minimales (1), comme le montrent (2.1) et la relation div^ = 0.

Le lemme 2.1 assure, de plus, que lorsque le problème P<^ admet une
solution, celle-ci coïncide avec une solution généralisée.

Le lemme suivant (cf. [2l], [8]) précise le comportement des suites
minimisantes, et lie la question de l'existence de solutions généralisées à la
« régularité » de la solution p^ du problème dual.

LEMME 2.2. — Supposons que, pour un 0 donné, p^ vérifie (2.3), alors :
(i) P ,̂ admet une solution généralisée, unique à une constante additive près,

dont un représentant au moins vérifie

\^\\w^m^C(\\^\\wi,i^

(iï) Pour toute suite minimisante (^n)weN ^e PO ? vm tenc^ vers M®
dans L1 (Q)/^; V v^ tend vers V u^ dans (L^ (Q))".

Remarque. — Réciproquement, l'existence d'une solution généralisée
dans W191 (0) entraîne que p^ vérifie la condition de régularité (2.3).
Ceci est conséquence du théorème 1 et d'une majoration du gradient des
solutions bornées de l'équation des surfaces minimales (1) (cf. DE GIORGI,
LADYZENSKAJA-URAL'CEVA [7]).

Existence de solutions généralisées. — Nous allons montrer l'exis-
tence d'une solution généralisée dans le cas où 0 est seulement
dans W111 (Q). Nous utiliserons le résultat analogue établi, dans le
cas <I>e W191 (0) n L°° (Q), par R. TEMAM [2l], qui permet, en parti-
culier, d'appliquer le lemme 2 ,,2. Nous approchons 0 par une suite (^n)neN
de fonctions de W191 (Q) n C° (îî) : les problèmes P^ correspondants'
admettent des solutions généralisées : u^ (cf. [21] et [8]). Un résultat de
« stabilité » pour ces solutions généralisées nous permet enfin d'obtenir
une solution généralisée de P<^ : u^ comme limite, en un sens faible, des !/„.

Dans ce paragraphe, les résultats d'existence et d'estimation a priori
pour les surfaces minimales dans des ouverts réguliers et convexes jouent
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un rôle essentiel (cf. DE GIORGI, M. MIRANDA [11]; SERRIN [16] et TRU-
DINGER [22]). Ils nous permettent d'obtenir le théorème suivant :

THÉORÈME 2. - Si Qe W 1 ' 1 (Q), le problème P^ admet une solution
généralisée u^, unique, à une constante additive près, telle que

(i) pour un au moins de ses représentants u^ ;

\\^\\w^m^C{\\<S>\\wi^;

(ii) u^ est solution de l'équation d'Euler des surfaces minimales (1);

(iii) Pour toute suite minimisante (Vm)meN ^e ^5 vm ^enc^ vers u^
dans L1 (Û)/R, V v^ tend vers V u^ dans (L^ (Q))".

Remarques. — 1° Une démonstration analogue à celle du théorème 2
fournit le résultat de « stabilité » suivant :

Soit (^>i)»g^ une suite de fonctions de W 1 9 1 (0) tendant vers <S>
dans W 1 9 1 (Q), la suite 0^)feN ^es solutions généralisées des problèmes P< .̂
tend vers u^ et, plus précisément,

u^ tend vers u^ dans L1^)/^;
V M<^ tend vers V MO dans ( L^oe (p))"-

2° Lorsque Q est assez régulier, on peut définir un opérateur de trace
Yo : wlïl (Û)—>L1 (ÔQ), qui est surjectif d'après E. GAGLIARDO [4]. La
donnée de O dans W1 )l (0) équivaut alors à la donnée de yo ° == ̂  e Ll (S^Ï),
car il est aisé de voir sur la formulation de P^ que seule la valeur au bord (p
de 0 intervient effectivement. Ainsi le théorème 2 établit l'existence d'une
solution généralisée dans W 1 ' 1 (Q), pour le problème de Dirichlet relatif à
V équation des surfaces minimales, pour toute donnée au bord dans L1 (90);
cadre qui paraît assez naturel.

3° Dans le cas d'un ouvert non régulier, nos méthodes permettent d'établir
l'existence d'une solution généralisée pour le problème P^, où 0 est donnée
dans i^191 (Q), adhérence de 2 (Q) dans W1-1 (Q).

Démonstration du théorème 2. — On peut trouver une suite (^i),^
d'éléments de C° (Q) n W 1 ' 1 (Q) qui tend vers 0 dans W 1 ' 1 (D) et telle
que pour tout i dans N :

II ̂ i\\w^m^ l+H^H^.iw
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Notons P^. : Pi etp^ la solution de P?. Les problèmes P, admettent des
solutions généralisées u^ (cf. [2l], [8] et lemme 2.2) vérifiant la majoration

ll^ll^.^^cdi^ii^^^c'dioii^.^).
(a) Majorations a priori. — Les S» étant solution de l'équation d'Euler

des surfaces minimales (1) [qui vérifie les hypothèses (1.1)], le théorème 1
montre que, dans tout ouvert K relativement compact dans 0,

II^IL^ c^ll^ll^^^c'^lloll^^).
Les estimations a priori du gradient de solutions bornées de l'équation (1)

entraînent {cf. DE GIORGI ; LADYZENSKAJA et URAL'CEVA [7], TRUDINGER [22]) :
Pour tout ouvert K ' c=c K c:c Cl et tout i dans N,

f |[v^||,,,:^c(i<:,x', 11^11^^),
{ ) [ \\u,\\^^C,(K,K\ ||O||^(Q))-
D'après la formulation du problème dual, on a la majoration

(2.5) \îi\^1 P-P- °-

(P) Passage à la limite dans le problème dual. — L'estimation (2.5)
montre, qu'en extrayant au besoin une sous-suite, on peut supposer
J5? -. n e (L°° (Q))" pour la topologie faible a (L00, L1)', si bien que;??-^11
dans Q)1 (0), et que div II = 0.

D'après sa définition, la fonctionnelle G'* :

( G*(p*)=- f ^/r-lp*!2^ si | p * | ^ l p . p . Q
\ JQ
i = +oo sinon

est semi-continue inférieurement pour la topologie a ((Z/00 (0))", (L1 (0))").
En notant p^ la solution de P^, il vient, les /?? étant solution de P?,

- f yi-|??T^+ f p^^dx ^ - f ^/l-|%[2dx+ pî.VO^x.
JQ Jn Jo Jn

Comme ^? ^ 1 presque partout dans 0, G* (/??) < + oo, et

G*(n)^liminf^{G*(p*)}

^- ^/l-l^l^x+lim,-.^ (?^-?*).VO,Jx
. î î J"

G*(n)^- ^/l~|%|2^+ (%~n).vodx<+oo.
, Q JîîJQ JSÎ
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Ceci montre que | II ^ 1 p. p. û, car G* (II) < + oo, et que II = ̂ ,
d'après l'unicité de la solution de P^.

Cette propriété d'unicité entraîne que c'est la suite ( p î ) tout entière qui
converge faiblement vers p^.

(y) Convergence des solutions généralisées. — On peut trouver une suite
de boules W)»eN telles q^. pour tout i, B, ce Q, et que (J^ B, == Q, si
bien qu'en utilisant les majorations (2.4), il est possible d'extraire (par le
procédé de la diagonale), une sous-suite [toujours notée (^)J, telle que
Ui —> u^ dans L1 (Q), V S» —> V u dans L^ (0), et presque partout dans Q.

La relation d'extrémalité (2.1) s'écrit :

"* ^ui ^pî=-————— p. p. Q.yi+Tv^r2

Le théorème de convergence dominée entraîne que, dans Q)' (0) :

A*-^——v^<^-;
Vl+|Vîïo|2

^/ (Q) étant séparé :
^ „ -* —VM<p(2.6) pÏ=

^i+jv^l2

Finalement, la majoration (2.3) provient de l'estimation (2.4) sur VM,.
On achève la démonstration en utilisant le lemme 2.2.

Remarques. — 1° L'égalité (2.6) montre que u est une solution généralisée.
L'unicité à une constante près de u^ entraîne que c'est la suite (M^.g^ tout
entière qui converge :

Ui-^u^ dans L^û)/^; Vîï^Viïo dans (1^(0))".

2° En appliquant successivement le théorème 1 et les majorations de
LADYZENSKAJA-URAL'CEVA [7], on obtient les estimations : pour tout
ouvert K relativement compact dans Q :

||^||oo,x+||Vîïo||,^^C(iC,||0||^,^).

3° L'unicité et le comportement à la frontière des solutions généralisées
qui semblent être liés seront repris dans un travail ultérieur. Précisons
toutefois, à ce sujet, les points suivants :

(i) Vérifier que u^ = 0 sur toute la frontière SQ. revient à montrer l'exis-
tence de solutions pour le problème P^. A moins de faire des hypothèses
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« géométriques » sur l'ouvert Q : convexité, courbure moyenne du bord posi-
tive, on peut montrer que le problème P^ , n'admet pas nécessairement de
solution même pour des données au bord très régulières (cf. J. SERRIN [16]).
On trouvera de nombreuses conditions suffisantes pour l'existence de
solutions dans G. STAMPACCHIA [19], M. MIRANDA [10] et [11] ainsi que
dans J. SERRIN [16].

(ii) En [2l], R. TEMAM donne une condition a posteriori sur u^ pour
que u^ = 0 sur une partie F de la frontière ÔD d'un ouvert Q non
nécessairement « convexe ». Ceci entraîne l'unicité de la solution généralisée
dans ce cas.

3. Une généralisation

Les résultats que voici étendent ceux de R. TEMAM [21] en cas 0 quelconque
dans W191 (îî), et concernent une classe de problèmes de calcul des
variations de la forme

(^o) : inf^osurôîî g(^ u, ̂ u)dx.
JSÏ

Nous faisons sur g les hypothèses de [21] (cf. aussi [7]), si bien que le
problème ̂  est du « type hypersurfaces minimales ». La démonstration
du théorème suivant, développée dans [8] est semblable à celle du
paragraphe 2. Deux hypothèses nous sont nécessaires, en plus de celles
de [21] : l'une permet d'obtenir une majoration semblable à la majo-
ration (2.5), l'autre permet d'appliquer le théorème 1.

HYPOTHÈSES. — En plus des hypothèses (4.1 à 4.11, 4.12 à 4.14,
4.21 à 4.23) de [2l], nous supposons
(H 1) Pour tout ouvert û' <=<= Q, il existe des constantes positives (^1)1=1,5
telles que, pour tout (x, u, Ç) dans D x R x R" :

^(x^Ç) ^u,; ^(x,^) ^u,,
8^ ou

Z^A^Ç)^ ̂ \-^3\U |-H4; H3>0.
8^i

et
(H 2) // existe des constantes positives (€,),= i ̂  telles que, pour tout (x, u, Q
dans ÇîxRxR", on ait

Ci>0, Cj^|-C,^g(x,^)^C3(|Ç|+H)+C4.
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Sous ces hypothèses, on a le théorème suivant :

THÉORÈME 3. - Si Qe W191 (Q), le problème P^ admet une solution
généralisée u^ unique à une constante auditive près, telle que :

(i) pour un représentant au moins \\ u^ ||^i,i(n) ^ C( 0 |j^i,i(^);

(ii) u^ est solution de l'équation d'Euler associée au problème P^ dans fî ;

(iii) pour toute suite minimisante (^)^ejv ^e Py •> on a

Vm tend vers u^ dans L1^)/^;
Vî^ tend vers V^ dans (L^(Q)").

Remarque. — Si on considère une suite ((&,) tendant vers 0 dans W 1 ' 1 (û),
la suite des solutions généralisées correspondantes converge vers une
solution généralisée de (^) (cf. [8]).
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