BULLETIN DELA S. M. F.

ALAIN LICHNEWSKY

Principe du maximum local et solutions généralisées
de probléemes du type hypersurfaces minimales

Bulletinde la S. M. F., tome 102 (1974), p. 417-433
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1974__102__417_0>

© Bulletin de la S. M. E., 1974, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/lsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1974__102__417_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
102, 1974, p. 417-434.

PRINCIPE DU MAXIMUM LOCAL
ET SOLUTIONS GENERALISEES
DE PROBLEMES DU TYPE HYPERSURFACES MINIMALES

PAR

ALAIN LICHNEWSKY

RESUME. — Nous étudions des problémes de calcul des variations du type du probléme
des surfaces minimales non paramétriques : (Py). Trouver u réalisant I'infimum du

probléme inf,,=,,,s‘,,mJ‘ v1+ |Vu|*dx dans un ouvert Q de R" régulier, mais sur
Q
lequel nous ne faisons aucune hypothése géométrique telle que « la courbure moyenne
du bord dQ est positive ». Il existe alors des données régulieres pour lesquelles ce
probléme n’admet ni solution classique ni solution faible dans 1’espace de Sobolev
W11 (Q) satisfaisant la condition aux limites. Plusieurs méthodes permettent de
définir des solutions généralisées; celle que nous développons ici repose essentiellement
sur des méthodes d’analyse convexe dont la dualité au sens de FENCHEL et ROCKAFELLAR.

Dans une premiére partie, nous démontrons une majoration dans L2, (Q) pour les
solutions faibles dans W1t (Q) d’équations quasilinéaires du type « surfaces minimales ».
Ce résultat nous permet ensuite de prouver 1’existence de solutions généralisées du pro-
bléme (Py) pour des données au bord non bornées.

Introduction

L’objet de ce travail est de prouver I’existence de solutions généralisées
pour des problémes du calcul des variations du type hypersurfaces minimales

(Py) : infu=q,su,m_[ J1+|Vul dx
Q

dans un ouvert Q non nécessairement « convexe », et d’obtenir une
majoration LZ, (Q) pour les solutions faibles dans L' (Q) de ’équation
d’Euler associée :

) Z;'ﬂ—‘a-(&x‘_—)ﬂ dans Q.
x\\/1+|Vul?
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418 A. LICHNEWSKY

Plus précisément, nous étendons ici les résultats de R. Temam [21], qui
obtient I’existence de solutions généralisées lorsque la donnée au bord est
trace d’une fonction ® dans W11 (Q)n L®(Q), au cas d’une donnée
au bord quelconque dans L' (0Q) : trace d’un élément de W':!(Q).
Pour ce faire, nous prouvons, outre la majoration a priori mentionnée
ci-dessus, un résultat de « stabilité » pour les solutions généralisées de P,,.

Dans la premiére partie, nous démontrons un principe du maximum local
pour les solutions faibles de 1’équation quasilinéaire

(2) divef (x, u, Vu) = B(x, u, Vu),

ou & et & sont des fonctions de Q x Rx R" dans R" et R, respectivement,
vérifiant les seules majorations : V (x, u, p) e Qx R**1 :

‘ p.o(x,u,p) 2 |p|—c|u|-g,
(3 | (x,u,p)|Sa(x); |B(, u,p)|=Sbk),
} a(x)e L*(Q); b, c,ge L"79(Q) ou £€)0, 1(.

Notre résultat est le suivant :

Si u est une solution faible de I’équation (2) appartenant a L' (Q), pour
tout ouvert Q' cc< Q, il existe une constante, qui ne dépend que de Q, Q/,
a, ¢, b, g et de la norme H u !| Lt (@)» Majorant u presque partout dans Q.

La méthode est due & SERRIN [17], qui obtient un résultat analogue pour
les solutions faibles d’équations quasilinéaires (2) vérifiant, au lieu de (3) :

V(x,u, p)eQXRXR": p.o(x,u, p)2|p[*~c|ul"—g
@ avec
a> 1.

Par la suite, cette estimation nous permet de majorer localement le gradient
de solutions, non bornées a priori, de 1’équation des surfaces minimales,
a ’aide des résultats de DE GIORGI [1] et de LADYZENSKAJA-URAL’CEVA [7].
Ce résultat est présenté dans un cadre plus général que celui qui est nécessaire
par la suite en raison de son intérét intrinséque (c¢f. TRUDINGER [22]).
La deuxiéme partie est I’étude des solutions généralisées du probléme
des hypersurfaces minimales que nous définissons comme R. Temawm [21] :
le probléme dual de Py (*) (au sens de ROCKAFELLAR [14]) : Pg admet

(M) Les résultats et les notations que nous empruntons a l’analyse convexe sont
résumés au début du.paragraphe 2. Une étude détaillée est faite dans [14] et [3]; les
motivations « physiques » de ces méthodes sont précisées en [12].
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MAXIMUM LOCAL 419

une solution unique p*; les solutions généralisées sont les éléments
de W1 (Q) vérifiant la relation d’extrémalité

£

%) Vu=—"P presque partout dans Q.

Pour prouver I’existence de solutions généralisées lorsque ® € W11 (Q),
nous complétons les techniques d’analyse convexe et le théoréme de
perturbation singuliére de R. TEMAM [21] par la majoration décrite
ci-dessus et par un résultat de stabilité pour les solutions généralisées de Py,
Notre démarche est la suivante : nous considérons une suite (®@;);.y
d’éléments de C°(Q)n W1 (Q) qui tend vers ® dans W1l (Q), et
nous montrons que la suite des solutions généralisées correspondantes
converge, en un sens faible, vers une solution généralisée de Pg. Outre
I’existence d’une solution généralisée, nous obtenons ainsi un résultat de
régularité sur p*, solution du probléme dual P*, qui permet de
montrer (¢f. [21]) que toute suite minimisante de P, tend vers une solution
généralisée.

Nous décrivons, dans la troisiéme partie, une classe de problémes du
calcul des variations, voisine de celle envisagée par R. TEMAM en [21],
a laquelle on peut étendre les résultats des deux premiéres parties. Les
démonstrations des résultats que nous présentons sont développées en [8].

L’auteur remercie R. TEMAM, dont le cours de calcul des variations [20]
est & Iorigine de ce travail, pour les nombreuses discussions intéressantes
durant I’élaboration de cet article, ainsi que pour les conseils et pour les
encouragements qu’il lui a prodigués.

Cadre et notations

1° Q est un ouvert régulier de R", dont le bord 0Q est localement le
graphe d’une application lipschitzienne de R*~! dans R; Q est localement
situé d’un méme c6té de 0Q. Nous supposons de plus Q borné.

dx, désigne la mesure de Lebesgue;

p- p- Q signifie : presque partout dans Q pour la mesure dx.

2° B(x, R), xe R", R > 0 désigne la boule ouverte de centre x et de
rayon R, pour la norme euclidienne.
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420 A. LICHNEWSKY

3° Espaces fonctionnels (cf. [9], [15]) :
2 (Q) désigne I’espace des fonctions C® & support compact dans Q;
2' (Q) désigne ’espace des distributions dans Q;

W11 (Q) désigne I’espace des distributions dans Q qui sont, ainsi que
leurs dérivées premiéres, des fonctions intégrables dans Q;

WLl (Q) désigne I’espace des distributions dans Q dont le produit,

loc

par tout élément de 9 (Q), est dans W11 (Q);

H' (Q) [resp. H?(Q)], désigne I’espace des distributions dans @ qui
sont, ainsi que leurs dérivées premiéres (resp. d’ordre < 2), des fonctions
Je carré intégrable sur Q;

H ) ”u,x (resp. H i!a)’ 1 £ o £+ o0, désigne la norme de I’espace L* (K),
ol K< Q [resp. L*(Q)].

4° Dualité en analyse convexe (cf. [20], [14], [3]). — Si G est une fonction
convexe d’un espace de Banach ¥ dans )— o, + c0), nous notons :

V*, le dual de V;

G*, la conjuguée de G, G* : V* — )— 00, +00), définie par

G*(p*) =sup, ey {<P* P>-G(p)}.
Soit p un point de V, p* € V' * est un sous-gradient de G en p si la fonction

qeV-><p* q—p>+G(p)

est une minorante affine de G, exacte en p. L’ensemble de ces directions p*
est
0G ( p), le sous-différentiel de G au point p :

0G(p)={p*; p*e V", 0= G(p)+G*(p")—<p* P> };
0, G (p) (e > 0), le sous-différentiel a & prés de G au point p :
0.G(p)={p*eV* 0= G(p)+G*(p*)—<p* p) Se}.

5° Dans les majorations qui apparaitront ultérieurement, le symbole
C(a, b, ...) désigne une constante qui dépend de a, b, ..., et est fonction
croissante de ces quantités.

1. Une majoration dans L7,

Voici nos hypothéses pour ce paragraphe : &/ et % désignent res-
pectivement des applications de Qx R**! dans R" et R qui vérifient les
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MAXIMUM LOCAL 421

conditions de CARATHEODORY (cf. KRASNOLSELSK’I [5]), et en outre.

les majorations (1.1) ci-aprés :

Pour tout (u, p) dans R x R" et pour presque tout x dans Q,

| (x,u,p)|Sa(x); |B(x u,p|Sbkx); a0, b2
p.o(x,u, p)2|p|—clu|-g; ¢ g20,

ae L*(Q); b, c,ge L"*™9(Q) ou ¢ est fixé dans )0, 1(.

1.1)

Une solution faible de 1’équation (1.2) :
(1.2) divel (x, u, Vu) = % (x, u, Vu) dans Q

est une fonction ue Wil (Q) telle que, pour toute fonction test ¢
dans 2 (Q), on ait

(1.3 O=J [Vo.o (x, u, Vu)+¢ B (x, u, u)] dx.

Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant :

THEOREME 1. — Soient ue L' (Q) une solution faible de (1.2) dans Q,
et B(x, R) = Q une boule fixée. Sous les hypothéses (1.1), pour tout R,
O0<R<UR:

14|, e,y < K& 15 [ B|sa-ors [ € lma-os || @ ]]0)
xmax (1, (R"=R)™). {||#|]1, see, y+1| & |l -0 (R}

Remarque. — Soit € une application de Q x R dans R vérifiant les condi-
tions de CARATHEODORY et, en outre, pour tout # dans R et pour presque
tout x dans Q :

u?(x,u)=0.

Les conclusions du théoréme 1 sont encore vraies si on suppose u, solution
faible de 1’équation

(1.4 diveZ (x, u, Vu) = B(x, u, Vu)+% (x, u).

Voici les principales étapes de la démonstration de ce théoréme. La
méthode employée est semblable a celle de SERRIN [17] (& qui nous
empruntons également le lemme 1.1).

LemME 1.1. — Soient a;, B; (i = 1, ..., N)des réels positifs 0 < a; < + ©
0<Bi<oa, a>0 étant fixé, et posons y; = (a—B;)~ 1. Il existe une
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422 A. LICHNEWSKY

constante C ne dépendant que de N, o, B; telle que

0=<Z2*<YY a;Z"
entraine
ZsC Z?L 1 (a)"

Le résultat suivant, sur la différentiation de fonctions composées, est
démontré dans STAMPACCHIA [18] :

LemME 1.2. — Soit G une fonction de R dans R, lipschitzienne, continiiment
dérivable par morceaux, dont la dérivée n’admet qu’un nombre fini de discon-
tinuités. Alors, si ue Wt (Q), Goue Wh! et, presque partout dans Q :

G, u
—(Gou)= G (w). —.
ax( u) (u) PN

Démonstration du théoréme 1. — Notons B (p) la boule B (x, p) (0<p=R’)

concentrique a B (x, R’), contenue dans Q. Les majorations (1.1) et
I’injection

whi(@) s L"""P(@Q) (cf. Lions[9])
font que I’égalité (1.3) est vraie pour tout ® € W' (Q). A partir de la

solution faible u de (1.2), nous construisons une famille & trois parameétres
de fonctions test ® que I’on porte dans (1.3).

1° Posons

u=lul+k,  k=|lg|la-o 5=c+,§c~

On a alors, d’aprés (1.1) :
.3 pACupz|p|-clul; |[ella-o=lellma-ntl <+
Soient ¢ = 1 et I > k deux paramétres, F et G les deux fonctions

continfiment différentiables et lipschitziennes de (k, +oo( dans R et de R
dans R, respectivement, définies par

t1 si k2t
qil—(g-D1*  si 1Lt
G(t) = signe(t).[F(|t]|+k)—k7].

(1.6) F(t)=
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En appliquant le lemme 1.2, on obtient les relations valables presque partout
dans Q :
_ 1 0|ul ou

0 . du
—Gw)=F'(u). —;
P () (W) PN

(1.7

Gw)<F@); uF'(u)=<qF().

Soit maintenant n une fonctionde 2 (B (R')),n = 0; @ (x) = n(x).G (u(x))
est dans W' (B (R’)) d’aprés le lemme 1.2, et on peut porter ® dans (1.3).

2° Majorations préliminaires. — Le lemme 1.2 permet de travailler
« ponctuellement »; les inégalités suivantes sont valables presque partout
dans Q.

VO.o/(x, u, VW )+ OB (x, u, Vu) =M G)Vu. L+ GVn.L+1n GA.
(1.1) et (1.5) entrainent
VO.4+®B 210G |Vu|-cnG (u)—bn|G|—|VnG]|a.
Comme G’ (u) = F’ (u) > 0, en posant v = F (u (x)), il vient, avec (1.7) :
VO.o/+®Z2|nVo|—(gc+b)nv—a|Vnol

En intégrant terme a terme dans Q, (1.3) montre que

J |11Vv|dx§j (qE+b)nvdx+j a|Vnv|dx.
B(R") B(R') B(R')

L’inégalité de Holder et le théoréme de Sobolev permettent d’écrire les
majorations suivantes :

f cnvdx = f cMmo)(mo) "dx
B(R’) B(R')
[ e L T W | R | et
S KM|[¢lla-ollnolls,z || Vo) [[i 7R
Les autres termes se majorent aisément, et finalement,

[InVoll,x =K n bl [[c]Dg
x[Inelli (Ve[ +[[nVollim)+]allo [| (V2]

Nous utilisons maintenant le lemme 1.1 qui donne
InVolls,z = Kg"™ {|[(Va)o]ls+|Ino]l:},

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



424 A. LICHNEWSKY

comme q = 1,

1.8) [[n0|lyw-1,r SC[|[VOD) || K" ¢ [||[(V0)o]|s+]|[no]],].

3° Nous achevons a présent la démonstration du théoréme en faisant
varier convenablement les paramétres, et en utilisant la technique des boules
emboitées pour nous ramener A la seule hypothése : ueL!(Q).
Notons B, (1 < & < 2) la boule de centre x et de rayon R'+(h—2) (R'—R);
R; = min (I, R'—R).

Sil <A < h <2, on peut trouver N € 2 (B (R')) tel que
n=1 pour xeB, . 0n=<1,
n=0 pour x¢B, max|Vn| < 2(R'—R)"'(h—h)"".
(1.8) entraine alors :

[0 ||nn-1), 8,y < K RT*(h=h) 7|01, 5,

Lorsque /— + 00, v converge en croissant vers %, et le théoréme de
convergence monotone montre que

1.9 |1, 5, < [KRTT = KT g 4 u],, .

que les quantités ci-dessus soient finies ou non. Nous construisons
maintenant une suite de boules emboitées comprises entre B (R) et B(R') :

Pour tout entier v, on pose

qv=[L:| =B et h=1+27Y
n—1
on fait, dans (1.9), » = h,, ' = h,,, , ce qui donne

=

é [KRl_ 1]1/[5" (2B I/E)V/B"

‘1v+l»Bh\,+l u HQV, Bhv'

Les séries Y =, (1/B") et Y. ; (v/B") convergent, car B > 1, et on obtient
en multipliant terme a terme ces inégalités :

VveN, |4l s = |4 |l 5, < KRT"[[#]]1, r) < + 0.

Ensuite, on fait tendre v vers I’infini, g, tend vers ’infini, et
1[4, Bry = limyes o || # ||, Ry < K RT" (||t ]]1, mirry + K (R)).-

Le théoréme est donc démontré.
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MAXIMUM LOCAL 425

2. Solutions généralisées du probléme des surfaces minimales

Comme il a été dit dans I’introduction, nous nous proposons d’appliquer
ici les résultats du paragraphe 1 & I’étude des solutions généralisées du
probléme des surfaces minimales, lorsque la donnée frontiére est la trace
d’une fonction ® € W' (Q) (alors que, dans [21], R. TEMAM considére
le méme probléme avec ® € W1 (Q) N L® (Q)). Le début du paragraphe
est consacré a des rappels d’analyse convexe, que nous présentons dans un
cadre emprunté & R. TEMAM [20]. Nous rappelons ensuite la définition des
solutions généralisées du probléme des hypersurfaces minimales et leurs
premiéres propriétés. Nous étudions enfin I’existence d’une solution géné-
ralisée du probléme des surfaces minimales pour des données frontiére
non bornées : ® e W1l (Q).

Par des méthodes totalement différentes, DE GIORGI obtient des solutions
généralisées pour le probléme des surfaces minimales, et démontre des
résultats analogues aux noétres (c¢f. DE GIORGI [1], M. MIrRANDA [10]).

Dualité en analyse convexe. — Soient V et Y deux espaces de Banach
réels, V* et Y* leurs duaux topologiques munis des topologies
faibles o (V*, V) et o (Y *, Y) respectivement. Si F et G sont deux
fonctionnelles convexes, semi-continues inférieurement et propres de V
dans }— o0, +0) et de Y dans )— o0, + o), on rappelle que les fonctions
conjuguées F * et G* sont aussi convexes, semi-continues inférieurement et
propres. Soit enfin un opérateur linéaire continu L de V dans Y
d’adjoint L*. Nous nous intéressons au probléme de minimisation sur V :

P) inf, ., {Fw)+G(Luw)} (.
A ce probléme « primal » correspond le probléme « dual » :
(P%) supprey{ —F*(L*p*)—G*(-p"} ().

Dans toute la suite, nous supposons inf P > — oo, on a alors le résultat
suivant (¢f. R. T. ROCKAFELLAR [14], R. TEMAM [20]) :

LeMME 2.1. — On suppose qu’il existe uy dans V tel que F (uy) <+ 0
et que G soit finie et continue en L u, (hypothése de qualification). Alors

infP = max P¥,

(®») Nous noterons inf P (resp. sup P*) ces extremums.
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et les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) u (resp. p*) est solution du probléme P (resp. P*);
(i) u € OF* (L* p*) et L u € 3G* (—p*).
Pour cette raison, les relations (ii) sont dites « Relations d’extrémalité ».

Solutions généralisées du probléeme des surfaces minimales. — Pour
appliquer ces résultats au probléme des surfaces minimales, nous
choisissons [®@ est un élément fixé de W' ()] :

V= w1(Q); Y=(L'(Q)" L=V : gradient

F(u)={ G(p)=JvQ 1+|p[2dx.

0 si u|an = ‘I)lan,
+ 00 sinon,

Notre probléme « primal » P est alors :
(P(p) . inf,,e WL(Q); 8] 50=2|s0 j‘n\/ 1 + I Yu IZ dx’

il lui correspond le probléme « dual » :

P3) : supp-ey.;divp.=o;|p.|§1p.p_{—Jﬂp*.V@dx+fﬂ 1-—|p*|2dx}.

D’aprés le lemme 2.1 et la stricte concavité de la fonctionnelle maximisée
en P%, le probléme dual admet une solution unique py. Siu est solution de Pg,
on a les relations d’extrémalité

2.1 || <1 p.p.Q Vu=

(2.2) ulan = q)lan.

En [21], R. TeEMAM montre que, si ®e W' (Q) nL*(Q), la
solution p} de P} vérifie la condition de régularité suivante :

(2.3) Pour tout ouvert K, relativement compact dans Q, on peut trouver un
réel n (K) > 0 tel que :

|pa| <1-n(K) presque partout dans K,

et on déduit que les suites minimisantes de P, convergent, en un sens faible,
vers une fonction u de W' (Q) qui vérifie I’équation (1) dans Q ainsi que
la relation d’extrémalité (2.1).

TOME 102 — 1974 — N° 4



MAXIMUM LOCAL 427

L’unicité de pj nous permet de définir les solutions généralisées de P, de
la maniére suivante :

DEFINITION. — % est solution généralisée du probleme Py si ue W' (Q)
et vérifie la relation d’extrémalité (2.1).

Remarque. — Les solutions généralisées de P, sont ainsi définies a une
constante additive prés, et vérifient 1’équation d’Fuler des surfaces
minimales (1), comme le montrent (2.1) et la relation div pg = 0.

Le lemme 2.1 assure, de plus, que lorsque le probléme P, admet une
solution, celle-ci coincide avec une solution généralisée.

Le lemme suivant (¢f. [21], [8]) précise le comportement des suites
minimisantes, et lie la question de I’existence de solutions généralisées a la
« régularité » de la solution p} du probléme dual.

LEMME 2.2. — Supposons que, pour un ® donné, py vérifie (2.3), alors :
(1) Pg admet une solution généralisée, unique a une constante additive prés,
dont un représentant au moins vérifie

o |lwe1@ = C(|®||lwri@)-

(ii) Pour toute suite minimisante (v,), .y de Po, U, tend vers g
dans L' (Q)/R; V v,, tend vers V ug dans (LL, (Q))".

Remarque. — Réciproquement, 1’existence d’une solution généralisée
dans W' (Q) entraine que ps vérifie la condition de régularité (2.3).
Ceci est conséquence du théoréme 1 et d’une majoration du gradient des
solutions bornées de 1’équation des surfaces minimales (1) (¢f. DE GIORGI,
LADYZENSKAJA-URAL’CEVA [7]).

Existence de solutions généralisées. — Nous allons montrer 1’exis-
tence d’une solution généralisée dans le cas ou @ est seulement
dans W1 (Q). Nous utiliserons le résultat analogue établi, dans le
cas e W1 (Q) n L®(Q), par R. TEMAM [21], qui permet, en parti-
culier, d’appliquer le lemme 2.2. Nous approchons @ par une suite (9,), »
de fonctions de W' (Q) N C°(Q) : les problémes P,, correspondants ”
admettent des solutions généralisées : u, (cf. [21] et [8]). Un résultat de
« stabilité » pour ces solutions généralisées nous permet enfin d’obtenir
une solution généralisée de Py, : g comme limite, en un sens faible, des ,.

Dans ce paragraphe, les résultats d’existence et d’estimation a priori
pour les surfaces minimales dans des ouverts réguliers et convexes jouent
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un rdle essentiel (¢/. DE GIORGI, M. MIRANDA [11]; SERRIN [16] et TRU-
DINGER [22]). Ils nous permettent d’obtenir le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Si ®e W' (Q), le probléme Py admet une solution
généralisée Uy, unique, d une constante additive prés, telle que

(i) pour un au moins de ses représentants ug;
[l [lwiriay < (|| @ [lwiuscar) -

(ii) tg est solution de I’équation d’Euler des surfaces minimales (1);

(iii) Pour toute suite minimisante (V,),.y de Pqo, v, tend vers Uy
dans L' (Q)/R, V v,, tend vers V ug, dans (LL, (Q))".

N

Remarques. — 1° Une démonstration analogue a celle du théoréme 2
fournit le résultat de « stabilité » suivant :

Soit (®;);.y une suite de fonctions de W' (Q) tendant vers @
dans W' (Q), la suite (Uy); .y des solutions généralisées des problémes Py,
tend vers g et, plus précisément,

ug, tend vers ug dans L'(Q)/R;
Vi, tend vers Vg dans ( L. (Q))".

2° Lorsque Q est assez régulier, on peut définir un opérateur de trace
Yo : Wh1(Q)— L' (0Q), qui est surjectif d’aprés E. GAGLIARDO [4]. La
donnée de ® dans W':! (Q) équivaut alors 4 la donnée de y, @=® € L' (9Q),
car il est aisé de voir sur la formulation de P, que seule la valeur au bord ¢
de @ intervient effectivement. Ainsi le théoréme 2 établit I’existence d’une
solution généralisée dans W' (Q), pour le probléme de Dirichlet relatif @
I’équation des surfaces minimales, pour toute donnée au bord dans L' (0Q);
cadre qui parait assez naturel.

3° Dans le cas d’un ouvert non régulier, nos méthodes permettent d’établir
P’existence d’une solution généralisée pour le probléme Py, ou @ est donnée

- dans #*'! (Q), adhérence de 2 (Q) dans W' (Q).

Démonstration du théoréeme 2. — On peut trouver une suite (D;);.y

d’éléments de C° (Q) N W' (Q) qui tend vers ® dans W' (Q) et telle
que pour tout i dans N :

| @:]lwis@ < 1+]| @ |10
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Notons Py, : P; et p} la solution de P}. Les problémes P; admettent des
solutions généralisées u; (cf. [21], [8] et lemme 2.2) vérifiant la majoration

] lwie) < €| @i [wine) = € (]| @ |wescay)-

(o) Majorations a priori. — Les u; étant solution de I’équation d’Euler
des surfaces minimales (1) [qui vérifie les hypothéses (1.1)], le théoréme 1
montre que, dans tout ouvert K relativement compact dans Q,

]|, x < C(K, [|u:]]1,0) < C' (K, || @ ||wescay)-

Les estimations a priori du gradient de solutions bornées de 1’équation (1)
entrainent (cf. DE GIORGI; LADYZENSKAJA et URAL’CEVA [7], TRUDINGER [22]):

Pour tout ouvert K’ cc K <= Q et tout i dans N,

{ ”Val IIOO,K' é C(K, K’ ’ ” @ ”W‘vl(ﬁ))a
||| m2aer < Co (K, K, || @][ai1ca)-

D’aprés la formulation du probléme dual, on a la majoration

(2.4)

(2.5) |p:]<1 p.p. Q

(B) Passage a la limite dans le probléme dual. — L’estimation (2.5)
montre, qu’en extrayant au besoin une sous-suite, on peut supposer
P — Tl e (L (Q))" pour la topologie faible ¢ (L®, L'); si bien que p} —IT
dans 2’ (Q), et que div IT = 0.

D’aprés sa définition, la fonctionnelle G* :

‘ G*(p*)=—j \/1_—|p*|2dx si |p*|<1p.p. Q
o
= +o00 sinon

est semi-continue inférieurement pour la topologie o (L® (Q))", (L' ().
En notant p} la solution de Pg, il vient, les p; étant solution de P,

—j ~/1—|;;;'*|2dx+f p,-.th)idxé—j«/l—If)$|2dx+f PE VD, dx.
Q Q Q Q
Comme | p; | < 1 presque partout dans Q, G* (p]) <+, et

G*(I) < liminf, , { G*(p})}

—f \/1—|E$|_2dx+1im,-_,wj (Ps—pI).V®dx
Q Q

IIA

G*(II)

IIA

—J \/1—|§$|7dx+f (pE—II).V®dx < + 0.
Q Q
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Ceci montre que |II| < 1 p. p. Q, car G* (I) <+ oo, et que I1 = p,
d’aprés l'unicité de la solution de Pj.

Cette propriété d’unicité entraine que c’est la suite (p}) tout entiére qui
converge faiblement vers pj.

(Y) Convergence des solutions généralisées. — On peut trouver une suite
de boules (B)), .y telles que, pour tout i, B; == Q, et que | J;.y B; = Q, si
bien qu’en utilisant les majorations (2.4), il est possible d’extraire (par le
procédé de la diagonale), une sous-suite [toujours notée (;)], telle que
u; — g dans L' (Q), Vu;— V u dans LL_(Q), et presque partout dans Q.

La relation d’extrémalité (2.1) s’écrit :

Vu;
J1+| vy

Le théoréme de convergence dominée entraine que, dans 2’ (Q) :

5t = -

p.p. Q.

\/1+|Vu¢|2
9' (Q) étant séparé :
~ ~Vu
(2.6) Pa= 2

J1+[Vig|?
Finalement, la majoration (2.3) provient de I’estimation (2.4) sur V u,.

On achéve la démonstration en utilisant le lemme 2.2.

Remarques. — 1° L’égalité (2.6) montre que u est une solution généralisée.

unicité a : u i ite (1;), ou
L’unicité a une constante prés de u, entraine que c’est la suite (¥;); .y tout
entiére qui converge :

#;—>up dans L'(Q)/R; Vu;—»Vue dans (LL,(Q)"
2° En appliquant successivement le théoréme 1 et les majorations de

LADYZENSKAJA-URAL’CEVA [7], on obtient les estimations : pour tout
ouvert K relativement compact dans Q :

10 |lw, x| V0 ||, & S CK, || ® ||pr.1ca)-

3° L’unicité et le comportement a la frontiére des solutions généralisées
qui semblent étre liés seront repris dans un travail ultérieur. Précisons
toutefois, & ce sujet, les points suivants :

(i) Vérifier que ug, = @ sur toute la frontiére /Q revient 2 montrer 1’exis-
tence de solutions pour le probléme P;. A moins de faire des hypothéses
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« géométriques » sur I’ouvert Q : convexité, courbure moyenne du bord posi-
tive, on peut montrer que le probléme Py, n’admet pas nécessairement de
solution méme pour des données au bord trés réguliéres (¢f. J. SERRIN [16]).
On trouvera de nombreuses conditions suffisantes pour I’existence de
solutions dans G. STAMPACCHIA [19], M. MIRANDA [10] et [11] ainsi que
dans J. SERRIN [16].

(ii)) En [21], R. TEmAM donne une condition a posteriori sur Ed, pour
que #, = ® sur une partie I' de la frontiére 0Q d’un ouvert Q non
nécessairement « convexe ». Ceci entraine I’unicité de la solution généralisée
dans ce cas.

3. Une généralisation

Les résultats que voici étendent ceux de R. TEMAM [21] en cas @ quelconque
dans W1'!(Q), et concernent une classe de problémes de calcul des
variations de la forme

(‘@0) : infu=®suraﬂj g(x, u, Vu)dx'
Q

Nous faisons sur g les hypothéses de [21] (¢f. aussi [7]), si bien que le
probléme 24 est du « type hypersurfaces minimales ». La démonstration
du théoréme suivant, développée dans [8] est semblable a celle du
paragraphe 2. Deux hypothéses nous sont nécessaires, en plus de celles
de [21] : I'une permet d’obtenir une majoration semblable a la majo-
ration (2.5), l’autre permet d’appliquer le théoréme 1.

HypotHESES. — En plus des hypothéses (4.1 a 4.11, 4.12 a 4.14,
4.21 a 4.23) de [21], nous supposons
(H 1) Pour tout ouvert Q' —c Q, il existe des constantes positives (1;);=1,s
telles que, pour tout (x, u, &) dans Qx Rx R" :

'aa-g"gi(xa u, g)‘ é p'l; %(x’ u, E.l)l é K2,
Z?=1§—g_(x, u, &)&iéﬂzlgl_llslul_lh; nz > 0.

et

(H 2) 1l existe des constantes positives (C;);=1 4 telles que, pour tout (x, u, &)
dans Q x Rx R", on ait

¢, >0, Ci|&|-Cr=g(x,u,8) = C3([&]|+]|u])+C,
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Sous ces hypothéses, on a le théoréme suivant :

THEOREME 3. — Si ® e W' (Q), le probléeme Py, admet une solution

\

généralisée uq unique @ une constante additive prés, telle que :
. , . ~ ! | i .
(1) pour un représentant au moins H Ug ”W‘»‘ @ = C(H (] le,x(g)):
(i) ug est solution de I’équation d’Euler associée au probléeme Py, dans Q;

(iii) pour toute suite minimisante (V,),, < n

de P, ,ona

v, tend vers ug dans LY(Q)/R;
Vv, tend vers Viug dans (L, (Q)").

Remarque. — Si on considére une suite (®,) tendant vers ® dans W1:! (Q),
la suite des solutions généralisées correspondantes converge vers une
solution généralisée de (Zy) (cf. [8]).
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