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ALGEBRES D’OPERATEURS DIFFERENTIELS
ET QUOTIENTS DES ALGEBRES ENVELOPPANTES

PAR

NicoLe CONZE

RESUME. — Soient g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps de caracté-
ristique zéro, U (g) 1’algébre enveloppante de g, et I un idéal bilatére induit de U (g).
On réalise I'algébre quotient U (g)/I comme algébre d’opérateurs différentiels. On en
déduit, en particulier, qu’un idéal bilatére de U (g), induit par un idéal bilatére comple-
tement premier, est complétement premier. Lorsque g est semi-simple déployée, et I
I’annulateur d’un g-module simple admettant un plus haut poids, on obtient un
plongement de U (g)/I dans I’algébre o, des opérateurs différentiels a coefficients poly-
némiaux en n, variables (n = (1/2) (dim g—rang g)), tel que Fract (U (g)/I) = Fract </,
Grace a des extensions du corps de base, on obtient un résultat analogue pour les
algebres U (g)/p, ou p est un idéal de U (g), engendré par un idéal premier du centre
de U (g).

Introduction.

Les algébres de Lie étudiées sont définies sur un corps k de caractéris-
tique zéro et sont de dimension finie. L’algébre enveloppante d’une algébre
de Lie g est notée U (g).

Soient b une sous-algébre de g, et J un idéal bilatére de U (b); I’idéal
induit & U (g) par J est, par définition, le plus grand idéal bilatere I de U (g)
contenu dans I’idéal a gauche U (g) J. Soit f une représentation de b de
noyau J dans U (b); alors I est le noyau dans U (g) de la représentation p
induite & g par f([4], 5.1.7). On montre ici qu’on peut réaliser p par des
opérateurs différentiels. Dans la premiére partie, on en déduit que si J
est complétement premier, I I’est aussi, et que si U (b)/J ne contient pas
d’éléments nilpotents d’ordre > n, alors U (g)/I n’en contient pas non plus.

Dans la deuxiéme partie, on étudie le cas ou g est semi-simple déployée,
b une sous-algébre de Borel de g, et f une représentation de dimension 1
de b. Le g-module associé a p est un module de VERMA [14]. D’aprés [6],
le noyau 7 de p est un idéal primitif de U (g), engendré par son inter-
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380 N. CONZE

section avec le centre Z de U (g). Par la méthode exposée dans la premiére
partie, on obtient un plongement de U (g)/I dans I’algébre de Weyl .o,
des opérateurs différentiels a coefficients polyndmiaux en n variables
(n = (1/2) (dim g—rang g)), avec des formules explicites. Suivant une
suggestion de M. DUFLO, on étudie ensuite ’espace des k-homomorphismes
g-finis d’un module de Verma dans un autre, en s’inspirant du
mémoire [10] de I. M. GEL’FAND et A. A. KIRiLLOV. On montre ainsi
que le corps des fractions de U (g)/I est isomorphe au corps des fractions
de o7,. (Cela avait été observé dans [5] lorsque g = s/ (2, k). Signalons
que [5] contient des résultats beaucoup plus complets sur les quotients pri-
mitifs de U (g), pour g = s/ (2, k)). Si I est un idéal de U (g), engendré
par un idéal maximal de Z, il existe une extension finie k' de k telle
que I ® k' soit ’annulateur d’un module de Verma sur g ® k’. On a
donc

Fract((U(g)/I) ® k') = Fract(«, ® k').

Utilisant des extensions du corps de base comme dans [8], on obtient un
résultat analogue pour 1’algébre U (g)/U (g) p, ol p est un idéal premier
de Z. (En particulier, pour p = 0, on retrouve le résultat principal de [10]).
L’essentiel de ces résultats a été annoncé dans [3].
J’exprime ma trés vive reconnaissance a J. DIXMIER, qui a dirigé et
encouragé mon travail avec beaucoup de patience et d’attention.

1. Préliminaires

1.1. Si V est un espace vectoriel de dimension finie sur k£, on note V*
I’espace dual de V; on considére ’algébre symétrique S (V') de V' comme
’algebre des fonctions polynomiales sur ¥ *. On note S, (V') I’espace des
éléments de S (V') de degré =< gq.

A tout fe V*, on associe la dérivation D (f) de S (V), définie par

(D(f)x)(g)=c%x(g+tf) pour xeS(V) et geV*™
t=0

L’application f— D (f) se prolonge en un isomorphisme, noté encore D

de S (V*) sur une sous-algébre 2 (V) de End S (V) dont les éléments,

sont appelés opérateurs différentiels a coefficients constants sur V *,

L’algebre des opérateurs différentiels a coefficients polyndmiaux sur V *,

qu’on note &/ (V'), est, par définition, la sous-algébre de End S (V)
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ALGEBRES D’OPERATEURS DIFFERENTIELS 381

engendrée par les éléments de & (V') et les multiplications par les éléments
de S(V) [si n = dim ¥V, o (V') est isomorphe & ’algébre de Weyl 7, ].

On note S~ (V) I’algébre complétée de S (V) pour la topologie définie
par les puissances de 1’idéal qui s’annule en 0. L’homomorphisme défini
ci-dessus se prolonge par continuité en un isomorphisme, noté aussi D,
de S” (V*) sur une sous-algébre 2 (V) de End S (V). On appelle algébre
des opérateurs différentiels de degré infini & coefficients polyndmiaux
sur V, et I'on note /" (V'), la sous-algébre de End S (V') engendrée par

pat & (V) et 9" (V).

1.2. Posons pour simplifier
oL = (V), D =9(V).

Fixons une base {X,...,X,} de V, et notons oy, ..., 0, les déri-
vations définies par la base duale. Alors 2~ s’identifie & I’algébre de
séries formelles k[[0y, ...,0,]]- On note A, ..., A, les dérivations
intérieures de /" définies par X, ..., X,. Pour K= (ky, ..., k,)
et L =(,,...,1,)eN", on utilisera les notations habituelles de multi-

k
indices | K| =ki+...+k,, (f) = (ljl> e (I;"> [oﬁ (l> est le coeffi-
~ 1 n

cient du bindéme [, X* = X% ... Xk etc.

On notera toujours par la méme lettre un élément d’une algébre et
I’opérateur de multiplication par cet élément.
On aura besoin des lemmes suivants, qui sont sans doute bien connus.

1.3. LeMME :

(i) A (@) <D,

(i) L’algébre o~ s’identifie a Palgébre de Ore Dy, , [Xi, ..., X,].
Plus précisément, tout élément ae o~ s’écrit de fagon unique comme
somme finie

a=YrenX¥py, avec pyed
et
(@l|s,0n =0 = (Pkls,y=0 pour tout K).

Démonstration. — On a A;(9;) = 0 ou —1 suivant que i # j ou i = j,
d’ou
) A% = =k o .. .okt . ok,
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382 N. CONZE

ce qui prouve (i). On en déduit immédiatement que tout élément a € &"
s’écrit comme somme finie a = Y XX p, avec py € 2. Un calcul facile
montre, par récurrence sur pour ac ./ et LeN"

@ (A%a)(1) = T enn(— 1)""( Iﬁ‘)XHa(XK),

o

®) a(x") = erm(—l)"< Iﬁ)XL"‘(AKa)(l).

Soit a =) X¥p. e tel que a .s vy = 0. D’aprés la formule (2),
on a, pour tout L tel que |L|<gq,

0=(A%a)(1) = XX (A" pp) (D).
Comme (A" p,) (1) est scalaire, ceci implique (AL p,) (1) = 0 pour tout K
et pour ]Li =< g, ce qui, griace a (3), prouve (ii) et I'unicité.

Si a=Y XXpg, on notera d(a) le plus petit entier d tel que py = 0
pour l K‘ > d.

1.4. LEMME. — Soit # une k-algébre a unité.

() Si & est intégre, o4~ @ B Dest aussi.

(i) Si & ne contient pas d’éléments nilpotents d’ordre > dy, alors /™ @ &
n’en contient pas non plus.

Démonstration. — D’aprés le lemme 1.3 (ii), tout élément a de &/~ ® #
s’écrit de fagon unique comme somme finie @ = Y . .na X5py, avec
px€9P ® #. Introduisons sur N' Tordre total suivant
(KL< (K|<|L ou |K|=|L| et K est inférieur & L pour
I’ordre lexicographique). La formule (1) montre quesi pe 2~ ® &, on a

(X5 pl=Y i<k X"q avec q,€2'®A.
Soient
a=Yksk,X " Px et b=z, X"qy

des éléments de o/~ ® B avec py, g, €D ® B, py, # 0 et g, # 0. Alors
ab=XX%lop qrtYm<koroX Ty  avec ryed @A

Par suite

(ab = 0) = (pKo qLo = 0)'
De méme,

a’ = XdKO(PKo)d"'ZM«KOXMSM »
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donc
(@=0) = ((pg)'=0).

Il suffit donc de démontrer les assertions (i) et (ii) avec 9~ a la place
de /", ce qui est immédiat puisque 2~ est une algébre de séries formelles
sur k.

1.5. LemME. — Soit {a,},5, une suite d’éléments de o4 tels que :
@@=sr= (aq}sq(v) =a, }s,,(V))-

(b) 1l existe un entier d tel que d(a,) < d pour tout q.

Alors il existe un élément ac sf” unique tel que a ]Sq(V) = a, s, pour

tout q.

Démonstration. — Ecrivons :
a‘1=le|§dXKpK,q9 ou pK,qEQA.
Dr’aprés le lemme 1.3 (ii), on a
Pk,q Is,,(V) = Dk, Is.,(V) si g=r,

autrement dit, pour chaque K, la suite { Pk, q} est une suite de Cauchy
dans 2”. Soit p, sa limite. Il est clair que I’élément a = Y\, XX py
satisfait a la conclusion du lemme.

1.6. Pour toute algébre de Lie g, on notera o la symétrisation
S (g) — U (g). Les formules qui suivent montrent que, transportée par ¢!
dans S (g), la multiplication dans U (g) par un élément de g s’écrit comme

\

opérateur différentiel de degré infini a coefficients polynomes.

Soit { X', ..., X, } une base de g. On note 9y, ..., d, les dérivations
définies par la base duale. On pose

A;=ad X; pour i=1, ..., n

Pour des indices i;e {1, ...,n }, on note s (4, ... A;) le produit symé-
trisé (1/p!) D, A4;, -+ - Ai.,y» OU T parcourt 'ensemble des permutations
de {1,...,p }. On note b, les nombres de Bernoulli, définis par la série
génératrice

Zkgo by T*=T("=1)7%
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Pour K = (ky, ..., k,) e N*, on pose
Kl=k!... k), bK=b|Kl|K|!(K!)'1,

CK=bK=_§ Si|K|=1, CK=—bK SilKléZ.

On a, pour Xeg et xe S (g),

) X 0(x) = Yk enn bx o (s(4)(X) 0% (x)),
(5) 6(Xx)=06(X)X+) kenn, 1K|z1 cx 0 (s (A% (X) 0% (x)).
Ces formules sont démontrées par exemple dans [1] (théoréme III)

et [11] (Lemme 2.1). Remarquons que la formule (5) se déduit de la
formule (4) en utilisant

Xo(x)—c ()X = =) i1 06(4:(X)0;(x)).

Premiére partie

2. Représentations induites

2.1. On reprend les données de ’introduction. Soit £ le U (b)-module
associé a f. Rappelons que p est la représentation réguliére gauche dans
U (8) ®y ) E. Choisissons un sous-espace p supplémentaire de b dans g.
Alors I'application x ® e — o (x) ® e se prolonge en une bijection liné-
aire c® 1, de S(p) ® E sur U(g) ®y) E. Soit R la représentation
de U (g) dans S (p) ® E, déduite de p a 1’aide de cette bijection. Posons

& = f(U (b)) < End, E.

2.2. PROPOSITION :
R(U(g)) = « (p) ® 8.

Démonstration. — On utilise les formules (4) et (5) de 1.6. On suppose
la base { Xi, ..., X, } de g choisie de fagon que { X, ..., X, } soit une
base de p, et { X4y, ..., X, } une base de b. On considére N™ comme
I’ensemble des points de N” dont les (n—m) derniéres coordonnées sont
nulles.

Soient Xeg, xeS(p), ee E. L’élément R (X ) (x ® e) est défini par
CRADNRX)x®e)=Xc(x)e.
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La formule (4) donne

X 6(x) = Ykenmbr o (s(49)(X) " (x)).
Posons
bgs(A%)(X) = Yg+Hy, ol Ygep et Hyeb.
On a
Xo(x)@e=0genm Y 0“(x)) ® e+ g enm 6 (Hyx 05 (x)) ® e.

On a Y, 9% (x) e S (p). On utilise la formule (5) pour calculer les termes
complémentaires ¢ (Hy 0% (x)) ® e. On obtient

o (Hx 0" (x)) = 6 (0" (X)) Hg+Ypenm, | 1|21 €0 (A7) (Hg) X ().
Posons
CLS(AL)(HK)= YK,L+HKyL’ ou YK,LGP et HK,LEB.

Compte tenu de H, ® e = 1 @ f(H) e, on obtient, les indices K et L
variant dans N™,

Xo(x)®e=0Qk, |riz1 Y0 )+ Y, 1 () @e
+ZK,|L|g10'(aK(x))®f(HK)e
+Yk, 111210 Hyg, 1 () @ e.

On utilise & nouveau la formule (5) pour calculer les termes complé-
mentaires ¢ (Hy ; 01 (x)) ® e, et ainsi de suite.

Définissons, par récurrence, Yy ;  ; €p et Hy,
cLS(AL)(HK,Ll,...,Lp-l) =Yg, 14, Lp-, .Y Hg, Ly, o Lpo s, L
Si xe S, (p), on a, les indices K, Ly, ... variant dans N"
Xo(x)®e
=o{Xxk YKaK(x)+ZK,|L1 121 Yk, 1, )+ ...
+ZK,|L1|§1,...,|L,,|§1 Y, 14,100 T ()} @
+2 ko (@ ()@ f(Hy)e+...
2K, | Le |21, o | La | 21 o (fFittla (X)) ® f(Hg,1,,...,1,)e.
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En décomposant les Hy , . selon la base { X,y ...,X,} de b,
on obtient, toujours pour x € S, (p) :

RX)x®e)=aPl(x)®e
+aP ()@ f Xy e+ ... +al ™)@ f(X,)e,

ou af{’e&!ﬂ (p) pour j=0,1,...,n—m.

Il résulte de sa construction méme que, pour chaque j, la suite { a{” }
satisfait aux conditions du lemme 1.5 [remarquer que d (a”) < 1]. Soit
a¥ e o/” (p) sa limite, donnée par le lemme 1.5. On a

R(X)=a®@1+Y'27aD @ f (X ).
2.3. REMARQUES :

1° En général, la proposition 2.2 devient fausse si I’on remplace &~ (p)
par / (p). Voici un exemple : soient g =k X @ k Y, avec [X, Y ]| = Y,
b=kY,feb*définieparf(Y)=1,p=kX.OnaR(Y)(X?) =X-17*
pour tout p, donc R (Y) ¢ & (p). Néanmoins, 1’algébre R (U (g)) (~ U (g))
est isomorphe & une sous-algébre de 1’algébre de Weyl ;.

2° Par contre, si g est nilpotente, la démonstration ci-dessus montre
qu’on a toujours R (U (g)) = & (p) ® 4. Soient ge g*, b une polarisation
en g [c’est-a-dire une sous-algébre de g qui est de plus un sous-espace tota-
lement isotrope maximal pour la forme bilinéaire B, (X, Y) = g ([X, Y ])
sur gxgl et f=g 'b. Dans ce cas, on a méme R (U(g)) = « (p) [2].

3° La remarque précédente et la deuxiéme partie de ce travail montrent
que la proposition 2.2 doit &tre rapprochée de la conjecture de GEL’ FAND
KiriLLov sur le corps enveloppant d’une algébre de Lie algébrique [9].

3. Idéaux induits

3.1. THEOREME. — Soient g une algébre de Lie, b une sous-algébre de g,
J un idéal bilatére de U (b), et I I’idéal bilatére de U (g) induit par J. Si J
est complétement premier, alors I I’est aussi.

Démonstration. — D’aprés lintroduction, la proposition 2.2 et le
lemme 1.4 (i), il existe un homomorphisme injectif de U (g)/I dans une
algébre intégre.
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3.2. En particulier, le noyau d’une représentation induite par une repré-
sentation de dimension 1 d’une sous-algébre de g est un idéal complétement
premier.

L’intérét de ce résultat vient de ce que, si le corps de base est algébri-
quement clos, « beaucoup » d’idéaux primitifs de U (g) sont de cette
nature. Précisément, on a le résultat suivant [6] : supposons k algébri-
quement clos. L’ensemble Q des fe g* qui admettent une polarisation
résoluble contient un ouvert de Zariski non vide de g*. Soient fe Q, et b
une polarisation résoluble en f. Alors le noyau I, de la représentation
induite a g par f [b est primitif (). Pour tout ouvert de Zariski non
vide Q' < Q, l'ensemble {I;}, o est dense dans I’espace des idéaux
primitifs de U (g). On peut ajouter

COROLLAIRE. — Les idéaux I, sont complétement premiers.

3.3. Soit 7 un idéal bilatére premier de U(g). Alors Fract (U (g)/I)
est une algébre de matrices a n lignes et n colonnes. La proposition 2.2

permet de répondre en partie au probléme n° 12 de [4] par le corollaire
suivant.

COROLLAIRE. — Soient g une algébre de Lie, b une sous-algébre de g,
J un idéal bilatére de U (b), et I I’idéal bilatére de U (g) induit par J. Suppo-
sons J et I premiers. Soit n (resp. m) Ientier tel que Fract (U (g)/I) [resp.
Fract (U (b)/J)] soit une algébre de matrices d n (resp. m) lignes et n
(resp. m) colonnes. Alors n < m.

Démonstration. — D’aprés [7] (th. 2.3), ’entier n est caractérisé par
la propriété suivante : il existe dans U (g)/I des éléments # O nilpotents
d’ordre n, mais il n’en existe pas d’ordre n+1. Il suffit donc d’appliquer
le lemme 1.4 (ii).

Remarque. — L’idéal J peut étre premier sans que I le soit, comme le
montre ’exemple suivant.

Exemple d’un idéal non premier induit par un idéal premier (et méme
primitif). — Soit b = sl(2,k), de base X, Y, H avec [H, X ] =2X,
[H,Y]=-2Y, [X,Y]=H Soit p=kE;+kE, lalgébre de Lie
commutative de dimension 2. On fait opérer b dans p par la représentation
naturelle, (X E; = E,), et on forme le produit semi-direct g = p xb.

(%) 1l s’agit ici de la représentation induite tordue (cf. la remarque 3.4 ci-aprés).
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Soit f une représentation de b dans un espace E. On définit la repré-
sentation R de g comme dans la proposition 2.2, en prenantp = k E; +k E,
comme supplémentaire de b dans g. Identifions S (p) & k [E}, E,], et no-
tons Q; la multiplication par E;, P; la dérivation par E;, pouri = 1, 2.
On obtient

R(X)=f(X)+P,Q;, R(Y)=f(Y)+P,Q,,
RH)=f(H)+P;Q,—P,Q,,
R(E1) =0 R(E,) = Q,.

On vérifie que 1’élément u = HE, E,+XE2— YE? est central dans U (g).

On a
R(w)=f(H)Qy Q:+ f(X) Q53— f(Y) 0}.

Prenons par exemple pour fla représentation irréductible de dimension 2 :

f(X)=[g é], f(Y)=[? g], fUY)=[é __?].

Alors
1 219, 03
R@“[—ﬁ —&QJ
est de carré nul.

Soient I le noyau de R, et I’ I’idéal bilatére de U (g) engendré par u.
Comme u est central, on a 1'% < I, et donc I n’est pas premier, ni méme

semi-premier.

3.4. REMARQUE. — Le théoréme 3.1 et le corollaire 3.3 restent vrais
si on considére I’induction tordue ([4], 5.2) au lieu de I’induction
ordinaire. En effet, soient f une représentation de b = g, p la représentation
induite par f, et p’ la représentation induite tordue par f. Soit A le carac-
tére de b défini par A (H) = (1/2)(trad; H—trad, H) pour Heb.
Alors p’ est la représentation induite au sens ordinaire par la représentation
f'=f®A de b. Soit t I'automorphisme de U (b) défini par
t(H) = H+\A(H) pour Heb. Alors Kerf’' = t~! (Kerf), d’ou notre
assertion.

Deuxiéme partie
4. Notations

g est désormais une algébre de Lie semi-simple, déployée sur k. On fixe
une sous-algébre de Cartan déployante b de g, le systéme {o;a >0}
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ALGEBRES D’OPERATEURS DIFFERENTIELS 389

des racines positives de §h dans g, une base de Weyl
{X;a>0}u{Y,;a>0}u {H,; ysimple}

de g, ou X,eg(®), Y,eg(—a) pour o >0, et [X,, Y, ] = H, pour y
simple. On pose

M =)0s08(0), N=,s08(—).

g=n®hPn,,
d’ou
U@=U®H) ®@nU(®+U(g)n,).

On note P la projection de U (g) sur U () relative & cette décomposition.
Soit W le groupe de Weyl. Soient & = (1/2) ¥, @, et ¢ 'automorphisme
de U (h) défini par (¢.h) (A) = h(A+8) pour he U(h) = S(H) et Aebh*.
Le groupe de Weyl affine est W, = {¢~ ' wt;we W}. Alors P induit
un isomorphisme du centre Z de U(g) sur la sous-algebre U (H)¥-
de U(Hh) formée des éléments invariants par W,.

On notera u+— uT pour u e U (g), 'antiautomorphisme de U (g) défini
par XT = —X pour Xeg.

On pose & = &/ (n). On note §,,...,0; les dérivations de S (n)
définies par la base { Y¥, ..., Y} } de n*dualedelabase { Y,, ..., Yy }
de n. On pose 4, = ad Y, pour a > 0.

5. Modules de Verma

5.1. Un élément A de h* se prolonge de fagon unique en une repré-
sentation de dimension 1 de 1’algébre de Borel b = h+mn.,, nulle sur n,.
La représentation induite a g est notée p,. Soit J, 1’idéal a gauche de U (g)
engendré par n, et les éléments H—A (H) pour Hel. Alors I’espace
de p, s’identifie au module de Verma M, = U (g)/J,, et p, & la représen-
tation réguliére gauche de U (g) dans M,.

Plus généralement, soient % une k-algébre commutative, & unité, et A
un homomorphisme de U (h) dans £. On appellera module de Verma
associé a A le (U (g) @ £)-module M, = (U (g) @ £)/J,, ou J, est I'idéal
a gauche de U (g) ® £ engendré par n, et les éléments H® 1 —1 @ A (H),
pour Hel. L’algébre U(g) ® £ opére dans M, par la représentation
réguliére gauche p,. [On s’intéressera en fait aux cas suivants : le cas habi-
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tuel, o &# = k; le cas ou &£ = U(}), et A est I’application identique;
et le cas, englobant les précédents, ou p étant un idéal bilatére premier
de U(g), &£ est une extension finie du centre Z (p) de U (g)/p, et A est
tel que A(P(2)) = zmod p pour tout z dans Z.]

Ces « modules de Verma généralisés » ont évidemment des propriétés
analogues a celles des modules de Verma habituels [14] (ce sont des
modules de Verma au sens habituel pour I’algébre de Lie g ® £ définie
sur ’anneau de base %).

5.2. PROPOSITION. — Pour tout ze Z, on a
P(2) =A(P(2) L.

Ce résultat est immédiat.

5.3. LEMME. — Soit m, 'image de 1 ® 1€ U(g) ® & dans M,. L’appli-
cation v @ hv> p, (v ® h) m, définit un isomorphisme de L-modules
de UM) ® &L sur M,.

Démonstration. — D’aprés POINCARE-BIRKHOFF-WITT, on a

U@®@ZL=U@eL)n,. &Un+h)e L)
et

U(h)® L =Kerh @ &,

ot Ker A est le noyau du #-homomorphisme de U (h) ® £ dans £ qui
prolonge A. On a

Um+h)=UMmU(b)
(produit tensoriel d’espaces vectoriels), d’ou

Un+h)@L=Um®Z ®U(n) Kerd),
d’ou

U@ ®Z =UM® L+ Kerl)+(U () ® L) ..

11 est clair que
(U@ KerM)+(U((Q) @ L)I)n, < J,.

De la décomposition ci-dessus, on déduit que
Ji=(U(9) ® £)n,+(U(9) ® £)Kerl
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est contenu dans
U(n) ® KerA+(U(g) ® L) n, KerA.
Comme [h,n,] = n,, on a

n,KerAc(U(h) ® L)n,,
d’ou
L=UM®KerA+((U(9) ® L) n,,
et finalement
U@@ZL=Um®ZLalI,.

5.4. PROPOSITION. — Le noyau I, de p, est engendré par son intersection
avec le centre Z®@ £ de U(g) ® £.

Démonstration. — Lorsque £ = k, et k algébriquement clos, c’est le
théoréme II1.2 de [6]. La proposition se démontre comme ce théoréme.
Soient g I’espace des éléments harmoniques de S (g), et # = o (H#y)
I’espace des éléments harmoniques de U (g)[12]. On prouve d’abord
le résultat suivant :

1° Soit Py la projection de S (g) sur S (n) parallélement a S (g)b. Soit
xeHg un élément w-invariant. Alors (P, (x) = 0) = (x = 0).

Pour k algébriquement clos, c’est le lemme III.1 de [6]. Pour £ quel-
conque, on ’obtient en remarquant que, si g~, b~, n”, etc. sont les algébres
obtenues en étendant les scalaires de k a sa cloture algébrique k™, alors
est contenu dans I’espace des éléments harmoniques s#g de S (g7).

Notons maintenant P, la projection de U (g) sur U (i) parallélement
a U(g)D. Le résultat suivant (qui, pour k algébriquement clos, est le
lemme III.2 de [6]), se déduit du 1° exactement comme le lemme III.2
du lemme III.1 dans [6].

2° Soit ue A un élément n-invariant. La filtration de P, (u) est égale
a la filtration de u.

Cela posé, notons I’ I'idéal de U (g) ® & engendré par , n Z ® Z.
Pour la représentation adjointe de g, U (g) ® £ est un module localement
fini dont I, et I’ sont des sous-modules. Si I, est différent de I’, il contient
donc un élément a, n-invariant, qui n’est pas dans 7. Fixons une base { /; }
de &. Alors a s’écrit de maniére unique a = ) u; ® I;, ol les u; € U (g)
sont n-invariants. Soit { k, } une base de I’espace des éléments n-invariants
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de #, telle que ™' (k,) soit homogéne de degré n,. Chaque u; s’écrit de
maniére unique :
u; = Z, ki z, ;, avec z,;€Z,
et 'on a
a=>,kz, ol z,=ziz,,i®lieZ®2’.

Définissons ¢, € & par p, (z) = ¢,.1. Comme a¢I’, il existe ¢ tel que
¢, # 0. Soit n = sup {n,, ¢, # 0 }. Posons

b= Zn=ngktcts

et écrivons :
b=Y0,®1, avec ;e U(g).

Les v; sont des éléments harmoniques n-invariants. Ils ne sont pas tous
nuls et, pour v; # 0, ’élément ™! (v;) est homogéne de degré n. Pour
chaque entier p = 0, notons U, (n) I’espace des éléments de U (n) de
filtration au plus p, et M, I'image de U, (n) ® &£ dans M, par la bijec-
tion 5.3. Soit {ao, ay, ...,a; ... } une base de U (b) telle que ao = 1
et {a;, ...} soit une base de U (b)b. Ecrivons :

v; = Po(0)+ 2210 4;,
ou les v;;€ U(n). Comme ael;, on a p, (@) m, = 0. D’autre part, on a

pr(@)m = Zt pr (k) c;my, = p, (b)m, mod M, _ ;.
On a
b=3,P,(v)® li+Zi,jg1 v;,;4;®1;.

Comme U (b) agit sur m, par des éléments de £, on a

pr(b)my, = Zi pr.(Po (v) [ymymod M, _ ;.

On en déduit que
Pa (Zu Py(v) @ )ym,eM,_,,

mais ceci est impossible puisque

ZEPO(U;')® L¢U,_. (W®ZL
d’aprés 2°.

5.5. D’aprés 5.3, l’application x @ A p, (o (x) ® h) m, définit un
isomorphisme de Z-modules de S (n) ® £ sur M,. On note R, la repré-
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sentation de U(g) ® £ dans S (n) ® £ qui se déduit de p, par cet iso-
morphisme. Remarquons que R, est un homomorphisme de #-algébres
de U(g) ® & dans End, (S (n) @ £).

5.6. THEOREME. — On a
RU@®L AR L.
Démonstration. — 11 suffit de prouver R, (g) « & ® £. On notera

{a,...,B} lensemble des racines positives de § dans g. On reprend la
démonstration et les notations de la proposition 2.2, en remplagant
{Xy, ..., X, }par { Y,,..., Yy}, base de n contenue dans la base de g
fixée au début, {9d,,...,9,} par {0,,...,05}, {4y, ...,A4,} par
{ Ay, ... Ay} etc. (¢f. § 4).
Soient Xeg et x€ S (n). L’élément

y=RX)xeS(m®Z
est défini par

Xo(x)e(c®1)(y)+]7,.

1° Soit Hel. Comme o (YX= ... Y’ﬁ‘ﬁ) est de poids —(k, o+ ... +k;B),
on a

Ho(YS ... Yi®)eh(H)o (Y= ... Y®)
—(kyot(H)+ ... +kgB(H) o (Y ... Y3®)+],,
d’ou, pour x €S (n),
(6) Ry(H)x =MH)xX—Y4>00(H) Y,3,(x),

donc R, (H)e o @ &.
2° Soient Yen et xeS(n). La formule (4) devient

Y0 (X) = Yk~ ha, .., kp) P 0 (5 (A5 (Y) 0¥ (x)),
d’ou
Q) R, (Y)x = ZK:(ka,...,kﬂ) bKS(AK)(Y)ax(x)-

Comme n est nilpotente, les termes de cette somme sont nuls pour i K y > ky,
ol k, ne dépend pas de x, d’out R, (Y)e «.
3° Soit y une racine simple. Pour x e S (n), on a

X, oc(x)e[X,, c(x)]+],
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et
[X,, 0(0)] =6 (Xaso [ Xy ¥u] 0 (x)).
Si o # v, ou bien o—v n’est pas racine, ou bien c’est une racine positive.
On a donc
([X,, Y]#0) = (x2v,[X,, Y, ]enpoura>y,et [X,, Y,]=H,),
d’ou
X,0(x)€ Yoy 0 ([ Xy, Y]0.(x)+0(H, 8, () +J,
On applique la formule (5) pour calculer o (H, 9, (x)) :
6(H,0,(x)) = 6(3,(x)H,+0{ X k|21 cxs (A (H,) 5% 0,(x)}.

Remarquons que, comme [n, H,] < n, le terme entre { } est dans S (n),
et que les termes de la somme sont nuls pour ] K I > k,, ou k; ne dépend
pas de x. On a finalement

(® Rx(Xy) = )"(H~()6y+2a>y[Xya Ya] aa"‘Zk,gllqgl cKS(AK)(Hy)aKaY9

ce qui prouve que R, (X,) € & ® £. Comme n, est engendrée par les X,
avec y simple, le théoréme est démontré.

6. Les espaces L (M,, M)

6.1. Soient A, p deux homomorphismes de U (h) dans £. On définit
une structure de g-module sur Homg (M,, M,) en posant

X.D = p,(x) D—Dp,(x) pour Xeg et DeHomg(M,, M,).

On note L (M,, M u) le sous-g-module, localement fini, de Homy (M,, M)
formé des éléments qui engendrent un g-module de dimension finie. Remar-
quons que L (M,, M) est aussi un sous-#-module de Homy (M,, M).

Comme c’est le seul cas que nous utiliserons, nous nous bornerons ici
a étudier ces espaces lorsque & = k. Mais les résultats obtenus s’étendent,
convenablement formulés, aux modules de Verma généralisés. En fait,
bien que ce ne soit pas encore apparent, 1’étude menée dans [10] est celle
de L (My, M3, ,) dans la situation suivante : & = U(D), peb*, X est
défini par A (H) = H, et h+p par (A\+p) (H) = H+p (H) pour Hel.
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Bien entendu, les démonstrations de ce paragraphe, et du suivant, sont
inspirées de [10].

Soient & le réseau des poids, #* I’ensemble des poids dominants.
Pour 8 € 2%, on notera E® le g-module irréductible de dimension finie
de plus haut poids 8. Soit w, I’élément du groupe de Weyl qui transforme
toutes les racines positives en racines négatives. On pose 8* = —w, ().
Le module contragrédient de E® est E®". Le plus bas poids de E? est —&*.

6.2. LEMME. — Soient h, pebh*. L’application qui a
6 € Hom_ (E® L (M,, M,))
associe 0’ : M, ® E®— M, défini par 0’ (m ® e) = 0 (e) m pour me M,

ec E® est une bijection linéaire de Hom, (E%, L (M,, M) sur
Hom_ (M, ® E°, M,).

Ce résultat est immédiat.

6.3. Soit e_g un vecteur de poids —&* dans E®. L’annulateur de e_z.
dans U (n,) est noté A;.

LEMME. — Le vecteur m, @ e _g est générateur pour le g-module M, ® E°.
Son annulateur est ’idéal a gauche de U (g) engendré par A g et les éléments
de la forme H—(\—08%)(H) pour Hel.

Démonstration. — Le vecteur m, ® e_g est générateur pour la repré-
sentation de U (gxg) dans M, ® E®. Il est annulé par U (gx g) (14 Xn)
et les éléments de la forme (H, 0)—A (H ) pour Hel. Soit j I’homomor-
phisme diagonal de U (g) dans U (g xg), défini par j(X) = (X, X)) pour
Xeg. On a

gxg=j(g)+(Hx0)+(n, xn),
donc
U(gxg) =j(U(@)+U(gxg)(y x m)+Y ., U(gx9)((H, 0)—A(H)),

ce qui prouve que m, ® e_z est générateur pour j(U (g)).
SiueU(m,.), ona
u.(m®@e_g)=m @u.e_z,

donc m, ® e_g est annulé par A 1l est clair que m, ® e_g est de poids
A—8* pour h. On a

U(g) = (U(m® U(n.)® U(g)Ker(h—5%)
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en notant Ker (A—06*) le noyau de A—38* dans U (). Soit { v; } une base
supplémentaire de 2’y dans U (n,). Les vecteurs v;.e_s forment une
base de E®. Soit ae U(n) ® U (n,). Ecrivons :

aey u;@u+UMm) A5  avec u;eU(n).
Alors :
a.(m ®e_g) =2“imx®vie—s*,
donc

(a.(m®e_g)=0) = (u;.m, =0 pour tout i).

Dr’aprés 5.3, ceci implique #; = 0 pour tout i, ce qui prouve que ’annu-
lateur de m, ® e_g est contenu dans U (n) A5+ U (g) Ker (A—56%),
et achéve la démonstration.

6.4. Si & est contenu dans un g-module, on note 2 (§) I’ensemble des
vecteurs de & de poids & pour b.

LemME. — L’application qui & 6 € Hom (M, ® E® M,) associe
0(m, @e_g)eM,
est une bijection linéaire de Hom, (M, ® E3, M) sur le sous-espace
Wy = {meM,(A—8%), #s.m=0}.
C’est une conséquence immédiate du lemme précédent.

6.5. Lemme ([13], § 2). — Supposons M, irréductible. Soit & ebh*.
La forme bilinéaire (v, u) — P (vu) (1) sur U (ny)(E)x U m) (—&) est non
dégénérée.

6.6. Rappelons que ’application u — p,, (1) m, est une bijection linéaire
de U(n) sur M,. Le sous-espace #; , est I'image de

V3 w={ueUmA—p—8%, % 5ucl,}.

6.7. Si aeJ,, on a P(@(W =0. Si ue"lff’p, la forme linéaire
v = P (vu) () sur U (n,) induit donc une forme linéaire v e _ gz +— P (vu) (n)
sur E% On note f, sa restriction a E®(u—2).
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LEMME. — Supposons M, irréductible. L’application u v~ f, est une bijec-
tion linéaire de ¥  sur (E® (u—2\))*.

A, p

Démonstration. — Si f,=0, on a P(wu)(w =0 pour tout
ve U(n,) (W—A+08%), donc u = 0 d’aprés 6.5. Toujours d’aprés 6.5,
toute forme linéaire fsur U (n,) (un—A+6%*) est de la forme v — P (vu) ()
avec un ue€ U(m) A—p—30%). Si f est nulle sur A5 (u—A+8%), on a
P (vu) () = 0 pour tout ve A5, car P(a) = 0siae U(g) (€) avec & # 0.
Comme % est un idéal & gauche de U (n,), on a donc P (bvu) (n) = 0
pour tous be U(n,) et veA 5. En décomposant un élément b e U (g)
selon

U@=U®®UMm® U,

on en déduit P (bvu) (1) = O pour tous be U(g) et veXLs.
Soit M, = p,(n U(n)) m,. Pour tout ae U(g), on a

p.(@ym,eP(a)(Wm,+M,.

Comme M, est irréductible, tout sous-module de M, contenu dans M,
est nul. Par suite, si ae U(g) est tel que P (ba) (n) m, = 0 pour tout
be U(g), alors p, (@) m, = 0.

On a donc p, (vu)m, =0 pour tout vex;, donc ue?7; .

6.8. THEOREME. — Soient A, pebh*, 5e 2*.

(i) Si M, est irréductible, on a
dim Hom, (E®, L(M,, M,)) = dim E®(p—2).
(i) Quel que soit n, on a
dim Hom, (E®, L(M,, M,)) = dimE®(u—A_).
Démonstration. — D’aprés 6.2, 6.4 et 6.6, on a
dim Hom, (E®, L(M,, M) = dim 7?7 ,.

D’aprés 6.7, on a
dim7¥73 , = dim E®(u—2)

lorsque M|, est irréductible, d’out (i).
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Soit & € 2. Posons r = dim E® (£). Soit %, la grassmannienne des sous-
espaces de dimension r de U(n)(—&—58%). Alors

Z={(w, ")eb*x%, 47 =J,}

est une partie fermée de la variété produit h* x 4,. Comme ¥, est compléte,
la projection Z’ de & sur h* est fermée. D’aprés 6.7, on a pe 2’ si M,
est irréductible. Comme { p € h*, M, irréductible } est dense dans h* [14],
on a ' = h*. Autrement dit, quel que soit p e h*, ’espace ¥ , contient
un sous-espace de dimension dim E®(p—A), d’ou (ii).

6.9. COROLLAIRE. — Supposons M, irréductible. Alors
LM, M) =rp,(U(g.
Démonstration. — D’aprés [6] (th. II1.2), p,(U(g)), sous-module

de L(M,, M), est isomorphe & U (g)/1, muni de la structure de g-module
correspondant & la représentation adjointe de g. D’aprés [12], on a

dim Hom, (E®, U(g)/I,) = dimE®(0) pour tout 3e2™.
Utilisant 6.8 (i), on obtient

Hom,(E®, L(M,, M,))=Hom, (E®, p,(U(g)) pour tout se2*.

6.10. REMARQUES :

1° L’inégalité 6.8 (ii) peut étre stricte; par exemple pour g = s/ (2, k),
identifions h* a4 k en prenant pour base le poids fondamental. On a,
pour neN—{0},

dim Hom,(E®, L(M_,_;, M,_,)) =dimHom,(M_,_{, M,_;) =1,
tandis que E°(2n) = 0.
Nous n’avons pas trouvé d’exemple ou
dim Hom,(E®, L(M,,, M,) > dim E®(0).

2° Le corollaire 6.9 répond, pour les modules de Verma, & une question
posée par B. KOSTANT : soient g une algébre de Lie semi-simple, M un
g-module simple, et p la représentation de U (g) dans M tout k-endomor-
phisme g-fini de M est-il de la forme p (u) pour ue U(g)?
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7. Le module de Verma générique

7.1. Soit m la projection naturelle de U(g) sur M = U (g)/U (g) n,.
Comme [, n,] < n,, on définit une représentation p de U(g) ® U (b)
dans M en posant, pour a,uc U(g) et he U(Y),

p(a® h)n(u) = n(auh).

7.2. Prenons pour # une copie de U () = S (h), et définissons n
U((h) — & par i(h) = h pour h e U (h). Notons M le module de Verma
sy U(g) ® U (D) associé a 7&, et p la représentation de U (g) ® U (h)
dans M. Soit % la projection naturelle de U(g) ® U () sur

M = (U(g) ® U(H))/Js.

LEMME. — L’application Y u; ® h;—>n Y, u; h; de U (g) ® U (h) dans M
admet Jy pour noyau et induit un isomorphisme de U (g) ® U (h)-modules
de M sur M.

Démonstration. — 11 est clair que I’image est M tout entier et que Jy
est dans le noyau. On a

U@=UmeU®mH)®U()n,
et, d’aprés 5.3,
U@eUB)=UmeU®m) el

d’ou la premiére assertion. Soient a, a’' e U(g) et h, e U(h). On a

p(a®h)m(a’ ®h')=n(aa’ @ hh')
et
p(a® h)rn(a’' h')=n(aa’ hh'),

ce qui achéve la démonstration.

7.3. Rappelons (5.5) que l’application x ® 2 — 7 (o (x) ® ) définit
un isomorphisme de U (h)-modules de S (n) ® U (h) sur M. L’application
composée S(n) ® U (Hh) — M— M est définie par x ® h— 7w (o (x) )
pour xe S(n), he U (D).

Notons R la représentation de U (g) ® U (b) dans S (n) ® U (h) déduite
de p a l'aide de cette bijection. Alors R est aussi la représentation
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de U(@Q® U(H) dans S() ® U(h) déduite de p par la bijection

SM® UGB —>M. On a donc RU@AUBH) A ®U®D), et R
est un homomorphisme de U (§)-modules.

7.4. Soit A e h*. Notons =, la projection naturelle de M =U (g)/U (g) n,
et de U (g), sur M, = U(g)/J,, et fl = J,/U (g) ;. le noyau de m, dans M.

LEMME. — Pour me M, ac U(g) et he U(h), on a
m.(p(a ® hym) = h(X) p,.(a) m, (m).
Démonstration. — Cela résulte immédiatement des définitions et de
) m, (uh) = h(AM) m, (u) pour ueU(g), heU(D).

7.5. Notons e, les applications de U(g) ® U(h) sur U(g), de
de SM)® U®) sur S(n), de & ® U (h) sur &/, définies par

eu®h =hM)uy,

pour ue U(g), he U(h), etc.

LEMME. — Les diagrammes
SMOU®)~ M U@® U®) >/ ®U®)
e l ™ et e e
S(n) — M, U(g) - o
sont commutatifs.
Démonstration. — La commutativité du premier diagramme de déduit

de (9). Utilisant 7.4, on en déduit que le diagramme

R(u®h)

SMAUBH)——SM U(D)

e e

Sm)———— S
h(AM)Rx(u)

est commutatif pour tous u € U (g), & € U (b), donc que le second diagramme
est commutatif.

7.6. Soient A, nebh* et T e End, M. Supposons T.7,~ c fu. Alors T
induit une application linéaire de M, dans M,, qu’on note T, ,.
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LEMME :
(@) Si T est g+fini, alors T, ,e L (M, M).

(ii) Soient T, T'e€Endy M. Alors (IT’),, = T, T, chaque fois
que le deuxiéme membre est défini.

(iii) Soit A € /. Considérons A d’une part comme un élément de End, M,

d’autre part comme un élément de End, M,. Alors Af,‘ S jx et 4, , = A.

Démonstration. — (i) provient de ce que M, est un g-module quotient
de M. (ii) est évident. (iii)) se déduit immédiatement de la commutativité
du premier diagramme de 7.5, aprés avoir remarqué que A commute a

p(l®b), dou A?I,_ < J, pour tout Aebh*,

9. Le dual de M

9.1. On note M * I’espace dual de M. C’est donc I’espace des formes
linéaires sur U (g) qui sont nulles sur U (g) n,. On munit U (g)* de la
structure d’algébre qui se déduit du coproduit j sur U (g) : rappelons que j
est ’homomorphisme diagonal U (g) — U (g) ® U (g). Soient ¢, 9" € U (g)*
Les produit ¢’ est défini par

Cu, 99" > =<j(u), 9®@¢')  pour ueU(g).
Notons p* la représentation de U(g) ® U (h) dans U (g)*, définie par
Cu, p*@®@h)o ) =<a"uh, ¢)

pour
u,aeU(g), heU®) et oeU(g)*

Il est clair que M * est stable et que la restriction de p* & M * est lairepré-
sentation contragrédiente de p.
Soit & I’espace des éléments g-finis de U (g)*. On pose

F=M*né.
Alors & est un sous-(U(g) ® U (h))-module de M *.
LEMME. — M * et & sont des sous-algébres de U (g)*.
Démonstration. — On a

JU@n)=U@n)@U@+U(g®U(g)n,),
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ce qui prouve que M * est une sous-algébre de U (g)*. D’autre part, p* (X ),
pour X € g, est une dérivation de U (g)*; par suite & et & sont des sous-
algébres.

9.2. Pour § € 2", notons &° la somme des sous-g-modules irréductibles
de plus haut poids & de &, et posons F° = F N &°.

LEMME :
(i) On a
F=0F.
Pour tout 8 € P+, F° est non nul et irréductible.
(ii) On a
Fo={¢eZ, p*(1Q H)¢ = 5*(H) ¢ pour tout Heh}.
(iii) Pour 8,ye P*, on a
FOF = FOH,
(iv) & est une algébre de type fini.

Démonstration. — (i) et (ii) se déduisent de la structure connue de &
(voir par exemple [4], 2.7) : pour e € E® et e* € E¥ = (E®)*, soit ¢ (e, e*)
la forme linéaire

{u, 9 (e, e*) ) = e ue* )

pour ue U(g). Alors ¢ (e, e*) e &% Pour e* fixé dans E¥, I’appli-
cation e > 0,4 (e) = ¢ (e, e*) est un homomorphisme de g-modules de E®
dans & et e* — 0, est une bijection de E® sur Hom, (E?, &).

Soit e* e E¥. Alors :
(6 Hom, (E®, #))
< (0=<(uX, 0"
={uTe, Xe*) pour tous ueU(g), Xen,, ecE®
< (*eE”(3Y),
ce qui prouve (i).
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Pour 8 e 2%, notons e; un vecteur non nul de E®(8). Pour u e U (g),
Heb, ecE® on a
<ua P*(l ®H)(p(e, e&*)>
= <ea uHe8*> = 8*(H)<e, ue8’> = 8*(H)<u, (P(e’ eﬁ*)>’
ce qui prouve (ii), compte tenu de (i).
Soient 8,ye 2", 9eF°, ¢’ eF, 9 #0, ¢’ #0. On a ¢’ # 0,
09’ € #3*Y d’aprés (ii). D’aprés (i), on a
F =p*(U(8)90) = (p*(U(9)9)(p* (U (9)9) = F* #7,
d’out (iii).
Soient @y, ..., w, les poids fondamentaux. Alors & est engendrée,
comme algébre, par F®' +...+Z%%, d’ou (iv).

9.3. LEMME :
(i) Soit ue U(g). Alors

(Ku, 9> =0 pour tout peF) < (uelU(g)n,).
(ii) La dualité canonique entre F et M est séparante.

Démonstration. — Supposons {u, @ ) =0 pour tout ¢ € #. Alors,
pour tous € P* et ec E¥, on a (e, ue;» =0, donc ue; = 0. Pour
tous ve U(g) et €2, on a donc

0 = vuese P(vu)(8) es @ @, 5 E°(V),

d’ou P (vu) (§) = 0. Comme P est Zariski-dense dans h*, cela implique

P (vu) = O pourtoutve U (g),doncue U(g) n,,d’aprés[10] (lemme 11.1)
L’assertion (i) résulte de (i).

9.4. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Les notations sont
celles de 1.1. On associe & Pe S~ (V*) la forme linéaire x — D ( p) x (0)
sur S (V). Ceci définit un isomorphisme d’algébres de S” (V' *) sur S (V)*.

Identifions n* a l’orthogonal de bh, et h* a D’orthogonal de n
dans (m+h)*. Alors Sm+Hh)* =S (M) @ U®H)* s’identifie a
S”™ (n*+bh*). Notons ® la bijection M* — S (n+bh)*, transposée de la
bijection S (n+h) — M (7.3), et Q la bijection M * — S” (n*+h*) qui
s’en déduit. Pour xe S(m), he U(h), pe M *, on a

(10) Cxh, ®(9)> =<c(x)h, ¢,
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d’ou

(1D D(Q(9)xh(0) =< (x)h, 9.
LEMME. — Q est un isomorphisme d’algébres de M * sur S” (n*+h*).
Démonstration. — 1l suffit de montrer que ® est un isomorphisme

d’algébres. Notons j les coproduits U(g) — U(g) ® U(g) et
S (g) — S (g) ® S(g). On voit facilement que j o 6 = (¢ ® ©) . Soient @,
o'e M* xeSm), he U(b). Ecrivons

.](x) = Zi X ® X; avec  Xx;, X; € S(n)’
et
J)=Yh®h; avec hy, hyeU().
On a
Jjlex)h)=joc(x)j(h) =(c®0)ej(x)j(h),

d’ou, d’aprés (10),

{xh, ®(99") > =<{c(X)h, 99’ > =<j(c(x)h), 0 R ¢" D>
=Zi,k<6(xi)hk®0-(x;')hl::’ 00 )
=Zi,k<°'(xi)hk, 0><{o(x) by, ¢'>
= ik Xihy, (@) > < xi by, ®(9)
= {j(xh), () @ ®(9")>
= {xh, ®(¢)D(¢") .

9.5. On note R* la représentation de U(g) ® U (h) dans S” (n*+5*)
qui se déduit de p* par la bijection Q. Pour 4 € End, S (n+}), on note
‘4 € End, S” (n*+0*) I’endomorphisme adjoint de A, défini par

D(Ag)p(0)=D(9)4Ap(0) pour peS(n+h), geS (n*+h*.

Pour u € U(g), on a donc R* (u) = 'R (u”).
Si ¥V est un espace vectoriel, on a, pour pe S(V), ge S~ (V %),

D(q)p(0) = D(p)q(0).

[On prolonge par continuité les opérateurs différentiels sur S (¥ *) en des
opérateurs sur S~ (¥ *).]

Par suite, on a ‘d, = Y, (Y) = D (Y) pour Y € n (rappelons que { ¥}
est la base de n introduite en 4). La formule (8) de 5 devient, par transpo-
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sition, si y est une racine simple,
(12) R*(X,)) = — Y} ® D(H))~Yu>y Y D([X,, X.])

—Yikz1x B YRR Y D(Y,, ),
ou
Y, x=s(A5 ... AF®)(H,).

Cette formule montre que, pour tout ue U(n,), on a

R*(u) = Z‘Ii D(p) ® D(hy),
(13) avec
g;€S(n*), peS(n) et heS(h).

9.6. Pour 5e2*, fixons e_gze E®(—8%) et ene E¥ (8%) tels que
(e g, ey =1, et posons @z = @ (e_g, ) (cf. 9.2).

PROPOSITION :

(i) @5€ F°(—8%).

(i) O (@z) = exp (6%) = 1+(B*/1D+ ... +@*"/n)+...

(i) Q(F5) <= S (n*)exp (5%).

(iv) Soit k[P?*] la sous-algébre de S~ (h*) engendrée par
{exp (), 8 2% }. dlors Q (F) est une sous-algébre de S (n*) @ k [?*],

et
Fract Q (%) = Fract(S(n*) @ k[27]).

Démonstration. — (i) est évident. Soient xe S(n) et A e:U (). On a
Co(x)h, 5> =1, p*(h) p* (0 (x)) 95> = x (O) T (=8 <1, 05>
= x(0)h(8%) = D(exp(8*))xh (0),
d’ou (ii).
Soit @ € #°. Alors ¢ = p* (u) ¢; avec un ue U (n,), donc
0 (¢) = R* (u) exp (3%).
Pour pe S(n), on a
D(p)exp(8*) = p(0)exp(3%),
et pour he U(h), on a
D (h)exp(8*) = h(5%)exp (8%).
Appliquant (13), on obtient
Q(9) = 2. pi(0) h;(8) g;exp (%) € S (n*) exp (5%).
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Dlaprés 9.2, 9.4, (ii) et (i), Q(&F) est une sous-algébre de
S (n*) ® k [#*] qui contient k [#7]. Pour prouver la derniére assertion,
il faut exploiter (12) de fagon plus précise. Remarquons que R* X))
se prolonge de maniére unique en un opérateur différentiel sur
Fract (S(n*) ® kK [2%]) qui conserve Fract Q (#). Reprenant le calcul
précédent, on obtient, pour toute racine simple 7,

R*(X,) Q(9s) = —8%(H,) ¥,*exp(8").

Il existe 5 € 2% tel que 8* (H,) # 0, d’out Y} € Fract Q (#). Soit B une
racine > 0. Supposons montré que (a < B)= (Y, e Fract Q (¥)).
Soit y une racine simple telle que B—v soit racine. La formule (12) donne

R*(X)) Y~y =c Y +q,

oll g € S (n*) est un polyndme par rapport aux Y. pour a < B, et c est un
scalaire non nul. On a donc Y e Fract Q (%).

9.7. LEMME. — Soit & une algébre de polynémes sur k. Soit T < &
une sous-algébre de type fini telle que Fract 7 = Fract &. Pour tout opéra-
teur différentiel A a coefficients polyndmiaux sur &, il existe fe 7, f # 0,
tel que fA(T) < J.

Démonstration. — 1l suffit de démontrer cela pour 4 a coefficients
constants. Soit { gy, ..., g, } un systéme de générateurs de J. Soit D
une dérivation. Pour chaque g;, il existe f;e J tel que f; Dg;e J. De
Dgg' =gDg'+g'Dg, on déduit f, ..., DgeT pour tout geJ.
Supposons le lemme vrai pour 4. Soit D une dérivation. Soient f, f'€ I
tels que fA(I) =T, f'D(Z)<= . On a, pour tout ge 7,

D(fAg)=fDAg+ (Df)(49).
Multipliant cette égalité par ff’, on obtient
f'f*DAg=ff"D(fAg)—f'(Df)f(4Ag)eT,

ce qui prouve le lemme pour DA, donc pour tout 4 par récurrence sur le
degré de A.

9.8. LEMME. — Soit Ae . Il existe e P* et fe Q(F), f# 0, tels
que ['A(Q (F)) = Q (F).
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Démonstration. — On a
k[2"] = k[exp(®,), ..., exp(®,)],
on @y, ..., ®, sont les poids fondamentaux. On applique le lemme précé-

dent a ’anneau de polyndmes S (n*) ® k [2*] et & la sous-algébre de
type fini Q (#). Soit ' € Q (F), f' # 0, telle que ' ‘4 (Q (¥)) = Q (F).
Soit f' =Y f; la décomposition de f” selon les Q (#°). Soient &' € #*
et geF¥. Comme ‘4 commute a R(1®D), 1’élément (f}'4g)
de S” (n*+h*) est de poids 8*+8'* pour R(1 ® b), d’aprés 9.2 (ii).
On déduit de 9.2 (i) et (ii) que, sig’ = ) g5 € O (F) avecgie S~ (n*+h*),
g} de poids & pour R* (1 ® b), alors g} € Q (#°) pour tout 5. Appliquant
ceci a g'=f""dg =) f;'Ag, on obtient f{'4 (Q (¥)) = 0 (¥) pour
tout 8. Il existe un d tel que fi # 0, on prend f = f3.

9.9. Soit # I’anneau des k-endomorphismes 7" de # qui satisfont a la
condition suivante : il existe un entier k£ = 0 tel que, quels que soient
Qg5 ... Qpyq €EF, On ait

(01 [02, [+ s [Qe+1s T, .. J] =0.

(Rappelons qu’on note aussi @; l’opérateur de multiplication par o;
dans #.)

PROPOSITION. — 2 est un sous-g-module de End F et les éléments de R
sont g-finis.

Démonstration. — Pour k € N, posons

'%k = { TG«%, [(pla [(PZ, [ . [(pk+1’ T] . ]]] = 0
pour tous @y, ..., Q41 E€F }.

On a donc Z = ( Jx % Pour pebh*, posons
R,={TeR, [p*(A1®H), T] =p(H) Tpour tout Heh}.

1°0n a R =@®,.pR,. — Soit TeR Pour feF° posons
T,f = (Tf)s+,> composante de Tf sur F°*¥, Alors (T, # 0) = (ne P)
et, pour tout fe # ona Tf=), T,f, somme finie. Pour Heb, on a,
d’aprés 9.2 (ii),
[p*A®H), T,]=p(H) T,

Soit ¢ € #%. Pour fe #%, on a

[o. T1f =20, T,1f, [0, T,]feF¥***
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d’aprés 9.3 (ii)); pour chaque p, [, T,]f est donc la composante
de [o, T]f sur F¥*3*% dou [¢, T,] = [@, T]sy, 1l en résulte que
(TeR) = (T, e R), donc T, e, 1l reste 2 montrer que les 7, # 0
sont en nombre fini. Par récurrence sur l’entier k£, on montre, pour
P - Oy EF et TeEnd Z,

[0 [0, [ - [@x+1o T] ... ]
=@ Qa1 T= Y301 s Oy To
+Zi,fq)1 s (’IS; (/l;j~ e Oy To Qi@+ ...
+H(=D" 1 Togr ... @psrs

(le symbole " sur un facteur signifie qu’il doit étre omis).
La condition T e &, s’écrit donc :

14 T(ey...0x41)= Ziq)i T(oy .- 6% P ) |
_Zl,J(pl(PjT((pl oo (pi"' (?)J “ .. (pk+l)+" .
+(=D @y ... @iy T(L)

pour tous Qq, ..., Qypq € F.

Soit &, I’ensemble des produits d’au plus & fonctions prises dans un
systéme fini, fixé, de générateurs de &. Si T e %,, '’ensemble 2 (T, k)
des pe 2 tels que T, ]5,( # 0 est fini. Si p ¢ 2 (T, k), (14), appliqué a T,
montre que T, = 0. L’assertion 1° est ainsi établie.

2° R, est un F-module de type fini. — D’aprés (14), ’application
T—(Tf)ses, est un homomorphisme injectif de F-modules de Z
dans le #-module de type fini #°**¢#* Comme % est noethérienne, on en
déduit que £, est de type fini sur &.

3° Pour keN, pe 2, lespace R, N R,, est un sous-g-module de dimen-
sion finie de End &# (d’ou la proposition). — Soit X € g. Comme p* (X')
est une dérivation de &, on a, pour g€ & et T e End &%,

d’ou, pour @y, ..., Pr4q € Z,
[os, [ [os+1, [P*(X), T] .. ]

=[os - [00, [P*(X) s, T]...]
+[(P15 [ Y [(Pk’ [p*(X), [(Pk+1, T] .o .].
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Si Te, ona[@y, T]€R_,, et la formule précédente entraine, par
récurrence sur k, que [p* (X), T] € #,, ce qui prouve que %,, et donc £,
est un sous-g-module de End &. Il est clair que 4, est un sous-g-module
de £.

D’aprés le 2°, on a
Rp=Y11FT, avec TeR,.
Soit
] T=)f T.eR,.
Ecrivons

fi = gl+g:7 avec gieyu—m, gée@vqsp_u,.g’.v-

Pour fe #%, on a
FTf =3 g, Tif +2.8 Tif,

ou
2&TifeF* ™™ et YT fe@yspis
On a donc
28 T,f=0,
d’ou

YeTi=0 et T=YgT.

On déduit alors le 3° de ce que les espace F** sont de dimension finie.

9.10. On notera ‘T ’endomorphisme de M * transposé de T € End;, M.

COROLLAIRE. — Soit T € End, M. Supposons ‘T (F) = F et ’T‘f €.
Alors T est g-fini.

Remarque. — En fait, ces conditions sont équivalentes.

Démonstration. — D’aprés 9.9, Popérateur 'F |, est g-fini. Il existe
donc Ty, ..., T, U(g).T tels que pour tout ue U(g), ‘u.T) s =u.'T |
soit combinaison linéaire des ‘T [ - Le lemme 9.3 entraine alors que u. T
est combinaison linéaire des Tj.

9.11. REMARQUE. — Soient G le groupe algébrique connexe, simplement
connexe, d’algébre de Lie g, N le sous-groupe connexe correspondant
an,. L’espace & est isomorphe, comme U (g) @ U (h)-module et comme
algébre, a I’espace k [G]" des fonctions réguliéres sur G qui sont invariantes
a droite par N, espace étudié dans [10]. Nous aurions pu établir cet isomor-
phisme et éviter ainsi de refaire des démonstrations qui se trouvent
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dans [10] (lemme 9.2, prop. 9.9 notamment). Mais, pour pouvoir utiliser
les résultats de [10], il nous aurait fallu montrer que le plongement Q
de 9.6 coincide avec le plongement de k [G]" dans un anneau de polynomes
défini dans [10], et introduire des identifications supplémentaires, nuisibles
a la clarté de I’exposé.

10. Le corps des fractions de U (g)//

10.1. LemME. — Soit TeEnd, M tel que
[pA®H), T]= —u(H)T pour tout Heh, avec pebh*.

Alors pour tout Leb*, on a TJ,,, < J,.
Démonstration. — Soient ue U(g), He}h. On a
TrH)) = Tp(1®H)n(u) = (p(1® H)+u(H)) Tr(u).
Soit ve U(g) tel que m(v) = Tn(u). On a
T (u(H—(\+p) (H))) = n(o(H—A(H)) e,

10.2. LEMME. — Soient A ebh*, A € of. Considérons A comme un endo-
morphisme de M,. Il existe 8€ P* et Se L (M, .5, M,), S # 0, tel que
ASe L (M, .5, M,).

Démonstration. — Considérons d’abord 4 comme un endomorphisme
de M, et ‘A comme un endomorphisme de M*, et aussi comme un opéra-
teur différentiel sur S(n) @ k[2*]. D’aprés 9.8, il existe e 2" et
feQ(FY), f#0, tels que f'4(Q (%)) = Q(F). La multiplication
par f dans S” (n*+b*) est I’opérateur transposé de

D (f)eEnd (S(m) ® U (D).

Notons TeEnd M l’opérateur correspondant & D (f). Alors ‘T est
la multiplication dans M * par Q™! fe %, donc T est g-fini d’aprés le
corollaire 9.10. D’aprés le choix de f, I’endomorphisme Q™! f'4Q
de M * conserve &, et sa restriction 3 & est un élément de #. On a
"(AT) = Q"' f'4Q, donc AT satisfait aux conditions du corollaire 9.10,
et par suite est g-fini. D’aprés 9.2 (ii), on a

p*(1 ®H)Q *f=8(H)Q *f pour tout Heb,
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d’ou I’on déduit [p(1Q@ H), T] = —8(H) T, et aussi
[p(1® H), AT] = —8(H) AT

pour tout Hel, car 4 commute a3 p(l ® H). D’aprés 10.1, on a
Th,s < J, et ATJ ;< J,. Posons S=T,,,; (¢f. 7.6). Alors
(AT), 345 = AS d’aprés le lemme 7.6 (i) et (iii). D’aprés 7.6 (i),
onaSeL (M, s, M)et ASe L (M, s, M,). Il reste & vérifier que S # 0,
c’est-a-dire que T (M) ¢ ._I,v.

Notons Ker A le noyau de A dans U (§). Alors I’image dans M de
S (n) Ker A est contenu dans jx. De la décomposition

SM UM =Sm) ®Sm)Kerk,

on déduit que J; est exactement 1’image de S (n) Ker . Pour xe .S (n),
et heKerA, on a

{xh,exp(A)>=h(\){x, exp(L)> = 0.
Si T(M)c<J, alors D(f)(S ® U() = S(n)KerA, donc pour
tout yeS(m) ® U (D), on a
0=<D(f)y,exp(A)> =<y, fexp(M)),

d’ou fexp (M) =0 et f= 0, contradiction.

10.3. LEMME.

(i) Soient L, p€b*. Identifions canoniquement M, et M, a K (m). Alors
L(M,,M) < .

(ii) Soient A, p, veb*. Soient De L (M,, M), D’e L(M,, M,). Alors
DD'eL(M,,M) et (DD'"=0)=(D =0 ou D' =0).

Démonstration. — D’aprés 5.6, o/ est stable sous I’action de g dans
End, (M, , M ). 11 suffit donc, pour (i), de montrer que si D € L (M, , M)
est invariant par n, on a D € /. Pour x e .S (n), on a Dx = DR, (c (x)) 1.
Si D est invariant par n, on a donc, en posant D.1 = y,

Dx =Ry (c(x)).y =0~ (c(x) 5 ().

La formule (5) et la nilpotence de n entrainent D e /.
Si DeL(M,, M, et D'e L(M,, M), il est clair que DD’ e L (M,, M,).
La derniére assertion de (ii) résulte de (i), puisque &/ est intégre.
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10.4. THEOREME. — Soit A eb*. Supposons M, irréductible. Alors
Fract (R, (U (g)) = Fract «.
Démonstration. — Soit Ae sf. Soient € 2" et Se L(M, 5, M,),

S # 0, tels que ASe L (M,,;, M,) (10.2). D’apres le théoréme 6.8 (ii),
I’espace L (M,, M, ;) n’est pas réduit & 0. Prenons S’ € L (M,, M, ),
S’ # 0. D’aprés 10.3, on a A4S # 0, SS’ # 0, 4SS’ # 0, SS"e L (M,, M,)
et ASS'e L (M,, M,). D’aprés le corollaire 6.9, on a

L (M,, M,) = p, (U(9))-

Par suite, 4 € Fract R, (U (g)). Comme R, (U (g)) = &/ (5.6), le théoréme
est démontré.

10.5. COROLLAIRE. — Soit A eb*. Soit I, I'idéal de U (g) engendré
par le noyau du caractére z— P (z) (\) du centre Z de U (g). 1l existe un
plongement de U (g)/I, dans &/ tel que Fract (U (g)/I,) = Fract «.

Démonstration. — On a I, = I,, pour tout A’ dans I’orbite de A sous le
groupe de Weyl affine W,. Soit ' e W, L tel que M,, soit irréductible
(un tel A’ existe, d’aprés [14]). Alors 1,. est le noyau de la représentation
de U(g) dans M,,, d’aprés [6] (th. III.2). Le théoréme 10.4 montre
que R,. fournit le plongement cherché.

11. Idéaux premiers de U (g) engendrés par leur intersection avec le centre

11.1. Soient % une k-algébre commutative, intégre, 4 unité, et x un
k-homomorphisme de Z dans . Comme z +— P (z) est un isomorphisme
de Z sur U (h)7<, il existe un corps K, extension finie de Fract &, et un
homomorphisme A de U (h) dans X tels que

x(z2) =AM (P(2)) pour tout zeZ.

Quitte a remplacer A par w A, we W,, on peut supposer que, quelle que
soit la racine a >0, G+A)(H)¢{1,2, ...}, ot &= (1/2)Y,500
Prolongeons y en un #-homomorphisme du centre Z ® ¥ de U(g) ® &
sur &, et notons [, Iidéal de U (g) ® £ engendré par Ker,. D’apres 5.6,
la représentation de U(g) ® K dans M, induit un homomorphisme R,
de U (g) ® Kdans &/ ® Ket, d’aprés 5.4, lenoyau de R, est I, = I, ®,4 K
Grace au choix de A, le module de Verma M, est irréductible; d’aprés 10.4,
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R, induit donc un isomorphisme de
Fract((U(¢) ® K)/1,) = Fract((U(9) ® £)/I,) ®«K)
sur Fract (& ® K).

11.2. On applique 11.1 a la situation suivante : soit p un idéal premier
de Z; on pose £ = Z[p, et on prend pour ¥ : Z— % la projection
canonique. On a alors 7, n U(g) = U(g) p, d’ott

U(g) ® Z/[1,=U(g)/U(g)p.
On a donc montré le théoréme suivant.

THEOREME. — Soit p un idéal premier de Z. Il existe une extension finie K
de Fract (Z[p) et un plongement de (U (9)/U (9) p) @z, K dans o ® K
tels que

Fract((U (9)/U (8) P) ®7, K) = Fract («/ ® K).

11.3. Considérons le cas ou p = 0. Prenons ¥ = U (h), extension
de Z = U®WH)¥+, K = Fract U (), et soit A : U(h) — K le plongement
canonique. On retrouve le résultat principal de [10] :

La représentation p de U(g) ® U() dans U (g)/U(g) n,, identifié
aSm ® U(®), définit un plongement de U (g) ®, U (h) dans o ® U (),
tel que Fract (U (g) ®, U (b)) = Fract (& ® U (D).

11.4. En général, on ignore si les extensions finies effectuées ci-dessus
sont nécessaires, autrement dit si, p étant un idéal premier de Z, il existe
un isomorphisme de Fract (U (g)/U (g) p) sur Fract (o ® Z/p).

Lorsque g = s/ (n), un tel isomorphisme est construit dans [9] pour le
cas p = 0. On montre ci-dessous que la démonstration de [9] permet
d’étendre le résultat & p premier quelconque. (Ceci a également été
remarqué par W. BORHO.)

12. Cas de s/ (n)

12.1. Soient g = s/ (n, Q) l’algébre des matrices nxn de trace nulle,
a coefficients dans Q, et g, la sous-algebre de g formée des matrices telles
que les (n—1) premiers coefficients de la derniére ligne soient nuls. Posons

9, = Fract U(g,) = Fract U (g).

Comme précédemment, on note Z le centre de U (g).
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THEOREME ([9], § 6) :

() D, est isomorphe a Fract (¥ 1,2y u-1)(Q)).

(ii) On a

U()=D0Z~92,QZ.

12.2. LEMME. — Soient ¥ une Q-algébre commutative, intégre, @ unité,
et X un £-homomorphisme de Z ® £ dans & . Soit I, I'idéal de U (3) ® &
engendré par le noyau de .

(i) On a

U(go)nI,=0.

(ii) L’homomorphisme composé

1®y
U@QRL cDRLIRQL —DQYF

a pour noyau I,.

Démonstration. — Soit { k; } une base de U (g) sur Z. Soit u € U (go).
Soit {d, } une base de P, sur Q, contenant u. D’aprés 12.1 (ii), tout
élément de U (g) s’écrit de maniére unique :

Y.dss, avec s,eZ.
On a
u=ykz avec z;€Z,
ki=)d,s;, avec s ,€Z, pour tout i,
d’ou
u=dQ; Si, ¢ 2i)-

Il existe donc des éléments s;€Z tels que 1 =) s;z;, d’ou I'on
déduit U(go) n I, = 0.

Soit I’ le noyau de U@ ® L > D, ® &L. Soit vel’. On a
v=>d,s, avec s,eKery. Soit ue U(gy), u # 0, tel que ud, e U (g,)
si s, #0. On a wvel,, donc vel d’aprés ce qui précéde. L’inclusion
I, = I' étant évidente, le lemme est démontré.

12.3. Soit k un corps de caractéristique 0. Posons g, = s/ (n, k). Le
centre de U (gy) est Z, = Z @ k.

THEOREME. — Soient p un idéal premier de Z,, et I I'idéal de U (g,)
engendré par p.

(i) On a U(gy) "I =0, donc U (g,) s’identifie a une sous-Q-algébre
de U(g)/I, et Dy a un sous-corps de Fract (U (g,)/I).
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(i) On a U(g/l = Do (Zi/p).

(iii) Fract (U(gw/l) est isomorphe a Fract (o 1;2)nn-1)(Zi/P)).

Démonstration. — Posons ¥ = Z,/p. Pour zeZ < Z,, posons
X (z) = zmod p. D’aprés la définition de 7,, ona I = I, n U (g,) d’ot (i),
et U(gd/l = (U(g) ® &)/I,. Utilisant la partie (ii) du lemme, et les
identifications de (i), on obtient (ii). En passant aux corps des fractions,
on déduit (iii) de (ii) et de 12.1 (i).
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