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QUATRE PROBLEMES DE MAHLER
SUR LA FONCTION ORDRE D’UN NOMBRE TRANSCENDANT

PAR

ArLaIN DURAND

REsuME. — En vue d’une nouvelle classification des nombres complexes, MAHLER [5]
définit, sur ’ensemble C des nombres complexes, une relation de préordre notée » .
A T’aide de ce préordre, il obtient une partition de C en mettant, dans une méme classe,
deux éléments 0 et n tels que 0 » n et n » 0. Plusieurs questions sont alors posées :
Existe-t-il une infinit¢ non dénombrable de classes distinctes ? Existe-t-il une classe
contenant presque tous les nombres complexes (resp. réels) ? Peut-on caractériser d’une
maniére non triviale la classe d’un élément 0 e C ? D’autre part, en étendant la relation
de préordre » a I’ensemble & des classes d’équivalence, on obtient ainsi une relation
d’ordre sur &; muni de cette relation d’ordre, I’ensemble & est-il alors totalement
ordonné ? Enfin, existe-t-il un plus petit €lément parmi les classes des éléments transcen-
dants ?

Cet article répond a quatre de ces questions.

1. Enoncé des problémes

Etant donné un polyndme P e C [x],

P(x)=pyx"+...4+p, avec py#0,
on note

0(P)=N, H(P)=Sup0§k§Nlpk| et L(P)=ZkN=0|pk|‘

On appelle 0 (P), H(P) et L (P) respectivement le degré, la hauteur et
la longueur de P. On pose en outre

A(P) =2°P L(P).

Si o est un nombre algébrique et si P est son polyndme minimal, on
note 0 (o), H (o), L (o) et A () les quantités 0 (P), H(P), L(P)et A (P).
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366 A. DURAND

En vue d’une nouvelle classification des nombres complexes, MAHLER [5]
associe tout d’abord a chaque élément 6 de C une fonction positive non
décroissante O (u} 0) de la variable entiére u = 1, appelée fonction ordre
de 0, et définie par

O(u|6) =sup log{lp—ieﬂ},

la borne supérieure étant prise sur ’ensemble fini des polynémes P (x) # 0
a coeflicients entiers rationnels et tels que

A(P)<u, P(0)#0.

Il définit ensuite une relation de préordre entre ces fonctions de la
maniére suivante.

Sia(u) = 0etb(u) = 0 sont deux fonctions non décroissantes de u = 1
pour lesquelles il existe trois entiers positifs ¢, u, et y tels que

a(u)zyb(u) pour u=u

alors on écrit :
a(u)> b(u) ou b(u) < a(u).
Si les relations a (u) > b (1) et b (u) > a (u) sont toutes deux vérifiées,
on écrit :
a(u) > <b.

11 est clair que le signe > définit une relation de préordre et le signe > <
définit une relation d’équivalence.

Si 0, n € C, on écrit enfin :

0> n si 0|8 > Ou|n),
0><n si O(u|0)> < O0(u|n).

MAHLER obtient alors les résultats suivants :

O(ul 0) > < logu si 0 est algébrique, mais non entier d’un corps
quadratique imaginaire;

O (u| 6) » (log u)® si 0 est transcendant;

O(u‘ 0> < O(uln) si 0, n sont transcendants et algébriquement
dépendants sur Q.

TOME 102 — 1974 — N° 4



QUATRE PROBLEMES DE MAHLER 367

En notant J I’ensemble des nombres complexes transcendants, il pose
ensuite les problémes suivants :

PROBLEME 1. — Existe-t-il une infinité non dénombrable de classes
distinctes (1) ?

PROBLEME 2. — Soit a(u) une fonction positive non décroissante de
Pentier u = 1. Etablir une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
un nombre 8 € I tel que

a(u)> < O(u[(-)).

PROBLEME 3. — Existe-t-il des éléments 0, | dans T tels qu’aucune des
deux relations 0 > m et 1 > 0 ne soit vérifiée ?

PROBLEME 4. — Existe-t-il un nombre 0e€J tel que n > 0 pour
toutne I ?
PROBLEME 5. — Peut-on écrire :

(i) O(u|6) > < (log u)? pour presque tous les nombres réels 0 € I (au
sens de la mesure de Lebesgue sur R)?

(i) O (u | 0) > < (log u)? pour presque tous les nombres complexes 0 € T
(au sens de la mesure de Lebesgue sur R?) ?

Notre but ici est de résoudre les problémes 1, 3, 4 et 5 de MAHLER.
2. Résultats préliminaires

A Dlinstar de KoksMa dans la premiére classification des nombres
complexes proposée par Mahler, on peut considérer, & la place de la
fonction O (u|6), la fonction O * (u|6), définie par

0*(u|0) = sup log{—l—},
|0—a|

la borne supérieure étant prise sur I’ensemble fini des nombres algébriques o
tels que A (o) S wetoa # 6.

(*) Mahler annonce dans son article que ce probléme a été résolu dans le méme temps
par Swierczkowski dans une note non publiée.
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368 A. DURAND

On définit alors

—_— *
T(6) = {1: >0; lim“_,+wL“|9) =+
(logu)*
et

©(0) =sup{t; Te T()}.

Pour comparer O (4| 6) et O * (u| 6), on utilise le lemme suivant, dd a
FEL’DMAN [3] :

LEMME 1. — Soit
P(x) = Z;’;oaixieZ[x],

un polynéme de degré m, dont les racines oy , ..., o, sont deux a deux
distinctes. Alors, pour tout 0 € C,

|a,|exp(—m(2m+logH(P)))min, <;<pm|0—oy|
S|PO®)| = (m+1)4"H(P)(1+|0])"min, ;< |0—oy].

Pour tout 0 € 7, on a donc, d’aprés la seconde inégalité,
O*(u|0)<c.0(u|6) avec c=c(6)>0.

D’autre part, on déduit du lemme 1 le lemme suivant :

LEMME 2. — Soient 6e€C, et T = 2. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
- *
) i, 0wl e e T),
(logu)*
(ll) igu—>+oo O(u | e)
(logu)*

Enfin, nous aurons besoin du lemme suivant, dii & R. GUTING [4].

LEMME 3. — Soient o et B deux nombres algébriques.

(a) Si o et B sont non conjugués, alors
| a—pB l > [2mﬂx CORAONEY (a)a(ll) L (B)a(a)] -1
(b) Si o et P sont conjugués et distincts,

la—B| = [[40(e)] O~ D/2 [, ()22~ DI2] 1,
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QUATRE PROBLEMES DE MAHLER 369

On en déduit donc, dans les deux cas,
|o—B| = exp(—2logA(c)logA(B))  si o« B.

Remarques :

1° Il est facile de voir [en utilisant par exemple le corps Q (i), i> = —1]
que I'on a

0*(u|6)> logu pour tout § algébrique.
En utilisant le lemme 3, on en déduit donc
0*(u|6) > <logu pour tout 0 algébrique.

2° On peut montrer que la condition 1 € 7" (0) est une condition nécessaire
et suffisante pour que 0 soit transcendant. La condition suffisante est déduite
du lemme 3 et, appliquée en particulier aux séries lacunaires, permet de
retrouver des résultats dus a CoHN, BARON et BRAUNE, Cnsouw et
TopeMAN [1], etc. (¢f. DURAND [2]).

3° Les deux problémes suivants ne sont pas encore résolus.
— Peut-on écrire O* (u | 8) > (log u)* pour tout 6 € 7 ?
— A-t-on O* (u|0) > < O (u|0) pour tout 6 € 7 ?

3. Solution du probléme 1

Pour résoudre le probléme 1, on construit une famille (0,), ., de nombres
transcendants telle que t(0,) > 2 pour tout pe 7, t(0,) # t(0)) si p # v
et telle que T soit non dénombrable. En effet, on déduit du lemme 2 que,
si 0,  sont tels que 2e T(8) et T(0) # t (), alors les deux éléments 0
et |y appartiennent & des classes d’équivalence distinctes.

THEOREME 1. — Pour tout t € (3, + oo(, I’élément
91 = anl 2_[21 ]a

ot [x] est la partie entiére de x € R, vérifie 1 (0)) = .

Preuve. — Soit T € (3, 4+ oo(. Posons
G, =Y1<k<a2 ™ avec b =[2"] (k1)
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370 A. DURAND
Comme T 2 2, la suite (b, est strictement croissante. Par suite, &, est
algébrique, de degré 1, et de hauteur 2. D’ou

21+bn é A(Gn) é 22+b,.
et par conséquent

(1.1) %"<10gA(c,,)<2b,, (n=1).

De la définition de b, , on déduit

(1.2) %’1<b,,+1<2'bf, (n=1).

(a) Il vient
0,— Gy = Ypmns g 2 0 =270t Y emng 20,
Comme la suite (by),; est strictement croissante, on a
by—bpy1 =2(k—n—1) pour k=n+1,
d’olu
(1.3) 270 <9, —c, S 207
Compte tenu des relations (1.1) et (1.2), on a donc
(1.4) exp(—c;[logA(c,)]) < 0,— 0, S exp(—c, [log A(GH]) (1 2 ),
avec ¢; > 0 et ¢, > 0. Par suite,
T(0) = .
(b) SoitP e Q distinct de G, pour tout p = 1. On écrit :
6.—B=0,—B+0,—0,.
11 vient alors, d’aprés le lemme 3 et la relation (1.1) :
|o,—B| = exp(—2logA(B)logA(c,)) = exp(—4b,logA(B))  (n21).
D’autre part, d’aprés la relation (1.3),
|0.~c,| 2" (nz ).

Par conséquent, si
by+1 2 9b,.log A(B),
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QUATRE PROBLEMES DE MAHLER 371
alors on a

%GXP(—4bnlogl\(B)) > ot ber,

10,~B| 2 %eXP(—flb,,logA(B)).

Ainsi, d’aprés la relation (1.2), on en déduit que si p € N vérifie

(1.5) by ' = 18.1og A(B),
alors
1
(1.6) |6.—B] ziexz’(—%plogA(B)),

Soit p e N le plus petit entier vérifiant (1.5). On a donc soit p = 1, soit
b~ <18.1ogA(B) < b5 1.
Dans le premier cas, on a
b,=0b,,
et dans le second cas, compte tenu de (1.2),
b, < 27187~ Dlog A (B)]/~ Y.

Dans les deux cas, on obtient donc, d’aprés (1.6) :

(1.7)  |6,—B|=exp(—c3[logAB)]' ") avec ¢, >0.

Comme T = 3,0na

T

1+ —=<r1;
T—1

des relations (1.4) et (1.7), on tire ainsi

(1.8) |0,—B| = exp(—cs[logA(B)])  (cqa>0) pour tout BeQ.

Par suite,
t(0)=r.

De (a) et (b), on déduit donc
t(0,) =1.
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372 A. DURAND

Remarque. — On obtient évidemment les mémes résultats si ’on remplace
’exposant b, = [2] par [ ¢*] avec g€ R et ¢ = 2. On peut ainsi formuler
les résultats obtenus sous la forme suivante.

THEOREME 2. — Soient geR, g = 2 et 1€ (3, + oo(. Posons
6= egq) = an1 2_[‘1'"],
et soient
be=b(t, ) =[q"]T e o,=0,(t g =2r-127"
alors
@t =1
(b) 27+t < 0—0, S 21701 o b,/2 < log A (0,) < 2 b,;

(¢) Il existe ¢ = c(z, q) > O telle que, pour tout P e 6 distinct de o,
pour tout p = 1, on ait

|0—B| = exp(—c[log A (B)]* /= 1),

COROLLAIRE (Probléme 1 de MAHLER). — L’ensemble & des classes d’équi-
valence de C par la relation > < contient un sous-ensemble équipotent
a (3, + (. En particulier, & est infini non dénombrable.

4. Solution du probléme 3

La réponse au probléme 3 est donnée par le théoréme suivant :

THEOREME 3. — Soit pe N, p = 3, et soient

o=y 527 avec b,=72F

et
Y=Y 52" apec d,=4""

Alors les éléments o et \ ne vérifient ni O* (u|o) < O* (u| ),
ni 0% (u|y) < O* (u|6). De méme, ils ne vérifient ni O (u|c) < O (u| )
ni O u|V¥) < 0 (@ulo).

Preuve. — Avec les notations du théoréme 2, on a o = 0> et ¢ = 62
et par suite T (6) = p et T () = p%. Compte tenu du lemme 2, on en déduit
que les relations

0*(u| V) < 0*(u|o)
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QUATRE PROBLEMES DE MAHLER 373

et
O(u|V) < 0(u|o)

sont toutes deux impossibles.
Posons

G =Yio 27 et Y,=Y027% (2l
Soit
U, = A(O-Zn) (n g 1)
11 vient alors d’aprés la relation (b) du théoréme 2 :

(3.1 0*(“n|5) 2 (banr1—Dlog2 2 ¢y bypyy (nz1;c¢>0),

comme

0(ulo)Zc, 0*(ufo)  (c;=1c,(0)>0),
on a donc
(3.2) 0@, |0) 2 eyboey  (21503>0).

D’autre part, d’aprés la relation (¢) du théoréme 2, il existe ¢ = ¢ (p) > 0
telle que, pour tout B € Q distinct de \, pour tout g = 1, on ait

3.3 [v—B|2 exp(—c[log A (B)]t*@/?*~ 1),

Soit r € N* quelconque, et soit Bea tel que A (B) < ul; si B est I'un
des V¥, (g = 1), comme

logu, = logA(c,,) <2b,, et logA(Y,) > %,

on a donc

Ei—"<2rb2,,,
2

c’est-a-dire :
2n

P14 0BT P (3 (),
logd 2
donc
gsn-—1
Comme
V=Vl 2

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



374 A. DURAND

et
dq+1 =4pt = 477" = (ban+ 1)2/p,
on a donc
3.9 W=V, | 2 exp(=(b2n+1)*").
Si maintenant B est distinct de Y, pour tout ¢ = 1, on a, d’aprés (3.3),
(3.5) [W—B| 2 exp(~c[log A(B)]* 7"~ 1)

> exp(—c[rlogu,]*+®*/@*~ 1))
= exp(—c[2rb,, ]! T @@ =10y,

Des relations (3.4) et (3.5), on tire donc, pour n = n, (r),
(B.6) 0% (U |W) S calbags Y HEETINUR () = ¢4 (r) > 0).
Or, d’aprés la relation (3.1), on a
0*(u,|0) 2 €1 brpsy  (n21;¢0>0);

on en déduit donc que, quels que soient les nombres positifs r, u, et v, la
relation

0*(ulo) Sy O* (W |¥)  pour uZu

est impossible, puisque (1+( p?/( p2—=1))) (1/p) < 1 (p = 3). Autrement dit,
la relation :

0*(u|o) < 0*(u|V¥)
est impossible.

De méme, en utilisant le lemme 1 et les relations (3.3) et (3.4) d’une part,
et la relation (3.2) d’autre part, il est facile de montrer que la relation

0(u]o) < O(u|W),

est, elle aussi, impossible.

5. Solutions des problémes 4 et 5

Notons E (resp. F) I’ensemble des nombres réels:G (resp. complexes)
tels que 2 € T'(0). D’aprés le lemme 2, on a
L)
@lo)_,

F=!0eC, Eu_. ©
{ " (logu)?

oo} et E=FnR.

TOoME 102 — 1974 — ~N° 4



QUATRE PROBLEMES DE MAHLER 375

Comme pour tout nombre complexe 0 (resp. réel) transcendant, on a

0 (u|0) > (logu)?,
la relation
0(u|6) > < (logu)?

est équivalente a
0¢F (resp. 0¢E).

Comme en outre I’ensemble des nombres algébriques est dénombrable,
démontrer les assertions (i) et (i) du probléme 5 revient donc a prouver
que E (resp. F') est Lebesgue-mesurable de mesure nulle pour la mesure de
Lebesgue sur R (resp. R?).

THEOREME 4 :

(a) Les nombres réels 0, tels que 2 € T (0), forment un ensemble E = R
Lebesgue-mesurable de mesure nulle.

(b) Les nombres complexes 0, tels que 2e T (0), forment un ensemble
F = C Lebesgue-mesurable de mesure nulle.

Preuve. — Soit 0 € C tel que 2 € T (0). Il existe alors une suite (B,),5
de nombres algébriques deux a deux distincts tels que

|0—B.| <exp(—n[logAB)]) (nzD.

La démonstration est alors analogue a celle du théoréme 23 de
SCHNEIDER [6].

(a) Cas réel. — Soit

E, = Upecqnr[B—exp(—n[log A(B)]*), B+exp(—n[logAB)]Y)] (nz D).
Par suite

4.1 E<S ()us1E.
Soit m, la mesure de Lebesgue sur R. On a

4.2) m(E,) £ Ypegor2exp(—n[logAB)])
= Z::ol (Zp €QNR, 2u<A(B)<2u+1 2exp(—n [logA(B)]z)).

Le nombre de polynémes 2 coefficients entiers rationnels, de degré d = 1
et de longueur < L, est au plus de (2 L) (2 L+1)% Donc le nombre des
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376 A. DURAND

polyndmes P non constants, vérifiant A (p) < 2“*1, est majoré par

3.2u+1—d>d

Zd:l{(2.2u+1—d)(2'2u+1—d+1)d§2‘2u+lzg:|{< 5

<242 3¢y 24
Pour n assez grand, n = n, , on a donc, pour tout u = 1,
Zseﬁnn, 2usA@)<2u+1 2€Xp(—n [logA(ﬁ)]z)
<2exp(—n(log2)®u?).2"+2 3" y2.2"/* < exp(— gu2>.

D’ou, d’aprés (4.2), pourn = n, :
+ n n
my(E,) = Z,,:lexp(— 3 ) < 2exp<— §>

Comme la suite (E,),» est décroissante, on a donc
(43) ml(nnglEn) = 1imn->+oom1(En) =0'

Des relations (4.1) et (4.3), on déduit ainsi que F est Lebesgue-mesurable
de mesure nulle.

(b) Cas complexe. — On considére a présent :

F,=scq[Re(B)—exp(—n[log A(B)]*), Re(B)+exp(—n[log A(B)]*)]
x [#m(B)—exp(—n[log A(B)*]), Fm(B)+exp(—n[logA(B)]H)]

Soit m, la mesure de Lebesgue sur R?. Il vient alors
“4.4) FS(\uz1Fn

et
m,(F,) = :=°°1 (Zﬁea, 2u<A(B)<2u+1 dexp(—2n [IOEA(B)]Z))~

Comme précédemment, on a pour n = n, :
my(F,) £ 2450 exp<— gu2> < 2exp<— g),
d’olt
4.5 mz(ﬂn__ZLFn)=0-

Des relations (4.4) et (4.5), on déduit que F est Lebesgue-mesurable
de mesure nulle.
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QUATRE PROBLEMES DE MAHLER 377

COROLLAIRE 1 (Probléme 5 de MAHLER) :

@) O(u|6) > < (log u)? pour presque tous les nombres réels 0 (au sens
de la mesure de Lebesgue sur R).

(i) O (u \ 0) > < (logu)*> pour presque tous les nombres complexes ©
(au sens de la mesure de Lebesgue sur R?).

COROLLAIRE 2 (Probléme 4 de MAHLER). — Presque tout 0 € 7 vérifie
la relation

n>0 pour tout neJ .
En effet, pour presque tout 6 € 7, on a, d’aprés le corollaire 1,
0(u|0) > < (logu)’.
Soit 6 € 7 un tel élément. Comme pour tout n € 7, on a
0(u|m) > (logu)?,
on en déduit évidemment

n>0 pour tout ne7.
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