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BuÏl. Soc. math. France,
102, 1974, p. 353-364.

SUR DES SUITES DE RACINES
DONT LA SOMME DES TERMES EST NULLE

PAR

ADOLF VAN DEN HOMBERGH
[Nijmegen]

RÉSUMÉ. — Dans un article récent, J. DIXMIER a posé une conjecture sur des
systèmes de racines. On montrera ici que cette conjecture est vraie seulement pour les
systèmes de racines de type Am (m e N), £2, £3, At, Ds, Ee et Gz.

Pour le cas Am (m e N), on en déduit la vérité d'une autre conjecture de DIXMIER,
posée dans le même article.

Soient g une algèbre de Lie semi-simple complexe, f une sous-algèbre
de Cartan de 9, et E l'algèbre enveloppante de g. Notons H l'algèbre
enveloppante de f, et H ' le commutant de f dans E. Soit f* l'espace vectoriel
dual de f, et soit R c f* le système de racines de g relativement à f. Si
B = { Pi, ..., Pm } est une base de R, on pose

x=^m=lm^x)^ P0^ xe^

Si B' CL B, nous notons
R(B')=[^eR\ mp,(a)=0 si MB'}.

Nous notons W le groupe de Weyl de R, et W{B') le sous-groupe de
Weyl de W correspondant à R (B'\ où B' c B. Pour a e R, soit ^ la
réflexion correspondant à a. Si C est une chambre de Weyl de R, hç sera
l'homomorphisme d'Harish-Chandra correspondant de l'algèbre H ' sur
l'algèbre H. Sa construction est la suivante. Soient n+ la sous-algèbre
niïpotente de g correspondante à C ; n- la sous-algèbre niipotente
opposée de sorte que 9 = f ® n + © n _ ; alors

(n- E)^H' = (En+)nHt

est un idéal bilatère le de H\ supplémentaire de H dans H\ et hç est
le projecteur de H ' sur H défini par ce supplémentaire. Pour tout aie R,
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354 A. VAN DEN HOMBERGH

choisissons la coracine H^ dans f* telle que a (Hy) = 1 et X^ dans le sous-
espace radiciel correspondant à a tel que [X^ X^y} = H^. (Pour plus
de détails, cf. [3].)

Dans [3], DIXMIER a posé les conjectures suivantes :
(D'i) On suppose (o^, . . . , o^) e -K" ^//^ que :
(i) E?= ia ,=0 ;
(ii) si 0 ç J <^ { 1, . . . , n }, wz a ̂ j a, ^ 0,

ûrfor5' ï7 existe une chambre de Weyl C telle que n—1 termes de la suite
(a^, . . . , a^) soient positifs relativement à C.

(D^) Soit C une chambre de Weyl, et soit (o^, ..., a^) e R" telle que (i)
et (ii) ^^ satisfaites. Alors hç (X^ ... X^ est proportionnel à une
coracine H^

Nous montrons que (D[) est valable pour les systèmes de racines de
type A^ (m e N), B^, £3, D^, Ds, Eç et G^, et que (D[) n'est pas valable
pour tous autres systèmes de racines irréductibles et réduits.

De plus, nous montrons que (D^) est valable quand 9 est de
type A^ (m e N).

Si B est une base fixe dans R, nous avons une relation d'ordre dans jR,
définie par B ([l], chap. VI, n° 1.6). Soit R^ = {a e R-, ± a > 0 }.
Alors la conjecture (D'i) est équivalente à la suivante.

(Di) Supposons que (ai, . . . ,a^)e^ satisfait à (i) et (ii). Alors il
existe w e W tel que n—1 termes de (w (o^), . . . , w (o^)) 5-0^^ positifs.

LEMME 1. — Soient R un système de racines, et B une base de R. Soient
B' a B, et R {B') un système de racines de type A^ (m e N); supposons
B ' ^ { P i , ...,?,}, telle que (?„ R^Q < 0 pour ^ = l , . . . , m - l .
Soit T c: R+, tel que s^ ... s^ (T) 4= -K+ pour j = 1, ..., m. Alors,
pour tout j e { 1, ..., m }, il existe Tj c T tel que

E^r,Y=Pi+...+P,.

Démonstration. — Nous prouvons le lemme par récurrence sur j.
Si j = 1, s^ (T) 4: R+ donne que Pi e T. On prend 7\ = { Pi }.

Si 7 > 1, il existe ^ e { 1, .. .,j } tel que Pp+ .. . 4-Py e T, parce que

(sp, ... sp;)-1^-^^ = {S^Pp; ^ = 1, .. .,7'},

(c/. [l], chap. VI, § 1.6, cor. 2 de la prop. 17).
On prend T, = T^i u { P^+ ... +P, }.
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SUITES DE RACINES 355

PROPOSITION 1. - Soient R un système de racines, et B une base de R.
Supposons que (a^ . . . , o^) e R" satisfait à (i) et (ii) et qu'il existe B' c B
tel que R (B') est de type A^ (m e N) et

{ai, ....a^n^CB^n^. ̂  0.

Si l'on a i^ ^ e {1, . . . , n }, ?\ ^ ^, a^, o^e^., û?fo^ z7 é^të
ay e 7?_ n ^ (^/) ^ w e ^(^/) tels que

^(({ai, ..., a^}n^+)u{a,})ciî+.

Z>^ plus, si Von a
(a,e^_) => (^e{i\,^}),

î7 ^x^^ w e ,̂ tel que n-1 ^rw^ û^ (w (a^), . . . , w (0) .sw^ positifs.

Démonstration. - On prend a, dans R_ r\ R (B'), telle que ̂ p^, -Wo (a^)
est minimale. Nous prouvons la proposition par récurrence sur
— ZpeB- ^p (a,)-

II est permis de supposer que B' = { Pi, . . . , p^ } telle que (?„ p^) < 0
pour i= 1, . . . ,m- l , et que a, = -(Pi+.-.+PJ. Soit

T = ^ n { a i , . . . ,a^}.

Si -s-pi . . . s^ (T) ̂  R+ pour i = 1, ..., m, il existe T^c T tel que

Eyer.=(Pi+.. .+PJ,

et alors (ai, . . . , a^) ne vérifie pas (ii).
Alors il existe p e { 1, . . . , m }, tel que s^ ... ^p (T) c= ^+.

Mais ^p^ . . . s^ (ay) est positive (si p = ^) ou

-EpeB'mp(sp, ... ̂ )(-Pi-p^- ... -pj = m-1,

et l'on applique l'hypothèse de récurrence.

COROLLAIRE 1. — (Di) est valable dans un système de racines de type
^(weN).

LEMME 2. — Soient R un système de racines de type A^ (m e N), et
{ P i . • • •. Pm } une base de R telle que (?„ p,+i) < 0 pour i = 1, ..., m-1.
Supposons que (ai, ..., a^e^" satisfait à (i) et (ii). Alors m > n-\,
et il existe w e W, tel que

{w(ai), ...,w(a^)}={pi, ...,?„.!, -(Pi+...+P^-i)}.
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356 A. VAN DEN HOMBERGH

Démonstration. - Utilisons le corollaire 1 ; il existe w e W, tel que
(w(ai), . . . ,w(a/ ,))a n-1 termes positifs. Supposons

^(A)= -(Pp+...+P,) (7^^).

En appliquant, quand nécessaire, s^ . . . ^_^, on peut supposer que p = 1.
si Pi. ..., Pg e { w (ai), ..., w (a,,) }, on a ^ = ^r+1, et la démonstra-
tion est terminée. Autrement, il existe i e { l , . . . , q - l \ tel que
P^{w(ai ) , ...,w(a,.)}.

Soit ÎQ — 1 le plus petit entier avec cette propriété, alors

^P.-i . . . s? .w(P,)e^+ pour 7 < n
et

WP.-! • • • ̂ ^(a») = -(Pi+ . • . +P,-i).

Il suffit donc d'appliquer une hypothèse de récurrence sur q.

COROLLAIRE 2. - Soient R un système de racines de type A^ (m e N),
et (ai, . . . , ̂ eR" telle que (i) et (ii) sont vérifiées. Alors on a, pour
tout i e { 1, . . . , n} exactement deux éléments i (1), i (2) dans { 1, . . . , n }
tels que a;+a^ et a^.+a^ sont des racines.

LEMME 3. — Soit C une chambre de Weyi. On suppose que (a^, ..., a^) e R"
vérifie (i) et (ii), et, pour tout ie {1, .. . , n }, on a deux indices i(\) et
i(2) au plus, tels que a^+a^) et oc,+a;(2) sont des racines. Alors il existe
une racine ao telle que

hc (X^ . . . ZJ = u H^, où u e C.

Si Von a choisi { l ^ ; a e ^ } tel que, pour a, P e ̂  avec a+pe7?,
K, JTp] e Z.l^p, afo^ a e Z.

Démonstration. - Si (a^, . . . , a^)e^ vérifie les conditions du lemme,
alors (a^ ... , a,_i, a,+i, ..., ay_i, ̂ +^, a^.+i, . . . , a^) les vérifie aussi
quand a^+a^.ejR. Nous prouvons le lemme par récurrence sur n. Le
cas où n = 2 est trivial, et il est exclu dans ce qui suit. C définit une relation
d'ordre dans R : R = R+ u R_. Supposons a,e^+. S'il n'existe pas
un indice j > i avec a^+a^ e R, alors

hc(X^ ... XJ = hc(X^ ... X^X^, ...X^ X^ = 0.
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SUITES DE RACINES 357

Si l'on a exactement un indice j > i avec a^+ay e R, alors

^(^ . -XJ = hc(X^ .. .X^Z^ .. .Z^[^,ZJZ^ .. .ZJ
= p.^c(X^ .. .X^_^X^^^ .. .Z^^^Z^^ .. .X^\

où ^ieC.

Il suffit donc d'appliquer l'hypothèse de récurrence. Si a^eT^, on peut
donc supposer qu'il existe des indices i (1), i (2), avec i (1) ^ f (2), et
i (1), ? (2) > f, de sorte que oc^+a^i) et a^+a^ e R. Par un raisonnement
analogue, on peut supposer que si a; e R_, on a des indices i (1) et / (2) < i
avec ocf+oc^) et a^+a^e-^. Alors on peut supposer que a^ et Œ^)
sont négatives si oc; est positive, et que a^i) et a^) sont positives si a; est
négative. Après adaptation de l'indexation, nous pouvons nous restreindre
au cas où ai, . . . , Oy e jR+, ay+i, . . . , o^ e R_, et si (Xp+o^eT?, où
/?, ^ e { 1, . . . , n }, il s'en suit que p ^ j\ q > j. On suppose ai +o^ e R,
^+^_^eR et o^+o^eT?. Si ^+^eR+,

hc(X^...XJ
= ̂ (^ .. 'X^[X^X^~]XJ+hc(X^ .. .Z^[^,ZJ)

=^l^c(^...^-^ai+an-^an), OÙ ^eC.

Si a i+a^eJ?_,

ftc(^...^J
= ̂ (^[^,^J^3. "X^_,)+hc([X^X^X^ . .Z^)

=^2^c(^ai^a2+ocn^3 • • -^-1). OÙ ^ € C.

Dans tous les cas il suffit d'appliquer l'hypothèse de récurrence.

PROPOSITION 2. — (D^) est valable dans une algèbre de Lie de
type ^(weN).

Démonstration. — Soit R un système de racines de type A^. Selon le
corollaire 2, une suite (ai, . . . , ̂ eR", qui vérifie (i) et (ii), vérifie aussi
les conditions du lemme 3.

PROPOSITION 3. — (Di) est valable dans un système de racines de type £^,
G^ B^ 2)4, DS, Eç.

Démonstration. — Soient R un système de racines, et B une base. Suppo-
sons que (ai, . . . , a,,) e R" vérifie (i) et (ii). Nous prouvons la proposition
par récurrence sur n.

0 = (ai, ai+ ... +a,) = Ey>i(ai, oc,)+(ai, ai).
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Donc il existe y e { 2 , . .. , n } tel que (o^, ccj) < 0, disons j = 2. Alors
ai+a^ e R. (oq+o^, 03, . . . , o^) eJ^"~1 vérifie (i) et (ii), donc, en appli-
quant l'hypothèse de récurrence, on peut supposer qu'il existe w e W
tel que n—2 termes de (w (ai+a^), w (03), . . . , w(o^)) sont positifs.
Supposons que w = 1. Il y a deux possibilités.

1° a i+a^e-R-. Si ai ou a^ est positive, on a fini, donc on suppose
a^ c/2 e^-.

2° 04+a2 e7?+. Si ai et a^ sont positives, on a fini, donc on suppose
Oi e .R+, o^ e -^-. Disons que 03 est aussi négative en ce cas.

Avec ces restrictions, on n'a pas de difficultés de prouver (Di) aux cas
où R est de rang 2.

Soient R de type ^3, et { P i , P^, ?3 } une base de R, telle que
(f3,, P,+i) < 0 pour f = 1, 2, et (Pi, Pi) = (P^, ?2) = 2 (?3, ?3). On a
^p^d^-P» P0^ ^ = 2 . 3 . et ^+p.+p3(Pl)=-(Pl+ 2P2+2P3).
Supposons que (ai, . . . ,a^)e^" vérifie (i) et (ii), et limitons-nous aux
cas des 1° et 2°. Dans ce qui suit, supposons que la proposition 1 n'est
pas applicable. Dans le cas du 1°, on a alors

ai = -(Pl+P2+P3), ^2 = -(P2+P3).

Si P^ t { ai, . . . , a^ }, on peut appliquer s^ s^. Si P^ e { ai, . . . , a^ },
^ps ̂  ̂ 3 est applicable, sinon P^+2 ?3 e { ai, ..., a^ }. La seule suite
possible, sauf pour la succession, est alors

(Pi, P2+2P3, P^, -(Pl+P2+P3), -(P2+P3».

Appliquons — l . - S p i + p ^ (~1 est un élément de W).

Maintenant, supposons que nous sommes au cas du 2°. Si m^ (ai + a^) 7^ 0,
nous sommes, avec (s^+^+^ (ai), . . . , s^+^+^ (a/,)), encore dans le
premier cas. Si m^ (ai) 7e 0 et m^ (a^) 7^ 0, on a m^ (ai) = 2, parce
que m^ (a^) 7e 0. Alors

(5Pl+P2+P3(al)' • • • 5 5Pl+P2+P3(a"))

a deux termes négatifs, l'un d'eux étant

^^(^^({Pi^})-

Donc la proposition 1 est applicable. La seule autre possibilité est

O C i = P 2 + 2 P 3 , O C 2 = -(P2+P3).
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SUITES DE RACINES 359

Si m^ (03) ==0, (a^, . . . , a,,) est une suite dans un système de racines
de rang 2, donc on suppose m^ (03) == -1, et il suit que 03 ̂  - (pi + ̂  + p3).
Comme plus haut, on peut se limiter aux cas où P^ e { o^, . . . ,o^}.
Si P i ^ { a i , . . . , a^} , nous sommes avec (^ (a^, ..., ̂  (aj) dans
un cas antérieur, et si Pi e { a^ . . . , ̂  }, on a 03 = -(Pi+P2+P3).
Alors la seule suite possible est

(P2+2P3,-(P,+P3), -(Pl+P^+Ps), Pi, P2).

Appliquons -l.^+p, :
Soient R un système de racines de type D^ (m e N), et { P i , . . . , ?„, }

une base de R telle que (?;, p;+i) < 0 pour i=l,...,m-2 et
(Pm-2» Pm) < 0. Désignons

Alors

et

^ — 5Pl+...+Pm-2+Pm-l•SPl+...+Pm-2+Pm•

^o (Py) = Py pour 7=2, ..., m -2,

^o(Pm-i)=P^ ^o(PJ=P.-i

^o(Pi) = -(Pi+2p,+ ... +2p,-,+P,-i+PJ.

Soit (ai, . . . , a^e^", et supposons que (i) et (ii) sont satisfaites. Nous
nous limitons aux cas du 1° et du 2°. Si on est dans le cas du 1°, m^ (ai) = 0
ou m^ (oc^) = 0, alors la proposition 1 est applicable. Supposons que
nous sommes dans le cas du 2°, et de plus que la proposition 1 n'est pas
applicable. Si m^ (ai+a^) ^ 0, nous sommes, avec (WQ (ai), ..., WQ (aj),
encore dans le cas du 1° :

^p,n-1 (0^2) ̂  0 et m^ (a^) ̂  0,

et, parce que oci+a2e^+, on a Wp^ (ai) et m^ (ai) ^ 0. Alors
(wo (ai), . . . , ivo (a^)) est une suite avec deux termes négatifs, l'un d'eux
étant WQ (ai) e R ({ Pi, . . . , p^.^ }). Donc on peut appliquer la propo-
sition 1 à (WQ (ai), . . . , WQ (a^)). Alors on peut se restreindre au cas où
^ (ai) = ̂  (0^2) =0. Si m = 4, on a a^ e 1? ({ ?2, Ps, ?4 }), alors
la proposition 1 est applicable. Si m = 5, et on ne peut pas appliquer
la proposition 1, a^ = -(P2+P3+P4+P5). Alors ai = P^+2 P3+P4+P5.
Si Pi ^ { ai, . . . , a,, }, nous sommes, avec (s^ (ai), . . . , s^ (a^)), dans
un cas antérieur, et nous avons fini. Si, disons, 04 = Pi, on a

03 ^ -(Pi+2p,+2p3+P4+P5),
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360 A. VAN DEN HOMBERGH

autrement ^4 a, = 2 P2+P3+P4+P5, donc ?2 e { 004, . . . , ̂  }, mais
alors ai+a3+oc4+p2 = O? et c'est une contradiction. Alors

a3+oc4e.R({p^p3,p4,p5 }).

[Nous avons supposé que m^ (03) ^ O], et (a^ o^, 03+04, 05, . . . , a^)
est une suite dans R ({ P^, ?3, ?4, Ps }), qui est de type 2)4. Donc il existe
w e ^ ( { p ^ , p 3 , p 4 , p 5 } ) tel que

(w (ai), w (o )̂, w (03 + 04), w (05), ..., w (aj)

a 72—2 termes positifs :w(^)eR^ et w(a4)e7?+, alors on a terminé
[quand w (03+0(4) e ̂ -], ou on est dans un cas antérieur.

Soient R un système de racines de type E^ et { P i , . . . , pg } une base
telle que (?;, P,+i) < 0 pour i = 1, 2, 3, 4 et (?3, ?6)< 0. Désignons
ao = P i+2p2+3 p3+2p4+p5+2pe la plus grande racine de R, et WQ
l'élément de W de longueur maximale. Comme dans [3], nous désignons Wp
l'élément de longueur maximale de W(B\{ p}). En utilisant le
lemme A^ (iii) de [3], on calcule que

^o^(E?=l^P»)=(^5-^l)Pl+(^4-2ml)p2+(m3-3ml)P3
+(m6-2mi)p4-miP5+(m^-2mi)P6

et

WQ Wp, (Zf= i m, P,) = (mg - m^) Pi + (m3 - 2 m^) ?2
+(m4-2m2)p3-m2P4+(mi-m2)P5+(m5-m2)p6.

Des expressions analogues sont obtenues en remplaçant 1 par 5, ou 2
par 4. Supposons que (ai, . . . , a«)e7?" vérifie les conditions (i) et (ii),
et que nous sommes dans le cas du 1° ou du 2°.

Si
(a) il existe B' cz B de type Aj, (k e N), telle que

R, n^(^)n {ai, . . . ,o^} ^ 0,
ou

(é) il existe o^ avec w? (a^) = 2 pour 7 = 2, 4 ou 6,
ou

(^) Sa,6R+ ^p^ (a») ^ 2 P0111*^ = 2 ou 4, et il existe o^ avec m^ (oc^) == 2,
on a terminé, car dans le cas (à), on peut appliquer la proposition 1 ; dans
le cas (b\ on peut appliquer la proposition 1 à (WQ w^ (ai), ..., WQ M^ (a^)),
où ? = 1 ou 5, dépendant de m^ (a^) 7^ 0 ou m^^ (a^) 7^ 0; dans le cas (c),
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SUITES DE RACINES 361

on peut appliquer la proposition 1 à (WQ Wp. (o^), . . . , WQ w^ (a«)), qui
a deux termes négatifs, l'un d'eux étant un élément de R(B\{B^.])
[Dans ce dernier cas, on a supposé que l'on n'a pas le cas (a)].

Supposons que nous sommes dans le cas du 1°. Si (a) n'est pas vérifiée,
oci+oe^ = oco, et disons

-(Pl+P2+P3+P4+P5+P6)^OC^-(|3,+P3+P4+P6).

Si (c) n'est pas vérifiée, on a m^ (o^) < 2 pour tout k e { 1, . . . , 72 }, car

Ea»6R+ ̂ C^) = ̂ 2^0) = 2.

Donc il existe o^ avec m?, (ocj = 1 et m^ (aj = m^ (aj = 0.
Si ai = -(P2+P3+P4+Pô). il existe alors je { 2 , 4, 6 } avec

P^{ai , . . . ,o^} . Alors (^.(aO, ...,^(o^)) vérifie (a). De manière
analogue, on montre que si

0^1 = -(Pl+P2+P3+P4+Pô) OU ^ = -(P2+P3+P4+P5+Pô),

il existe 7 * e { l , 4 , 6 } ou je [ 4, 5, 6 } tel que Çj ^ { a^, ..., a^ }. Alors
nous sommes ramenés, avec (̂ . (ai), ..., ^p .̂ (a^)), au cas précédent ou
au cas (a). Si ai = --(Pi+P2+p3+P4+P5+P6), il existe je {1, 5, 6 },
tel que ^j ^ { o^, . . . , a^ }. Alors nous sommes ramenés, avec

Op î). •••^p,.(0).

au cas précédent ou au cas (a) (si j = 6).
Maintenant, supposons que nous sommes dans le cas du 2°. Si

m^ (ai+o^) ^ 0 pour j = 1 ou 5, (wo w^ (aO, . . . , WQ w^ (a^)) vérifie
le 1°. Si m^ (ai+a^) = /^(ai+o^) = 0 et que (a) et (b) ne sont pas
vérifiées, il faut que

oci+a2=P3
et

-(Pl+P2+P3+P4+P5+Pô) ̂ ^2^ -(P2+P3+P4+Pô).

Si (c) n'est pas vérifiée non plus, il faut que

^2(^2) +mp^(a3) < -2 et mp^(a2)+mp,(a3) < -2.

Alors
a3e{-ao, -ao+Pô, ~ao+P3+P6}.
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362 A. VAN DEN HOMBERGH

Parce que

^o^pi(-ao) = PS. WQW^ (-oco+ocô) = ?4+P5,
^0^(-OCo+P3+Pô)=P3+P4+P5, (^(^(-O^Pi,

(^o^)2(-ao+Pô)=Pl+P2, (^^(-ûCo+Ps+Pôî^Pi+P^+Ps

et parce que WQ w^ (oci+o^) = oci+oe^, on peut supposer que

{ai, ...,^}n {Pi,Pi+P2,Pi+P2+P3}

n'est pas vide, et que { ai, . . . , o^ } n { P3+P4+P5, P4+P5, PS } n'est
pas vide non plus. Si 03 = —oco+Pô, on peut supposer que

{Pi ,Pi+P2}^ {ai, ...,^} et {P4+P5 ,P5 } n {a^ ...,^}

ne sont pas vides, et si 03 = —ao que { Pi, ?5} c { ai, . . . , a^ }. Parce
que m^ (a^) = —1, on peut supposer que Pe e { ai, . . . , a^ }, autrement
on peut appliquer la proposition 1 à (^ (a^), . . . , s^ (o^)), et parce
que WQ w^ (Pe) = ?4 et (wo w^)2 (Pe) = P2, on peut supposer que
{ Pi? P4? Pô } c { ^i? • • • ? ̂  }• Si l'on a un indice k ^ 1, tel que
^33 (^fc) = ^? t^ois termes de (WQ w^ (ai), . . . , WQ w^ (o^)) sont négatifs,
parmi lesquels WQ w^ (a^) et WQ w^ (a^), qui sont des éléments de
^ ({ PS? P4? PS? Pô })• Alors on a fini en appliquant la proposition 1 deux
fois. Les seules autres suites possibles sont :

^0=(P2+2P3+P4+P6, ~(P2+P3+P4+Pô),

-(P1+2P2+2P3+2P4+P5+P6), ?2, ?4. Pô, Pi + ?2, P3+P4+?5);

^pi(^o); -^o(ûo);

fco=(P2+2P3+P4+Pô, -(P2+P3+P4+P6),

-(Pl+2P2+2P3+2P4+P5+P6), ?2, P4, Pô, P3+P4+P5, Pi, P2),

-WQ (bo).s^ s^ (do) a deux termes négatifs, et ^^eR+ m^ (^4 s^ (Q^)) = 2-
De plus, m^ (s^ s^ (ai)) = 2. Alors s^ s^ (do) vérifie (6), et il existe w e W,
tel que w (do) a seulement un terme négatif. Le même raisonnement est
valable pour &o-

PROPOSITION 4. — Soient R un système de racines, et B une base de R.
Supposons que (oc^, . . . , o^) e (R (^/))" vérifie (i) et (ii), où B' c B. S'il

n9 existe pas we W(B'), tel que n—\ termes de (^(ai), . . . , w(aj) sont
positifs, il n'existe pas non plus weW, telquen—\ termes de (w (a i),..., w(a^))
^/2^ positifs.
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Démonstration. — Selon [2] ou [4], il existe un système de représen-
tants D de WjWÇB') de sorte que d(Ç)eR+ pour tout d e D , pejB'.
Supposons a e R (B'), weW. Il existe w' e W(B'), et d e D avec w = dw\
Alors

(w(a)e^+) ^ (W'^ER^

et la proposition est claire.
Il résulte de la proposition 4, que pour démontrer que (Di) n'est pas

valable aux cas où R est de type B^ (n ^ 4), €„ (n ^ 3), D^ (n ^ 6), £'7,
ES, F^ il suffit de donner des contre-exemples aux cas où R est de type B^
€3, D,.

Contre-exemples. — Soient R un système de racines, et B une base de R.
Pour a e R, ^p^ w? (a) est l'ordre de a.

1° Soient R un système de racines de type €3, et { Pi, P^, ?3 } une base
de R, telle que (P^, p,+i) < 0 pour î = 1, 2 et

(P l ,P l )= (P2 ,P2 )= (P3 ,P3 ) .

Posons

(a^ 0^, 003, OC4, 005, OCg)

=(Pl,P3,2P2+P3, -(P2+?3), -(2Pl+2p,+P3),Pl+P2).

Alors (ai, . . . ,00) satisfait à (i) et (ii). Supposons qu'il existe w e W,
tel que 5 termes de (w (ai), . . . , w (ae)) sont positifs. L'ordre de la plus
grande racine dans R est 5. Donc les 5 racines positives parmi
w (ai), . . . ,w(ae ) sont d'ordre 1, donc certaines doivent être égales.
C'est une contradiction.

2° Soient R un système de racines de type ^4, et { Pi, P^, ?3, ?4 } une
base de R telle que (?„ P,+i) < 0 pour i = 1, 2, 3 et (?3, ̂ ) = 2 (?4, ?4).
Posons

(Oi, . . ., 07) = (Ri, P,, ?3, P3+2?4, P2+P3+P4,

-(P3+P4), -(Pi+2P,+2P3+2p4)).

Alors (ai, . . . , 07) satisfait à (i) et (ii).

3° Soient R un système de racines de type D^ et { Pi, P^, ?3, ?4, Ps, Pô }
une base de R telle que (P^, P^.+i) < 0 pour i = 1, 2, 3, 4 et (?4, Pô) < 0.
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Posons

(OC1, . . . , 009)= (Ri, P,, P3, P^ p,, ?,+P3+P4, P3+2P4+P5+P6,

-(P3+P4+P5+P6), ~(P1+2P2+2P3+2P4+P5+P6)).

On vérifie que (ai, . . . , 0(9) satisfait à (i) et (ii).

On raisonne comme dans le 1° pour démontrer qu'on a des contre-
exemples pour (Di) dans le 2° et le 3°. (L'ordre de la plus grande racine
est 7 dans un système de racines de type B^ et 9 dans un système de racines
de type A>.)

Je remercie Jacques DIXMIER de ses remarques, qui ont fait mes
contre-exemples plus courts.
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