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OPERATION DE GROUPES REDUCTIFS
DANS UN TYPE DE CONES PRESQUE HOMOGENES

PAR

Tuaierry VUST
Université de Grenoble

RESUME. — Soient G un groupe algébrique réductif connexe, K le sous-groupe des
points fixes d’un automorphisme involutif de G, le corps de base étant algébriquement
clos et de caractéristique nulle. Via 1’étude de I’opération de K dans certains cOnes
presque homogénes pour G, on détermine 1’ensemble des types de G-modules rationnels
irréductibles de dimension finie possédant des invariants non nuls par K.

Soient G un groupe algébrique réductif connexe, ¢ un automorphisme
involutif du groupe algébrique G (¢ # id), et soit K le sous-groupe de G
des points fixes de o, le corps de base étant algébriquement clos et de carac-
téristique nulle. Ce travail est consacré a I’étude de I’opération de K dans
les cones des G-modules rationnels irréductibles de dimension finie; il
s’agit de ’adhérence de I’ensemble des éléments primitifs du G-module
considéré (c¢f. [3], § 12) ou des HV-variétés de [8].

Soit M un G-module rationnel irréductible de dimension finie; on note
C(M) le cone de M. La variété des droites de C (M ) est G-isomorphe
a G/P, ou P est un sous-groupe parabolique de G. On commence par
I’étude de I’opération de K dans G/P (§ 1). Cela conduit a I’introduction
de certaines classes de tores (resp. de sous-groupes paraboliques) de G,
ceux qu’on appellera oc-anisotropes; on prouve essentiellement qu’ils
sont conjugués par les éléments de K lorsqu’ils sont maximaux (resp.
minimaux) et que la variété G/P est presque homogéne pour I’opération
de K. Ainsi I’orbite K.p d’un point p en position générale dans C (M)
est de codimension £ 1 dans C(M ). Les résultats du paragraphe 1
sont pour la plupart connus, et sont conséquences de la théorie des
algébres de Lie réductives involutives (c¢f. [5], par exemple).

Le critére de Hilbert-Mumford permet ensuite de préciser 1’allure des
orbites de K dans C (M) (§ 2). Il apparait que ’orbite K.p est soit ouverte,
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318 T. VUST

soit fermée et de codimension 1 dans C (M), et que les orbites adhérentes
a 0 sont toutes des cones.

Le paragraphe 3 est consacré a une application : la détermination, en
fonction de leur poids dominant, des types de G-modules rationnels irré-
ductibles de dimension finie M tels que M* # (0). Le lien avec les résultats
précédents est dii & la connaissance de la structure de G-module de 1’algébre
des fonctions réguliéres sur C (M) (¢f. [8]), et réside dans I’interprétation
géométrique que voici : pour que MX £ (0), il faut et il suffit que ’orbite
K.p d’un point p en position générale dans C (M) ne rencontre qu’une
fois la droite de M passant par p. La description obtenue « des représen-
tations de classe 1 » est connue, et serait attribuée a SUGIURA (?); la démons-
tration seule fait défaut semble-t-il.

La référence générale concernant les groupes algébriques réductifs,
leurs sous-groupes paraboliques, les ensembles de racines par rapport
a un tore, etc., est le travail de BoreL-TiTs [3]. C’est un certain « parallé-
lisme » avec la théorie des groupes algébriques définis sur R qui est a la
base de la terminologie utilisée au paragraphe 1 (¢f. [3], § 4 et 14).

L’auteur tient enfin & remercier AYEL de lui avoir signalé 1’existence
du probléme de la description « des représentations de classe 1 ».

1. L’opération de K dans G/P.

1.0. Le corps de base k est algébriquement clos et de caractéristique
nulle.

Dans tout ce travail, on désigne par G un groupe algébrique réductif
connexe, par ¢ un automorphisme involutif (différent de I’application
identique) du groupe algébrique G et, par K ’ensemble des s € G tels que
c(s) =s.

Il est bien connu que K est un sous-groupe réductif de G. Cela peut
se voir en considérant le produit semi-direct G’ de Z/2 Z et de G corres-
pondant & I’opération de Z/2 Z dans G décrite par —1.5s = o (s), s€G.
Le sous-groupe K et le centralisateur de (e, —1) dans G’ ont alors la méme
composante neutre; puisque la classe de conjugaison de (e, —1) dans G’
est fermée (cf. [3], § 10), il résulte d’un théoréme, di & MATSUSHIMA (¢f- [(1],
[6]) que K est réductif.

Soit H un groupe linéaire algébrique; on note H° la composante neutre
de H, R (H°) [resp. R, (H°)] le radical [ resp. unipotent] de H°. De plus, pour
toute partie de £ de H, on note Z, (E') le centralisateur de E dans H.
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OPERATION DE GROUPES REDUCTIFS 319

1.1. Soit B un sous-groupe de Borel de G. Puisque B N o (B) contient
un tore maximal de G, il résulte de STEINBERG ([10], § 7), que B N o (B)
contient un tore maximal de G invariant par . Par suite, pour tout sous-
groupe parabolique P de G, P n ¢ (P) contient un tore maximal de G
invariant par o.

On dira qu’un tore S de G est c-anisotrope si S n’est pas réduit & { e },
et si o (s) = s~ ! pour tout s € S. 1l est clair que le conjugué par un élément
de K d’un tore o-anisotrope de G est aussi c-anisotrope.

PrOPOSITION 1. — L’ensemble des tores c-anisotropes de G est non vide.

Preuve. — On suppose que G ne contient pas de tores c-anisotropes.
Cela signifie que la restriction de ¢ a tout tore de G invariant par ¢ est
I’identité. Soit alors B un sous-groupe de Borel de G; puisque B contient
un tore maximal de G invariant par o, on a ¢ (B) = B. Soit enfin T un tore
maximal de G, B, et B_ deux sous-groupes de Borel opposés contenant 7.
D’aprés ce qui précéde, B, et B_ sont invariants par o; il en est donc
de méme de B, n B_ = T. Ainsi, o(s) = s pour tout élément semi-
simple s de G, d’ou o est l’application identique.

PROPOSITION 2. — Soit S un tore c-anisotrope maximal de G. Alors :
(i) S est I'unique tore c-anisotrope maximal de Z; (S );

(ii) le sous-groupe dérivé de Z;(S) est contenu dans K,

(iii) Z; (S) est produit presque direct de (Z;(S) n K)° et de S;
(iv) tout tore maximal de G contenant S est invariant par o.

Preuve. — La premiére affirmation provient du fait que tout tore c-ani-

sotrope de Z; (S) est contenu dans S.

Si la restriction de ¢ au sous-groupe dérivé de Z; (S) n’était pas I’appli-
cation identique, ce sous-groupe contiendrait un tore c-anisotrope S’
(prop. 1); or, d’aprés (i), S’ < S, ce qui est absurde. La deuxiéme affir-
mation est donc prouvée.

On désigne par Z la composante neutre du centre de Z;(S). Il est
clair que Z est produit presque direct de (Z N K)° et de S; comme Z; (S)
est produit presque direct de son sous-groupe dérivé et de Z, (iii) provient
de (ii).

Soit enfin T un tore maximal de G contenant S, et soit g € T. On écrit

g =ks, ke(Zg(S)n K)°, SES,
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320 T. VUST
suivant (iii). On a alors 6 (g)g™! = s"%2€ S; par suite 6 (g) = s 2 geT,
d’ot (iv).

1.2. Soit H un groupe linéaire algébrique. On note X * (H) (resp.
X, (H)) ’ensemble des caractéres de H [resp. ’ensemble des sous-groupes
(multiplicatifs) & un parameétre de H ]. Si H est un tore, on note { A,y >
Pentier g tel que (oA () =19, AeX,(H), yeX*(H), tek*; on
obtient ainsi une forme bilinéaire qui met X, (H) et X * (H) en dualité.

Soit T un tore de G; on note ® (7, G) I’ensemble des racines de G par
rapport a T. Lorsqu’on parlera de chambres, facettes, ... de X (T), ® R,
il est sous-entendu qu’il s’agit de chambres, facettes, ... de X (7T), ® R
relativement a la famille d’hyperplans Ker (o), ae ® (7, G).

Soit A € X, (G); on note Z; (M) = Z; (M (k*)). On désigne enfin par
P (\) ’ensemble des s € G tels que lim,,, A () s A ()~ ! existe : on entend
par 13 que I'image de I’homomorphisme k [G]— k[t, ¢ ~'], correspon-
dant & t—>A(¢)sA(z)"", est contenue dans k [z ]. Alors P (A) est un
sous-groupe parabolique de G (¢f. [7], chap. 2, § 2); en fait on a le résultat
que voici :

ProrosiTioN 3. — Soit T un tore maximal de G tel que he X, (T);
alors P (M) est le sous-groupe parabolique de G contenant T correspondant
a {ae®(T,G);<{ha)=0}. En particulier, Lhe X, (R(P(N)), et
Z; (M) est un sous-groupe réductif maximal de P ()).

Preuve. — 1l est évident que T < P (A). Soient alors a € ® (7, G), U,
le sous-groupe radiciel & un paramétre associé, et 0, : k — U, 'isomor-
phisme vérifiant

ad(s)0,(x) = 0,(a(s)x), seT, xek.
On a en particulier
ad (M (1)) 0, (x) = 0, (t<*» x), tek*, xek.

Ainsi, pour que U, soit contenu dans P (), il faut et il suffit que { A, « >
soit = 0. Les affirmations de la proposition sont dés lors claires.

REMARQUE 1. — La proposition 3 signifie que P (L) est le sous-groupe
parabolique de G associé¢ 2 la facette de X, (T') ® R contenant .. Comme
les sous-groupes paraboliques de G contenant T sont en correspondance
bijective avec les facettes de X, (7)) ® R, Ai— P (L) est une application
surjective de X, (T) dans I’ensemble des sous-groupes paraboliques de G
contenant 7.
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OPERATION DE GROUPES REDUCTIFS 321

ProrosITION 4. — Soient P un sous-groupe parabolique de G tel que P
et 6 (P) soient opposés, et S un tore c-anisotrope maximal de R (P n o (P)).
Alorsil existeh e X, (S)telque P = P(\N)etZy;(\) = Z;(S) = P n o (P).

Preuve. — (a) Puisque Z; (S) n P est un sous-groupe parabolique de
Z; (S), il existe un tore maximal 7 de P invariant par ¢ et contenant S.
Soit alors pe X, (T) tel que P = P(u). On désigne par F la facette de
X, (T) ® R contenant p. Si P et o (P) sont opposés, alors 6 (F) = —F;
en particulier, —o () € F. Comme F est un cOne convexe, A = nu—c (L)
appartient aussi & F; par suite, P = P (A) avec 6 (A) = —A. Il est alors
évident que Pn o (P) = Z; (). ,

(b) Puisque Ae X, (R(Pn o (P)) (prop. 3), et puisque S = T, par
maximalit¢ de S, on a AeX,(S).

(c) De (b) résulte que Pno(P)=Z;(\) o Z;(S). Comme d’autre
part S « R(P), Z;(S) contient un sous-groupe réductif maximal de P;

on a donc
Pno(P)=Zs(A) = Z(S),

ce qui achéve la démonstration.

On dira des sous-groupes paraboliques P de G, tels que P et o (P)
sont opposés, que ce sont des sous-groupes paraboliques oc-anisotropes;
d’aprés la proposition 4, ils sont tous de la forme P = P(A), ou
6 (\) = —A. Enfin, de la proposition 1, résulte qu’il en existe. Il est clair
que le conjugué par un élément de K d’un sous-groupe parabolique c-ani-
sotrope de G est aussi c-anisotrope.

COROLLAIRE. — Soit P un sous-groupe parabolique c-anisotrope de G.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) P est minimal,;

(ii) R (P n o (P)) contient un tore c-anisotrope maximal de G,

(iii) P n o (P) est le centralisateur dans G d’un tore c-anisotrope maxi-

mal de G.

Preuve. — (i) = (ii) : Soient S un tore oc-anisotrope maximal de
R(Pno(P)), et S’ un tore c-anisotrope maximal de G contenant S.
On sait que P = P (L) pour un A € X, (S). Soit alors C une chambre de
X, (S)® R telle que Ae C.SiMNe C; alors P (M) est un sous-groupe
parabolique c-anisotrope de G contenu dans P (A) et admettant Z; (S ')
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comme sous-groupe réductif maximal. Comme P = P (L) est minimal,
on a donc P=P(\), dou S' =« R(Pn o (P)), et enfin, S =S5".

(ii) = (iii) : Cela provient immédiatement de la proposition 4.

(iii) =(i) : Soit P’ un sous-groupe parabolique oc-anisotrope de G
contenu dans P. On a alors

Zs(S)Y=P no(P)c Pno(P)=2Z4(S),

ou S’ (resp. S) est un tore c-anisotrope maximal de R(P'n o (P"))
(resp. de G). D’aprés la proposition 2 (i), on a S’ < S, d’ou
Zy(S') > Z;(S). Ainsi P et P’ ont un sous-groupe réductif maximal
commun : ils coincident donc (¢f. [3], 4.4).

1.3. THEOREME 1. — Soit P un sous-groupe parabolique c-anisotrope
de G. Alors Iensemble K°P est ouvert dans G.

Preuve. — On désigne par f, p, g les algébres de Lie de K°, P, G respec-
tivement. Puisque K ° P est ’orbite de e pour I’opération naturelle de
K°x P dans G, il suffit de vérifier que T+p = g. Puisque P et ¢ (P) sont
opposés, tout élément a € g peut se mettre sous la.forme a = b+ (do), (c)
ou b, cep; mais alors a s’écrit aussi a = (b—c)+(c+(do), (¢c)), d’ou la
conclusion.

COROLLAIRE. — Soient S un tore o-anisotrope maximal de G, et
MeX, (S) tel que Z, (M) = Z;(S). Alors le sous-groupe SR, (P (L)) est
résoluble, et K° SR, (P (\)) est ouvert dans G.

Preuve. — La premiére affirmation est banale. D’aprés les propositions 2
et 3, on a

K°P(\) = K°Zg (M) R, (P(V) = K° Zg(S)R, (P (V) = K° SR, (P ().

La seconde affirmation provient donc immédiatement du théoréme 1.

Le corollaire précédent affirme en particulier I’existence de sous-groupes
de Borel B de G tels que K ° B soit ouvert dans G : on dira de ces sous-
groupes qu’ils sont opposés de K. Les sous-groupes de Borel de G opposés
de K forment un ouvert de la variété des sous-groupes de Borel de G et
sont conjugués deux a deux par les éléments de K °; ils contiennent un
tore o-anisotrope maximal de G. D’un autre c6té, tout sous-groupe para-
bolique c-anisotrope de G contient un sous-groupe de Borel opposé de K;
en effet, d’aprés la proposition 4 et son corollaire, tout sous-groupe para-
bolique o-anisotrope minimal P de G est de la forme P = P (L), oll A
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est un sous-groupe 4 un paramétre d’un tore c-anisotrope maximal S
de G contenu dans P; par suite, tout sous-groupe de Borel de P contenant
SR, (P) (donc tout sous-groupe de Borel de P) est opposé de K.

LeEMME 1. — Soit T un tore maximal de G; soit Ay, A, € X,. (T ). On suppose
qu’il existe une chambre C de X, (T)® R telle que A, L, e C. Alors
PA)N PRy =P +Ay).

Preuve. — Soient F et F’ deux facettes de X, (T) ® R, P(F) et P(F"')
les sous-groupes paraboliques de G contenant T et associés & F et F'
respectivement; on rappelle que, pour que P (F) soit contenu dans P (F '),
il faut et il suffit que F’ soit contenu dans 1’adhérence FdeF. Ainsi, pour
que P (F) soit contenu dans P (A;) N P (A,), il faut et il suffit que A, A, € F.
Comme Ay, A, € E‘, P (Ay) n P (L) est alors le sous-groupe parabolique
associé a la plus petite facette F' de X, (T) ® R telle que A, A, eF’.

Il est alors facile de vérifier que F ' est la facette de X, (7)) ® R contenant

PROPOSITION 5. — Le groupe K° opére transitivement dans I’ensemble
des sous-groupes paraboliques o-anisotropes minimaux de G.

Preuve. — Soient P et P’ deux sous-groupes paraboliques c-anisotropes
de G, B et B’ deux sous-groupes de Borel de G opposés de K et contenus
dans P et P’ respectivement. Il existe alors ge K° tel que g B'g~! = B.
Soient encore S un tore c-anisotrope maximal de G contenu dans B, et T
un tore maximal de B contenant S; on a o (T) = T (prop. 2 (iv)).
La construction donnée dans la partie (a) de la preuve de la proposition 4
montre qu’il existe A et X € X, (S) telsque P = PN etgP' g™t = P(M).
Enfin, d’aprés le lemme 1,

PngP'g ' =P(A+L)

est un sous-groupe parabolique c-anisotrope de G. Ainsi, si P est minimal,
on a Pc gP' g !, dou la conclusion.

COROLLAIRE. — Le groupe K° opére transitivement dans I’ensemble
des tores o-anisotropes maximaux de G.

Preuve. — Soient S et S’ deux tores c-anisotropes maximaux de G.
On choisit Ae X, (S) (resp. AMeX,(S) tel que Z,(N) = Z;(S)
(resp. Z; (M) = Z; (S")). Du corollaire de la proposition 4 résulte que
P (\) et P (L") sont des sous-groupes paraboliques c-anisotropes minimaux
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de G; il existe donc ge K° tel que gP (\)g~! = P (\'). On a donc aussi
g(PM)nc(PAW)eg ' =PA)no(PQ)),

c’est-a-dire g(Z;(S)) g™ ' = Z;(S’). Enfin, puisque S (resp. S’') est
I’unique tore c-anisotrope maximal de Z; (S) (resp. Z; (S')) (prop. 2),
onagSgl=5"

On dira qu’un couple (B, T'), ol B est un sous-groupe de Borel de G, et T
un tore maximal de B, est opposé de K, si B est opposé de K et si T contient
un tore c-anisotrope maximal de G. L’existence de couples (B, T) opposés
de K provient du corollaire du théoréme 1. On remarque encore que si
(B, T) est opposé de K, alors o (T) = T (prop. 2).

PROPOSITION 6. — Le groupe K° opére transitivement dans I’ensemble
des couples (B, T) opposés de K.

Preuve. — Puisque les sous-groupes de Borel de G opposés de K sont
conjugués par les éléments de K9, il suffit de montrer que si (B, T) et
(B, T') sont opposés de K, alors il existe ge K® " Btelqueg Tg™ ! = T".
En conservant les notations du corollaire du théoréme 1, on peut encore
supposer que B est produit semi-direct d’un sous-groupe de Borel B’
de Z; (S) par R, (P (})) : d’aprés BoreL-Tits ([3], 4.4), on sait que les
sous-groupes de Borel de P (M) sont de ce type et, d’aprés le corollaire
du théoréme 1, qu’ils sont opposés de K. Alors, puisqu’ils sont invariants
par o, T et T’ sont contenus dans B’; par suite, ils sont conjugués par un
élément de D’intersection de B’ avec le sous-groupe dérivé de Z; (S).
La conclusion résulte alors de la proposition 2.

PROPOSITION 7. — Soit S un tore c-anisotrope maximal de G. Alors
K=K°SnK).

Preuve. — Soit Me X, (S) tel que Z;(A) = Z;(S). D’apreés le théo-
réme 1, l’orbite par K de { P(A) } € G/P (A) est ouverte, donc connexe;
cela signifie que K/K n P(LA) est connexe. Or

KAnPMA)=KnPMN)nc(PM)) =KnZs(S).

Ainsi K/K N Z; (S) est connexe.

Vu ce qui précéde, pour démontrer la proposition 7, il suffit de prouver
que toute composante de K n Z; (S) rencontre S n K, ce qui provient
immédiatement de la proposition 2 (iii).
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OPERATION DE GROUPES REDUCTIFS 325

REMARQUE 2. — La proposition 7 est démontrée dans [5] par des
méthodes transcendantes.

2. L’opération de K dans C (M).

2.0. On conserve les notations précédentes. Soit X une variété algébrique
affine dans laquelle G opére (morphiquement); on note k [X] 1’algébre
des fonctions réguliéres sur X, k [X ]¢ la sous-algébre de k [X ] formée
des fonctions réguliéres invariantes par G, G.x ’orbite du point xe X
et G, le sous-groupe d’isotropie en x. On dira que X est presque homogéne
s’il existe x € X tel que G.x soit ouverte et dense dans X.

Lorsqu’on parle de G-module (sans autre précision), il est sous-entendu
qu’il s’agit de G-module rationnel de dimension finie.

Soit N un espace vectoriel; par cone de N on entend un sous-ensemble
de N stable par les homothéties de N.

Dans toute la suite de ce travail, M désigne un G-module irréductible.

On note M ™ le sous-G-module irréductible de ®" M de plus grand
poids dominant, M ® le G-module trivial de dimension 1, et M’ le dual
de M. Si M est de poids dominant @ (relativement & un sous-groupe de
Borel B de G), M ™ est de poids dominant n @ (relat. B).

On note C (M) I'adhérence dans M de ’orbite d’un élément primitif
de M; le groupe G n’a que deux orbites dans C (M ), ’ensemble des €lé-
ments primitifs de M et {0 } (¢f. [3], § 12, et [8]). La sous-variété C (M)
de M est un cdne; on pourra donc parler de fonctions réguliéres homogénes
sur C (M), et on notera k [C (M )], la composante homogéne de degré n
de k[C(M)].

2.1. PROPOSITION 8.
(i) La variété C(M) est normale;

(i) Kk [C(M)], est G-isomorphe & (M ")™.

1l s’agit des théorémes 2 et 3 de [8].

LEMME 2. — Soient H un groupe algébrique réductif, N un H-module,
et V< N un cone fermé invariant par H. On suppose que V est normal,

et que lalgébre k [V]" est de dimension 1. Alors k [V est une algébre
de polynémes a une indéterminée.
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Preuve. — On note V/H la variété algébrique affine définie par
k[V/H] = k [V ]%. L’opération du groupe k* dans N par homothéties
induit une opération non triviale de k* dans V/H. La variété V/H étant
irréductible de dimension 1, il existe xe V/H tel que le morphisme
t—t.x de k* dans V/H soit dominant; I’image du morphisme
k[V 1"+ k[t t ~'] correspondant est contenue dans k[z]. La conclu-
sion résulte alors facilement de ce que, k [V ] étant intégralement clos,
k[V " lest aussi.

PROPOSITION 9. — On désigne par p un vecteur primitif de M relatif
a un sous-groupe de Borel de G opposé de K. Alors :

(i) si lorbite K.p est un cone, cette orbite est ouverte dans C (M );

(ii) si Porbite K.p n’est pas un céne, cette orbite est de codimension 1
dans C (M).

Preuve. — On note D la droite de M passant par p. La variété projective
des droites de C (M) est G-isomorphe & G/P, ou P est le sous-groupe
parabolique de G qui stabilise D. L’hypothése sur p signifie que [’orbite
de D par K est ouverte, d’ou les affirmations de la proposition.

COROLLAIRE. — On conserve les notations de la proposition 9. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :
() K.p30;

(i) kK [C(M)]X est une algébre de polynémes a une indéterminée;
(iii) kK [C(M)]¥ # Cte.

Preuve. — Si th— $0, alors k [C (M )]¥ # Cte (les invariants séparent
les fermés invariants disjoints) et par suite, la fibre contenant fp, ¢ € k*,
du morphisme C (M )— C (M )/K correspondant a I’injection canonique
k[C(M)]*—>k[C(M)] est de codimension 1 (c¢f. prop. 9); il résulte
de 12 que I'algébre k [C (M )]¥ est de dimension 1. L’implication (i) = (ii)
provient donc de la proposition 8 et du lemme 2.

L’implication (ii) = (iii) est banale. Enfin, si K.p >0, I’ensemble des
homothétiques de K.p est un ouvert de C (M ) formé d’orbites adhérentes
4 0; par suite k [C (M )]¥ est réduit aux constantes. L’implication (iii) = (i)
est donc démontrée.

2.2. LEMME 3. — Soient T un tore maximal de G, N un G-module, et
xe NT—(0). Alors G.x%0.
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Ce résultat est démontré dans KosTANT ([4], rem. 11); la démonstration
donnée ici est due & D. LUNA (voir aussi BIRKES [2]).

Preuve. — On raisonne par 1’absurde en supposant que G.x>30. D’aprés
le critére de Hilbert-Mumford (c¢f. [7], chap. 2, § 1), il existe A € X, (G)
tel que lim, o A (z).x = 0. 1l est clair que, pour tout s e P (A), on a aussi
lim,,, (ad (s) o A) (¢) .x = 0. Soit alors B un sous-groupe de Borel de G
contenant 7. Puisque B contient un tore maximal de P (L), il existe s € P (A)

tel que ad (s). Ae X, (B); par suite 0e B.x. D’un autre cOté, on a

B.x=R,(B)T.x = R,(B).x = R,(B).x = R,(B) T.x = B.x

(les orbites de R, (B) dans N sont fermées, c¢f. [9], [2])- On a donc x = 0,
ce qui est absurde.

THEOREME 2. — Soient B un sous-groupe de Borel de G, et w e X* (B)
le poids d’un vecteur primitif p de M correspondant. Soit T un tore maximal
de B tel que o (T') = T. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) K.p30;

(i) o (@|) # —©|;.

Preuve. — Si o (@ !T) # —m|T, alors il existe pe X, (T') tel que
(p,o@)+ o |p> soit strictement positif, autrement dit, tel que

{p+o(W, m|p)> soit strictement positif. L’image de A = p+ o (k)
est contenue dans K, et on a

AM1).p =t p,

Par conséquent, K.p est adhérente a 0, et on a démontré que (ii) implique (i).

On note M, I’espace vectoriel M muni de la structure de G-module
définie par s, x = 0 (s).x, xe M, s€ G. Soient se T, et p @ pe M @ M;
on a

*) s.(p®p)=5.pRs,p=o(s)p@w(c(5)) p = (w+0c(w)(s)p.

Si K.p est adhérente 4 0, alors, utilisant le critére de Hilbert-Mumford,
il est immédiat de vérifier que ’orbite par K (et par conséquent par G)
dep ® pe M ® M, est aussi adhérente a 0. Du lemme 3 résulte alors que
p®p¢(M® M), ce qui signifie, vu (x), que @|+o (@) est diffé-
rent de zéro. On a donc démontré que (i) implique (ii).
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REMARQUE 3. — On conserve les notations du théoréme 2, et on note P

le sous-groupe parabolique de G qui stabilise la droite D de M passant
par p; le groupe P opére dans D par un caractére qu’on désigne encore
par @.
. -(a) Puisque P n o (P) est connexe (¢f. [3], 4.5), et T un tore maximal
de. Pno(P), le morphisme de restriction X* (P n o (P))— X*(T)
est injectif; de plus, il commute aux opérations de . La condition (ii)
du théoréme 2 est donc équivalente a

o(w IPno‘(P)) # -0 and(P)'

(b) La condition 6 (@ |p(p) = — |p.o(p) St équivalente & @ | p, xyo=0.
En effet, si
se(PNnK)°’=(Pno(P)nK)°
et .si
c(w |Pno(P)) =—T anc(P)’
on a

o(s) = w(o(s) = (@) (s) =@ " (5).

De I’autre coté, si 6 (@ |p.op) # — |p oy ON 2 aussi 6 (@) # —w |
il existe donc pe X, (T) tel que

(B oto@)=<{p+to(), o)

soit différent de zéro. Le caractére w est donc non nul sur p+o (n) dont
I'image est contenue dans (7 n K)° = (P n K)°.

(c) On désigne par (,) un produit scalaire sur X (7)* ® R invariant
par le groupe des automorphismes de @ (7, G).

On sait alors que P est le sous-groupe parabolique de G contenant T
associé & {ae®(7,G); (o, @) =0}. La condition o (@w|;) = — @/,
implique donc que P est c-anisotrope.

COROLLAIRE 1. — Soit pe C(M) :

(1) Si O est adhérent a I'orbite K.p, alors cette orbite est un céne.

~ (ii) S7 0 n’est pas adhérent a Porbite K.p, alors cette orbite est fermée
et de codimension 1 dans C (M ).

Preuve. — On conserve les notations du théoréme 2. La premiére affir-
mation résulte directement du théoréme 2 : on y a en fait démontré que
la condition o (w|;) # —@|, entraine que I’orbite K.p est un cone.
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On note D la droite de M passant par p, et P le stabilisateur de D. Si ’orbite
K.p n’est pas adhérente a 0, le théoréme 2 implique que P est c-anisotrope
(¢f. remarque 3 (c)); ’orbite de D par K est donc ouverte (¢f. th. 1),
et par suite K.p est de codimension 1 dans C (M ). Il résulte de cela que

K.p est fermée : sinon K—p contiendrait une orbite fermée (non réduite
a (0)) de codimension strictement plus grande que 1.

COROLLAIRE 2. — On désigne par p un vecteur primitif de M relatif
a un sous-groupe de Borel opposé de K. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(1) K.p est fermée et de codimension 1 dans C (M);

(i) k [C(M)]X est une algébre de polynémes a une indéterminée;

(iii) Kk [C (M )] # Cte.

Cela provient immédiatement du corollaire de la proposition 9 et du
corollaire précédent.

COROLLAIRE 3. — Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) La variété C(M) est presque homogéne pour [I’opération de K;
(i) k[C(M)]¥X = Cte.

Preuve. — 1l est clair que (i) entraine (ii). Soit p un vecteur primitif de M
relatif & un sous-groupe de Borel de G opposé de K. Si (ii) est vérifié, alors
K.p est adhérente a 0; du corollaire 1 résulte alors que cette orbite est
un cOne, et par suite est ouverte dans C (M ) (prop. 9). On a donc aussi (ii)
entraine (i).

3. Application : la structure de G-module de & [G/K].

3.0. On conserve les notations des paragraphes précédents; en parti-
culier, M désigne un G-module irréductible. En outre, on note (B, T)
un couple opposé de K, et S = T un tore c-anisotrope maximal de G.

On utilise les résultats précédents pour expliciter la structure de G-module
de k [G]¥ ~ k [G/K]; via le théoréme de réciprocité de Frobenius, cela
revient 4 calculer dim M ¥ pour tout M.

3.1. LemME 4. — Soient H un groupe algébrique réductif, N un H-module,
et V < N un cone fermé invariant par H. On suppose que k [V 1" = k [f]
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est la sous-algébre engendrée par un élément f homogéne de degré r > 1.
Alors, pour tout x eV — (0) tel que H.x est fermée, orbite H.x coupe r-fois
la droite de V passant par x.

Preuve. — Si tek®* vérifie t" =1, on a f(x) = f(tx), d’ou

fH.x)=f(H.tx),

et enfin H.x = H.tx (les invariants, donc f, séparent les fermés invariants
disjoints).Réciproquement, s’il existe Ae H et tek* tels que h.x = tx,
on a f(x) = f(tx), d’ou t" = 1 (puisque x # 0 et H.x est fermée).

THEOREME 3 :
(i) On adimMX < 1;

(ii) si we X * (B) désigne le poids dominant de M relativement a B,
alors, pour que M X # (0), il faut et il suffit que w vérifie les deux condi-
tions suivantes :

I°o(@|) =-w

TS

2° wlge2 X *(S).

Preuve. — On remarque pour commencer que, puisque K est réductif,
dim N ¥ = dim (N '), pour tout G-module N.

(a) On désigne par & I’ensemble des types de G-modules irréductibles M
tels qu’il existe un entier n > 1 tel que (M ™)X 2 (0). Puisque k& [C (M )]
est G-isomorphe 3 @,,, (M )™ (prop. 8), & est aussi I’ensemble des
types de G-modules irréductibles M tels que k [(C (M)]¥ # Cte. D’aprés
le théoréme 2 et son deuxiéme corollaire, pour que M « appartienne »
a &, il faut et il suffit que o (w|) = —@|;.

(b) On note p un vecteur primitif de M relatif & B, et P le stabilisateur
de la droite D de M passant par p. Le groupe P opére dans D par un carac-
tére qu’on désigne encore par @w. D’aprés les remarques 3 (@) et (b), pour
que M «appartienne » a &, il faut et il suffit que la restriction de w
a (PNnK)Y =(Pnoc(P)n K)® soit identiquement nulle.

(¢) On désigne par A I’ensemble des types de G-modules irréductibles M
tels que M X # (0); c’est donc I’ensemble des types de G-modules irréduc-
tibles M tels que k [C (M )]¥ est une algébre de polynomes & une indé-
terminée engendrée par un élément homogéne de degré 1 (cf. cor. de la
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proposition 9). Si M «appartient» 4 4, on a donc
dim(M")* =dimk[Cc(M)]f =1,

d’ou (i). D’autre part, du corollaire 1 du théoréme 2 et du lemme 4 résulte
que, pour que M « appartienne » a &, il faut et il suffit que ’orbite K.p
ne rencontre qu’une fois D, c’est-a-dire que K n P = K, ou encore que
la restriction de @ & Kn P = Kn Pn o (P) soit identiquement nulle.

(d) On suppose que M « appartient » & &#. Les sous-groupes P et ¢ (P)
sont alors opposés (¢f. rem. 3 (c)). Dans ce cas,

Pno(P)nK=(Pno(P)nK)°(SNnK)

puisque P n o (P) est connexe (c¢f. [3], 4.5) et puisque S est un tore
c-anisotrope maximal de P~ o (P) (¢f. prop. 7). Ainsi, pour que M
«appartienne » a A, il faut et il suffit que la restriction de @w a
(Pno(P)n K) eta(Sn K) soit identiquement nulle, autrement dit,
vu (a) et (b), que

o(@lp)=—-w|; et @l x=0.

Enfin, comme S n K est le sous-groupe de S formé des éléments d’ordre 2,
la derniére condition est équivalente & ® ls €2 X*(S). Le théoréme
est donc démontré.

REMARQUE 4. — La premiére affirmation du théoréme est banale et peut
se démontrer plus directement en utilisant le résultat que voici : soit H
un sous-groupe réductif de G tel que la variété G/B soit presque homogéne
pour ’opération naturelle de H (B désigne un sous-groupe de Borel de G );
alors G-module k [G]" est sans multiplicité. En effet, si la multiplicité
dans k [G]" d’un G-module irréductible était strictement plus grande que 1,
on pourrait trouver dans k [G]? ~ k[G/H ] deux vecteurs primitifs f
et f, non proportionnels et de méme poids relativement a B. Le quotient
filf> fournirait alors une fonction rationnelle sur la variété G/H, invariante
par B et non constante. Or ’hypothése implique que G/H est presque
homogéne pour I’opération naturelle de B, d’ou la contradiction.

3.2. ExeMPLE 1. — On note ey, ..., e,, la base canonique de k?",
(e,, ..., e,) le sous-espace de k2" engendré par (€di=,,...,s» €t on identifie
G = GL (2 n, k) avec I’ensemble des matrices inversibles de format 2 nx 2 n.
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On prend I’automorphisme o : s+ J's 1 J7!, ou

0 I,
J—(_In 0).

Le groupe K est le groupe symplectique Sp (n, k). Le tore S formé des
matrices diagonales

diag(ay, ..., a, ay, ..., a,)
est c-anisotrope maximal dans G; le stabilisateur B du drapeau.
2
)= (ey) =(ers enr1) = (€1, €nsrs €2) (€1, €yp1s €35 €12) ... < k™"

est un sous-groupe de Borel opposé de K. On désigne par T le tore maxi-
mal de G formé des matrices diagonales; le couple (B, T') est opposé de K.
Siy;, i=1,...,2n sont les caractéres de 7' définis par

XE(diag(al’ Azs ooy a?.n)) =4a
les poids fondamentaux relatifs & B et T sont

Wy = X1»
@y = X1 K 1
Wy, = X1t Xnsr oo H it Xnsis
Wity = X1t Xnrrt o TR Knri T Kiv 1

Wy, = A1 +Xn+1+ cre +Xn+x2n'

Comme enfin 6 (Y;)) = —Yu+» I = 1, ..., n, d’aprés le théoréme 3, pour
que le GL (2 n, k)-module irréductible M de poids dominant & = Y *, a; w;
posséde des invariants non triviaux par Sp (n, k), il faut et il suffit que
;41 =0,i=0,..., n—1.

ExEMPLE 2. — Soient G = GL (n, k) (qu’on identifie a ’ensemble des
matrices inversibles de format nxn), et ¢ I’automorphisme s s™1,
Le groupe K est alors le groupe orthogonal O (n, k). Le tore maximal S
de G formé des matrices diagonales est c-anisotrope maximal. D’aprés
le théoréme 3, pour que le GL (n, k)-module irréductible M de poids domi-
nant @ posséde des invariants non triviaux par O (n, k), il faut et il suffit

que we2 X*(S).
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