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PROBLEMES DE CAUCHY
POUR DES OPERATEURS SINGULIERS

PAR

Serge ALINHAC

REsuMmE. — L’article étudie le probléme de Cauchy unilatéral pour des opérateurs
présentant une singularité sur la surface initiale. On indique des conditions nécessaires
et des conditions suffisantes pour I’existence et 1’unicité d’une solution, le second membre
de I’équation et la solution elle-méme étant pris dans 1’espace des fonctions indéfini-
ment différentiables « plates » sur la surface initiale.

La nécessité de caractéristiques réelles et d’une singularité de type « fuchsien » est
établie, lorsqu’on suppose réalisée 1’existence et 1’unicité de la solution du probléme de
Cauchy dans un certain domaine. Les opérateurs « fuschiens » et les systémes du 1¢r ordre
singuliers qui leurs correspondent généralisent par leur forme les équations différentielles
« du type de Fuchs »; ceux d’entre eux qui sont hyperboliques (en un sens convenable)
fournissent les cas favorables pour le probléme de Cauchy envisagé. Le modéle le plus
simple en est I’opérateur d’Euler-Poisson-Darboux.

Introduction

Cet article étudie le probléme de Cauchy unilatéral pour une surface
initiale multiplement caractéristique.

La surface initiale ayant pour équation ¢ = 0 dans R"*!, les opérateurs
étudiés sont de la forme

1
p={ D;"+21+|a|gm,z<mat,p(X,t)tv"BDt Dt,

ol les coefficients @, ; sont complexes et réguliers, tandis que v, 4 et k sont
des réels non négatifs. Dans cette situation, le probléme de Cauchy sous
sa forme habituelle, avec m données initiales, n’est pas, en général, bien
posé, que les données soient C* ou analytiques en x (¢f. par exemple [1],
[3D-

On considére ici, pour P, la propriété plus faible suivante :

(i) 1l existe un voisinage D de I’origine dans le demi-espace supérieur H
tel que, pour toute f'e C® (D), plate sur ¢ = 0, il existe ununique u € C* (D),
plat sur ¢ = 0, tel que Pu = f.

(ii) Pour tout voisinage ¥ de I’origine dans H, et toute ue C® (V),
plate sur ¢ = 0, telle que Pu = 0, alors u = 0 dans V.
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290 S. ALINHAC

Si un opérateur P possede les propriétés (i) et (ii), on dit que le probléme
de Cauchy plat est bien posé.

L’étude distingue essentiellement deux cas :

1° Un cas dit « fuchsien » (selon la définition introduite par BAOUENDI
et GouLAouiC dans [3]), qui est celui ol les poids /—v,; des termes
t*-# D! D? sont moindres que m—k.

2° Un cas dit « sans propagation », ou P, est non fuchsien et ou les termes
d’ordre m—1 sont de peu de poids. Cette distinction a un fondement
géométrique qui apparait bien & deux variables lorsque P est homogéne
et a caractéristiques réelles; le cas 1° est celui ou toutes les branches de
caractéristiques partent de la surface initiale vers le demi-plan ¢ > 0;
on congoit qu’on ait alors « propagation » des données. Le cas 2° est
celui ol une caractéristique qui rencontre la surface initiale y est tout
entiére contenue, en sorte que les caractéristiques, disposées « paralléle-

\

ment» a celle-ci, ne peuvent assurer aucune « propagation ».

Le premier cas est analogue au cas non caractéristique : pour que le
probléme de Cauchy plat soit bien posé, il est nécessaire que les caracté-
ristiques de P soient réelles (au moins celles qui sont simples), et cela est
suffisant si elles sont de plus assez réguliéres (par exemple, de multiplicité
constante). Les énoncés précis correspondants font 1’objet des théo-
rémes 1.3 et 1.4 (¢).

Dans le second cas en revanche, peu importe que les caractéristiques
soient réelles ou non : le probléme de Cauchy plat est toujours mal posé.

Le role des termes d’ordre inférieur, lorsqu’il n’est pas négligeable,
est esquissé A I’aide d’exemples. Néanmoins, les phénoménes observés
sont instables, et aucun résultat d’ensemble n’est fourni.

I. Le probléme de Cauchy plat
et la nécessité des caractéristiques réelles

1. Définitions; Notations

(a) Soient H le demi-espace ouvert de R"*!, défini par

H={(x,t)eR""!, >0},
et D un voisinage de ’origine dans H.
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PROBLEMES DE CAUCHY 291

On considére dans D un opérateur différentiel P (x, ¢, 8/0x, 0/0t),
d’ordre m, dont les coefficients sont C® (D n H), & valeurs complexes,
et tel qu’en tout point P, = (x,, t,) de D n H, la direction de I’axe des ¢
est non caractéristique pour P. On note C (D) I’espace des fe C* (D)
tels que f et toutes ses dérivées s’annulent sur # = 0 (fest dite « plate »
sur ¢t = 0).

(b) Probléme envisagé :

DEFINITION. — On dira que le probléme de Cauchy plat est bien posé
avec unicité pour P dans un domaine Q, voisinage de O dans H, si

(i) Pour tout fe C,’ (Q), il existe un unique ue C,’ (Q) tel que Pu = f.

(i) Pour tout voisinage V' de O dans ﬁ, V= Q, et tout ue Cy (V),
tel que Pu = 0, alors u = 0 dans V.

On va étudier des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe
Q = D pour lequel (i) et (ii)) ont lieu.

2. Une inégalité nécessaire

LEMME 1.2. — Supposons qu’il existe un compact K, voisinage de 0 dans 1-7,
K < D tel que le probléme de Cauchy plat avec unicité est bien posé dans K
pour P. Il existe alors un entier k (K), et une constante C > 0 tels que,
pour tout ue C; (K),

1.2 supg [u| £ CYpy<ksupg | D*Pu| = C||Pul|; .
Preuve. — Elle est classique et s’appuie sur le fait que C;’ (K), muni
des normes H Hk-K’ est un espace de Fréchet.

3. Nécessité des caractéristiques réelles

(a) THEOREME 1.3. — Soit P un opérateur différentiel avec les propriétés
de 1.1 (a). Supposons que le probleme de Cauchy plat avec unicité est bien

posé pour P dans un voisinage Q de O dans I;, Q < D, au sens de la défi-
nition 1.1 (b).

Alors, dans Q N H, les caractéristiques simples de P sont réelles.
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292 ) S. ALINHAC

Preuve. — C’est une légére modification, pour le cas «plat», de la
preuve de P. D. Lax [8].
Elle est développée aux paragraphes (b), (c) et (d).

(b) Rappels sur les développements asymptotiques (cf. [5]). — Soit
0 (x, D,) un opérateur différentiel d’ordre m au voisinage Q d’un point x,
de R". Pour toutes fonctions @, y, D e C® (Q), ye C® (Q), on pose

exp(—1®) Q(yexpt®) =D 104" (@) (y)T" ¥,

définissant ainsi, dans Q, des opérateurs différentiels ¢* (®), d’ordre %,
avec en particulier

q°(@) = Q,(x, grad @),
,, 0
q' (®) = Zi=1 a;— +b,
0x;
ou

a; = 90m (x, grad @),
0k,

13

et b est le coefficient de t™ ! dans exp (—1 ®) Q (exp t ®);

q"(®) = Q.
Une onde asymptotique nulle pour Q sera une expression formelle
u=expt®(Yo+ Yi/t+...+ Yy/i"+...)

pour laquelle les relations suivantes sont vérifiées :
g° (@) = 0 (la « phase» ® de 1’onde est caractéristique pour Q).

Yo #0, et pour j = —m :
T g (@) Yy gy = 0.
Ces relations impliquent que, pour tout Ne N, en désignant par
ty = expT® (Yot ...+ Y/t
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le «tronquage» de u a 'ordre N, on a

exp(—1®) Q(uy) = ¢°(®) Yo1"+q'(®) Yo" '4... 44" (D) Y,
+4°(@) Y, " g (@) Y T4+ g" (D) Yyt
+...

+4%(®) Yy N4 gt (@) Yyt VT 4L 4 g™(D) Yy /1Y,

exp(—T®) Q(ux) = Yn+1sjtrsnm j>0 4’ (@) Xe1" ™77

ce qui explique que I’onde u est dite asymptotiquement nulle.

(¢) Réduction au cas non caractéristique. — Soient Py = (xo, to) un
point quelconque de Q n H, K un voisinage compact de P, dans
17:0 = {(x,1),t 2ty }, contenu dans Q, et tel que K = K.

On va montrer que I’hypothése du théoréme 1.3 entraine que le probléme
de Cauchy plat (sur ¢ = ¢t,) est bien posé dans K pour P. Soit en effet
f€Cp (K); on peut prolonger f en une fonction f~ € C* (), nulle pour
t < t,. Soit alors ue C® (Q), telle que Pu = f.

L’unicité implique que # = 0 pour ¢ £ ¢, dans Q. Donc

u=1uyeCy(K),

et Pu = f dans K. L’unicité dans K est évidente, et implique ’unicité
sur K.

(d) Fin de la preuve. — Soit P, = (x,, to) un point de Q n H tel qu’il
existe £, e R, &, # 0, en sorte que P, (x, ¢y, &9, T) posséde une racine
simple non réelle t,, mettons Imrt, > 0. Il existe alors une fonction
réguliére 7 (x, 1t &), définie au voisinage de (xo, %, &), non réelle,
telle que

P(x, ta g, T(xa t’ g))=0 et t(P07 E.>0)=r0'

On cherche une « fonction de phase » /(x, t), solution du probléme de
Cauchy :
$ L=1(x,11),

( l|t=t0 =&o.X.

Comme T est complexe, on ne sait pas en général résoudre exactement @,
c’est pourquoi on considére, pour tout re N, la solution approchée I,
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de @, définie par
L(x, 1) =8.x+(t—1t5)T(x, to, Eo)+ .. -,

ol /, est la somme des r premiers termes d’une série de Taylor par rapport
a ¢t dont les valeurs sur ¢ = t, se déduisent de ®. On note que toutes les
fonctions /, existent dans un méme voisinage ¥ de P,, et que

(D)=t (x, t, (1)) =0((t—1t,)") dans V.

Choisissons alors K comme en (c), avec K = V. On va construire, a 1’aide
des tronquages u, d’un développement asymptotique approché u de P,
des fonctions mettant en défaut ’inégalité de type I.2 relative a K.

Prenons r = m+k (K)+1. Les opérateurs p'(l) étant ainsi déter-
minés, remarquons que la direction de I’axe des ¢ est non caractéristique
pour p! (I,) au point Py ; en effet, le coefficient de 8/0t est OP,,/0t (Py, Eo, To),
qui est non nul, car 1, est racine simple.

Cela permet de résoudre les relations de 1.3 (b) d’une fagon approchée
en ¢ : on choisit Y, tel que

Yo(P)=1 et p'(l) Yo=0((t—1t5)),

puis Y, tel que
p (1) Y1+ p° (1) Yo = O((t—1o)), ete.

Considérons alors 1’onde asymptotique
u=e "(Yo+ Yyfit+... + Y/ +...) dans K.
Choisissons un réel positif o et un cylindre €,
¢ ={(x,1);|x=x0|Sa, tcSt<t,+b}, FcKk,

tel que (Im /), = o > 0 dans ¥, et considérons, pour NeN et L > 0
(qui restent a choisir), le tronquage uy de u sur le cylindre €., qui a méme
base que % et pour hauteur
h(r) = 18",
T

Enfin, y étant une fonction C* (R), telle que
x()=0 sit<0, x@)=1 sit=1)2,
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on pose

Maintenant, prolongeons P vy 4 K en une fonction P vy plate sur ¢ = ¢,
en sorte qu’il existe C > 0, indépendante de 1, avec

| ————
I P oy [lecxy, x = C || Poy ||k, 4ncer-

§oit wye Cp (K), Pwy = Puvy. Lunicit¢é prouve que wy prolonge v,.
Evaluons la C;-norme de P vy sur (6,,(“ :

— ! - (1) t___ti) el
PUN X(h()> uy+ Zl 1], hl(‘t) (h(‘l')) 61:’( N)5

expitl, Puy= ZN+1§_s+t§N+m,s>0 () LED)" T T+ T,

et

ou le terme T est, pour T assez grand, une fonction réguliére qui est
O ((1—1o)).
Pour un multi-indice o = (o', o, 44), ]cx! < k(K),

D*Po Z 1 X(V) t—ty) 0"*! V(Du'Pu)
N OSvZ=an+1t an+1h () h(T) atan-n—v X N

1
+ZOSuSan+1ZJ 1 l“n"'lh]+y.(,l:)

wyutw (1= aa"“_" D;’_aJ.I? Uy.
h(‘c) ofin+1TH o’

Désignons alors par M, (resp. N,) le point de %, (resp. €,)2), ot Im/,
est maximal.

Dans %), le second groupe de termes dans I’expression de D* P vy
est majoré par

C T )m-} k Tm+k 1 exp T (Im lr) (NT)’
logt

car toute dérivée de y (¢) est nulle pour ¢ = 1/2. L’ensemble des termes
du premier groupe, ol 7y intervient par une de ses dérivées, est majoré par

k r
Cexpt(Im l,)(N,)(L) tm+k<loﬁ) ;
logt

T
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296 S. ALINHAC
ceux ou yx intervient sans dérivation sont majorés par

expt(Im1,) (M) x t"'*"(k’ﬁ)
T

ou par
expt(Iml) (M)t N1,
Dr’autre part

oy M) | = |uy (M| 2 %expr(lm L)(M),

lorsque T est assez grand.
Observons que M et N, sont situés sur les faces supérieures respectives
des cylindres @, et G2, €t que
h

(Im 1) (M) ~(Im L) (N) 2 azﬂ :

en sorte que
exp(tIm,)(M,)—t(Im1,)(N,) = expt gklog T g,
T
Les choix

_ 4(m+k(K))
o

N =m+k(K) et A
assurent que, pour T assez grand, I’inégalité 1.2, relative a K et a k (K),
ne peut avoir lieu.

REMARQUE 1. — La preuve, modifiée de la fagon habituelles, s’applique
sans aucune difficulté au cas d’un systéme du premier ordre.

REMARQUE 2. — Il parait vraisemblable que I’hypothése de simplicité
des caractéristiques retenue dans le théoréme I.3 n’est pas nécessaire;
un théoréme plus général peut sans doute €tre obtenu en étendant la méthode
des caractéristiques dans le sens de DE PARIS [5], ou en adaptant la preuve
de MizoHAtA ([9], [10]) au cas « plat ».

II. — Le cas fuchsien

1. Définition et notations

On considére, dans un domaine D du demi-espace
H={(x,t)eR"'t>0]},

TOME 102 — 1974 — N° 3
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un opérateur de la forme
(%) P=t“D{"+} 11 p1m,1<md,p(X, 1) 1"° D{ D},

ou les fonctions a, s sont bornées a valeurs complexes, et les nombres k
et v, 5 sont des réels non négatifs.

DEFINITION. — P est dit «de Fuchs» (ou fuchsien) s’il existe une
fonction n (B), définie sur les multi-indices B, | B | < m, telle que

|B]|#0 = n(@)>0, n(B)=0,

et
Vi, B, l+|[3|§m, Il<m, m—k=I1-v 3+n(p).
On notera
k—v
A(P) = Sup;4|gj=m,1<m L8
m—1

en remarquant que si P est fuchsien, A (P) < 1.

2. Réduction de P’étude de P a celle d’un systéme singulier du premier
ordre

Elle est résumée par la proposition suivante.

PrOPOSITION I1.2. — Supposons P fuchsien. Alors il existe un changement
de variables (x,t) > (x, T') préservant H et la surface initiale, un systéme
singulier du premier ordre de la forme

0 " 0  B(x, T)
L=24%" ,4,(x, )2 + 222 2/
oT Li=14i( )6xi T

(out les matrices (pxp) A; et B sont complexes et bornées) et un choix de
nouvelles fonctions U (u) et g (f) (ot U (u) est un p-vecteur) tels que si u
vérifie Pu = f, U vérifie LU = (g,0, ...,0).

Remarque. — Un exemple de passage de L a P est fourni dans la preuve
du théoréme II.4 (c).

Preuve de la proposition. — Elle s’effectue en deux étapes : on trans-
forme d’abord P en un opérateur P non caractéristique, mais a coefficients
singuliers convenables, puis on réduit P a L.
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(a) Le changement de variables ~ (v). — 1l est de la forme
X=x,
~ (v
v) T iy

ol le nombre v, 0 < v < 1, reste 4 choisir en sorte que 1’équation Pu = f
soit équivalente & Pu = g (f) = t™ ¥ £, avec un P de la forme

il) = D¥+2p+|a|§m,p<mbp,u(x9 T) Twp’u D'I'3 Dz,

pPra =

bien entendu). Par le changement ~ (v), un terme ¢"* D! D? se trans-
forme en

et en plus b, , bornés et w, , = p+| o |—m (les w,, , peuvent étre négatifs,

a
Szt D D)%

X 9
rvtl—r
t

ol les a4, sont des constantes dépendant de v. Le terme de téte t* D"
devient 7*/f™ D+ ... Aprés transformation de I’équation, et multi-

plication par ™ ~¥, on obtient une équation de la forme indiquée pour P,
avec

(I=v)w,, , = infj5, (v, ,—rv+r—I+mv—k).

Les coefficients des termes de la partie principale de P seront non singuliers
pourvu que

I+|o|=m )

= v —Ilv+I-Il+mv—k =0,
I<m g ’

soit v(im—=I) = k—v, ,,i.e. v A(P).
Pour les termes de degré inférieur, on aura
W, 2 r+|o|—m
si, et seulement si, pour / = r,
v —rvHr—=l+mv—k 2 (1=v)(r+|oa|—m).

Or, par hypothése,
Vo= l—m+k+n(a),

TOME 102 — 1974 — ~N°© 3
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il suffira donc d’avoir I'inégalité

Vi, Yo, l=-m+k4+n(@—rv=I+r+mv—k=1A-v)(r+|o|—m),

soit

(@2 |a|(1-v).
En choisissant

v(2) = sup (0,49, 1=infpa 7).

||
on obtient la forme désirée pour P.

(b) Réduction a un systéme singulier. — On pose, pour k et o tels que
k+1 o i <m-—1,

1

- awm—k—|a|—l

Us. o Dk D u.

On range les couples (k, ®) dans un certain ordre, (m—1, 0) en téte, et
on note % = (%, le vecteur des %,,,.

On note, pour un multi-indice o, d (o) I’indice de la derniére variable
présente dans o (d (o)) = supu#oj), et 3, le multi-indice (0, ..., 1, ...,0),
avec 1 a la d-iéme place.

On choisit d’écrire I’équation P u = g, sous la forme

a%m_ 1,0

) oT

w »
+2p+|a|=m,p<m bp,a T*" u(%p,u—sd(a))xd(u)

yatm—p~ p—
+2 pttalsme1 by TH=T"70 U, uyr = &

A cette équation sont adjointes les équations reliant entre elles les %, ,,
soit

(2) k+|cx|§m—2, ML:“%k+l,u_

et

0Uy, o

3 k+la|=m-1, k=sm-=2,
3 !01| m m pr=

= (%k +1,a- Ed(u))-w(u)‘
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On peut alors écrire le systéme des équations (1), (2) et (3) sous la forme

) L%——+Z.1 ‘3”"+B—;"—( 0, ...,0),
x

ou les matrices A4; et B sont aisément déduites des équations (1), (2) et (3).
Vérifions enfin que les caractéristiques de la partie principale

0 B
= __—4+) i, 4,—
oT Li=s ox;

de L sont les mémes que celles de f’m : soit en effet un vecteur ¥~ = (¥ ,)
non nul tel que
TV + Q=1 48V =0.

Cela s’écrit, d’aprés (1), (2) et (3).
(B) k+laj=m=1, k=m=2, 1V, =8Ew Vi1

» &= 8d(e)

et
(1’) t’Vm—l, 0+2p+[u|=m, p<m bp,a Twpm gd(a) ,Vp,a—sd(,) = O

Supposons alors Tt # 0; les équations (3’) et (1’) permettent de calculer
toutes les composantes du vecteur ¥~ en fonction de &, T et ¥, o. On
obtient :

Vk = i "Vm—l,o-

s O Tlal

Cela prouve que ¥7,_; 0 # 0, puis, en reportant dans (1’), que

e aa—ﬁd(u)
TVln—I,O+Zp+|a|=m,p<mbp,a Twp, t.sd(m)_;m:ry/m—l,o = O,
soit
Tm+zp+ |e|=m, p<m bp,u TP P &u = 0.
Finalement,
det (T+Z?= 1 Ai &l) = Tp Pm (T, g)’

ol p e N est un nombre fixe qui dépend de la fagon dont on a réduit
I’équation P u = g au systéme L % = & (p est égal, en général, au nombre
des équations adjointes de type (2)).
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3. Une condition suffisante lorsque les caractéristiques sont réelles

(a) Rappel de quelques résultats sur les systémes hyperboliques singu-
liers. On rappelle les notations utilisées dans 1’étude de ces systémes
faite en [2]. On considére, dans un voisinage D de O dans H, un systéme
de la forme

—a—+-l—;, avec L1=6—+Z'{=1Ai 9

L= i+Z?=1Ai —
oT ox; T oT 0X;

ou les matrices (p xp) B, A; et 34,/0X; sont complexes et bornées dans D.
Le domaine D peut étre soit un borné, soit une bande 0 < T < T,,.

Pour peR, on désigne par T)H le sous-espace de L?,,,,, (D), défini
par
D,={%e Li-1)2(D), LUe Liy.1)2(D)},

et par Zu 35»" L} ., Vopérateur défini par

UeD,, L%=L%.
Le théoréme principal de [2] est le suivant :

THEOREME I1.3.a :

(1) Cas d’une bande. — On suppose L, hyperbolique symétrisable dans
la direction de I’axe des T (pour la définition, cf., par exemple, FRIEDRICHS [ 7]

ou [2]). Alors il existe p € R, tel que, pour p < o, L, est a indice.

(ii) Cas d’un domaine borné. — L’ouvert D sera défini par la donnée

d’un ouvert borné régulier Q de R’ contenant 0, d’une fonction ® e C* ©,
dd #0, ® > 0 dans Q, ® = 0 sur 0Q, et des inégalités

D={(X, T)eR""!,XeQ 0 T<®(X)}.

On suppose que les directions de I'axe des T et de toutes les normales au
bord supérieur S de D (défini par

S={(X, HeR"", XeQ, T=0(X)})

sont des directions d’hyperbolicité pour L, (au sens de (i)). Alors il existe
Ho€ R tel que, pour p <py, L, est a indice.
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(b) Domaines d’hyperbolicité. — Soient P un opérateur fuchsien dans

un domaine D, voisinage de O dans 17, ~ v(P) et L le changement de
variables et le systéme singulier du premier ordre associés 4 P selon la
proposition II.2.

DEFINITION. — On dit que D est un domaine d’hyperbolicité de P si D¥®
et L, vérifient les hypothéses des points (i) ou (ii) du théoréme II.3.a.

Remarquons que dans les cas numériques, v (P) et L sont immédia-
tement calculables, et 1’on peut donc préciser les domaines D d’hyper-
bolicité de P.

(¢) Condition suffisante :

DEFINITION ET THEOREME II.3.c. — Pour peN, ceR, 0 n <1,
on note

W2o(D)={ue L(D); V1, B, I+|B| < p, D;D}ue Ly 1s(1-nyp }-

Soient alors P un opérateur fuchsien, et D un domaine d’hyperbolicité
pour P (au sens de II.3.b). Supposons, de plus, que les dérivées premiéres
tangentielles des coefficients a, g, I+| B | = m, soient bornées dans D. Alors
il existe soe R tel que, si s <so, l’opérateur

P: Wriil.m(D)o{u; Pue LZ(D)} > L}(D)
est a indice.

Preuve. — Le théoréme est une simple traduction du théoréme II.3.aq.

1° Passage du systéme L a I’équation P. — Soit U = (%y,,) une solution

de L% = (g,0,...,0), et supposons % e L? (b), pour ¢ assez grand
négatif. On pose
1: = Tm_ 1 %0’ 0-

Des équations (2) il vient, pour k < m—2,
Diu=Tr"*'a, ,.

Utilisons alors les équations (3) successivement pour les valeurs de a,
al =1, |a| =2, etc
On obtient d’abord

0 0, & ~
k=m-2, — Uy 5, = (U = — (D& Dy, u).
o s (Zr+1,0)x, 8T( r Dy, u)
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Considérons, dans un tube 4 de base o et de hauteur A, contenu dans 5,
la distribution v = %, 5,— D% Dy, u. On peut prolonger v hors de J dans
la bande )0, /) x R% en une distribution v e L2 ()0, k), H™! (R%)) pour
un certain ¢’ grand négatif. En régularisant v horizontalement, on trouve
une distribution v, = v % @, telle que v, € L2 ()0, &) x R%) et dv,/0T = 0.
Alors, pour presque tout XeR%, v, (X, .) appartient a L2, ()0, h)) et
v, (X, .)/0T = 0, ce qui implique o, (X, T) = 0. Comme , — b dans &,
v =0 dans . Vu la forme de ]3, on peut faire le raisonnement précé-
dent au voisinage de tout point de 5, ce qui prouve que v = 0 dans D
En procédant alors de proche en proche, on obtient

1
TmkTa[=1 T

~

Uy o = DD u et Pu=
2° Traduction du théoréme I1.3.a. — On remarque d’abord que, si

f(x,t)e L? (D), sa transformée f par le changement ~ (v) est dans L2 (l~)),
avec 20 (1—v) = 25 +v. En effet, o est choisi en sorte que

f~ T2°|f(X, T)ldedT=J 2oV |f(x, t)Izdx(I_V)dt.
D D tY

Soit une norme équivalente a J 12| f(x, 1) |* dxd.
D

Soit alors fe L2 (D). Resoudre Pu=f dans D revient a résoudre
Pii=g= Tmhia- v)fdans D. Donc €€ LY iyt 2k 2mvy2(i-v) (D)

La solution % de LU = =(g,0,...,0), si elle existe, est dans
LZ ot v 26— 2mv)j2(1 ~v)) =1 (D); la solution # de P =g qui lui corres
pond d’aprés le point précédent estdans LZ ;.\ + 25— 2mvy/2¢1-v))— 1 -(m—1) (D)
c’est-a-dire que la solution u de Pu = f dans D appartient a L2 (D),
avec

28’ = —v+2s+v+2k—2mv-2m(t—v),
soit
s'=s+k—m.

De plus, pour l+(|<1} <m-—1, D!D*u se transforme en

a,

2t Dy D u T[(rv+l nit-v)]’
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r o T . Py 2 .
et le terme Dy D} u appartient 2 L((25+v+2,‘_2mv)/2(l:v»_1_(m_,_,ul_1),
donc le terme relatif & r dans la somme est dans L2 (D), avec

‘e 25+v+2k—2m+2|a|(1—v)+21
2(1—v) ’

et le terme D! D" u appartient a L2 (D), avec
v =(s+k—m)+(+]|a|(1-V)).

REMARQUE 1. — Dans le théoréme II.3.c¢, on a pris v = v (P) le plus
petit possible, de fagon a obtenir un domaine D d’existence et d’unicité
le plus grand possible. Cependant, la régularité des fonctions de I’espace
wrol,., augmente avec v : cela signifie que la solution obtenue dans D
est d’autant plus réguliére qu’on s’éloigne des caractéristiques « limites »

qui bordent D.

REMARQUE 2. — Dans les cas ol les résultats de régularité, établis en [2],
peuvent s’appliquer a- P, le théoréme II.3.c s’étend, et fournit une
« vraie » condition suffisante pour que le probléme de Cauchy dans les
fonctions C* plates soit bien posé.

4. Le role des termes d’ordre inférieur

On a vu au paragraphe 3 qu’un opérateur homogéne fuchsien « hyper-
bolique » (au sens de II.3.b), perturbé par des termes d’ordre inférieur
tels que, dans ’opérateur résultant, le plus grand poids soit celui de ¢* Dy,
avait, eu égard au probléme de Cauchy plat, un bon comportement.

C’est qu’alors une condition sur la « structure » des poids assure auto-
matiquement la dominance de la partie P, de P, partie sur laquelle on
fait des hypothéses de signes convenables (hyperbolicité).

Mais un trés bon comportement de P peut €tre observé sans que les
termes d’ordre inférieur aient des poids moindres, pourvu toutefois qu’ils
aient & leur tour des signes convenables. On doit alors plut6t considérer
ces termes comme formant la « partie principale », et regarder P,, comme
une perturbation. Il va sans dire que ce phénoméne est instable. Voyons
un exemple :

Soit I’opérateur

2 2
"+16——t"a—+ai, on k>1 et e=+1.

L =t
ot? ox? ot
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Il est facile de prouver, pour L,, des résultats analogues au théoréme I1.3.c.
Pour L_; par contre, on remarque que la fonction

y (1) =ftexp<1/ks")ds,

qui est plate sur ¢ = 0, appartient au noyau de L_,.

III. — Cas « sans propagation »
1. Définition

On considére, dans un voisinage D de O dans 17, un opérateur de la
forme
P = tk D7+Zl+lﬂ|§m,l<ma1, B(xa t)tv’"s D: D.gs
ou a;3€C” (ﬁ), et k et v,z sont réels non négatifs.
P est dit « sans propagation » si
() A(P)= 1, et il existe un couple (lo, Bo), lo+|Bo| =m, Iy < m,
pour lequel
A(P) = K Vouo,
m._.
tel que a,, 4, (0, 0) # O.
(i) Pour tous [, B, I+|B| = m—1, I <m,
k—v,p <A (P).
m—1

2. Théoréme principal

TaEOREME III.2. — Soit P un opérateur de la forme 111.1 dans un voisi-
nage D de O dans H.

Supposons que le probléme de Cauchy plat avec unicité soit bien posé
dans un voisinage Q de O dans ;f, Q < D. Alors P ne peut étre « sans
propagation ».

Preuve du théoréme. — Compte tenu du théoréme I.3, on peut supposer
que les caractéristiques simples de P dans Q n H sont réelles. La preuve
est analogue dans son principe a celle du théoréme 1.3, et utilise une iné-
galité et un développement asymptotique. Elle occupe les points b, ¢, d,

e f.
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(b) Choix d’une fonction de phase approchée ®,(reN) :

LemMme III.2.b. — Soit P un opérateur « sans propagation». Alors il
existe un changement de variables linéaire

(x, t)y—(X, t) (@ coefficients constants)

et un voisinage V de O dans H tels que, pour tout r € N, il existe dans V
une fonction @, (X, t) avec

P, (X, t, a(b’,éql') =0(|X,|) dans V,
0X ot
?,(X, 0)=0,
(I)r|X1=0 =1L
Preuve du lemme. — Soit I 'ensemble des couples (I, B), I+|B| = m,

I < m, pour lesquels
a;, %0 dans D,

v, pFA(m—1) =k.
Soit alors 7 (1, n) le polyndme

n(t, M) = Tm"‘Zu, pyerar, (0, 0) TnP.

Il existe dans / au moins le couple (/o, Bo) pour lequel a; g4 (0,0) # O,
par hypothése. Choisissons alors My e R”, m, # 0, tel que

(i) m(t,mo) n’a que des racines simples (comme polynéme en 1).
(ii) Les polyndmes en 1, Y i—, (Mo); (dn/dn,) (t, o) et w(x, o) n’ont
pas de racine commune.

Ces conditions remplies, soit T, une racine non nulle de = (t, n,). Si
I’on désigne par
tm,p+l|ﬁl—k

Pm(x’ t’ T, n)=Tm+21+||3[=m,l<mal,[}(x’ t) Tlﬂﬁ,
le polynéme obtenu de P, en posant
g=1t"n,

puis en divisant le résultat par ¢¥, on remarque que n (t, m) = P, (0, 0, T, n).
I existe donc, au voisinage de (0, 0, o) une fonction 7 (x, #, ), C*® en x
et en certaines puissances réelles de ¢, analytiques en m, telle que

-T)m(x’ t’ ‘C(X, t, TI), 11) =0 et T(Os Oa Tlo) = Tp.
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Si T, n’était pas réel, il existerait ainsi dans un voisinage de I’origine une
caractéristique simple non réelle de P, ce qui contredit I’hypothése.
Dorénavant, nous supposerons effectué un changement de variables

\

linéaire a coefficients constants (x,7) — (X, ¢) tel que (tq, Mo) = (1, ;)
(ou e, est le premier vecteur de la nouvelle base); nous garderons du reste
a notation (x, ¢ ) pour les nouvelles coordonnées. Le polyndme = a la forme

(T, M) =T"+ Y 14 p=m, 1<m D1, , T N} +(termes ol 1’ intervient),
et

a—(To, Mo) = X t+p=m,1<mP by, , = A4; #0 2 cause de (ii).
M1

Mais cela signifie que 1 est racine simple de 1;,,, 0,0,1,0,1n,) (on sépare
désormais m = (n’, n,)), donc qu’il existe une fonction r(x, ¢, T, ),
C™ en x et en certaines puissances réelles de ¢, analytique en t et n’, définie
au voisinage de (0,0, 1, 0) telle que

P,(x,t,t,n,r(x, t,7,n) =0, r(0,0,1,0)=1.

Autrement dit, P,, contient un facteur simple &, —t* r (x, t, T, £'/t%).

Nous allons construire, pour r € N donné, une solution approchée @,
du probléme de Cauchy :

g oo, oD,  _, 00,
=tr{xt, , 1 >
0x, ot ox’

' (I) le 0

S

Il suffit pour cela de prendre les r premiers termes de la série de Taylor
en x,; dont les données initiales sont fournies par (S).

Il vient
Oluo=t, Dl =@ ¥, 11,0,
axl x1=0
2
T | 0, x, 10)+_( t10) 0%, )
axl x1=0 X1 ot axl x1=0

+ 1,0 11, 0) |, etc.
ot/ ox’
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on observe que A = 1 assure que tous les termes du développement (sauf
le premier éventuellement, qui s’annule comme ¢) s’annulent comme 7%,
et qu’au voisinage de ’origine, 0®,/0t et t ~* (0®,/0x"), sont effectivement
voisins de 1 et O respectivement.

Donc
aq) o)
E=.0_f—t"r X, t,g(!):,t_lg =0(,x1|r)’
0x, ot ox'
et

Pm X, t’ aq)r”a'g =tk_kEQm—1 x’ t,@,t_ka—q?f
at 5,\' at ax'

est aussi O (| x, "), car A < k.
(c) Calcul de p' (D,).

LemMmE II1.2.c. — On a
Pl (@) =1"""g,
ou q est de la forme

les coefficients a;, a et b étant bornés prés de{ O, et a;(0,0) =4, # 0.

Preuve. — Par construction de ®,, on voit qu’au voisinage de O,
0®,/0t et 0®,/0x, sont respectivement équivalents & 1 et ¢*, tandis que
0®,/0x; (i # 1) s’annule au moins comme #*x;.

11 est nécessaire de s’assurer que les dérivées partielles secondes de @,
s’annulent suffisamment en O; on vérifie facilement que les fonctions

-1 22 2 2
X\ @ :D, 120 , x;‘tH_a ® (i#1),
t ot 0x, Ot Ox; 0t

t_xach - > Lol 0’ ®

9 2 b i, j '_Ié 1
ox3 0x4 0x; ! 0x;0x; G710

sont bornées prés de O.
Cela étant, posons

" 0 0
Pl(q)r) = Zi=1ai7‘ +o—+B.
0x; ot

13
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On a
o = ki (grad®,), a= _6_ = (grad @,),

i

et B est le coefficient de 1™~ ! dans expt ®, p (exp (+1 ®@,)).
Il vient

o= ai" (grad ®,)
ot

o®, \"" oD, \' ! (jod P
=mt*| = + m1<i<m@ppt™?1 ).
( 6t> ZHIBI 11 1B ( o ) (6):_:-)

Chaque terme
op [ 00\ ! (0D, \°
a; gt™*l
ot O0x

s’annule au moins comme ¢#T* Pl prés de 0; or, par définition de A,
vipt+A|B| 2k, donc o s’annule comme X,

On a

oD, oD, \P 71 /om, \P
oy = =m,1<m,p>0dr,pt"" . t).
~Donreenean (2o () ()
N AYGA S LAY
ot ) \ ox, ox’'

s’annule exactement comme ¢"-#+t*m=I=1. ginon, il s’annule au moins

comme "I. Or, il est des termes avec |B'i =0 et
1l

vi,g+A (m—1) = k dans a,; divisons donc &, par t*7*; la valeur du quo-

tient a ’origine n’est autre que A,, nombre introduit dans la preuve du
lemme III.2.h, et qui, par construction, est non nul.

On a de méme

a(I) Bi—1 o0 B
ai= =m,l<m, ;> a, tw'ﬂ i A
Biem s G ( >ﬁ<ax> (ax;>

(x; et B; sont relatifs aux variables autres que x,).

Tous les termes s’annulent au moins comme ¢*+#+*1B1=D_ soit au moins
comme #*7*,
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Enfin, calculons B : un terme D! Dg de P, d’ordre m, fournit un terme
en 1™ ! dans DI’expression exp (—t ®,) P (exp t ®,) dans les conditions
suivantes : m—1 dérivations parmi les m s’appliquent a4 ’exponentielle
expt ®,, tandis que celle qui reste porte sur le coefficient de exp t @,
obtenu a l’issue de la premiére opération. Par commodité, nous sépare-
rons les trois cas suivants

(o) C’est une dérivation en ¢ qui porte sur le coefficient de I’exponen-
tielle; ce coefficient est (6®,/0t)'~! (6®,/0x)?; sa dérivée par rapport a ¢
est une somme de termes de type

0D, \'"20%®, [ 0D, \* ou 0@, \' "' /0@, \" 0*®,

ot ot* \ ox ot ox ) ox;0t’
Compte tenu du facteur ¢%“P qui les accompagne, ces termes s’annulent
au moins comme

tk[B|—1+v¢_n t}.(lBl—l)+)~—1+v(,ﬂ k—l’

ou soit t

(B) C’est une dérivation en x qui porte sur le coefficient, qui est alors
(0®,/dt ) (0®,/0x)%; la dérivée par rapport & x; est une somme de termes
du type

oD, \' "1 0@, [ 0D, \P ou (acp, 100, \ P 52,

ot dx;0t\ 0x ot ox ax;0x;
qui s’annulent (compte tenu de #°-#) au moins comme ¢*~! ou #*-* respecti-
vement.

(y) Les termes d’ordre m—1 de P, s’ils existent, fournissent dans b

des termes en ¢""* (8®,/0t)! (0®,/0x)P, qui s’annulent au moins comme
toee MBI soit #*~* par hypothése.

Le fait que A =1 permet de conclure des évaluations faites au
lemme III.2.c.

(d) Forme du développement asymptotique. — On va construire dans V'
(¢f. lemme III.2.b) une onde asymptotique nulle pour P de la forme

u=exp(—t)(Yo+ Y /t+...+ Y/t +...).

On prendra ¢ = 1/®'', ol veN, v = 2 est a choisir comme on va
I’expliquer.
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LemME 1I1.2.d. — On peut choisir ve N, v = 2 tel que les opérateurs
g/ =27 * @YD pi () ne contiennent que des termes de la forme
C,y D, D%, oit C,, s’annule au moins comme t'.

Preuve. — On a
v—1

\4
r

grady = — grad @,.

Observons, pour j donné, j > 1, quelles sont les singularités sur ¢ = 0
qui peuvent s’introduire dans p’ () du fait du choix singulier de y. Un
terme D, DS(p =I+|B|<m) de P, appliqué a yexpty, fournit
dans p’/ () des dérivations d’ordre maximal p—(m—j) (aucune si
p < m—j), accompagnées d’un coefficient de la forme (grad ¥)* ou o
est un multi-indice de module m—j, et éventuellement d’autres dérivations,
d’ordre s mettons, accompagnées d’un coefficient obtenu en faisant porter
m—j dérivations parmi les p—s appliquées a exp T\ directement sur exp TV,
puis en faisant porter les p—s—(m—j) dérivations restantes sur le coeffi-
cient de exp Ty obtenu a l’issue de la premiére opération. Le coefficient
d’une telle dérivation d’ordre s est donc de la forme D2 *~ =9 (grad )",
ou |a|=m—j.

Vu le choix de V, (grad \)* est singulier au plus en 1/®¥'*! et
une dérivée d’ordre p de (grad \)* ne saurait étre plus singuliére que
1 /q),\:lmH-u.

On remarque enfin que
vim—1)—v(m—j)—p+s+(m—j)=v—m,

ce qui prouve le lemme lorsque j > 1.

Examinons le cas du coefficient B dans p' ({) (notations du lemme
III.2.¢) : les termes qui proviennent de dérivations d’ordre m—1 de P
sont, au coefficient 1/®'™ 1 prés, les mémes que ceux du cas (y) du
Lemme III.2.c; ceux qui proviennent de dérivations d’ordre m dans P
se calculent par la méme méthode qu’au lemme III.2.c, et I’on est amené
a distinguer ici aussi deux cas :

() Une dérivation en t porte sur le coefficient

1 00,\' "' (00, \*
oD\ ot ox )’
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on obtient une somme de termes pareils & ceux obtenus au cas (x) du
lemme III.2.c, au coefficient 1/®'™~Y prés, plus le terme

1 0o,\' (00, \P
o 01\ 5 )\ ox ) -

(B) Une dérivation en x porte sur le coefficient

1 (o, [o®,\"
oD\ o J\ox /)’

le seul terme de type nouveau (par rapport 4 ceux du lemme 2.c,

cas (B)) est
1 o®,\' [ 0d,\P
oI+ o J\ox )
Ces évaluations montrent que ¢* () a exactement la méme forme que

P’opérateur g décrit au lemme III.2.c, lequel satisfait en particulier a la
conclusion du lemme III.2.d.

(e) Forme du développement asymptotique (suite). — On suppose désor-
mais v choisi comme 1’indique le lemme III.2.d. On va calculer les termes
successifs Y,, Y, etc. de u de fagon que les relations du paragraphe 1.3.5
soient vérifies & ’ordre r sur x; = 0. Ces relations, rappelons-le, ont
la forme suivante :

Jg —m, Z;ﬂ;{((;n;m"'f)PP(‘p) Ym+j—p = 0'

Pour notre propos, et vu les lemmes II1.2. 5, c et dil, suffit en fait de résoudre
de fagon approchée les équations
ql YO = 0’
'Y, +q* Y, =0,
[ ' Y,+4q* Y, +4q° Y, =0, etc.,
et cela est possible car ¢! a la structure précisée pour g au lemme II1.2.c.
On opére comme suit :
(@) On choisit Yy |, .o =1, les autres données initiales sur x;, = 0
se déduisant de I’équation ¢' Y, = 0. La fonction

Y,
+x;—2

+ )_CE Y,
x1=0 axl

Yo =Y0 cee
x1=0 r! ax’i X1=0
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est telle que ¢* Yo = O (| x; [), et notons que, bien que ’opérateur g'
ait des coefficients qui contiennent certaines puissances réelles non
négatives de 7, Y, n’est pas singuliére sur ¢ = 0, car le terme 8/d¢ de g*
est accompagné d’un coefficient ¢*, A = 1.

(B) On prend, pouri >0, Y; |, _,= 0, et la méme remarque qu’en (o)

fondée sur la structure des opérateurs g’ décrite au lemme III.2.d, montre
qu’il existe une solution approchée Y;, non singuliére sur ¢t =0, a la
relation

q' Y+q* Yo +... =0,
soit
' Y+q* Y+, = 0(|x1 Ir)

(f) Impossibilité d’une inégalité de type 1.2. — L’hypothése du théo-
réme III.2 implique, selon le lemme I.2, I’existence d’une inégalité a

priori. Choisissons € assez petit pour que le compact K, (= trace sur H
de la boule fermée de centre O et de rayon &) soit contenu dans V
(¢f. lemme II1.2.5) et que @, = #/2 dans K,. Cela assure que toutes les
constructions faites aux paragraphes (b, (c), (d), (¢) sont possibles au
voisinage de K, et que exp (—7tV) est dans I’espace C;’ (K,). On note sim-
plement K = K, et ko = k(K), et I'inégalité suivante a lieu :

(In) VueCy (K), supg|u|S CYpyj<kosupk| D ul.

En supposant P « sans propagation », nous allons la mettre en défaut.

Considérons uy = exp (—1V) (Yo+ Y /t+ ...+ Y,/t"), tronquage a
I’ordre N de ’onde construite en (b), (c), (d), (¢). Les calculs, voisins de
ceux effectués dans la preuve du théoréme I.3, montrent que P u, est
de la forme

1/t*exp(=1tY)(A+B), ou A=0@x"" "), B=0"|x|),
et g est un certain réel positif qui dépend de v. Considérons les cylindres

Gr={(x1),0=t=¢/2,|x |Z¢/2, [ x| Sa(®},
ou
a(n) =1 28T,
T
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314 S. ALINHAC

A étant un réel positif qui reste & choisir. La fonction P Uy|¢,> qui appar-
tient & C7° (%), peut étre prolongée a K en une fonction P uy e Cy (K),
dont la C*-norme n’excéde pas Cte || P uy]|, ¢., la constante ne dépen-
dant pas de 1. Soit alors vyeCy (K), Puy = 1;;;,; la fonction v,
prolonge u,.

Notons M le point (0, 0, &/2). Nous allons montrer que lorsque T — + oo,
le comportement de vy (M ), comparé a celui de || P vy ||y, x, empéche (In).
Remarquons d’abord que

O, (x, 1) =t(1+0|x,]),
donc que

V(s 0 = (140,

la fonction 6 vérifiant |6 | < C'|x, |.

Evaluons alors || Puyfl, ,; pour un multi-indice o, |o| = ko,
D* P u, est de la forme
N

exp(—t)/t7(A+B), od A=O0@" N B= 0@ |x, |7,

et.qg’ est un certain réel positif.
Cherchons le maximum de la fonction ® = 1/t* exp (—1{y) sur %, :

ona®=>0et ®=0 sur t = 0; d’autre part,
oo _exp(——nl;)( t 0D,

— —It(v—-1D-4q' ),
role ( )q>

at tq/+1

ce qui assure, dans K, 00/dt > 0 dés que t est assez grand. Un point o @
atteint son maximum est donc nécessairement situé sur le bord supérieur
de €., et ® y vaut au plus

1

(2/3)7"7(1 —C’ a(1)).

exp(—1)

m

G2
Le rapport de la valeur maximale de ® sur _ a v, (M) est donc au plus

1 _ v=1y) ¢ — 1 —AC’/(e/2)V—1
(—8/2)4,(6Xp( (t/(e/2)"” ")) C'a(v) ) :

11 suffit de choisir ¥ = m+ 2ko+1, N = m+k, puis AL > 0 assez petit pour
affirmer que les vy ne peuvent satisfaire a (In) lorsque t est assez grand.
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