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PROBLÈMES DE CAUCHY
POUR DES OPÉRATEURS SINGULIERS

PAR

Serge ALINHAC

RÉSUMÉ. — L'article étudie le problème de Cauchy unilatéral pour des opérateurs
présentant une singularité sur la surface initiale. On indique des conditions nécessaires
et des conditions suffisantes pour l'existence et l'unicité d'une solution, le second membre
de l'équation et la solution elle-même étant pris dans l'espace des fonctions indéfini-
ment différentiables (( plates )) sur la surface initiale.

La nécessité de caractéristiques réelles et d'une singularité de type (( fuchsien » est
établie, lorsqu'on suppose réalisée l'existence et l'unicité de la solution du problème de
Cauchy dans un certain domaine. Les opérateurs « fuschiens » et les systèmes du 1er ordre
singuliers qui leurs correspondent généralisent par leur forme les équations différentielles
« du type de Fuchs »: ceux d'entre eux qui sont hyperboliques (en un sens convenable)
fournissent les cas favorables pour le problème de Cauchy envisagé. Le modèle le plus
simple en est l'opérateur d'Euler-Poisson-Darboux.

Introduction

Cet article étudie le problème de Cauchy unilatéral pour une surface
initiale multiplement caractéristique.

La surface initiale ayant pour équation t = 0 dans Rn+l, les opérateurs
étudiés sont de la forme

p^^Dr+L+ipi^^.^p^o^^^^,
où les coefficients û^p sont complexes et réguliers, tandis que î^p et k sont
des réels non négatifs. Dans cette situation, le problème de Cauchy sous
sa forme habituelle, avec m données initiales, n'est pas, en général, bien
posé, que les données soient C'0 ou analytiques en x (cf. par exemple [l],
[3]).

On considère ici, pour P, la propriété plus faible suivante :
(i) II existe un voisinage D de l'origine dans le demi-espace supérieur H

tel que, pour toute/e C°° (D), plate sur / = 0, il existe un unique u e C°° (D),
plat sur t = 0, tel que P u = f.

(ii) Pour tout voisinage V de l'origine dans H, et toute ueC^ÇV),
plate sur t = 0, telle que P u = 0, alors u == 0 dans V.
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290 S. ALINHAC

Si un opérateur P possède les propriétés (i) et (ii), on dit que le problème
de Cauchy plat est bien posé.

L'étude distingue essentiellement deux cas :
1° Un cas dit «fuchsien » (selon la définition introduite par BAOUENDI

et GOULAOUIC dans [3]), qui est celui où les poids l - V i n des termes
t^ D\D^ sont moindres que m-k.

T Un cas dit « sans propagation », où P^ est non fuchsien et où les termes
d'ordre m—1 sont de peu de poids. Cette distinction a un fondement
géométrique qui apparaît bien à deux variables lorsque P est homogène
et à caractéristiques réelles; le cas 1° est celui où toutes les branches de
caractéristiques partent de la surface initiale vers le demi-plan t > 0;
on conçoit qu'on ait alors «propagation» des données. Le cas 2° est
celui où une caractéristique qui rencontre la surface initiale y est tout
entière contenue, en sorte que les caractéristiques, disposées « parallèle-
ment » à celle-ci, ne peuvent assurer aucune « propagation ».

Le premier cas est analogue au cas non caractéristique : pour que le
problème de Cauchy plat soit bien posé, il est nécessaire que les caracté-
ristiques de P soient réelles (au moins celles qui sont simples), et cela est
suffisant si elles sont de plus assez régulières (par exemple, de multiplicité
constante). Les énoncés précis correspondants font l'objet des théo-
rèmes 1.3 et 1.4 (c).

Dans le second cas en revanche, peu importe que les caractéristiques
soient réelles ou non : le problème de Cauchy plat est toujours mal posé.

Le rôle des termes d'ordre inférieur, lorsqu'il n'est pas négligeable,
est esquissé à l'aide d'exemples. Néanmoins, les phénomènes observés
sont instables, et aucun résultat d'ensemble n'est fourni.

I. Le problème de Cauchy plat
et la nécessité des caractéristiques réelles

1. Définitions; Notations

(a) Soient H le demi-espace ouvert de R"4'1, défini par

H={^t)EVl+\t>QY

et D un voisinage de l'origine dans H.
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PROBLEMES DE CAUCHY 291

On considère dans D un opérateur différentiel P (x, t, 8/8x, 8 / S t ),
d'ordre m, dont les coefficients sont C°°(Z) n H), à valeurs complexes,
et tel qu'en tout point ?o = (xo, to) de D r\ H, la direction de l'axe des t
est non caractéristique pour P. On note C°° (D) l'espace des /e C°° (D)
tels que/et toutes ses dérivées s'annulent sur / = 0 (/est dite «plate»
sur t = 0).

(b) Problème envisagé :

DÉFINITION. - On dira que le problème de Cauchy plat est bien posé
avec unicité pour P dans un domaine D, voisinage de 0 dans H, si

(i) Pour tout/e C^° (Q), il existe un unique u e C^° (Q) tel que P u = f.

(ii) Pour tout voisinage V de 0 dans H, V c 0, et tout M e C°° (F),
tel que P u = 0, alors M == 0 dans V.

On va étudier des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe
û c= D pour lequel (i) et (ii) ont lieu.

2. Une inégalité nécessaire

LEMME 1 . 2 . — Supposons qu'il existe un compact K, voisinage de 0 dans H,
K <= D tel que le problème de Cauchy plat avec unicité est bien posé dans K
pour P. Il existe alors un entier kÇK), et une constante C > 0 tels que,
pour tout ue Cp° (K),

(1.2) sup^l^C^i^sup^l^PMl =C||PM|[^.

Preuve. — Elle est classique et s'appuie sur le fait que C00 (K), muni
des normes \ j|^, est un espace de Fréchet.

3. Nécessité des caractéristiques réelles

(a) THÉORÈME 1.3. — Soit P un opérateur différentiel avec les propriétés
de 1.1 (û). Supposons que le problème de Cauchy plat avec unicité est bien
posé pour P dans un voisinage D de 0 dans H, Q. c: D, au sens de la défi-
nition 1.1 (b).

Alors, dans Q n H, les caractéristiques simples de P sont réelles.
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292 S. ALINHAC

Preuve. — C'est une légère modification, pour le cas «plat», de la
preuve de P. D. LAX [8].

Elle est développée aux paragraphes (b), (c) et (d).

(b) Rappels sur les développements asymptotiques (cf. [5]). — Soit
Q (x, D^) un opérateur différentiel d'ordre m au voisinage Q d'un point XQ.
de R". Pour toutes fonctions 0, y, 0 e C°° (0), y e C°° (0), on pose

exp(-TO) ô(^expTO) = E^o^W^)^"',

définissant ainsi, dans û, des opérateurs différentiels ^ (<I>), d'ordre k^
avec en particulier

^°((I>)==ô,(x,gradO),

qlW=^=laô+b,
8x,

où

^-^(x.gradO),
î

et b est le coefficient de ^m~l dans exp ( — T (D) g (exp T <I>) ;

rW=ô.

Une onde asymptotique nulle pour Q sera une expression formelle

u = expï0(yo+ yi/ï+ . . . + W+ ...)

pour laquelle les relations suivantes sont vérifiées :

q° (0) = 0 (la « phase » Q de l'onde est caractéristique pour Q).
YQ ^ 0, et pour j ^ -m :

Vinf(w,m+j) r/^\ y _ r\
2^r=0 y V^ ^m+j-r — u-

Ces relations impliquent que, pour tout TV^eN, en désignant par

^ = = e x p T < I > ( y o + . . . + î W ^ )

TOME 102 — 1974 — N° 3
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le «tronquage» de u à l'ordre N, on a

exp(~ï0) ô(^) = ^°(<D) yoT'+^ei)) VoT"-^ . . . +qmW Yo
+q°W Yi T^+^OD) Vi T"-^ . . . +qmW Vi/ï
+...
+^(<D) ^TW-N+gl(0)^T'n-N-l+... 4-^(0) Y^\

^P(-^<S>)Q(u^=^+^,^N+rn,j>oqjWY^m~j~\

ce qui explique que l'onde u est dite asymptotiquement nulle.

(c) Réduction au cas non caractéristique. — Soient Pô = (xo, to) un
point quelconque de Q n H\ K un voisinage compact de PQ dans
Hto = { (^» t),t ^ ^o }» contenu dans D, et tel que K == K.

On va montrer que l'hypothèse du théorème 1.3 entraîne que le problème
de Cauchy plat (sur t = to) est bien posé dans K pour P. Soit en effet
fe C^ (K); on peut prolonger/ en une fonction fe C°° (û), nulle pour
/ ^ to. Soit alors u e C^° (0), telle que Pu =f.

L'unicité implique que u == 0 pour t ^ ÎQ dans Q. Donc

^==^eC;°(^),

et P u = f dans K. L'unicité dans K est évidente, et implique l'unicité
sur K.

(d) Fin de la preuve. — Soit PQ = (xo, to) un point de û n 77 tel qu'il
existe Ço e ̂  ^o 7e 0, en sorte que P^ (xo, to, Ço» T) possède une racine
simple non réelle TQ, mettons Im T() > 0. Il existe alors une fonction
régulière T (x, t, Ç), définie au voisinage de (xo, to, Ço)» non réelle,
telle que

P(x, t, Ç, r(x, t, Ç))=0 et ï(Po, Ço) = ̂ o.

On cherche une « fonction de phase » / (x, t ), solution du problème de
Cauchy :

^J ;,=T(X, r,y,

( ^=ro=Ço.^

Comme T est complexe, on ne sait pas en général résoudre exactement 0,
c'est pourquoi on considère, pour tout reN, la solution approchée /,.
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de 0, définie par

;,(x, t)--=^o.x+(t-to)T(x, to^o)+'",

où 4 est la somme des r premiers termes d'une série de Taylor par rapport
à t dont les valeurs sur / = ÎQ se déduisent de 0. On note que toutes les
fonctions /^existent dans un même voisinage V de PQ, et que

(0, - T (x, ^, 0),) = 0 (0 - ̂ o/) dans 7.

Choisissons alors ^ comme en (c), avec Â^ c: V. On va construire, à l'aide
des tronquages u^ d'un développement asymptotique approché u de P,
des fonctions mettant en défaut l'inégalité de type 1.2 relative à J .̂

Prenons r = m + Z : ( À ) + l . Les opérateurs ^(4) étant ainsi déter-
minés, remarquons que la direction de l'axe des t est non caractéristique
pour/?1 (4) au point PQ; en effet, le coefficient de 8 / S t est ÔPJ^ (PQ, Ço» ^o)»
qui est non nul, car T() est racine simple.

Cela permet de résoudre les relations de 1.3 (b) d'une façon approchée
en t : on choisit YQ tel que

Vo (Pô) =1 et p10) Yo = 0 ((f - ̂ oV),

puis YI tel que
P'O) Y,+ AO îo = O(O-^y), etc.

Considérons alors l'onde asymptotique

u=e~hlr(Yo+Y,|h+...+Y^h)N+...) dans iC.

Choisissons un réel positif a et un cylindre ^,

^ = { ( x , 0;|^-^o| ̂  to^t^to+b}, ^cX,

tel que (Im 4); ^ a > 0 dans ^, et considérons, pour N e N et À- > 0
(qui restent à choisir), le tronquage u^ de u sur le cylindre ^/,^) qui a même
base que ^ et pour hauteur

/K^?^.
T

Enfin, 7 étant une fonction C°° (R), telle que

X ( 0 = 0 si f ^ O , x ( 0 = = l si ^1/2,
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on pose

"^C^)"-
Maintenant, prolongeons P v^ à K en une fonction P v^ plate sur t = ÏQ,
en sorte qu'il existe C > 0, indépendante de T, avec

||?S|k),^C||P^||,,^.

Soit w ^ e C ^ ( K ) , P w^ = P v^. L'unicité prouve que w^ prolonge ^.
Évaluons la Q-norme de P v^ sur ^^ :

p v - y ^ - ^ p u ^m 1 1 Y^^'^V^r^N ~ x [ 77\ 1 A^+^•= 17, 777^ Y TT"̂  J^""/( N ) 9
\^(T) / 7! ^(T) \h^) ) W

et
expfT^P^=^^^^^„o^a)^OT)m~s~ f+aT)mT,

où le terme T est, pour T assez grand, une fonction régulière qui est
0((t-t^).

Pour un multi-indice a == (a', o^+i), a ^^ (À^) ,

1 /f f \ ^a"+l-vnap _y ^v Y^)/ 'o ^ u.__(n^pu ^
2)p'N-ZJO^C•"+lca"+t/,v(T)x [ W ) ) ' ^ ^ x N )

1 ^ » 1.y ym ^^p •L

+Z,o^na^+i Zj= i ^ ̂ n+i /,j+n/^

^•^(t-^y^y^p
x ^^ÔÏ-^- '^^

Désignons alors par M^ (resp. TV^) le point de ̂ ^ (resp. ^h(^/2\ ou ïm 4
est maximal.

Dans ^(-t), le second groupe de termes dans l'expression de D^ P v^
est majoré par

cf^V^T^^expTamyW,
\logT/

car toute dérivée de Y ( t ) est nulle pour t ^ 1/2, L'ensemble des termes
du premier groupe, où / intervient par une de ses dérivées, est majoré par

CexpTOmywf^Y^f^Y;yiogry \ T /
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE
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ceux où / intervient sans dérivation sont majorés par

expT^m^M^XT^f^Y
V T 7

ou par
expT^m^XM,)^-^-1.

D'autre part

I ̂  (^r) | = | ̂  (M,) | ̂  1 exp T (Im /,) (M,),

lorsque T est assez grand.
Observons que M, et N^ sont situés sur les faces supérieures respectives

des cylindres ̂  et ^)/2, et que

(Im y(M,)-(Im y(N,) ̂  oc^,
2

en sorte que

exp(Tlm 0(M,)-T(Im Q(N,) ̂  expr °^log T = T^^.
2 T

Les choix

N=m+W et K=4(m±kw)

a

assurent que, pour T assez grand, l'inégalité 1.2, relative à 7C et à k (K),
ne peut avoir lieu.

REMARQUE 1. - La preuve, modifiée de la façon habituelles, s'applique
sans aucune difficulté au cas d'un système du premier ordre.

REMARQUE 2. — II paraît vraisemblable que l'hypothèse de simplicité
des caractéristiques retenue dans le théorème 1.3 n'est pas nécessaire;
un théorème plus général peut sans doute être obtenu en étendant la méthode
des caractéristiques dans le sens de DE PARIS [5], ou en adaptant la preuve
de MIZOHATA ([9], [10]) au cas «plat».

II. — Le cas fuchsien

1. Définition et notations

On considère, dans un domaine D du demi-espace

H.={(x,t)eRn+\t>0},

TOME 102 — 1974 — N° 3
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un opérateur de la forme

(*) P=^^+L+|p|^,,<.a,p(x,0^^^,

où les fonctions û?^p sont bornées à valeurs complexes, et les nombres k
et Vi^ sont des réels non négatifs.

DÉFINITION. - P est dit « de Fuchs » (ou fuchsien) s'il existe une
fonction T| (P), définie sur les multi-indices P, P j ^ m, telle que

et
[ p | ^ 0 ^ il(P)>0, TI(P)^O,

V;,P, ;+[P|^m, l<m, m-fe=;-^p+ii(p).

On notera

?i(P)=sup^,p|=^<^- ^
m-J

en remarquant que si P est fuchsien, À- (P ) < 1.

2. Réduction de Pétude de P à celle d^un système singulier du premier
ordre

Elle est résumée par la proposition suivante.

PROPOSITION 11.2. — Supposons P fuchsien. Alors il existe un changement
de variables (x, t ) i—> (x, T) préservant H et la surface initiale, un système
singulier du premier ordre de la forme

L- 8 +7" A ( x H a .B<^T)J L -^,12.»==lA^X» l ) ^ ~ } ~ — — ~ r r —ÔT ôXi T

(où les matrices ( p x p ) A^ et B sont complexes et bornées) et un choix de
nouvelles fonctions ^U (u) et g (/) (où ^ (u) est un p-vecteur) tels que si u
vérifie Pu =f,^ vérifie L ̂  = (g, 0, ..., 0).

Remarque. — Un exemple de passage de L à P est fourni dans la preuve
du théorème II. 4 (c).

Preuve de la proposition. — Elle s'effectue en deux étapes : on trans-
forme d'abord P en un opérateur P non caractéristique, mais à coefficients
singuliers convenables, puis on réduit P à L.
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(a) Le changement de variables ~ (v). — II est de la forme

, J ^ = ^
-^ir^-

où le nombre v, 0 ^ v < 1, reste à choisir en sorte que l'équation P u = f
soit équivalente à P u =-• g (/) = tmv~kf, avec un P de la forme

P= ^+YpWm,p<mb^ nr^-^D;,

et en plus bp^ bornés et Wp^ ^ p+ \ a | —m (les Wp^ peuvent être négatifs,
bien entendu). Par le changement ^ (v), un terme ^'p D\ D^ se trans-
forme en

V ^'P/y nP ar
Lr^l1 ^T^x^+i.^

où les a^ sont des constantes dépendant de v. Le terme de tête tk D^
devient ^wv D'f + . . . Après transformation de l'équation, et multi-
plication par ^wv-fc, on obtient une équation de la forme indiquée pour P,
avec

(l-v)w^=inf^(î^-rv+r-J+mv-k).

Les coefficients des termes de la partie principale de P seront non singuliers
pourvu que

^H^l ^ ^-jv-^-î+mv-^O,
/ < m )

soit v(m-/) ^ k-Vi^, i. e. v ^ À(P).
Pour les termes de degré inférieur, on aura

w^^ ^ r + | a [ — m

si, et seulement si, pour / ^ r,

Vi ̂ -rv+r-;+mv-fe^(l-v)(r+|a|-m).

Or, par hypothèse,
^.a= /-m+fe+r|(a),

TOME 102 — 1974 — N° 3
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il suffira donc d'avoir l'inégalité

V;, Va, J-m+fc+r|(a)-rv-J+r+mv-Â;^(l-v)(r+|a|-m),

soit

r|(a)^|a|(l-v).
En choisissant

v(P)=supfo..MP), l-infi^o^V
\ M )

on obtient la forme désirée pour P.

(b) Réduction à un système singulier. — On pose, pour A" et a tels que
k+\ a l ^ m-1,

1V^=——1——-D^D^u.f t*a T>m-fe- a -1 i •x:mm-

On range les couples (/c, a) dans un certain ordre, (m—1,0) en tête, et
on note ^/ = (^^) le vecteur des ^^.

On note, pour un multi-indice a, âf(a) l'indice de la dernière variable
présente dans oc (^(oc) = sup^. /), et ôj le multi-indice (0, ...,!, . . . , 0),
avec 1 à la J-ième place.

On choisit d'écrire l'équation P u = g, sous la forme

W ^m-l.O .y L 7^p,a/^y \
———~——— ^^2Lp+ |a| =m,p<m ^p, a -1 v "'P, a-ôd(a)^d(a)

6T
i_V h TWp^+m~P~\^\ TT —a^Lp+^^m-i0?^ 1 ^(p.ay/r—^-

A cette équation sont adjointes les équations reliant entre elles les ^4^,
soit

(2) fc+H^-2, Éî^l^-^l0^1-^i i ar T ' T
et

^^.g*

(3) f c+ ]a | = m-1. Je ̂  m-2, ——a == (^+i.^-5^),^.
^T

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



300 S. ALINHAC

On peut alors écrire le système des équations (1), (2) et (3) sous la forme

W L.-^B.,.,^-fe,o,...,.),

où les matrices A, et B sont aisément déduites des équations (1), (2) et (3).
Vérifions enfin que les caractéristiques de la partie principale

r _ 8 ^ 8L l = - +L= l ^—QT Qxi

de L sont les mêmes que celles de P^ : soit en effet un vecteur ̂  = (^^)
non nul tel que

^+Œ?=iA^,)^=0.

Cela s'écrit, d'après (1), (2) et (3).

(3') k+ oc =m-l, k^m-2, T ̂  = ̂  ̂ 1,0-0^

et

(0 ^.-i.o+Zp+M^.p^fcp^r—^^^^^o.
Supposons alors T ^ 0; les équations (37) et (1') permettent de calculer
toutes les composantes du vecteur T en fonction de Ç, T et ^-1.0. On
obtient :

&"^ — •> ^' fc,a — -j^ 3r ïn-1,0-

Cela prouve que ^-1,0 ^ 0, puis, en reportant dans (!'), que

^ tta-8d(a)
T/îrm-l,0+Lp+|a|=m,p<m^,a Twp'a Çd(a)———^Tr-^m-l.O = 0,

soit

Finalement,
^+E^M=n.,p<.&p,a T——T^" = 0.

detCT+Z^^,)^?,^),

où T? e N est un nombre fixe qui dépend de la façon dont on a réduit
l'équation P u == g au système L ̂  = ̂  (p est égal, en général, au nombre
des équations adjointes de type (2)).
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3. Une condition suffisante lorsque les caractéristiques sont réelles

(a) Rappel de quelques résultats sur les systèmes hyperboliques singu-
liers. On rappelle les notations utilisées dans l'étude de ces systèmes
faite en [2]. On considère, dans un voisinage D de 0 dans H, un système
de la forme

_ S v^n . S B _ 8 ^n . SL = — + y ? = i A f — + - , avec L i = — + T ? - i A f —
8T ~ SX, T 8T ~ SX,

où les matrices (p xp) B, A, et ôAJSXj sont complexes et bornées dans D,
Le domaine D peut être soit un borné, soit une bande 0 = T < TQ.

Pour aeR, on désigne par D^ le sous-espace de L^^^(D), défini
par

D , = { ^ e L^.^(D), L^e L^^(D)},

et par L^ : D^ -> L^+^^ l'opérateur défini par

^e2^, L^= L^.

Le théorème principal de [2] est le suivant :

THÉORÈME II. 3 . f l :
(i) Cas d'une bande. — On suppose L^ hyperbolique symétrisable dans

la direction de l'axe des T (pour la définition, cf., par exemple, FRIEDRICHS [7]
ou [2]). Alors il existe UQ e R, tel que, pour \x < UQ, L^ est à indice.

(11) Cas d'un domaine borné. — L'ouvert D sera défini par la donnée
d'un ouvert borné régulier Q de R^ contenant 0, d'une fonction 0 e C1 (p),
d<5) ^0, 0 > 0 dans û, 0 = 0 sur 3Q, et des inégalités

D={(X, T^eR^S^e^O^ T<0(Z)}.

On suppose que les directions de l'axe des T et de toutes les normales au
bord supérieur S de D (défini par

S={(X, DeR^.^eQ, T=0(X)})

sont des directions d'hyperbolicité pour L^ (au sens de (i)). Alors il existe
Uo e R tel que, pour a < po, L^ est à indice.
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(b) Domaines d'hyperbolicité. — Soient P un opérateur fuchsien dans
un domaine D, voisinage de 0 dans H, ^ v (P ) et L le changement de
variables et le système singulier du premier ordre associés à P selon la
proposition 11.2.

DÉFINITION. — On dit que D est un domaine d'hyperbolicité de P si Dv(p}

et LI vérifient les hypothèses des points (i) ou (ii) du théorème II. 3. a.
Remarquons que dans les cas numériques, v (P ) et L sont immédia-

tement calculables, et l'on peut donc préciser les domaines D d'hyper-
bolicité de P.

(c) Condition suffisante :

DÉFINITION ET THÉORÈME II. 3. C. — Pour ^eN, (7 E R, O ^ T | < 1 ,
on note

^(Z))={K6L,2(2));V^,P,^+|P|^^^Z)^eL,^^(,_^|pl}.

Soient alors P un opérateur fuchsien, et D un domaine d'hyperbo licite
pour P (au sens de II. 3. b). Supposons, de plus, que les dérivées premières
tangentielles des coefficients a^^, /+ P = m, soient bornées dans D. Alors
il existe SQ e R tel que, si s < SQ, f opérateur

P : W^^(D)n{u; PUE L^D)}-^ L^D)

est à indice.

Preuve. — Le théorème est une simple traduction du théorème II. 3. a.
1° Passage du système L à Inéquation P. — Soit ^ = (^ y ) une solution

de L ^U = (g, 0, . . . , 0), et supposons ^ e L^ (D), pour o- assez grand
négatif. On pose

<w. _ nrim-l ^,
U — 1 -WQ, 0 •

Des équations (2) il vient, pour k ^ m—2,

D^u= T^'-^o.

Utilisons alors les équations (3) successivement pour les valeurs de a,
a = 1, a = 2, etc.

On obtient d'abord

k = m-2, a^ == W^i,o)x. = ̂ -(^ ̂ ).
ÔT QT
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Considérons, dans un tube y de base œ et de hauteur h, contenu dans D,
la distribution v = ̂ ^-Z^, D^ u. On peut prolonger v hors de y dans
la bande )0, h} x R^ en une distribution v e L2^ ()0, h\ H~1 (R^)) pour
un certain a' grand négatif. En régularisant v horizontalement, on trouve
une distribution ?g = î * Og telle que ?g e L2, ()0, A) x R^) et 8ÎJ8T = 0.
Alors, pour presque tout XeR^, î^(X, .) appartient à Z^()0,/î)) et
3î5g (J ,̂ .)/8T = 0, ce qui implique îg (Z, T) = 0. Comme !„->! dans ^',
î; == 0 dans ^~. Vu la forme de D, on peut faire le raisonnement précé-
dent au voisinage de tout point de D, ce qui prouve que v = 0 dans D.
En procédant alors de proche en proche, on obtient

^.«-^-i^i-r^^" et P«=g.

2° Traduction du théorème ïï.3.a. — On remarque d'abord que, si
f(x, t ) e Lj (D), sa transformée/par le changement ^ (v) est dans L^ (D),
avec 2 a (1—v) = 2s +v. En effet, a est choisi en sorte que

f T^fÇX^T^dXdT^S r^-^lAx.Ol2^0-^^.
J 'D J D t v

Soit une norme équivalente à t 2S f ( x , t ) \ 2 dxd t .
J D

Soit alors fe L2 (D). Résoudre Pu =f dans D revient à résoudre
pTi == a = 7'(wv-k)/(i-v\ /"dapc n Donc ?•<= y 2 r/TtJl M û -1 ^7 uclnî» -L/- l^u^o5 fc-L'(2s+v+2fe-2wv)/2(l-v)^^

La solution ^ de L ^/ = ^ = (g, 0, . . . , 0), si elle existe, est dans
^s+v+ife^mv^i-v))-!^ La solution u de P S = g qui lui corres-
pond d'après le point précédent est dans L^^^^_^^^ _^_, _^_ ̂  (D),
c'est-à-dire que la solution u de P u = / dans Z> appartient à L2, (Z>),
avec

25'= -v+2s+v+2^-2mv-2m(r-v),
soit

s' = s+fe—m.

De plus, pour 7+1 a ^ m-1, D\ D^ u se transforme en

L^^iï-
T[(rv+;-r)/(l-v)]
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et le terme D^D^u appartient à ^^.v.^-^^^^-,-^.,.,^.^;
donc le terme relatif à r dans la somme est dans L^ (Z)), avec

^2s+v+2fc-2m+2[a|(l-v)+2J
2 ( l - v ) ?

et le terme D\D\u appartient à L^(D\ avec

T'==(s+fe-^)+^+|oc|(l-v)).

REMARQUE 1. - Dans le théorème II. 3. c, on a pris v = v(P) le plus
petit possible, de façon à obtenir un domaine D d'existence et d'unicité
le plus grand possible. Cependant, la régularité des fonctions de l'espace
^S-^m.v augmente avec v : cela signifie que la solution obtenue dans D
est d'autant plus régulière qu'on s'éloigne des caractéristiques « limites »
qui bordent D.

REMARQUE 2. - Dans les cas où les résultats de régularité, établis en [2],
peuvent s'appliquer à P, le théorème II. 3. c s'étend, et fournit une
« vraie » condition suffisante pour que le problème de Cauchy dans les
fonctions C°° plates soit bien posé.

4. Le rôle des termes (Tordre inférieur

On a vu au paragraphe 3 qu'un opérateur homogène fuchsien « hyper-
bolique » (au sens de 11.3.6), perturbé par des termes d'ordre inférieur
tels que, dans l'opérateur résultant, le plus grand poids soit celui de ̂  Z)7",
avait, eu égard au problème de Cauchy plat, un bon comportement.

C'est qu'alors une condition sur la « structure » des poids assure auto-
matiquement la dominance de la partie P^ de P, partie sur laquelle on
fait des hypothèses de signes convenables (hyperbolicité).

Mais un très bon comportement de P peut être observé sans que les
termes d'ordre inférieur aient des poids moindres, pourvu toutefois qu'ils
aient à leur tour des signes convenables. On doit alors plutôt considérer
ces termes comme formant la « partie principale », et regarder P^ comme
une perturbation. Il va sans dire que ce phénomène est instable. Voyons
un exemple :

Soit l'opérateur

L-==:^+l^-^+£^ où fe>l et c=+l.
8t2 8x2 ôt
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II est facile de prouver, pour L^ des résultats analogues au théorème II. 3. c.
Pour Z_i par contre, on remarque que la fonction

y^-^ÇexpÇl/ks^ds,
Jo

qui est plate sur t = 0, appartient au noyau de L_^

III. — Cas « sans propagation »

1. Définition

On considère, dans un voisinage D de 0 dans H, un opérateur de la
forme

P^^Dr+L+IPl^n.^.^.P^O^^^,

où û^p e 0°° (2)), et k et î^p sont réels non négatifs.
P est dit « sans propagation » si
(i) ^(P) ^ 1, et il existe un couple (/o, Pô), lo+\ Pô = m, IQ < m,

pour lequel
^(p)^^o^

m—l
tel que ^pj0,0)^0.

(ii) Pour tous 7^ P, /+ P ^ w-1, / < m,

-̂̂ (P).
m—l

2. Théorème principal

THÉORÈME III. 2. — Soit P un opérateur de la forme III. 1 dans un voisi-
nage D de 0 dans H.

Supposons que le problème de Cauchy plat avec unicité soit bien posé
dans un voisinage 0 de 0 dans H, Q c D. Alors P ne peut être « sans
propagation ».

Preuve du théorème. — Compte tenu du théorème 1.3, on peut supposer
que les caractéristiques simples de P dans 0 n H sont réelles. La preuve
est analogue dans son principe à celle du théorème 1.3, et utilise une iné-
galité et un développement asymptotique. Elle occupe les points b, c, d,
e,f.
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(b) Choix d'une fonction de phase approchée <D,. (r e N) ;

LEMME III. 2. b. — Soit P un opérateur «sans propagation». Alors il
existe un changement de variables linéaire

(x, t)ï->(X, t) (a coefficients constants)

et un voisinage V de 0 dans H tels que, pour tout r e N, il existe dans V
une fonction <!>, (X, t) avec

Pjx,t^^\ =OW) dans V,
\ ÔX et )

<D,(^, 0)=0,
^r[X,=0=t.

Preuve du lemme. — Soit / l'ensemble des couples (/, P), /+ P i = m,
I < m, pour lesquels

a^ p ^ 0 dans D,
î^p+À,(m-0 = k.

Soit alors n (ï, T|) le polynôme

^TO-T'+^p^^p^O^r^.

Il existe dans / au moins le couple (/o, Pô) pour lequel a^^ (0, 0) ^ 0,
par hypothèse. Choisissons alors r|o e R", r|o ^ 0, tel que

(i) n (r, r|o) n'a que des racines simples (comme polynôme en r).

(ii) Les polynômes en T, ]̂  (rio), (871/8^) (r, r|o) et n (r, r|o) n'ont
pas de racine commune,.

Ces conditions remplies, soit TQ une racine non nulle de n (r, r|o). Si
l'on désigne par

P,(X, t, T, ̂ T'+L+ipi^^^p^, O^^'^^T^P,

le polynôme obtenu de P^ en posant

Ç=^1L

puis en divisant le résultat par t 1 ' , on remarque que n (r, T|) = P^ (0, 0, T, r|).
Il existe donc, au voisinage de (0, 0, T|()) une fonction T (x, t, rj), C00 en x
et en certaines puissances réelles de t, analytiques en T|, telle que

PJx, t, ï(x, t, 11), r|) = 0 et T(O, 0, r|o) = To.
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Si TQ n'était pas réel, il existerait ainsi dans un voisinage de l'origine une
caractéristique simple non réelle de P^ ce qui contredit l'hypothèse.

Dorénavant, nous supposerons effectué un changement de variables
linéaire à coefficients constants (x, t ) -» (X, t ) tel que (TQ, r|o) = (1, e^)
(où e^ est le premier vecteur de la nouvelle base); nous garderons du reste
a notation (x, t ) pour les nouvelles coordonnées. Le polynôme n a la forme

TC(T, T|) = '1cm+ï,l+p=m,l<mbl,p^l^pl+(.te!mes où T|' intervient),
et

SK_
âr|i

C^ 'Ho) :='Zl+p=m,l<mpbl,p= Ai ^0 à cause de (ii).

Mais cela signifie que 1 est racine simple de ?„, (0, 0, 1, 0, r|i) (on sépare
désormais r( = (r|', r|i)), donc qu'il existe une fonction r (;c, ^, T, TI'),
C00 en x et en certaines puissances réelles de t, analytique en T et T|', définie
au voisinage de (0, 0, 1,0) telle que

P^(x, t, T, r|', r(x, t, T, ri')) = 0, r(0, 0, 1, 0) = 1.

Autrement dit, P^ contient un facteur simple Çi—^r(;c ,^,T,Ç7^)-
Nous allons construire, pour r e N donné, une solution approchée Oy

du problème de Cauchy :

( BO, ^ / 30, _^<D,\
— -= t ^ r { x , t ,— r - , t îl—r ,' =rr x, t,-^, t

v! \

^rk=0=^

(s) ôx, y 9 8 t 9 ^y

II suffit pour cela de prendre les r premiers termes de la série de Taylor
en Xi dont les données initiales sont fournies par (5').

Il vient

^=o=t, ^ =^r(0,x ' , r , l ,0) ,
8x1l\xi=0

^ ^-^(o^M.o+^.i.o)-3^ )
Sxî ,1=0 L^i <9T ^\5xi ^=o/

+^(x',(, 1,0)-^ (^,(,1,0)1, etc.
oç 8x J5Ç' 5x
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on observe que À, ^ 1 assure que tous les termes du développement (sauf
le premier éventuellement, qui s'annule comme t ) s'annulent comme ^\
et qu'au voisinage de l'origine, S(S>y/ct et t~^ (c^/ôx'), sont effectivement
voisins de 1 et 0 respectivement.

Donc

E-^-t^rfx t aor t-^^-Otix hsx, r ~^ ~^) ' '
et

/ 8^ S^\_ ., ( ô^ ,-^r\
pm ' '"^"-r - ^Vm-l X , ^ , — — — , t ——^\ 3^ ôx / \ ôt ôx )

est aussi 0 (] ^i r), car 'k ^ k.

(c) C^/CM/ ^ /?1 (0,).

LEMME III. 2. c. — 0/2 a
A^)^'"^

où q est de la forme

^^,,1,^^=^^A+^^+&,
Y ox ô t } ~ âx, ^

les coefficients a^ a et b étant bornés près de 0, et a, (0,0) =Â, ̂  0.

Preuve. — Par construction de 0^, on voit qu'au voisinage de 0,
8^>ylSt et S^Jôx, sont respectivement équivalents à 1 et t ^ ' , tandis que
o^yjSxi (î + 1) s'annule au moins comme t^ x,.

Il est nécessaire de s'assurer que les dérivées partielles secondes de 0,.
s'annulent suffisamment en 0; on vérifie facilement que les fonctions

/xA-^d» i-̂  ^i-.^
—— ) ———y-9 t -——————? ^l l -————— \1 7- ^î

\ t ) et cx^St ôXiCt

^ô2^ -^ 82^ -î -„ a2^ - . .
t îl—-, t ^————, x^f ^——— ( î , 7^1 )

^XÎ ÔX^ÔXi ÔXiÔXj

sont bornées près de 0.
Cela étant, posons

P l ( ^ )=Z^ lOe a +a a +P.
8xi 8t
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On a

a. = ôpm (grad <&,), a = <3pm (grad <&,),
ôÇ, ÔT

et P est le coefficient de T"1"1 dans exp-r <!>,/? (exp(+t <&,)).
Il vient

(^^(gradî),)
ôt

t/3<&,\'"-1 ^ . B./^rV'Y^r'V^V) ^^.^w0^) (y.
Chaque terme

/ao V'Yao V^ ^ ^ J f — 1 - ) (—- r)
f l p Vâ^ ^x^

s'annule au moins comme ^ ' P ^ I P I près de 0; or, par définition de ^,
v^p+À P | ^ k, donc a s'annule comme tk.

On a

a -Y a ^-WB ^Y^Y^Y'c.i-L.ipi=^<^>oW ^P^a^J ^J-| = m. Km, Pi

Si l P' = 0, le terme

^./^Y/^r'Y^TV^AaxJ {sx- )

s'annule exactement comme ^ l ;^.p+^w-z- l); sinon, il s'annule au moins
comme ^.P+M/"-^-!) ^^ y ^ Qr, il est des termes avec P' = 0 et
Vi^+'k(m—l) = k dans o^; divisons donc ai par r^"^; la valeur du quo-
tient à l'origine n'est autre que A^, nombre introduit dans la preuve du
lemme III. 2.6, et qui, par construction, est non nul.

On a de même
v ^^rV n/^Y^Y^y1

^—L+ipi—^^.p^o^p^^— p< — —
\ ôt ) \ôxJ \3xJ

(x^ et P,' sont relatifs aux variables autres que x^).
Tous les termes s'annulent au moins comme ^p'^dPI"1^ soit au moins

comme tk~ï\
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Enfin, calculons P : un terme D\ D^ de P, d'ordre m, fournit un terme
en i^"1 dans l'expression exp (-T 0^) P(expr 0,.) dans les conditions
suivantes : w-1 dérivations parmi les m s'appliquent à l'exponentielle
exp T ̂ , tandis que celle qui reste porte sur le coefficient de exp T 0^
obtenu à l'issue de la première opération. Par commodité, nous sépare-
rons les trois cas suivants :

(a) C'est une dérivation en t qui porte sur le coefficient de l'exponen-
tielle; ce coefficient est ( S ^ / S t ) 1 ' 1 (S^/Sx)^', sa dérivée par rapport à ï
est une somme de termes de type

f8^\l-282<s>^8^V /^V-Yao^â2^ou
\8t ; 8t2 \8x j \8t j \8x J 8x,8t

Compte tenu du facteur ^'p qui les accompagne, ces termes s'annulent
au moins comme

^IPI-1+^.P Qu ^ ( |P | - l )+X- l+y , ,p g^ ^ f e - l ^

(P) C'est une dérivation en x qui porte sur le coefficient, qui est alors
(8^1 Bt )1 (8^/8x)^', la dérivée par rapport à x^ est une somme de termes
du type

/^Y^a^/^Y1 ^ /^Y/^Y^i20--
\8t ) 8x,8t\8x ) ou \~1h) [~8x) 8x,8x/

qui s'annulent (compte tenu de t " 1 ^ ) au moins comme t^1 ou t1'-^ respecti-
vement.

(y) Les termes d'ordre m-\ de P, s'ils existent, fournissent dans b
des termes en t^ (8^,/8t)1 (8^,/8xy, qui s'annulent au moins comme
^•P-^'Pi, soit t^ par hypothèse.

Le fait que À- ^ 1 permet de conclure des évaluations faites au
lemme III. 2. c.

(d) Forme du développement asymptotique. — On va construire dans V
(cf. lemme III. 2. b) une onde asymptotique nulle pour P de la forme

u = exp(-ïv|/)(yo+ YI/T+ . . . + Y^+ ...).

On prendra \|/ = 1/0^~1, où veN, v ^ 2 est à choisir comme on va
l'expliquer.
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LEMME III. 2. d. — On peut choisir v e N, v ^ 2 tel que les opérateurs
q3 = t^~k^m~l) pj (^) ne contiennent que des termes de la forme
C ^ p D\ D^, où C i n s'annule au moins comme t1.

Preuve. — On a

grad\|/ = — ——gradOy.
0^

Observons, pour j donné, j > 1, quelles sont les singularités sur t = 0
qui peuvent s'introduire dans pj (v|/) du fait du choix singulier de \|/. Un
terme D\ D^ (p = l+1 (3 ^ m) de P, appliqué à y exp T\|/, fournit
dans p3 (\|/) des dérivations d'ordre maximal p—(m—j) (aucune si
p < m—j), accompagnées d'un coefficient de la forme (gradvl/)", où a
est un multi-indice de module m—j, et éventuellement d'autres dérivations,
d'ordre s mettons, accompagnées d'un coefficient obtenu en faisant porter
m—j dérivations parmi les/?—.y appliquées à exp T\|/ directement sur exp T\|/,
puis en faisant porter les p—s—(m—j) dérivations restantes sur le coeffi-
cient de exp T\|/ obtenu à l'issue de la première opération. Le coefficient
d'une telle dérivation d'ordre s est donc de la forme D^'^'^ (grad v)/)",
où a = m—j.

Vu le choix de \|/, (grad vl/)" est singulier au plus en l/O^1011, et
une dérivée d'ordre p, de (grad vj/)" ne saurait être plus singulière que
1/^lai+n

On remarque enfin que

v(m—l)—v(m—j)—p+s+(m—j) ̂  v—m,

ce qui prouve le lemme lorsque j > 1.
Examinons le cas du coefficient P dans p1 (\|/) (notations du lemme

III. 2. c) : les termes qui proviennent de dérivations d'ordre m—\ de P
sont, au coefficient l/^(m~l) près, les mêmes que ceux du cas (y) du
Lemme III. 2. c; ceux qui proviennent de dérivations d'ordre m dans P
se calculent par la même méthode qu'au lemme III. 2. c, et l'on est amené
à distinguer ici aussi deux cas :

(a) Une dérivation en t porte sur le coefficient

i /^Y-Y^Y.
^v(m-l)^ ^ f \ 8 x ) 9
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on obtient une somme de termes pareils à ceux obtenus au cas (a) du
lemme III. 2. c, au coefficient 1/0^-1) près, plus le terme

1 (^\(c^
^-^\8t\sx

(^\(^
\St)\8x^

(P) Une dérivation en x porte sur le coefficient

1

le seul terme de type nouveau (par rapport à ceux du lemme 2.c,
cas (P)) est

i /a^v/^Y
8x ) *d>,v(w-l)+l \ 8t

Ces évaluations montrent que q1 (\|/) a exactement la même forme que
l'opérateur q décrit au lemme III. 2. c, lequel satisfait en particulier à la
conclusion du lemme III. 2. d.

(e) Forme du développement asymptotique (suite). - On suppose désor-
mais v choisi comme l'indique le lemme III. î.d. On va calculer les termes
successifs YQ, Y^ etc. de u de façon que les relations du paragraphe 1.3.6
soient vérifiées à l'ordre r sur x^ = 0. Ces relations, rappelons-le, ont
la forme suivante :

J^-m, y^^ P^W Y^,., = 0.

Pour notre propos, et vu les lemmes III. 2. b, c et dil, suffit en fait de résoudre
de façon approchée les équations

( q1 YQ = 0,
^1+^70=0,

( ^ l Î2+<^2yl+^ 70=0, etc.,

et cela est possible car q1 a la structure précisée pour q au lemme III. 2. c.
On opère comme suit :

(a) On choisit YQ ^.-=0= L les autres données initiales sur x^ = 0
se déduisant de l'équation q1 YQ = 0. La fonction

î o - î o +x-
8Y.

lx i=o
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est telle que q1 YQ = 0(\x^ [''), et notons que, bien que l'opérateur q1

ait des coefficients qui contiennent certaines puissances réelles non
négatives de t, YQ n'est pas singulière sur t = 0, car le terme ô/ôt de q1

est accompagné d'un coefficient ^, X ^ 1.

(P) On prend, pour / > 0, Y, ^ = o = ^ et ^a même remarque qu'en (a)
fondée sur la structure des opérateurs qj décrite au lemme III. 2. d, montre
qu'il existe une solution approchée 7,, non singulière sur t = 0, à la
relation

^y.+^y,-i+...=o,
soit

^y,+^y,-l+...=o([xJr).

(/) Impossibilité d'une inégalité de type 1.2. — L'hypothèse du théo-
rème III. 2 implique, selon le lemme 1.2, l'existence d'une inégalité a
priori. Choisissons e assez petit pour que le compact K^ (= trace sur H
de la boule fermée de centre 0 et de rayon c) soit contenu dans V
(cf. lemme III. 2. b) et que 0,. ^ t / 2 dans K^. Cela assure que toutes les
constructions faites aux paragraphes (b, (c), (J), (e) sont possibles au
voisinage de K^ et que exp (—TV|/) est dans l'espace Cp° (K^). On note sim-
plement K = K^ et ko = k ( K ) , et l'inégalité suivante a lieu :

(In) VMeq°(K), sup^l^CSi^sup^D^I.

En supposant P « sans propagation », nous allons la mettre en défaut.
Considérons u^ == exp (-T\|/) (YO+ YI/^ • • • + Yyi'^)^ tronquage à

l'ordre N de l'onde construite en (6), (c), (rf), (^). Les calculs, voisins de
ceux effectués dans la preuve du théorème 1.3, montrent que P u^ est
de la forme

l/^exp(-Tv|/)(A+B), où A^tT^-1), B=0^m\x,\r\

et q est un certain réel positif qui dépend de v. Considérons les cylindres

^T = {Oc, 0, O^t^ 8/2, [x 1 ^ e/2, |xi | ^ a(ï)},
ou

a(r)=^!°^,
T
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^ étant un réel positif qui reste à choisir. La fonction P ^i^, qui appar-
tient à C^ (^), peut être prolongée à K en une fonction P u^ e C00 (A:),
dont la C^-norme n'excède pas Cte |[ P u^ ̂ , la constante ne dépen-
dant pas de T. Soit alors v ^ e C ^ ( K ) , P ̂  = P^; la fonction ^
prolonge u^.

Notons M le point (0, 0, e/2). Nous allons montrer que lorsque T -> + oo,
le comportement de ̂  (M), comparé à celui de ; Pv^ [|̂ , empêche (In).
Remarquons d'abord que

0,(x, 0=^( l+0 |x i | ) ,
donc que

^O—^rra+e),

la fonction 9 vérifiant [ 9 [ ^ C' x^\.
Évaluons alors \\Pu^\^^\ pour un multi-indice a, a | ^ ko,

D" P u^ est de la forme

exp(-Tv[/)/^(A+5), où A = O^-^-1^), B=O(^+^(^J-^

et,^' est un certain réel positif.
Cherchons le maximum de la fonction <I> = 1 / t ' 1 ' exp (-TV|/) sur ^ :

on a 0 ^ 0 et 0 = 0 sur t = 0; d'autre part,

B0_exp(-rv|/)/ t âO, ,\
^--^T^^^T(V-1)^}

ce qui assure, dans K, ô^/St > 0 dès que T est assez grand. Un point où 0
atteint son maximum est donc nécessairement situé sur le bord supérieur
de ^, et 0 y vaut au plus

t"-(-^exp(-•)(-^o-c•c•<t»•
Le rapport de la valeur maximale de 0 sur ̂  à ^ (M) est donc au plus

1 , (exp ( - (T/(e/2r1)) C'a (r) =—L_ ̂ c7(s/2)v- ^
(s/2)^ A v v f v ' / / / v 7 (e/2)^

II suffit de choisir r = m+ 2k o+1, N = m+k, puis À, > 0 assez petit pour
affirmer que les v^ ne peuvent satisfaire à (In) lorsque T est assez grand.
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