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PROPRIÉTÉ DE RUNGE ET ENVELOPPE D'HOLOMORPHIE

DE CERTAINES VARIÉTÉS ANALYTIQUES

DE DIMENSIONS INFINIES

PAR

GÉRARD COEURÉ

RÉSUMÉ. — Dans un espace du type XxE, où X est une variété de Stein et E est un
espace localement convexe, séparé et complexe, on étudie quelques propriétés des fonc-
tions analytiques sur un ouvert Q. de XxE dont les sections suivant E sont disquées.
Si X est de dimension finie, on montre que (œ x E) n fi. et H forment une paire de
Runge pour tout ouvert de Stein © dans X, dont on déduit que l'enveloppe d'holomor-
phie de Q. est univalente au-dessu.s de l'enveloppe d'holomorphie de X. Sans hypothèse
de finitude sur X, on obtient le même résultat en supposant que X est une enveloppe
d'holomorphie convenable.

Introduction.

Dans cet article, l'abréviation e. 1. c. désignera toujours un espace
localement convexe séparé construit sur le corps des complexes C.

On rappelle qu'une application/d'un ouvert œ d'un e. 1. c. F dans un
autre G, supposé séquentiellement complet, est dite analytique si, pour tout
XQ e û), il existe une suite f" (xo) d'applications polynomiales homogènes
continues de F dans G, d° f" = n, telle que, pour toute semi-norme p,
continue sur G, il existe un voisinage V de l'origine de F, où la
série ^n^ofn(xo)W converge uniformément vers/O-o+À) relativement
à p. On pariera de fonctions analytiques lorsque G = C.

Dans la suite, X est une variété analytique connexe modelée sur un
e. 1. c. F séquentiellement complet; on se donne aussi un autre e. 1. c. E
qui pourra être considéré comme un espace de paramètres. Dans l'espace
XxE, on se donne un ouvert Q possédant la propriété suivante :

« Pour tout x e X, la section Q.^ est un ouvert disque non vide de E.
On dira que Q est ^-équilibré ».
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282 G. COEURÉ

Cet article a pour but d'étudier une propriété du type Runge sur Q
et l'enveloppe d'holomorphie de D. A cette fin, on utilisera les notations
suivantes :

(P( . ) désignera l'ensemble des fonctions analytiques sur (.).

Étant donné un ouvert œ de X, l'ensemble des fonctions f(x, y) de
€ (co x E) qui, pour tout x e co, sont polynomiales en y, sera noté P (œ, E ).

Soit H un espace vectoriel de fonctions continues sur un espace topo-
logique séparé, H^ signifiera que H est muni d'une topologie d'e. 1. c.
dont la bornologie associée est identique à celle de la convergence compacte.
Une topologie Î2Î induit sur tout sous-espace vectoriel de H une topologie *.

HYPOTHÈSES. — F est de dimension finie, X est une variété de Stem.
Le théorème dont l'énoncé suit n'a d'intérêt que dans le cas où la dimen-

sion de E est infinie, car sinon P(©, E) se tensorise en (9 (œ) 00 P ({ 0 }, E),
et le résultat obtenu est alors conséquence immédiate du fait que la
paire (cù,^) est de Runge.

THÉORÈME 1. - Pour tout ouvert de Runge et de Stem œ dans X,
P ( X , E ) est séquentiellement dense dans P ^ y E ) ' ^ .

Le dévissage de la démonstration est assez long. Le lemme suivant contient
la difficulté principale.

LEMME. — Soient K un compact holomorphiquement convexe de X, et U
un voisinage relativement compact de K. Alors il existe un voisinage W de K
tel que

(i) K c W c: W c U,
(ii) V/e P (U, E), V c > 0, 3 g e P (X, E ) tel que V^ e E,

^p.vexIgO^ y)-f(^y)\ ̂ £sup^^|/(x, y)|.
Démonstration. — (a) Soit œ un ouvert de Stein dans X, relativement

compact, contenant U, on construit d'abord g dans P(œ,£').
Il existe un polyèdre analytique W, défini par W = h~1 (A) n U, où h

est une fonction convenable dans 0 (X^ pour N assez grand, A est le poly-
disque unité de C^7, h est choisi tel que (i) soit vérifié.

TOME 102 — 1974 — ?3



PROPRIÉTÉ DE RUNGE 283

Pour tout p e )0, 1(, l'ensemble M = h~1 (pA) n W est compact,
et on choisit p assez voisin de 1 pour que K soit contenu dans M. On peut
donc construire une fonction (p, indéfiniment diffërentiable sur X, valant 1
dans un voisinage de M, et à support dans W. Désignons par (x, z) le
point courant de XxpA, et considérons l'équation

(1) f(x, y) ~d^ (x) + ̂  [z, - h, (x)} du, (x, y, z) = 0.

L'indice ; marque les espaces facteurs de C^ et d est l'opérateur de la
cohomologie de Dolbeaut sur la variété de Stein œ x p A. L'étude de cette
équation va nous occuper quelque temps.

Soit da l'élément de volume sur cox p A associé à une métrique rieman-
nienne. Si 9 est une fonction continue sur co x p A, on notera L^ les espaces
de Hôrmander formés par les formes différentielles de degré p en dx et dz
dont les coefficients sont de carré intégrable pour la mesure e~^ da. On
utilise les opérateurs hilbertiens à domaines maximaux (en abrégé dom)
suivants dont les adjoints seront notés par le surlignage ^.

T(resp. S) \u\-> du de L2 dans L\ (resp. de L\ dans L|),
êT : y (ni) = ^ (z,-h,(x)) du, de [L^ dans L2,

y : y ( v ) = [_(z,-h,(x)dv~}^^_^ de L\ dans [Lj]^
D'après le théorème 5.2.4 de [2], on peut choisir 6 tel que

(2) [ [y l l^ l l^ îOl^+IIS 'O; ) ! ! 2 , Vyedomfndom5.

D'autre part, puisque z^—h^(x) est dans ^ ( œ x p A ) , ST o y = 0 et
\z,—hi{x)}.v est dans dom T n dom 5', quel que soit v dans
dom ST n dom e97, il résulte alors de (2) l'inégalité suivante :

II^ŒI^-^Wl^ll^il^C^II'+ll^^)!!2, Vredom^ndom^.

Les lemmes 4.1.1 et 4.1.2 de [2] assurent l'existence de l'unicité des
solutions dans dom ^ n Im .T de l'équation y (ti) = v pour tout v
tel que

(3) (\v\2e~QdG<oo et f|i;|2 [̂  | ̂ -M^)|T1 e~9 da < oo,

et de plus, la solution u vérifie

(4) fn^-9^ fH'Elz,-^)!2^0^.
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284 G. COEURÉ

Les conditions (3) sont vérifiées par v = f(x, y ) afç, pour tout y dans E.
L'équation (1) admet donc, quel que soit y dans E, une solution unique

dans l'espace fonctionnel y n Im ST qui est indépendant de y. Il en résulte
que la solution u est polynomiale en y en même temps que le second
membre f(x, y ) d^.

Soit G la fonction sur œ x p A x E par

G(x, y, z) = (p(x)/(x, }0+S[z,-/î,(x)]^,

Cette fonction est donc analytique sur œ x p A et polynomiale en y ,
Appliquons-lui l'inégalité de la moyenne; il existe une fonction k^ (x, z)
localement bornée sur œ x p A telle que

(5) | G(x, y , z)|2 ^ ^(x, z) [ G(x, y , z)\2e- G(x, y , z)|2 ^ k,(x, z) ] [ G(x, y , z^e^da.

Utilisons maintenant (4) pour majorer le second membre de (5) en se
rappelant que (p a son support dans W. On obtient une fonction k^ loca-
lement bornée sur © x p A, indépendante de /, telle que

(6) | G(x, y , z)|2 ̂  k^x, z)sup^[/(x, y)\.

Soit enfin ^n^o (Jn (^ ̂  z) ^e développement taylorien en z à l'origine
de G, et soit X > 1 tel que ' k . h ( K ) soit contenu dans p. A. L'intégrale
de Cauchy fournit les estimations suivantes en remarquant que
G [x, y, h (x)] = f(x, y\ lorsque x e K :

sup^l/O, 30-En^"(^ Y. ̂ ))|

^.-^^^sup^,ir|^| G(x,y, h(x).t)\,

(7) | G"(x, ̂  /î(x)[ ̂ fllAMysupi,^^! G(x, ̂  z)|.
\ P /

Remarquons que la conjonction de (6) et (7) entraîne que chaque fonction
G" [x, y, h (x)] est localement bornée sur œ x E, et appartient donc à
P(œ,£'). Posons alors gq = ̂ n^qG" [^x, y, h(x)~], on obtient

/ g,eP(co,£)
et

(i) j sup^|/(x, .y)-g,(x, 30| ^e,sup,.^|/(x, v)|
et

lim8^=0,
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PROPRIÉTÉ DE RUNGE 285

(ii) f^(^ y)\ ̂  Hx)sup^^[/(x, y)\,

où k est une fonction localement bornée sur œ.
(&) Soit maintenant une exhaustion de X par des ouverts d'Oka-Weil œ^,

dans X\ on construit par récurrence une suite /„ telle que /o = /, et

( /,eP(co^,£)
(i) et

I ^Pxe^\fn+l(^,y)-fn(^y)\ ̂  S . 2~" SU?^ ̂  | /(x, )̂ [,

(ii) |/n+i(^ }0i ^ fe/,00sup^^|/(x, }Q[, Vxeco^+2,

où /€„ est localement borné sur (ùn+i-
La fonction/i est fournie par la partie (û); supposons/^,...,/, construits,

et appliquons le (a) en posant /=/„, A: = œ^, £/= œ^+i , œ = co^.
Il existe ,̂ avec une adhérence contenue dans œ^+1, etfn+i dans P (œ^+2, E)
te que

SUp^go,J/„+l(^} ;)-/n(^} ;)| ^^""SUp^TrJ/nO^)!———————-——————,
sup^A-iW

| /n+ 1 (^. )̂ | ̂  ̂  (^) SUp^ s Wn 1 /n (;c» )̂ |»

où k est localement bornée sur ©„ + 2 •
II suffit maintenant d'appliquer (ii) à l'ordre (^—1) pour constater

que/,+i vérifie (i) et (ii).
La suite y^ ainsi construite converge uniformément sur tout compact

de X vers une fonction g de P (X, E ) vérifiant les conditions du lemme.
Passons maintenant à la démonstration du théorème 1.
Soit K^ une suite de compacts holomorphiquement convexes dont la

réunion est ©, et soit/dans P (œ, E). Soit W^ l'ouvert W fourni par le (i)
du lemme, il existe un voisinage £/„ de l'origine dans E tel que/soit bornée
sur Wn x Un puisque W^ est relativement compact. La partie (ii) du lemme
fournit /, dans P (X, E ) tel que :

SUp^eXnXi/J/Oc, y)-fn(^ V)\ ̂  2-".

La suite 2" [/—/,] est donc bornée sur tout compact de ©x£', elle est
donc bornée dans P(w,E)^. Il en résulte que /„ converge vers /
dans P(oî,E)^.
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COROLLAIRE. — Soit K un compact holomorphiquement convexe de X,.
et posons P ( K , E ) ^ = lim P (œ, £')* lorsque œ décrit les voisinages de K.

Alors P(X,E) est séquentiellement dense dans P(K,E)^.

II suffit de remarquer que K admet un système fondamental de voisinages
d'Oka-Weil.

THÉORÈME 2. — Soit œ un ouvert de Runge et de Stem dans X, alors
PÇX,E) est séquentiellement dense dans 0 [ ( w x E ) n ûp.

Démonstration. — Puisque les sections de (œx£'n)fl suivant E sont
aussi disquées, il suffit;, d'après le théorème 1, de vérifier que P ( X , E )
est séquentiellement dense dans 0 (D)*. Soit donc / dans (9 (Q), et soit
En^o/"^^) son développement taylorien à l'origine en y. Soit s^ une
suite qui converge vers 1 et telle que s^ tende vers +00. Si l'on montre
que la suite e^ (/-E« ^N/") converge uniformément vers zéro sur tout
compact K de îî, le théorème sera démontré.

Soit À- > 1 tel que K = {(x, ty) \ (x, y) e K, et que t < X } soit encore
contenu dans 0. L'intégrale de Cauchy fournit l'inégalité qui achève
la démonstration

^sup^^^iy-^^n^f^Y^-sup^^^i/i.\ A / À — i
ii

HYPOTHÈSES. — F est métrisable et complet, E est séquentiellement
complet, X est étalée sur F.

On dira qu'un espace de Fréchet F de fonctions analytiques sur X est
de type (N) si : F est invariant par dérivation, la topologie de F est plus
fine que celle de la convergence simple et si les applications (a,f) \->f11 (a)
de FxF dans F sont équicontinues à l'origine, où /" (a) désigne l'appli-
cation x ̂ f" (x, a).

THÉORÈMES. — SiXest l'enveloppe d'holomorphie d'un espace de type ( N )
dans (9 (X), alors l'enveloppe d'holomorphie de Q est un ouvert de XxE.

Démonstration. — Désignons par p l'étalement de XxE sur F x E ,
par (F, q) l'enveloppe d'holomorphie de Q, étalée par q sur Fx E, et par u
le morphisme d'extension de 0 dans (F, q). On sait [1] que les applications
analytiques (p : (x, a) i-> x de Q dans X, et \|/ : (x, a) \-> a de Q dans E,
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PROPRIÉTÉ DE RUNGE 287

admettent respectivement des prolongements analytiques $ et \|/ à F.
Soit v l'application y i-> ($ (y), ̂ f (y)) de Y dans JTx £'. Par construction,
v est un inverse à gauche de u, de telle sorte que po VQ u = p = q^ ; il en
résulte l'identité de PQ v et q, ce qui signifie que v est un morphisme de Y
dans XxE. Il reste à montrer que ^ est injective.

Soit/dans 0 (û), la démonstration du théorème 2 montre que ̂ i^of"
converge vers/dans 0 (fî)*. Puisque/g î; est le prolongement analytique
de/" à Y, on sait, d'après [l], que ̂ ^ofS v converge dans Q (Y Y vers
le prolongement/de/à Y lorsqu'on choisit la topologie * bornologique.

fW fu

Par conséquent, si v (y) == v (Y), on a/0) = /(Y), ce qui entraîne l'injec-
tivité de v, puisque Y est séparé par (9 ( Y).

Remarque. — Parmi les espaces de type (-A0,il y a les classes A^, intro-
duites par M. SCHOTTENLOHER dans [4]. On peut d'ailleurs montrer [1]
que tout espace du type ( N ) se plonge continûment dans une classe A^.

Lorsque F est de dimension finie, Ç) (F), muni de la convergence
compacte, est évidemment de type (AQ; dans ce cas, le résultat qui suit
précise le théorème 3.

THÉORÈME 4. — Si F est de dimension finie et si E est métrisable et complet^
alors l'enveloppe d'holomorphie Q de Q est un ouvert de XxE contenant
X x { 0 ] , où X désigne l'enveloppe d'holomorphie de X.

Démonstration. — La démonstration du théorème 3 prouve que Q
est un ouvert de XxE. Soit K un compact de X, on sait que l'application
de restriction de 0(X) dans 0(X) est continue pour la convergence
compacte; il existe donc un compact K de X tel que

(8) sup^|^(x,û)|^sup^|/"(x,fl)|, Vae£, V/e^(Q).

On a noté ^n^o/"^^) 1e développement taylorien à l'origine de/
dans 0^, et gn (^ a) 1e prolongement analytique de /" (x, a) à Z.

Cette inégalité prouve la continuité en a du polynôme homogène
a\—>gn (x, a). La fonction gn est donc continue sur XxE d'après le théo-
rème de HARTOGS [3].

Enfin, soit œ un voisinage de l'origine dans E tel que Kx co soit contenu
dans 0. L'inégalité (1) et les inégalités de Cauchy entraînent la convergence
normale de la série j^gn (x, a) sur tout compact de KXG). La somme de
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28^ G. COEURÉ

cette série définit donc une fonction analytique dans un voisinage de
Xx {0 } qui prolonge /. Puisque Ô est un ouvert de XxE, Ô contient
f x { 0 } .
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