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SUR DIVERS PRODUITS DE SERIES FORMELLES
PAR

Micuer FLIESS

In memoriam Jean G. RICHARD
(1946-1971)

REsuME. — Diverses propriétés relatives aux produits d’Hadamard, de Hurwitz, et
a la diagonalisation des développements de Taylor de fonctions rationnelles et algé-
briques en une ou plusieurs indéterminées commutatives, peuvent &étre obtenues par
passage aux séries formelles en indéterminées non commutatives.

1. Introduction

Les séries formelles rationnelles et algébriques en indéterminées non
commutatives ont été introduites, en 1959, par M. P. SCHUTZENBERGER en
liaison avec la théorie des automates et des langages (cf. [4], [9] et [15]).
Nous les utilisons ici pour aborder diverses questions issues de la théorie
classique des fonctions analytiques. Plus précisément, les produits d’Hada-
mard et de Hurwitz ont un analogue en indéterminées non commutatives
bien plus aisément manipulable que celui que on a introduit dans le
cas de plusieurs indéterminées commutatives. Qui plus est, des résultats
relatifs aux développements de Taylor de fonctions rationnelles et algé-
briques sont obtenus par passage aux indéterminées non commutatives.
La diagonalisation est aussi, grice au produit d’Hadamard, justifiable
d’un tel traitement.

La plupart des résultats ont été présentés dans la thése [9] de I'auteur
et dans [6] et [7].

2. Rappels sur les séries formelles rationnelles et algébriques

Soient X un ensemble fini non vide, X* le monoide libre engendré
par X, « 1» son élément neutre, appelé mot vide. Soient 4 un anneau
commutatif unitaire, 4 ( X' > et 4 {{ X >) les anneaux des polynOémes

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



182 M. FLIESS

et des séries formels, a coefficients dans A4, en les indéterminées associa-
tives non commutatives x € X. Un élément s € 4 ({ X ) est noté

s=){(sf)f;feX*}, ou (s, f)eA.

Comme dans le cas commutatif, s est inversible si, et seulement si, son terme
constant (s, 1) l’est dans 4. Un sous-anneau R de A4 {{ X )>> est dit
rationnellement clos si, et seulement si, I’inverse de tout élément inver-
sible de R appartient encore & R. L’anneau A { (X)) des séries ration-
nelles est le plus petit sous-anneau de 4 {{ X >), qui contienne 4 { X )
et qui soit rationnellement clos (SCHUTZENBERGER [16], [17]).

Soit AV*N I’anneau des matrices carrées d’ordre N. Une représentation
B X*— AV*N est un homomorphisme de X * dans le monoide multi-
plicatif sous-jacent de AV*N. SCHUTZENBERGER [16] a montré que, pour
qu’'une série re 4 {{ X >) soit rationnelle, il faut et il suffit qu’il existe
un entier N = 1, une représentation p:X*— 4AV*N une matrice
peAV*N tels que

M r=2{(Trppf)f; feX*},

ou Tr p pf désigne la trace de la matrice p pf.

Soit & = {&,,...,&, } un ensemble de M inconnues. Considérons
un systéme d’équations &; = p;(i=1,..., M) ou p; est un polyndme
de 4 { X U Z ) de terme constant nul et tel que, pour tout j =1, ..., M,
le coefficient de &; dans p; soit nul. Suivant une méthode classique d’approxi-
mations successives, qui remonte & CAUCHY, un tel systéme, dit algébrique
constructif, admet un M-uplet solution et un seul, formé de séries de
A X)) de terme constant nul (SCHUTZENBERGER [17]). On appelle
série algébrique constructible toute série qui est la somme d’une série compo-
sante de 1’'uplet solution d’un tel systéme et d’un terme constant, éven-
tuellement nul. On vérifie aisément que ’ensemble des séries algébriques
constructibles de 4 {({ X >> constitue un sous-anneau rationnellement
clos, noté A¥&°{{ X »>, qui contient strictement 4 { (X)) (¢f- [4],

(91 [15], [17D).

Soient A[X ] et A[[X ]] les anneaux des polynomes et des séries
formels en les indéterminées associatives commutatives x € X et a coeffi-
cients dans A. On définit les anneaux 4 [(X)] et 4*'¢° [[X ]] des séries
rationnelles et algébriques constructibles en indéterminées commutatives
de méme que dans le cas non commutatif.
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PRODUITS DE SERIES FORMELLES 183

Lorsque A4 est un corps K, un élément de K [(X)] n’est autre que le
développement de Taylor a 1’origine d’une fraction rationnelle P/Q, ou
P,QeK[X], Q(,...,0) # 0. Une séric de K[[X ]] est dite algé-
brique si, et seulement si, elle est solution d’une équation en I’inconnue &
de la forme

aot"+a, 8" '+.. . +a,=0 (ag, ..., a,eK[X]).

L’anneau des séries algébriques de K[[X ]] est I'hensélisé de K[X ]
(cf. [18]). Tl est clair que toute série algébrique constructible de K [[X ]]
est algébrique. La réciproque fait probléme (c¢f. proposition 7).

Dans le cas ou X est réduit a une seule lettre x, il vient

Axy=A[x], AKx>>=A[[x]]
ALY =A[(®)], A" x> =4"[[x]].

Soit o I’épimorphisme canonique de 4 <{{ X)) sur 4[[X ]]; pour
tout se 4 ({ X)), as est dite image commutative de s. 1l est clair que
la restriction de o & A { (X)) (resp. A%'8° {{ X >)>) est un épimorphisme
de AC(X)) (resp. A" (X DY) sur A[(X)] (resp. 4% [[X ]]).

3. Produits d’Hadamard, de Hurwitz et de Lamperti

Le produit d’Hadamard de deux séries sy, s, € A {({ X)) est la série,
notée s, O s,, définie par

5108, =2 {51, /)2, /) fs feX*}.

Ce produit est associatif, commutatif et distributif par rapport a 1’addi-
tion; on obtient un nouvel anneau, qui n’est pas intégre : x ® x? = 0.
Dans la théorie classique des fonctions analytiques en une indéterminée,
cette opération avait été introduite par HADAMARD en raison des propriétés
remarquables de la fonction produit : les singularités de celle-ci sont,
grosso modo, les produits de celles des facteurs (pour une étude précise,
voir BIEBERBACH [1]).

La proposition suivante, due & SCHUTZENBERGER [17], avait déja été
démontrée dans le cas des fonctions analytiques en une indéterminée,
par Emile BorReL et JUNGEN [13] (cf. BIEBERBACH [1]).

PrROPOSITION 1. — Le produit d’Hadamard d’une série rationnelle et
d’une série algébrique constructible (resp. rationnelle) de A<{{ X)) est
une série algébrique constructible (resp. rationnelle).
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184 M. FLIESS

Le produit d’Hadamard de deux séries algébriques sur un corps de
caractéristique nulle n’est pas nécessairement algébrique. L’exemple
suivant est dd & JUNGEN [13] : C désignant le corps des complexes, x une
indéterminée, soit

a= ;;°=0<2n">x" =(1—4x)"12

une série algébrique de C [[X ]]. Le produit d’Hadamard de a par elle-
méme est la série transcendante

w [2n zxn_gj"/z de _2}1 dt
n=0 n o (1—4XSiIl29)1/2 P 0((1—12)(1—4)“2))1/2'

FURSTENBERG [10] a montré () le résultat suivant :

ProrosiTiON 2. — Le produit d’Hadamard de deux séries algébriques
en une intéderminée sur un corps parfait de caractéristique non nulle est
une série algébrique.

On appelle produit de Hurwitz de deux mots f, g de X *, et on note f 1 g,
le polynéme homogéne de 4 { X ), défini par

f"—‘g=2{f1g1 o hesf=fi-  fog8=8 .- 8 k2 1}-
Il vérifie les relations
lml=1, Vyx : lmx=xwml=x,
Vex,p i fxmgy=(fmgy)x+(fxmg)y.
Par linéarité, on le prolonge a A{ XD et ALK X)) :
syuisy = {(s1, f) (52, @) fuug; f, geX *}.

Ce produit est associatif, commutatif et distributif par rapport a 1’addi-
tion; on obtient ainsi un nouvel anneau qui est intégre si, et seulement si, 4
I’est. Dans la littérature de langue anglaise, on le rencontre sous le nom
de shuffle product; il intervient dans 1’étude des algébres de Hopf (cf.
SWEEDLER [19], chap. 12).

(*) FURSTENBERG le fait pour un corps fini, mais n’utilise que la propriété suivante
des corps parfaits de caractéristique non nulle : I’existence pour tout élément d’une
racine d’ordre égale a la caractéristique.
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PRODUITS DE SERIES FORMELLES 185

Le nom produit de Hurwitz a pour origine une opération sur les séries
en une indéterminée définie par HURwITzZ [12] et PINCHERLE (cf.
BIEBERBACH [1]) :

b

an n
a=Yuzo5irs  b=Dnzomiys
zZ zZ

Cn N n n
c=amb=Zn;oT+—1, ou cn=Zk=o(k)akbn—k
z

[Il est clair, en effet, que x*m x" "% = (Z)x"]

LAMPERTI [14] a généralisé (%) les produits d’Hadamard et de Hurwitz
de la maniére suivante : soient a, B, y trois éléments de A, le produit
de Lamperti de f, ge X *, relativement a4 o, B, y, est le polyndme
de A(X) :

<, Bv8 = Z“nlﬁnzYnsflgl hy ... fugkh

f=fihi. .. filhy g=8g1hy. .. gho
"1=|f1---fk|, n:l=|g1"'gk|a n3=|h1---hk|

(|f| désigne la longueur du mot fe X *), k 2 1. Lorsque o =B =0,
v =1, on obtient le produit d’Hadamard; lorsque a =B =1, vy =0,
on obtient le produit de Hurwitz.

Le produit de Lamperti des séries

b

a, n
a=Ynzo i € b=DYuzo—iy
z z
est la série

Cn \ injak
c= 2"2071’ ou ¢, = Zi+j+k=n o« B Y i by
z

n:
ijlk!

(®») LampeRTI I’a fait pour une indéterminée. Pour plusieurs indéterminées, 1’idée
est due & SCHUTZENBERGER.
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Lorsque A est le corps C et lorsque a et b représentent des fonctions
analytiques au voisinage de I’infini, on vérifie la formule suivante (%) :

0Py b(2) = a(t)b<1_°“>_i”_
2in) @ B+vyt /) B+t

=_1_j a<1—Bt>b(t) a
2im) @y \o+vyt oyt

ou (I') et (I") sont des courbes simples entourant un cercle centré a ’origine
de rayon suffisamment grand. On généralise les formules classiques sui-
vantes :

— produit d’Hadamard :

a0b@ =\ a@b(Z\¥ = 1| a(Z\b)yas
2iT) @ t/)t 2inJa) t

— produit de Hurwitz :

amb(z) =2—:1tj(r)a(t)b(z—t)dt=21ﬁj(r')a(z—t)b(t)dt.

PROPOSITION 3. — Le produit de Lamperti, donc de Hurwitz, d’une série
rationnelle et d’une série algébrique constructible (resp. rationnelle) de
AL X)) est une série algébrique constructible (resp. rationnelle).

Preuve. — La méthode est inspirée de GINSBURG et E. H. SPANIER
(voir GINSBURG [11], p. 108). Introduisons

X ={x;xeX}, ):(={>:c;xeX}

tels que X n X=XnX=XnX= . Substituons, dans les séries
s1,5,€AX)> a tout xeX, respectivement les séries rationnelles

ax(L{f; feX *P+rX = ax(1-Leex D ' +75%,
BO{fifeX*Nx+x=(1-Y ex®) ' x+%.
On obtient des séries 57, 5 € A K X U Xu )? >>, dont on vérifie aisément

qu’elles sont rationnelles ou algébriques constructibles si s, et s, le sont.

(3) Communication personnelle de RICHARD.
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Soit ¢ LA K 1}’ uXu A_’>> — A {{ X ») lépimorphisme défini par
Ox =¢x=0¢x=x. Il vient
$1 %4, p,y52 = 0 (51 O 53).

Remarque. — Supposons ry, r, € A (X)) données, comme en (1),
par Ny, Wy, Py, Ny Wy, po. Soient 1y : X* — ANNi (i = 1, 2) la repré-
sentation qui, & tout fe X *, fait correspondre la matrice identité,
VX *— gANN2XNiN2 g représentation définie, pour tout x € X, par

v = (a(pn @y Iy)+B(ly, ®412)+7 (1y ®415)) X,

11 vient
1 &y pyT2 =Z{(TIP1 ®AP2Vf)fo€X*}~

® , désigne le produit tensoriel sur I’anneau 4 de matrices ou de repré-
sentations.

Dans le cas particulier du produit de Hurwitz, on a :
vx = (p; @ 1y, + 1y, @4 H2)x.
Pour le produit d’Hadamard, rappelons que ’on a (¢f. [16], [17]) :
riOry=Y{(Ttp ® P11 ®ut2 f) f;feX*}.

4. Application aux indéterminées commutatives

Quelques auteurs ont cherché a généraliser, au cas de plusieurs indéter-
minées commutatives, les propriétés remarquables des produits d’Hadamard
et de Hurwitz obtenues pour une seule indéterminée. Ainsi, BOCHNER
et MARTIN [2] définissent dans 4 [[X]] les produits suivants, ou a, et b,
sont des polyndmes homogenes de degré n de A [X], tels que a =) ,» @,
b=3Y,0b,:

aHb=),50a,b, (produitd’Hadamard-Bochner-Martin),

a#b=y,s0 <EZ= o < Z) agb,_ k) (produit de Hurwitz-Bochner-Martin)

ProrosITION 4. — Le produit d’ Hadamard-Bochner-Martin ou de Hurwitz-
Bochner-Martin d’une série rationnelle et d’une série algébrique constructible
(resp. rationnelle) de A [[X ]] est une série algébrique constructible (resp.
rationnelle).
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188 M. FLIESS

Preuve. — Faisons-la, par exemple, pour le produit d’Hadamard.
Soient sy, s,€A[[X]], si,55€ A< X)) d’images commutatives s,,
s,.57 et s, peuvent étre choisies rationnelles ou algébriques constructibles

si sy, 5, le sont. Soit X = {?c;xeX} tel que X' n X = . Les séries s7,
s; de 4 {{ X U X)), obtenues en substituant dans s;, 55, & tout x€ X,
respectivement x (3 .x), (X,ex»)X, sont de méme nature. Soit

V:A4{XuX))— A[[X]] I'épimorphisme défini par § x = ¢ x = x.
Il vient sy Hs, = Y (s7 O 55

Remarque. — Dans A [[x, .., x, ]], on aurait pu définir le produit
d’Hadamard suivant :

k k / k k

(Zkb e k20 Sk, e kn X1 - Xy ) O ks, e kn20 Sk, oy kn X1 -+ Xn")
’ k k.

= Zkl, oo K20 SKy cors o Skt eony kn X1+ X"

Un exemple, dt & Hurwitz [12], montre qu’il ne conserve pas la ratio-
nalité. Soient Z 1’anneau des entiers

ki+k -
ry = Zk,,kzgo< lkl 2>x’{1 x5 = [1=(x;+x)]7%
r, = Zk;o xl; x'; =(1-x; xz)_1

des séries de Z [(xy, x,)]. Il vient
2k -
"1@"2=Zk30< k )x,;x’é:(l“‘“hxz) vz,

Le paradoxe apparent qui existe avec le cas non commutatif est levé par
Pintroduction du concept de série reconnaissable (cf. [8], [9]).

5. Diagonalisation
La diagonale de
S = D kty oo k20 Skt ek X1 -+ - Xp €A [[ X4, -, X,]]
est la série @ s de 4 [[¢ ]], ol ¢ est une nouvelle indéterminée, définie par

k
Ds= Zkgosk,...,kt .

Lorsque A = C, les singularités de la fonction analytique, définie par 2 s,
ont été étudiées, connaissant celles de s, par CAMERON et MARTIN [3].
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PROPOSITION 5. — La diagonale d’une série rationnelle en deux indéter-
minées commutatives est une série algébrique constructible.

Preuve. — Soient re 4 [(xy, x,)], r' € A {(xq, x,) > d’image commu-
tative r. Rappelons (¢f. NIVAT [15]) que le langage sur X :

{ifex | fla=1flu}

A, | ' y .
ou f {xl, S| x, désignent les nombres d’occurrences de x;, x, dans f,
est algébrique non ambigu (*). Par conséquent, la série caractéristique

d=Y{f;feX* |fle=|fls}
est algébrique constructible dans A4 {{ xq, x, »). Soit
AL x, X0y —> At ]],

I’épimorphisme défini parn x, == t,nx, = l.llvient 2 r = 1 (r' © d). En
vertu de la forme du systéme algébrique constructif donnant d (¢f. [15]) :
il y a, dans les monémes, autant d’occurrences de x; que de x,, on déduit,
de la démonstration de la proposition 1, que, en dépit du fait que n x, = 1,
92 r est algébrique constructible.

Lorsque A = C, I’algébricité de la diagonale 2 F du développement
de Taylor a ’origine d’une fraction rationnelle F en deux indéterminées
peut étre prouvée par la formule des résidus :

L 1\
70 2inj<r>F<C’C>C’

ou (I') est une courbe simple, suffisamment « petite », entourant 1’origine,
Pour plus de deux indéterminées, un exemple, dii & FURSTENBERG [10].
montre que la diagonale peut étre transcendante.

Lorsque A4 est un corps de caractéristique non nulle, FURSTENBERG [10]
a prouvé que, quel que soit le nombre d’indéterminées, la diagonale est
algébrique.

Généralisant FURSTENBERG [10], qui I’a prouvé pour les corps parfaits
de caractéristique non nulle, CHRISTOL [5] a démontré le résultat suivant :

PROPOSITION 6. — Toute série algébrique en une indéterminée sur un
corps parfait de caractéristique quelconque est diagonale d’une série ration-
nelle en deux indéterminées.

() Un langage algébrique n’est autre qu’un context-free language au sens de
N. CHoMmsKY (cf. [4], [11] et [15]). Pour la notion d’ambiguité, voir [4] et [11]. Le langage
considéré ci-dessus est le plus simple des langages de Dyck (cf. [4], [15]).
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190 M. FLIESS

Des deux propositions précédentes, on déduit :

PROPOSITION 7. — Toute série algébrique en une indéterminée sur un
corps parfait de caractéristique quelconque est algébrigue constructible.

Remarque. — En utilisant, comme CHRISTOL [5], les éléments de Pisot-
Vijayaraghavan, on aurait pu obtenir directement ce dernier résultat.

On peut énoncer, sur le produit de Hurwitz, un résultat analogue a celui
de FURSTENBERG [10] sur le produit d’Hadamard (prop. 2).

PROPOSITION 8. — Le produit de Hurwitz de deux séries algébriques en
une indéterminée sur un corps parfait de caractéristique non nulle est une
série algébrique.

Preuve. — K étant un corps parfait de caractéristique non nulle, soient a,,
a, deux séries algébriques de K [[x ]], diagonales des séries rationnelles r,
de K[[u,v]] et r, de K[[u',v']]. Dans K[[u, s, v,v' ]], effectuons
le produit de Hurwitz-Bochner-Martin de r, et r,. D’aprés la proposi-
tion 4, on obtient une série rationnelle

m’  n_ '

m
r=Zm,m’.n,n’§0rm,m’,n,n'u u vov
11 vient

m+n

almal = Zm,ngorm,m,n,nx

On démontre 1’algébricité de cette séric de la méme maniére que
FURSTENBERG [10] le fait pour la diagonale d’une série rationnelle en
plusieurs indéterminées sur un corps de caractéristique non nulle.
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