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PUISSANCES EXTÉRIEURES,
DÉTERMINANTS ET CYCLES DE SCHUBERT

PAR

ALAIN LASCOUX
Université Paris VII

RÉSUMÉ. — Cet article se propose de montrer qu'étant donné un drapeau de modules
localement libres Ai <= ... <= Ap et un module localement libre E sur une base lisse S quasi
projective, on peut leur associer des cycles possédant les mêmes propriétés que dans le
cas classique ou les Ai sont des modules triviaux, S une grassmannienne sur un corps
algébriquement clos, et E le fibre (( tautologique » sur la grassmannienne.

Les cycles de Schubert sont à la base de maints développements en géo-
métrie. Nous donnerons en exemple les classes de Chern telles qu'elles
ont été introduites par TODD et EGER. Une autre voie de recherche est
l'étude des singularités de morphismes de fibres et le calcul des poly-
nômes dits de Thom-Boardman, les cycles de Schubert étant les singu-
larités « d'ordre 1 » (cf. RONGA [9] ou LASCOUX [7]).

Étant donnée l'importance des cycles de Schubert, il convient donc
de revenir sur les longs calculs de HODGE et PEDOË [3] qui servent de
référence; ils définissent des cycles pour un drapeau trivial et le fibre
tautologique sur une grassmannienne; en fait, on n'a besoin comme
hypothèse que de conditions de transversalité qui se trouveront vérifiées
dans le « cas général » pour définir des cycles associés à un drapeau
et à un fibre sur une base lisse. Ce travail a été fait par PORTEOUS dans
le cas des drapeaux de longueur 1. Signalons que l'on peut raffiner les
conditions de transversalité, et les remplacer par des conditions de
codimension. C'est ce que font KEMPF et LAKSOV [4] dans le cas où l'on
se donne un morphisme entre deux fibres E et F et un drapeau de sous-
fibres de E.

Pour notre part, nous nous intéressons plutôt à montrer que, mis à part
une formule simple de projection d'une grassmannienne sur sa base, les
propriétés des cycles de Schubert découlent de calculs « formels » de déter-
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162 A. LASCOUX

minants isobares, et nous donnons différentes expressions de ces cycles
qui nous seront utiles dans [7]. Le choix de K(S) permet de simplifier
les calculs par rapport à l'anneau de Chow, par exemple, ce qui conduit
à prendre le gradué associé (à la X-filtration ou à la filtration par la
codimension des supports) comme anneau de cohomologie. Malheureu-
sement, il n'y a pas de morphisme de ce gradué dans l'anneau de Chow,
mais simplement un isomorphisme entre ces anneaux tensorisés par Q,
ce qui nous obligera à prendre, au paragraphe 5, l'anneau de Chow ten-
sorisé par Q (cf. [Il], SGA VI, exposé XIV, pour les problèmes qui se
posent en géométrie algébrique, dans le choix des anneaux de cohomo-
logie). Remarquons cependant que nous définissons des sous-variétés
de Schubert, sans nous préoccuper dans un premier temps du choix de
l'anneau dans lequel nous voulons calculer leurs classes.

1. Puissances extérieures

1.1. Soit S un schéma quasi projectif, lisse, sur un corps algébriquement
clos. On considère l'anneau de Grothendieck K(S) des modules cohérents
sur S. On note par la même lettre un module, sa classe dans K(S), et son
image réciproque par un morphisme TT : 5" —> S.

Les lettres grasses A,, . . . , E désignent des modules localement libres
de rang a, . . . , e. L est de rang 1.

On dit que x e K ( S ) est d'augmentation n si x = A-E avec n = a-e.
Sur K(S) sont définies des puissances extérieures À/ ' . x — ^ ^ x , pour

tout entier i, qui satisfont aux conditions suivantes :

^x =0 pour f < 0 ,
}°x =1,
À-1 X == X,

^(x+y)=^jx^jy.
On pose

(-IW-^—x,

x-ième puissance symétrique, et la relation

0 = À/(x-x) = ̂ (-ly'À1"7 x. ^x

permet de retrouver la définition des puissances symétriques pour un
module localement libre.
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PUISSANCES EXTÉRIEURES 163

Enfin, dans ^(5')[[^]], on pose

^(x)=^xt\ feZ,
et l'on a alors

^x^=^(x+}0.

1.2. Nous aurons besoin de déterminants en les puissances extérieures.
Soient p éléments x^, . . . , Xp de K(S), et p entiers n^ . . . , rip. On pose

A(xi, ..., Xp', n^ ..., Up) = det (r '̂-1^,)), 1 ̂  i j ^ p
et

A(x; ni, ..., np)=A(x, ..., x; ni, ..., n ,̂).

REMARQUE 1. — S'il existe deux indices j, k, tels que rij+j = n^+k,
alors A (x; ^i, . . . , ^p) = 0, deux colonnes étant égales.

REMARQUE 2. — S'il existe deux indices y, k, tels que

x , = x , + i = . . . = X f e et nj=...=n^

alors, pour tout module A de rang a ^ k—j+1,

A(xi, . . . , Xp; ni, . . . , rip)

== A^X^, . . ., Xj^.a—19 ^j+a~^~-^9 ' • • 9 •^A;~^~A., X^^^y • • ' ' - > fl^9 . • .)?

A s'élimine en effet quand on développe le déterminant suivant les
colonnes.

LEMME. — Soit A (x, ni) la matrice (Tordre m de terme (i,j), ^•/-ï^';
Alors les matrices A (x, m) et A(—x,m) sont inverses.

Plus généralement, A (x, m) A (y, m) = A (x+y, m) d'après 1.1.

PROPOSITION. — Soient x e K(S), et 0 ^ n^ ^ . . . ̂ n? une suite crois-
sante d'entiers avec n = n ^ - { - . . . +Up. Alors

A(x;n i , . . . ,^)=(-l)"A(-x; 1, . . . , 1,2, . . . ,2 , . . . ,p , . . . ,p).
MP~"WP-I W p — i — / î p - 2 ni

En effet, soient / la suite (^i+l, . . . , np-{-p), J la suite complémentaire
dans (1, . . . , Up+p }. Les déterminants ci-dessus sont les mineurs d'indice
(1, . . . , /?; /) et ( J ; p + l , . . . , np-}-p) respectivement, des matrices inverses
A (x, Up+p) et A (-x, np+p), et donc égaux au signe près de la permu-
tation (/,./).
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164 A. LASCOUX

Exemple. — Si les n^ sont égaux à m, alors

A(x;m, ...^^-ly^AC-x;?, . . . ,p).

1.3. DÉTERMINANTS ASSOCIÉS A UN DRAPEAU

LEMME. — 5'o^ une suite de XjeKÇS), 1 ̂ j^m, telle que Vy,
2 ̂ j ^ /n, ^—^-i ^ /fl c/a^ .yrô ûfe 0, soit d'un module localement
libre de rang 1. Soit la matrice d'ordre m de terme (i,j), ^ ' ' ( x ) . Alors
son inverse est la matrice de terme (j,j). À/"1 (—^+1).

En effet, le produit des deux matrices est la matrice de terme (ij\
^"'(xy-Xi+i), qui est la matrice identité, l'augmentation de Xj-x^^
étant inférieure èij—î strictement.

THÉORÈME. — Soit un drapeau 0 = Ao <= Ai < = . . . c Ap, et une suite
d'entiers^ == HQ ^ n^ ^ ... ̂ n p tels que a^—a^-^ ^ ^-^-i+l, VA; ^ p.
Soit n=^nk; soit B^ = A^-A^.i. ^fo^ (-l^A (^+Ai, ..., x+Ap;
?îi, ..., np) est égal au déterminant d'ordre Hp dont le terme (i,j) est

^J'-i+l+P-^(j')( y A \A, 1^ — X — ̂ (j))

t P si 0<j^np-np,^
avec aQ') = ^ p-l si np-np.^ <j ^ rip-n?,^

[ 1 5f np-n^<j^np.

Démonstration. — En se plaçant sur une variété drapeau au-dessus
de S (cf. § 3), on peut supposer que l'on a une suite Xj, 1 ̂  j ^ n +p,
telle que, en notant par ô (xj) l'augmentation de Xj—Xj_^ :

ô(x^+fc_i) =1,
ô(^-i+fe) =0,

^(^+k-b,) =0,

^^nk+k-bk+l) == 1»

5(^+fc) =1
et

xnk+k == •X+A^.

Les hypothèses du lemme sont alors vérifiées, et le mineur

A(x+Ai, . . . , x+Ap; ni, . . . , Hp)
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PUISSANCES EXTÉRIEURES 165

est égal à (-1)" det,^_^ ^+i,...,n,+p ^~ l(-^+l) ; d'après la
remarque 2 de 1.2, ce dernier est égal à

det |XJ-l(-^.,l)| avec <_,+fc = • . . ̂ n.+fe = ̂ +fe.

On termine la démonstration grâce à une symétrie par rapport à l'anti-
diagonale et à une renumérotation des indices de 1 à rip.

1.4. CAS PARTICULIER. — Soient un drapeau Ai c .. . cAp, F un module
localement libre, et une suite d'entiers (<7i, . . . , q?) avec/^ q^ ^ . . . ^^p.
On pose

Z)(Ai, . . . , Ap', F; q^ . . . , q^)
=A(Ai-F, . . . , Ai -F, . . . , Ap-F; ai, ..., ûi, ..., âp).

îl-32 îp îl-^2 ^p

C'est un déterminant d'ordre q^.

1.5. LEMME. - Soient B = ^B», F = ^Fy. y4for5'

2)(B;F;/)=nZ)(B,;F,;/,).

On peut supposer que les B, et Fy se décomposent en modules de rang 1
en se plaçant sur une variété drapeau adéquate; en faisant en outre usage
de Z)(B;F;/) = (-l)^ D(T;B;b), on est ramené au cas suivant :

LEMME. — Si F = FI+F^, avec F^ de rang 1, alors

D(B; F;/) = D(B; Fi;/-l)D(B; F^; 1).

En effet, la remarque 2 de 1.2 nous permet d'éliminer F^ des f—\
premières lignes et de la dernière colonne; le déterminant Z)(B;F;/)
se scinde alors en deux facteurs qui sont ceux indiqués.

1.6. LEMME. — Supposons q^ = f. Alors

D(Ai, . . . ,A^;F;/ ,^, ..., q?)
= D(Ai; F;/) D(A2-Ai, ..., Ap-Ai; F; q^ ..., q?).

Le théorème 1.3 nous permet de réécrire le déterminant et, comme pour
le lemme précédent, on élimine Ai des cip—a^ premières lignes; le déter-
minant se scinde alors en deux facteurs dont l'un est D (F; Ai; a^).
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166 A. LASCOUX

2. Projectifs

Soient E un module localement libre, P(E) le fibre projectif associé
à E (« ensemble des quotients localement libres de rang 1 de E »), TT la
projection de P (E) sur S, et

0-^R-^E-^-^O

la suite canonique sur P (E), avec Ç = (9p (1).
Le rang de R étant e—1,

0 = X'R = ̂ (E-y = ^(-ÇyÀ^E,

et il est bien connu que

K(P(E))= K(s^K-^y^^E
(voir par exemple l'exposé 6 de SGAVI[11]).

On peut prendre comme base du K(S) module libre K(P) les À /R
pour 0 ^ z ^ e—1.

Les trois lemmes suivants sont équivalents.

2.1. LEMME. - TT; (X1 R) == 0, V ; ̂  1.

2.2. LEMME. - TC, (Ç1) == o1 E, V i ̂  0.

2.3. LEMME. - îi, (Ç1) == 0, V î, 0 > f > -e.
En effet, 2.1 s'écrit 71, \ R = 1, et 2.2 TT, ^(-Ç) == ^(-E), ce qui

est la même chose, étant donné que À-( R = X^ E \^ ( — Ç) et que
^(-E)= 1A,(E).

L'équivalence de 2.1 et 2.3 provient des e—1 relations

0 = (-^-^(E-y = ̂ -^E-O+E^iC-y^'^^E),

pour 0 < i < e.
C'est 2.3 que l'on démontre d'habitude, en notant que c'est une pro-

priété locale et qu'il suffit donc de la vérifier dans le cas où E est trivial.

REMARQUE 2.4. - V/? ^ 0, n, (^---P) = (-l)^1 ̂ E* o^E*, où
l'on signale par E* le dual de E.

En effet, TT, fé-6^ ̂  (E-Ç)) = 0, i. e.

^E7Cî(Ç-e~p)-^" lEî^l(Ç-e~p+l)+•..+(-l)^!fê-p)=0.
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PUISSANCES EXTÉRIEURES 167

Or À/E = À^E^E et la relation précédente n'est autre que
^ (-1)1 À,1 E* o^-1 E* = 0 au facteur (-1)^1 Xe E près.

2.5. PROPOSITION. — Soient q entiers ^ 0, n^ . . . , U q . // .̂m^ ûfey
entiers N (m^, . . . , m ^ _ i ) indexés par tous les ensembles de q—1 entiers
m^ . . . , w^_i satisfaisant ^ Wy = ^ ̂ , ^fc ^

71. (F1 R ... F^R) == ̂  N(mi, ..., m,_i)r1 E ... r9-1 E.

On démontre la proposition par applications successives du lemme
suivant :

2.6. LEMME. — Soient deux entiers i,j ^ 0. Alors il existe des entiers
M (/, k) e Z, (/, k) parcourant l'ensemble des couples tels que l+k = i+j
et k 7^ 0, avec

À / R À / R = -À^E+EW ^E^R.
En effet,

(^V-^+lV- l)(R)=^R(VE-^J- lR)-(?l l+ lE-ÇÀ, lR)V- lR
=?l lRX• /E-À, l + lEV~ lR.

3. Grassmanniennes

3.1. VARIÉTÉ DRAPEAU. — Soient E un module localement libre sur 5'
<7i, . . . , q^p entiers vérifiant e > q^ > . . . > q^ > 0. La variété drapeau
G^ ^ (E) est « l'ensemble des drapeaux quotients » de E, de rangs respec-
tifs <7i, . . . , ^ p (voir EGA 1 [12]). Sa projection sur 5" est notée TT. Sur
G^ q (E), on a deux drapeaux canoniques :

un drapeau de sous-modules 0 c R^ c . . . c R^, et
un drapeau de quotients E—^Qi ...—>Qp—>0 avec les suites exactes

0 -> R, -> E -> Q; -^ 0, 1 ̂  f ^ p.
Quand p = 1, la variété drapeau est dite grassmannienne; l'étude que

nous ferons de 71, se ramènera au cas d'une grassmannienne grâce au
résultat suivant :

LEMME. — Soient deux entiers q^ q^, e > q^ > q^ > 0.
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168 A. LASCOUX

^ur îi, 92 (B^)' M a m diagramme canonique et un carré cartésien :
0 0
l i

RI^RI

^ ^ G...
O^R^E^Q^O 'VN^2

i i i? "'Y,/ "• v ÎTl \^ 7t2

O-^Q^Qi-^Q^O 5
^ ^
0 0

et P^ Pi sont deux fibrations en grassmanniennes, î. e.

(^(E),^)^G^(QO)
et

(G^^E),p,)^G^(nî(R,)).

3.2. La variété drapeau Ge-i,e-2....,i (E) se décompose en une suite
de fibrations projectives, et de son étude, on peut déduire un nouveau
lemme :

LEMME (cf. [11] SGA VI, exposé 6). - U anneau K(G^ (E)) est un K (S)
module libre, quotient de K(S) [À/' Q], 0 < i ̂  q, par F idéal engendré
par les relations V(E-Q)=0 pour e-q+1 ^ j ^ e .

En particulier, n1 : K(S)-> K(G) est injectif.

3.3. PROPOSITION. — Soient une grassmannienne Gq (E), et q entiers
n^ ..., n^ dont Vun est ^1. Alors

7 ^ I ( À " l R . . . À " g R ) = 0 .

On applique le lemme 3.1 au cas où q^ = q, q^ = q—1,

(G,.,_^^)^Gi(^R,),

p2 est une fibration projective,

TT. (F1 R . . . ^R) = TT^I p2i p[ (^1 R . . . ̂  R)

et la proposition 2.5 s'écrit :

P2i(^PlR ... F^R) = ̂ N(m,, ..., m^O^R, ... ̂ -R,,

ce qui nous permet une récurrence sur q.
Dans le cas d'un projectif (q = 1), la proposition est le lemme 2.1.
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PUISSANCES EXTÉRIEURES 169

3.4. COROLLAIRE. — Soient une grassmannienne Gq (E), ^ i , . . . ,
Xq e ̂ (5'), et n^, . . . , ̂ , ^ entiers. Alors

^(^(xi-Q) ... ̂ (x,-Q)) = ̂ -(xi-E) ... ̂ (x,-E).

On remplace Q par E — R dans le premier membre, et on développe.
Le second membre est le seul terme qui ne comporte pas de X" R, n > 0,
lesquels s'annulent par projection.

4. Cycles de Schubert

Etant donnés deux modules localement libres, on leur associe des cycles o
et des classes €y dans K(S), les «classes de Chern » d'un module étant
un cas particulier.

4.1. MORPHISMES TRANSVERSAUX. — Soient A et E deux modules loca-
lement libres, et un morphisme a de A dans E. a est dit transversal si la
section associée de Hom (A, E) est transverse aux sous-variétés 2p
de Hom (A, E), considéré comme une variété affine : P section locale
de Hom (A, E) est une section locale de £p si coker P est de rang p.

4.2. LEMME. — Soient a un morphisme transversal, et a, la sous-variété
a = { s e S ; o i est nul en s } . Alors Oy = X _ i (AE*) dans K(S).

a est une sous-variété de S, d'après l'hypothèse de transversalité sur a.
Posons B = AE*. A a, on associe P : B —> 0^ et a = { s e S; P est nul en s }.

Dans le cas où B est de rang 1, on reconnaît la suite définissant un
diviseur

0-^(-a)-^-^->0,

et donc ̂  = 1-d^ (-0-) = À,..i (B).
Une récurrence sur le rang de B va nous donner le lemme : Soient

S' = P (B), n : S' -> S, a' = n~1 (a),
et

0-^R->B-^-^0

la suite canonique sur 5". TT : K(S)—> K ( S ' ) est injectif, et 0^ == n'G^.
Soient y le morphisme obtenu par composition : R —> d)^, et a" la sous-
variété de 5" = { s e S ' ; y est nul en s }; i : ^ " ^ S\ On suppose donc,
par récurrence, que (Py. = X _ i (R) dans KÇS'). Sur a", on a un morphisme
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170 A. LASCOUX

transversal Ç-^ et ^, == X_i (Ç) dans ^(a"); dans ^(5"),

Î! (^o') = ̂ - 1 fê) ̂  = ̂ - 1 (R) ̂ - 1 fé) == ^- l (B).

C. Q. F. D.

COROLLAIRE. - Soient A = ^ A, et E = ^ E .̂ ûfeMX décompositions
en modules de rang 1. Alors

(^E)°^ = II(E,-A,) = D(E; A; a) = (-1)^ D(A; E; éQ.

4.3. CYCLES DE SCHUBERT. — Considérons un drapeau

0 = AQ <= Ai c . . . c Ap

sur *S', strictement croissant et supposé scindé pour simplifier la démons-
tration : Ai == A^_ i ® Bf. Soient des morphismes transversaux P; de B,
dans E et a, = P i + P f . - i + . . . :A,->E. Soit enfin une suite d'entiers

^o==e^q^>...> qp avec r,=q,-e-^a^

vérifiant 0 ^ ^ ^ . . . ̂  rp et r, ̂  a,. On pose

^^E^-

On définit les sous-variétés de Schubert (dépendant des o^, contraire-
ment à leurs classes dans des anneaux adéquats) :

Q = Q(Ai, ..., Ap; E; ^i, . . . , q?) = {se-S; V f , dim coker oc» ^ q^

Soit Q' le fermé réunion des Q (A^, . . . , Ap; E; ̂ , . . . , ̂ ) pour toutes
les suites (q[, . . . , q?) : V î, q\ ^ ^^ et 3 7, .̂ > .̂. Q' est un fermé de Q
partout de codimension ^ 1.

Soient la variété drapeau G = G^ ^ (E), avec les quotients cano-
niques Q^ et les morphisme y; : B; —> Q» que l'on déduit des P; par compo-
sition. Soit Qç la sous-variété sans singularité de G = [ g e G; V i, y; est
nul en g }. D'après la définition de G, Qç n (G—n~1 (Q')) est isomorphe
par K à û—û'.

Le corollaire 4.2 nous donne un module inversible L sur G [et même
sur S, L = (À61 BQ^ . . . (^ B^)^] tel que

L^. = (-1)" ̂ (Bi; Qi; q,) ... D(B^ Q,; )̂.

4.4. THÉORÈME. — Avec les hypothèses et les notations précédentes,

^I^QG=(-iy^(Ai, . . . ,A^E;^, ...,^).
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PUISSANCES EXTÉRIEURES 171

n ' ' G q l . . . q p ( E ) ~ ~ > s est une smte de fibrations en grassmanniennes
et la démonstration du théorème se décompose en deux temps :

(i) Soient
sf = G^-. (E), et G' = G,,.^(E) ̂  GJQ,_i ,,,),

TT, : G' ̂ 5', A;. = B,+ . . . +B,, j ̂  i.
Alors

7i,, D(A, . . . , A,; Q,; ̂  . . . , q,) = D(A:, . . . , A,; Q^; ̂  . . . , )̂.

Ceci est une conséquence directe du corollaire 3.4, le déterminant
étant d'ordre q^

(ii) Sur 5" :

^(B»-i; Q,-i; ̂ -i) D(A;, ..., A,,; Q,_i; ̂  ..., q,)
= D(B,_i, A;+B,.i, . . . , A;+B,_i; Q,_i; ^_,, . . . , ^)

d'après le lemme 1.6.

4.5. COROLLAIRE. - L0^= D (Ai, . . . , Ap; E; ^, . . . , qp) dans
Vanneau K(S-Q!), et a fortiori dans Gï K(S).

Dans le cas particulier d'un drapeau de longueur 1, avec q = 1, on a
par hypothèse un morphisme transversal a :A-^E avec a ̂  e; Q est
le support du coker de a. Le corollaire s'écrit alors

^ = ( -1)0 r (A - E) dans Gr K (S).

4.6. CLASSES DE CHERN DANS Gr (K (S)). — K(S) est filtré par la codi-
mension des supports; on prend le gradué associé.

Soit x e K ( S ) d'augmentation s (x). La Tz-ième classe de Chern de x
est, par définition, la classe dans le gradué de À," (x—G (x)-\-n— 1) (cf. [Il],
SGA VI, exposé 0, § 5, pour vérifier que cette définition donne bien une
théorie de classes de Chern).

Si x est la classe d'un module E de rang n, et s'il existe un morphisme a
transversal de E dans ^5, nous reconnaissons une classe précédemment
définie : le support de coker a étant 0, alors

^ = ( -1)» À" (E -1) d'après 4.5.

5. Expression des résultats précédents dans l'anneau de Chow

L'anneau de Chow est d'un emploi plus fréquent que K (S). Malheu-
reusement, il n'y a pas de morphisme de K(S) dans cet anneau ^(S),
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même en caractéristique zéro, mais simplement un isomorphisme entre
K(S) ® Q et ^ (S) ® Q (cf. [Il], SGA VI, exposé 14). Nous négligerons
la torsion pour traduire les résultats précédents; il faudrait dans ^ ( S )
une démonstration directe calquée sur les paragraphes précédents.

On définit donc les classes de Chern rationnelles de x e K(S) dans l'an-
neau de Chow tensorisé par Q :

c(x) = l+ci(x)+ ... +^(x)+ ..., ^(x)ejT(5).

Il nous suffit ici de connaître c dans le cas suivant :

5.1. LEMME (cf. [11]., SGA VI, exposé 0). - Si a est une sous-variété
réduite de codimensîon n, et si x = ̂ , [a] étant la classe de a dans ^ (S),
alors c,^ (x) = 0 pour 1 ̂  i ^ n-1, et

^(^(-ir"1^-!)!^].

5.2. LEMME. — Soient xe K(S) d'augmentation nulle, et deux entiers m,
n avec m ^ n. Alors

Ci(km(x-}-n-l))=0 pour 0 < i < n,
c^(^n-l)=(-l)m~l(n-l)\c^x).

Les Ci (À/" (x-{-n—l)) cherchés sont des polynômes homogènes en les Cj (x),
j ^ n. Pour déterminer les coefficients de ces polynômes, il suffit de consi-
dérer le cas où x = E—/2, avec E localement libre de rang n. Alors

XW(E-l)=^o(-lr~^ iE=E^o(-l)m~n(-l)n-^ lE
^(-l^-^E-l)^-!)-^^),

et le cas m == n est traité dans l'exposé [11] cité.

5.3. LEMME. — Soient x , y e K ( S ) d'augmentation nulle, avec

Ci(x) = 0 pour 0 < i < m, et Cj(y) = 0 pour (f<j < n;

alors
Cj(xy)=0 pour 0<j<m+n,

et

^„(^)=- (w+?;- l )•^(x)c„(,).
(m-l)!(n-l)!
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COROLLAIRE. - Soient x^ . . . , Xp e K(S) d'augmentation nulle, et
des entiers m? nj avec mj ^ n? 1 ̂  j ^ p. Soient

n=^nj et m=^m^ ,
y = ̂ (xi+ni-l) ... r^+^-l);

alors
^00=0 pour 0<i<n

et
Cn(y)=(-^m~l(n-l)\CnM...C^X,).

Nous renvoyons une fois de plus à [11] pour la démonstration du lemme.

5.4. Les déterminants en les classes de Chern que nous allons consi-
dérer sont les A' (x^ ..., Xp; n^ . . . , Up) dont le terme (i,j) est ^.+^._; (xj).

Avec les hypothèses de 4.3, on notera par D' (Ai, ..., Ap; E; q^ ..., q^)
le déterminant d'ordre q^ :

A'(Ai-E, . . . ,Ap-E; ri, ..., ri, . . . , rp, ..., Fp).
îl~42 îp <lî.~<l2 <lp

5.5. PROPOSITION. — Sous les hypothèses de 4.3, avec de plus
m == ^ ^1(^1—^1+1)5 ^ cte-^ ^M c^c/^ ^ Schubert :

îî(Ai, . . . ,A^ ;E ;^ i , ...,^) dan5 ^(5)®Q
^(-irD'tAi, . . . ,A^;E;^ . . . ) ,

û est une variété réduite irréductible de codimension m, Qç étant une
sous-variété sans singularité de codimension n de la variété drapeau
Gql,...,qp(E) [6! est de dimension ^^(^-i-^) sur 5].

Démonstration de la proposition. — ^n (S) ̂  ^n (5'—îî'), Q' étant
de codimension ^ ^+1.
4.5 et 5.1 nous donnent

(-y-i(^-l) » [Q] = (-l^OKAi, ..., A,; E; gi, ..., ^))
dans jaf(5)®Q.

La classe du déterminant 2) apparaît aisément après une transformation
de celui-ci : en introduisant de nouvelles notations, si D = det (À"7'1'-7"1 (xj)),
alors en additionnant lignes et colonnes,

D = det^^'-^x.+j-i+^-l))
avec k tel que Xj = A^—E.
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La diagonale principale du déterminant est alors

r l(Al-E+^-l^..,r l(Al-E+^-l),...,^(A^-E+^-l).
Î1-Î2 ^J»

Nous avons fait apparaître les augmentations qui convenaient pour
appliquer le corollaire 5.3,

c^(D(Ai, . . . , A p ; E ; q^ . . . , q?))
= (-ly1-1^-!) ! D'(A,, . . . , A,; E; q^ ..., q,),

ce qui termine la démonstration.
Les paragraphes suivants sont des applications de la proposition 5.5.

5.6. DÉTERMINANTS ISOBARES EN LES CLASSES DE CHERN. — Comme le
nom l'indique, ce sont les déterminants | c^^.+^ (x) L 1 ̂  i,j ^ p.
En considérant les mineurs associés des matrices inverses [<'--f(x)] et
[.Cj-i(-x)'], on obtient un théorème de dualité (cf. AITKEN [1]) de tels
déterminants. Nous n'aurons besoin de ce théorème que dans les cas
suivants :

LEMME 1. — Soit (^], .. ., rip) une suite croissante d'entiers. Alors

det |c^,_,(x) [ === (-1)" det [ c^,^(-x)j, 1 ̂  ij ^ p,
avec

et

mi = P P°ur 1 ^ i ̂  n^,
m,=p—l pour n^<i-^n^...,

"=!>»•

La démonstration est la même que pour la proposition 1.2.

LEMME 2. - Soit xe K(S) tel que Cp+,(-x) = 0, V i > 0; alors

det | c^+,_,(x) | det | c^,_,(x) [ = det | ^^.+,_,(x) |, 1 ̂  i, j ̂  p.

Ce lemme est dû à PORTEOUS [8] qui n'en donne pas la démonstration :
moyennant une permutation éventuelle de lignes et de colonnes, on peut
supposer que les suites mp_i et n^ sont croissantes; on applique le lemme
précédent à chacun des déterminants

\c^^,(x)\ et |^.+,_,(x)|
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et l'on constate que le produit des deux nouveaux déterminants est le
mineur d'indice

(1, . . . , mi+^ i+ l , . . . , mi+Hp+p;

1, . . . , mi-m^+1, . .., mi-m3+2, . . . , m^+Up+p)

de la matrice [^/-i(—^)] d'ordre m^+Up+p, où le signe " désigne les
indices manquants; revenant à [^/-fOO], on conclut.

LEMME 3. — Soient n^ une suite croissante (1 ^ i ̂  p\ et h un entier
positif; alors det j c^+^.+^_, (x) , pour m^ = h, m, = 0, f ^ 1, ^
^û/ ^ ̂  det ^j+j-i (x) ? ^ somme s'effectuant sur toutes les suites crois-
santes rj telles que

n^r^n^i et S r J=E n J+ / ^ •

Soit en effet un déterminant d'ordre p c^^j^ (x) ; alors

E det 1 cn(»,J)+a(^)(;c) | = E det | ^.O+PC/) l»

la sommation s'étendant aux suites d'entiers positifs tels que

Eoc(o=^, EPO')=^
Dans le cas où n (i,j) = nj et où Tîy est une suite croissante, les déterminants
des deux sommes qui ne sont pas nuls ou qui ne s'éliminent pas deux à
deux sont obtenus pour la suite a = (A, 0, ..., 0) et les suites P telles
que ^,+PC/) ^ ^j+iî ce qui est bien le lemme indiqué.

De manière plus générale, un déterminant isobare det ^+^ + ...J
s'exprime comme une somme à coefficients rationnels de déterminants
de la forme det ^r.+^-i [ avec ^ rj = ^w» +^r

5.7. CYCLES DE SCHUBERT SUR UNE GRASSMANNIENNE. — C'est le CâS

classique auquel nous faisions référence dans l'introduction; nous ren-
voyons à HODGE et PEDOË [3], ou pour un exposé plus « moderne » à
LAKSOV [6].

Soient une grassmannienne S = Gq (kp+q) sur un corps algébriquement
clos, Q le fibre taugologique sur la grassmannienne. Ai c... cA un
drapeau strictement croissant de modules triviaux sur S.
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On prend r^ = i, et l'on pose

^^E^C^-^-^S^

et D(Ai, .. .,A^; Q; q^ .. . , q p ) est noté dans ce cas û (û?i, . . . , dp).
La proposition 5.5 s'écrit

[0(a,, . . . , a,)] = (-1)" det [c^,_,(-Q)|,

avec m, = / si ^i-^j <j ^ qi—qi+i, l ^ l ^ P ' Autrement dit, par
dualité, on obtient le théorème suivant :

THÉORÈME (HODGE et PEDOË) :

[Q(fli, ...,^)]=det|c^,_,(Q)|, l ^ U ^ P .

Ce théorème était démontré à l'aide de la formule de Pieri suivante :

PROPOSITION. - ^ 0 (û?i, . . . , dp) == ^ Q (a[, ..., dp) la somme s'éten-
dant à toutes les suites a\ telles que ̂ a\ = ̂ a^—h et û^-i < a\ ̂  û?,.

Cette formule résulte des lemmes 2 et 3 de 5.6 et de l'expression de Q
comme déterminant isobare

Cf, [fî] = det | c^+,-f+^.(Q) | avec m^ = ... = m^.i = 0, m^ = /i;

ce dernier déterminant est égal à ^ det c '+^_J pour toutes les suites
{q\, . . . , ̂ ) telles que ^ ̂  = ̂  ̂ +/î et ^r, ^ ^ ^ ^,_i , ce qui est bien
la somme indiquée lorsque l'on exprime les ^ en fonction des a^.

Remarque. — Le lemme 2 de 5.6 nous permet d'exprimer l'intersection
de deux cycles de Schubert comme déterminant d'ordre p :

[0(ai, ..., ̂ )û(âi, ..., a?)] = det |c^_,^+y-f(Q)|.

5.8. SINGULARITÉS D'ORDRE 1 DE MORPHISMES DE FIBRES. — C'est le
cas des drapeaux de longueurs 1, qui a été traité par PORTEOUS [8]. :

Soient deux modules localement libres A et E, a un morphisme trans-
versal A —» E. Q (A; E; q) est la sous-variété où le coker de a est de rang
^ q, et 5.5 se traduit par

[Q] == (-1)^ det |c^,.-,(A-E)|, 1 ̂  ij ^ q,
det | c^.^(E-A) |, 1 ̂  i, j ̂  r dans ^(S) ® Q.

Signalons encore que ces cycles sont appelés «cycles spéciaux de
Schubert» par KLEIMAN [5].

5.9. CLASSES DE CHERN D'UN MODULE LOCALEMENT LIBRE. — Quand On

restreint les hypothèses de 5.8 au cas où A est trivial et r = 1, on obtient
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les classes de Chern rationnelles de E : [Q] = c^_^\ (E)- Oïl a ici une
définition par « obstruction » des classes de Chern : E admet un sous-
module trivial de rang a sur S-Q.. Les classes de Chern ont été définies
primitivement de cette manière, pour le fibre tangent d'une variété (et
dites classes de Chern de la variété).

5.10. CLASSES DE CHERN D'UNE VARIÉTÉ SUIVANT EGER [2].

PROPOSITION. — Soit S une variété algébrique de dimension n sur laquelle
on a h+1 intégrales de Picard ayant un lieujacobîen simple J (i. e. de dépen-
dance linéaire) de dimension h. Alors

c^(S)=(-l)n-h[J].

En d'autres termes, on a un morphisme transversal sur S en dimension
^ h de (h +l)^s dans le module des 1-formes différentielles Q1 (5');
d'après 5.9,

[J] = ̂ -,(Q1 (5)) dans ^(S) ® Q.

Cela permettait à EGER de définir J comme classe caractéristique de la
variété, après avoir remarqué qu'elle ne dépendait pas du système d'inté-
grales simples. Malheureusement, l'hypothèse de la proposition sur l'exis-
tence des intégrales de Picard restreint le choix de la variété.

5 . 1 1 . CLASSES DE CHERN D'UNE VARIÉTÉ PROJECTIVE SUR C SUIVANT
TODD (cf. PORTEOUS [8]). — Soit S une sous-variété projective de dimension n,
sans singularité, de P (C^). TODD introduit les variétés polaires M^ de S :
pour tout k, 0 ^ k ^ n—1, on se donne un plan de dimension N—k—2,
P(N—k—1\ en «position générale» par rapport à S; on pose alors

Mfe = {seS; l'intersection du plan tangent en s avec P(N—k—2)
est de dimension > n—k—2}.

En d'autres termes, soit le diagramme
0 0
l l

0 ̂  T(5)——-. T(P) \s——>^s/p ̂  0
l l \ï

o—> r—>(N+ i) (Ps(i) -^ ^ s / p -^ o
i 1

Os ^ ^s
l l
0 0
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où ^ s / p est le module normal du plongement de S dans P (C^), T (S)
le module des vecteurs tangents à 5', et soit T' le module qui complète
le diagramme.

Nous nous plaçons dans l'hypothèse où ce plongement est suffisamment
ample pour que le morphisme de S dans G^+i (C^1) associé à l'injection
de T'^(-l) dans (A^+l)^ soit un plongement u : S q: G [r'^s(-l)
est l'image réciproque par u du dual de Q, quotient canonique sur G].
Les Mj, sont les intersections de variétés de Schubert dans G avec S : à
P(N—k—2) est associé un module A^+2 quotient trivial de rang k+2
de (N-}-l)0p. On se place dans l'hypothèse où le morphisme composé
de T'^^—l) dans Aj^ est transversal.

Avec ces notations,

Mfc = Q(r^(-l); A,+2; 1) = ̂ (^(Q*; (fc+2)^; 1))
et

[M^c-ir^^r^-i)).
Si X est la classe d'une section hyperplane dans ^ (5'), alors

(1) (-lr-fc[MJ=Ec.-.-,(T(S))('fe+^+ï\-^)^

et inversement,

CÇT(S)) = C ( T ' ) = c((r^(-i)®^a))
c'est-à-dire :

(2) (-l)l'^(^)=E^-p(fc+l)[MJ(-Z)'•+t-".
\P 1 /c "/

Les deux formules équivalentes (1) et (2) servaient à TODD à définir
les classes de Chern de la variété, une fois qu'il avait remarqué qu'elles
ne dépendaient pas du plongement projectif choisi.
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