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PUISSANCES EXTERIEURES,
DETERMINANTS ET CYCLES DE SCHUBERT

PAR

AraiNn LASCOUX
Université Paris VII

REsumE. — Cet article se propose de montrer qu’étant donné un drapeau de modules
localement libres A; = ... =A, et un module localement libre E sur une base lisse S quasi
projective, on peut leur associer des cycles possédant les mémes propriétés que dans le
cas classique ou les A; sont des modules triviaux, S une grassmannienne sur un corps
algébriquement clos, et E le fibré « tautologique » sur la grassmannienne.

Les cycles de Schubert sont a la base de maints développements en géo-
métrie. Nous donnerons en exemple les classes de Chern telles qu’elles
ont été introduites par TopDp et EGER. Une autre voie de recherche est
I’étude des singularités de morphismes de fibrés et le calcul des poly-
nomes dits de Thom-Boardman, les cycles de Schubert étant les singu-
larités « d’ordre 1» (¢f- RoNGA [9] ou Lascoux [7]).

Etant donnée 1’importance des cycles de Schubert, il convient donc
de revenir sur les longs calculs de HODGE et PEDOE [3] qui servent de
référence; ils définissent des cycles pour un drapeau trivial et le fibré
tautologique sur une grassmannienne; en fait, on n’a besoin comme
hypothése que de conditions de transversalité qui se trouveront vérifiées
dans le «cas général » pour définir des cycles associés 4 un drapeau
et & un fibré sur une base lisse. Ce travail a été fait par PORTEOUS dans
le cas des drapeaux de longueur 1. Signalons que 1’on peut raffiner les
conditions de transversalité, et les remplacer par des conditions de
codimension. C’est ce que font KEMPF et LAksov [4] dans le cas ol ’on
se donne un morphisme entre deux fibrés E et F et un drapeau de sous-
fibrés de E.

Pour notre part, nous nous intéressons plutét & montrer que, mis a part
une formule simple de projection d’une grassmannienne sur sa base, les
propriétés des cycles de Schubert découlent de calculs « formels » de déter-
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162 A. LASCOUX

minants isobares, et nous donnons différentes expressions de ces cycles
qui nous seront utiles dans [7]. Le choix de K (S) permet de simplifier
les calculs par rapport a4 ’anneau de Chow, par exemple, ce qui conduit
a prendre le gradué associé (a la A-filtration ou a la filtration par la
codimension des supports) comme anneau de cohomologie. Malheureu-
sement, il n’y a pas de morphisme de ce gradué dans ’anneau de Chow,
mais simplement un isomorphisme entre ces anneaux tensorisés par Q,
ce qui nous obligera & prendre, au paragraphe 5, I’anneau de Chow ten-
sorisé par Q (¢f. [11], SGA VI, exposé XIV, pour les problémes qui se
posent en géométrie algébrique, dans le choix des anneaux de cohomo-
logie). Remarquons cependant que nous définissons des sous-variétés
de Schubert, sans nous préoccuper dans un premier temps du choix de
I’anneau dans lequel nous voulons calculer leurs classes.

1. Puissances extérieures

1.1. Soit S un schéma quasi projectif, lisse, sur un corps algébriquement
clos. On considére I’anneau de Grothendieck K (S) des modules cohérents
sur S. On note par la méme lettre un module, sa classe dans K (S), et son
image réciproque par un morphisme w:S — S.

Les lettres grasses A, ..., E désignent des modules localement libres
de rang a, ...,e. L est de rang 1.

On dit que x € K (S) est d’augmentation n si x = A—E avec n = a—e.

Sur K (S) sont définies des puissances extérieures A’ :x — A’ x, pour
tout entier i, qui satisfont aux conditions suivantes :

Ax =0 pour i<O,
A% x =1,
Alx =X,

MN(x+y)=XMxM "y
On pose
(—D'N(=x) ="x,

x-iéme puissance symétrique, et la relation
0=2A(x—x)=Y(—1)A7 x.x

permet de retrouver la définition des puissances symétriques pour un
module localement libre.
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PUISSANCES EXTERIEURES 163

Enfin, dans K (S)[[z]], on pose

M) =Y Axt!, ieZ,
et ’on a alors
}"tx}"ty = ;\'t(x+y)'

1.2. Nous aurons besoin de déterminants en les puissances extérieures.
Soient p éléments x4, ..., x, de K(S), et p entiers n,, ...,n, On pose

A(xl’ BRIEE} xp; Ry ooy np)= det ()"nj+j_i(xj)), 1 é i’.] é p
et
Ax;ng, ..,n)=A(x, ..., x;nq, ..., 10,).

REMARQUE 1. — S’il existe deux indices j, k, tels que n;+j = n+k,
alors A(x;ny,...,n,) =0, deux colonnes étant égales.

REMARQUE 2. — S’il existe deux indices j, k, tels que
X;=Xjy1=...=X et n;=...=Mn,
alors, pour tout module A de rang a < k—j+1,
AXy, oo Xp3 gy ooy BY)

=AM, o Xjra1s XjraT A, o XA Xy gy -3 By L),

A s’élimine en effet quand on développe le déterminant suivant les
colonnes.

LEMME. — Soit A (x, m) la matrice d’ordre m de terme (i,j), M~ ' x;
Alors les matrices A (x,m) et A(—x, m) sont inverses.

Plus généralement, A (x,m) A (y,m) = A (x+y,m) d’aprés 1.1.

PROPOSITION. — Soient x€ K(S), et 0 < ny £...<n, une suite crois-
sante d’entiers avec n = n;+...+n, Alors

Ax;ng, ...,n)=(=1)"A(=x;1,...,1,2,...,2,...,p, ..., D)
——

hp—Hp-1 Np—-1—Hp-2 ni
En effet, soient I la suite (n;+1, ..., n,+p), J la suite complémentaire

dans { L, ...,n,+p } Les déterminants ci-dessus sont les mineurs d’indice
(1, ...,p;I) et (J; p+1, ..., n,+p) respectivement, des matrices inverses
A (x,n,+p) et A(—x, n,+p), et donc égaux au signe prés de la permu-
tation (7, J).
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164 A. LASCOUX

Exemple. — Si les n; sont égaux a m, alors

Axsm, ..., m)=(—1""A(=x;p, ..., D).
1.3. DETERMINANTS ASSOCIES A UN DRAPEAU

LeEMME. — Soit une suite de x;e K(S), 1 <j<m, telle que Vj,
2<jsEm, x;—xj_y est la classe soit de 0, soit d’un module localement
libre de rang 1. Soit la matrice d’ordre m de terme (i, ), M™% (x;). Alors
son inverse est la matrice de terme (i,7), M~ (—x;.,).

En effet, le produit des deux matrices est la matrice de terme (i, ),
A 7H(x;—X;44), qui est la matrice identité, I’augmentation de x;—x;,,
étant inférieure a j—1i strictement.

THEOREME. — Soit un drapeau 0 = Ag = A; =...c A, et une suite
d’entiers0 = ny < ny < ... Znytelsqueay~ay_y < m—m_+1,Vk < p.

Soit n =Y m; soit By = Ay—Ay_;. Alors (=1)"A(x+A,, ..., x+A,;
ny, ..., n,) est égal au déterminant d’ordre n, dont le terme (i, ) est

)\‘j—i+1+p—u(j)(_x_Au( _))
J

‘P si 0<j=<n,—n,_,,
. -1 . .
avec a(j)= 7P St ny—n,_  <j=n,—n,_,
I 1 si n,—ny <j=mn,
Démonstration. — En se plagant sur une variété drapeau au-dessus

de S (¢f. § 3), on peut supposer que ’on a une suite x;, 1 < j < n,+p,
telle que, en notant par 6 (x;) 'augmentation de x;—x;_; :
8(xnk—l-(-k—l) = 19
8(-xnk_1+k) = 0)

B(Xnk+k—bk) =0,
8(xnk+k—bk+ D=1
8 (Xpye1) =1

et
Xtk = X+ Ay

Les hypothéses du lemme sont alors vérifiées, et le mineur
A(x+Ay, ..., x+A 0y, ..., 0,)
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; d’aprés la

est égal é‘ (_1)n detj#l,...,p; i#Fni+1,..,np+p l )\’j_i (_xi+ 1)
remarque 2 de 1.2, ce dernier est égal a

- .
det |[M7H(—xipq)|  avec X sk=...=%Xp4p = Xpiie

On termine la démonstration grace a une symétrie par rapport a 1’anti-
diagonale et & une renumérotation des indices de 1 a n,.

1.4. CAS PARTICULIER. — Soient un drapeau A; =...<A,, F un module
localement libre, et une suite d’entiers (q;, ..., q,) avec f = q; Z...2q,.
On pose

D(AI’ L] Ap; F; qla ceey qp)
=AA-F, .., A -F, ...,A,—-F;ay, ...,ay, ...,4a,).

T — — S — ——
q1—42 dp q1—q2 dp

C’est un déterminant d’ordre g,.

1.5. LEMME. — Soient B =Y B, F =) F;. Alors
D (B; F; f) = I1 D (B;; F;; f)).

On peut supposer que les B; et F; se décomposent en modules de rang 1
en se plagant sur une variété drapeau adéquate; en faisant en outre usage
de DB;F;f) = (=1 D(F;B;b), on est ramené au cas suivant

Lemme. — Si F = F,+F,, avec F, de rang 1, alors

D(B; F; f)= D(B; Fy; f—1) D(B; Fy; 1).
En effet, la remarque 2 de 1.2 nous permet d’éliminer F, des f—1

premiéres lignes et de la derniére colonne; le déterminant D (B; F;f)
se scinde alors en deux facteurs qui sont ceux indiqués.

1.6. LEMME. — Supposons q, = f. Alors

DAy, ..., A;F f,4q5 ...,49,)
=DA;F;f)D(A,—Ay, .., A—A;Fq5, .00, q)).

Le théoréme 1.3 nous permet de réécrire le déterminant et, comme pour
le lemme précédent, on élimine A; des a,—a; premiéres lignes; le déter-
minant se scinde alors en deux facteurs dont ’un est D (F; A;; a,).
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166 A. LASCOUX

2. Projectifs

Soient E un module localement libre, P (E) le fibré projectif associé
a E («ensemble des quotients localement libres de rang 1 de E»), n la
projection de P (E) sur S, et

0-R->E—-E-0
la suite canonique sur P (E), avec & = 0, (1).
Le rang de R étant e—1,
0=AR=1(E-§ =Y (-&\E,
et il est bien connu que

K(S
k)= KO
Y(=E'ATE
(voir par exemple I’exposé 6 de SGA VI[11]).

On peut prendre comme base du K (S) module libre K (P) les A'R
pour 0 £ i< e—1.

Les trois lemmes suivants sont équivalents.
2.1. LemMe. — w, A'R) =0,Vi = 1.

2.2. LemMe. — m, () =o'E,Vi = 0.

v

2.3. LeMME. — m, () =0, Vi, 0>i> —e.

En effet, 2.1 s’écrit m;, A, R =1, et 2.2 &, A, (—=&) = A, (—E), ce qui
est la méme chose, étant donné que A, R=AELX (—E) et que
7‘7 (_E) = 1/7"1' (E)

L’équivalence de 2.1 et 2.3 provient des e—1 relations

0= (=8 "A(E~8) = AT (E—&)+ Yp=1 (&) AT (E),

pour 0 <i<e.

C’est 2.3 que I’on démontre d’habitude, en notant que c’est une pro-
priété locale et qu’il suffit donc de la vérifier dans le cas ou E est trivial.

REMARQUE 2.4. — VYp =0, m (£7°7P7) = (=1 A E*PE* ou
I’on signale par E* le dual de E.
En effet, m, " °PA°(E—-E) =0, i. e

METE )M TTER E TP Y+ 4+ (=1, (E7P) =0.
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PUISSANCES EXTERIEURES 167

Or ME=A"E*AE et la relation précédente n’est autre que
Y (—1)'AE* 0?7 E* = 0 au facteur (—1)°*1 A°E prés.

2.5. PROPOSITION. — Soient q entiers = 0, n,, ..., g Il existe des
entiers N (my, ..., m,_,) indexés par tous les ensembles de q—1 entiers
My, ...,m,_y satisfaisant Y m; =Y n, tels que

n!()“an e )"an)___ZN(ml» cees mq—l)}\fmlE. .. A" K,

On démontre la proposition par applications successives du lemme
suivant :

2.6. LEMME. — Soient deux entiers i,j = 0. Alors il existe des entiers
M (I, k)e Z, (I, k) parcourant I’ensemble des couples tels que I+k = i+j
et k # 0, avec

MRAMR = —NYE+Y M (1, k)M EAR.
En effet,

WA =AU HR) = VRWE —EN 'R -V E—ENR)V IR
=AMRME-AMTTEM IR,

3. Grassmanniennes

3.1. VARIETE DRAPEAU. — Soient E un module localement libre sur S
1> - - - q, p entiers vérifiant e > ¢; >...> ¢q, > 0. La variété¢ drapeau
Gy, ..., (E) est « ’ensemble des drapeaux quotients » de E, de rangs respec-
tifs ¢y, ..., g, (voir EGA1[12]). Sa projection sur S est notée m. Sur

Gy, ...ap (E), on a deux drapeaux canoniques :

un drapeau de sous-modules 0 =« R; =...cR,, et

un drapeau de quotients E— Q, ...— Q,— 0 avec les suites exactes
0-R,-E—>Q,—0,1=Zi=Zp.

Quand p = 1, la variété drapeau est dite grassmannienne; 1’étude que

nous ferons de m, se raménera au cas d’une grassmannienne grice au
résultat suivant :

LEMME. — Soient deux entiers q,,q,, e > q, > q, > 0.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



168 A. LASCOUX

Sur G, ,, (E), on a un diagramme canonique et un carré cartésien :

0 0

I

R, ~ R,

l l qu,ln
0-R;» E ->Q,-0 G”‘/\E

A A N
0-Q -Q,-»Q;,—-0 S

Voo

0 0

et py, p, sont deux fibrations en grassmanniennes, i. e.

(qu,qz (E)’ pl) ~ Gq; (TET (Ql))
et

(qu, q2 (E)’ P2) =~ qu —q2 (TC;‘ (RZ))

3.2. La variété drapeau G,_q .-,, ..., 1 (E) se décompose en une suite
de fibrations projectives, et de son étude, on peut déduire un nouveau
lemme :

LemME (c¢f. [11] SGA VI, exposé 6). — L’anneau K (G, (E)) est un K (S)
module libre, quotient de K(S)[M' Q], 0 <i < g, par Iidéal engendré
par les relations M (E—Q) =0 pour e—g+1<j<e.

En particulier, ©' : K(S) — K (G) est injectif.

3.3. PROPOSITION. — Soient une grassmannienne G, (E), et q entiers
ny, ...,n, dont l'un est = 1. Alors

T (A" R...A“R)=0.
On applique le lemme 3.1 au cas ou g, =¢q, g, = g—1,

(Gyq-1,P,) = G (3 Ry),

P, est une fibration projective,

T (A"R ... A"R) =75, pyy py (X R ... X“R)
et la proposition 2.5 s’écrit :
P piR ... AP R) =Y N(my, ..., my_ )N R, ... A" 'R,,
ce qui nous permet une récurrence sur g.

Dans le cas d’un projectif (g = 1), la proposition est le lemme 2.1.
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PUISSANCES EXTERIEURES 169

3.4. COROLLAIRE. — Soient une grassmannienne G,(E), x,, ...,
x,€ K(S), et ny,...,n,q entiers. Alors

T (%, —Q) ... A" (x,—Q)) = A" (x; —E) . .. A" (x,—E).

On remplace Q par E—R dans le premier membre, et on développe.
Le second membre est le seul terme qui ne comporte pas de A" R, n > 0,
lesquels s’annulent par projection.

4. Cycles de Schubert

Etant donnés deux modules localement libres, on leur associe des cycles ¢
et des classes 0, dans K (S), les «classes de Chern» d’un module étant
un cas particulier.

4.1. MORPHISMES TRANSVERSAUX. — Soient A et E deux modules loca-
lement libres, et un morphisme o de A dans E. o est dit transversal si la
section associée de Hom (A, E) est transverse aux sous-variétés X,
de Hom (A, E), considéré comme une variété affine : B section locale
de Hom (A, E) est une section locale de X, si coker B est de rang p.

4.2. LEMME. — Soient o un morphisme transversal, et o, la sous-variété
o= {seS;a est nul en s}. Alors O, = h_, (AE*) dans K(S).
o est une sous-variété de S, d’aprés I’hypothése de transversalité sur o.
Posons B = AE*. A o, onassocie p : B— Ogetc = {se S; Bestnulens }.
Dans le cas ou B est de rang 1, on reconnait la suite définissant un
diviseur
0— 04(—0)—> 05— 0,0,

et donc 0, = 1-05(—0) = A_; (B).
Une récurrence sur le rang de B va nous donner le lemme : Soient
S’ = P(B), n: S-8, o =n"1(0),

et
0-R->B->¢(-0

la suite canonique sur S’. ©' : K (S)— K (S') est injectif, et 0, = n'0,.
Soient y le morphisme obtenu par composition : R — 0, et ¢” la sous-
variété de S’ = {seS’; y est nul en s }; i : 6" 5 S’. On suppose donc,
par récurrence, que @, = A_,; (R) dans K (S"). Sur ¢”, on a un morphisme
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170 A. LASCOUX

transversal £ — 0., et 0, = A_, (§) dans K(c"); dans K(S'),
i1(0g) =A_1 (€) O =A_ 1 (R)A_, (§) =A_,(B).
C.Q.E.D.

COROLLAIRE. — Soient A=) A; et E=Y E; deux décompositions
en modules de rang 1. Alors

(AME)'0,=TI(E;—A) = D(E; A; a) =(—1)* D(A; E; e).
4.3. CycLEs DE SCHUBERT. — Considérons un drapeau
0=A,c A c...cA,

sur S, strictement croissant et supposé scindé pour simplifier la démons-
tration : A; = A;_; ® B;. Soient des morphismes transversaux f; de B;
dans E et o; = B;+B;-;+... : A;,— E. Soit enfin une suite d’entiers

qo=e=q;>...>q, avec r;=gq;—e+a,

vérifiant 0 < ry <... < r, et r; £ a;. On pose

n= Z b; q;.
On définit les sous-variétés de Schubert (dépendant des «;, contraire-
ment & leurs classes dans des anneaux adéquats) :
Q=Q(A,, ..., A, E; qy, ..., q,)={seS; Vi, dim coker o; = q;}.

Soit Q' le fermé réunion des Q (A, ..., A,; E; g}, ..., g,) pour toutes
les suites (g3, ..., q,) :Vi,q; = q; et 3j,q; > q;. Q est un fermé de Q
partout de codimension = 1.

Soient la variété drapeau G = G, (E), avec les quotients cano-
niques Q; et les morphisme v; : B; — Q; que ’on déduit des B; par compo-
sition. Soit Q; la sous-variété sans singularité de G = {ge G; Vi, v; est
nul en g }. D’aprés la définition de G, Q; N (G—n~' (Q')) est isomorphe
par T 4 Q—Q'.

Le corollaire 4.2 nous donne un module inversible L sur G [et méme
sur S, L= M"B)"... W»B,)%] tel que

LOo; = (=1)"D(By; Q15 q1) ... D(B,; Q5 )
4.4, THEOREME. — Avec les hypothéses et les notations précédentes,

L0, =(—=1"D(Ay, ..., Ay E; gy, .05 qp)

TOME 102 — 1974 — nN© 2
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T Gy 4, (E)— S est une suite de fibrations en grassmanniennes
et la démonstration du théoréme se décompose en deux temps :

(i) Soient
S, = qu...qg_‘ (E)’ et G’ = Gq;...qi(E) =~ th(Qi—l IS')’
m: G -S8,A;=B;+...+B,, j=i.
Alors
Ty D(A:, e A;;, Qn qi - > qp) = D(A:s ey Alp; Qi—l; qi ---» qp)
Ceci est une conséquence directe du corollaire 3.4, le déterminant
étant d’ordre g,.
(i) Sur S’ :
D(B;-1; Qi-1; 9i-1) D(A;, ..., A;ﬁ L0 TP PR qp)
= DBy, Ai+B;_y, ..., A;z"‘Bi—l; Qi1 qi—15 -+ -» qp)

d’aprés le lemme 1.6.

4.5. CorOLLAIRE. — LO,=D(A,,...,A,; E;qy,...,q,) dans
Panneau K (S—Q'), et a forticri dans Gr K (S).

Dans le cas particulier d’un drapeau de longueur 1, avec ¢ = 1, on a
par hypothése un morphisme transversal a : A— E avec a = e; Q est
le support du coker de a. Le corollaire s’écrit alors

0o =(—1)A"(A—E) dans GrK(S).

4.6. CLASSES DE CHERN DANS Gr (K (S)). — K (S) est filtré par la codi-
mension des supports; on prend le gradué associé.

Soit x € K(S) d’augmentation & (x). La n-iéme classe de Chern de x
est, par définition, la classe dans le gradué de A" (x—e (x)+n—1) (¢f. [11],
SGA VI, exposé 0, § 5, pour vérifier que cette définition donne bien une
théorie de classes de Chern).

Si x est la classe d’un module E de rang n, et s’il existe un morphisme o
transversal de E dans Og, nous reconnaissons une classe précédemment
définie : le support de coker a étant Q, alors

Oq=(—1)"\"(E—1) d’apres 4.5.
5. Expression des résultats précédents dans I’anneau de Chow

L’anneau de Chow est d’un emploi plus fréquent que K (S). Malheu-
reusement, il n’y a pas de morphisme de K (S) dans cet anneau o (S),
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172 A. LASCOUX

méme en caractéristique zéro, mais simplement un isomorphisme entre
K(S)® Qet & (S)® Q (cf [11], SGA VI, exposé 14). Nous négligerons
la torsion pour traduire les résultats précédents; il faudrait dans <7 (S)
une démonstration directe calquée sur les paragraphes précédents.

On définit donc les classes de Chern rationnelles de x € K (S) dans I’an-
neau de Chow tensorisé par Q :

c(x)=14ci()+...+c,(X)+..., c,(x)eL"(S).
Il nous suffit ici de connaitre ¢ dans le cas suivant :

5.1. LemME (cf. [11], SGA VI, exposé 0). — Si ¢ est une sous-variété
réduite de codimension n, et si x = 0,, [c] étant la classe de  dans s/ (S),
alors ¢;(x) =0 pour 1 £i<n-—1, et

() =(-1D)""(n—-1)![c].

5.2. LeMME. — Soient x € K (S) d’augmentation nulle, et deux entiers m,
n avec m = n. Alors

(A" (x+n—-1))=0 pour 0<i<n,
(A" (x4+n—1)=(=D)""1(n—1)!c,(x).

Les ¢; (\™ (x+n— 1)) cherchés sont des polyndmes homogenes en les ¢; (x),
j < n. Pour déterminer les coefficients de ces polyndmes, il suffit de consi-
dérer le cas o x = E—n, avec E localement libre de rang n. Alors

ME=1) = Yo (= D" VE = Yo (= D)" (= 1)"'AE
=(=D"T"VE-D) = (-D"A_(E),

et le cas m = n est traité dans ’exposé [11] cité.

5.3. LeMME. — Soient x,y e K(S) d’augmentation nulle, avec

¢;(x)=0 pour 0<i<m, et c;(») =0 pour 0T<j<n;

alors
c;j(xy)=0 pour 0<j<m+n,
et
(m+n-1)!
Cpin(XY)=————— (%), (»).
+n(X¥) =) =) (x) e (y)
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COROLLAIRE. — Soient Xy, ...,x,€ K(S) d’augmentation nulle, et
des entiers m;, n; avec m; 2 n;, 1 £j= p. Soient

n=Yn; et m=ymy
y=A"(x+n—1) ... A" (x,+n,—1);
alors
¢(»)=0 pour 0<i<n
et
() = (D" =1 e, (%)) - .. €, (%)

Nous renvoyons une fois de plus & [11] pour la démonstration du lemme.

5.4. Les déterminants en les classes de Chern que nous allons consi-
dérer sont les A" (xy, ..., X,; ny, ..., n,) dont le terme (7, ) est ¢, ., j_; (x;).

Auvec les hypothéses de 4.3, on notera par D' (A4, ..., A, E; q4, ..., q,)
le déterminant d’ordre ¢, :

ANA=E, .. A —E;r, ..., 1 iy Ty ey Tp)

—— —— ——— ————
q1—4q2 dp q1—92 4qp
5.5. PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 4.3, avec de plus

m =Y r;(gi—q;+1), la classe du cycle de Schubert :

Q(Ay, ..., A E qy, ..., q,) dans Z(S)®Q
est (—1)"D'(Ay, ..., A,;E;q4...),

Q est une variété réduite irréductible de codimension m, Q; étant une
sous-variété sans singularité de codimension n de la variété drapeau
G, ..., ) [G est de dimension Y 4:(gi-1—9;) sur S].

Démonstration de la proposition. — "(S)~ " (S—Q'), Q' étant
de codimension = n+1.
4.5 et 5.1 nous donnent

(=)™t m=-D![Q] =(~1)"cu(D(Ap -, A Es g5 -, )
dans & (S)® Q.

La classe du déterminant D apparait aisément aprés une transformation
de celui-ci : en introduisant de nouvelles notations, si D = det (\"*/ % (x))),
alors en additionnant lignes et colonnes,

D =det\"* 7 (x;+j—i+g,—1)
avec k tel que x; = A;—E.
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La diagonale principale du déterminant est alors

AMY(A —E+q,—1),...,A"(A;—E+q,—1),...,A"(A,—E+g,—1).

q1—q92 dp

Nous avons fait apparaitre les augmentations qui convenaient pour
appliquer le corollaire 5.3,

cm(D(Ab ERS ] Ap’ E: d1> ---» qp))
=(_1)n—1(m_1) ! Dl(Ala RS Ap; E; dis -+ qp)a

ce qui termine la démonstration.

Les paragraphes suivants sont des applications de la proposition 5.5.

5.6. DETERMINANTS ISOBARES EN LES CLASSES DE CHERN. — Comme le
nom l’indique, ce sont les déterminants lc,,,iJr,,jJr —iX) ), 1=SL,j=p.
En considérant les mineurs associés des matrices inverses [c;_;(x)] et
[¢;—i(—x)], on obtient un théoréme de dualité (¢f. AITKEN [1]) de tels
déterminants. Nous n’aurons besoin de ce théoréme que dans les cas
suivants :

LemMmE 1. — Soit (ny, ..., n,) une suite croissante d’entiers. Alors

det Icn,+j—i(x) I = (—1)" det I cm;+j—-i(_x)l’ 1=i,j=p,
avec
m;=p pour 1=i=<n,,

m;=p—1 pour ny;<i=<mn,, ...

n=>yn,.

La démonstration est la méme que pour la proposition 1.2.

et

LEMME 2. — Soit x € K(S) tel que c,,;(—x) =0, Vi > 0; alors
det Icmi+j—i(x)|det|cn,-+j—i(x)l = detlcmi+n,+j—i(x)l, 1=i,j=p.

Ce lemme est dfi & PorTEOUS [8] qui n’en donne pas la démonstration :
moyennant une permutation éventuelle de lignes et de colonnes, on peut
supposer que les suites m,_; et n; sont croissantes; on applique le lemme
précédent a chacun des déterminants

Icm,+j—i(x)| et |cn,-+j—i(x)l
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et I’on constate que le produit des deux nouveaux déterminants est le
mineur d’indice

/\ /\
A, ...,me+n+1, ..., my+n,+p;
~ S S

1, ...,my—my+1, ..., my—ms+2, ..., my+n,+p)

de la matrice [c;_;(—x)] d’ordre m;+n,+p, ou le signe " désigne les
indices manquants; revenant a [c;_;(x)], on conclut.

LEMME 3. — Soient n; une suite croissante (1 < i < p), et h un entier
positif; alors det ! gyt j—i (%)

, pour my=h, m;=0, i #1, est
égal 4y det } €4 j-i (X) |, la somme S’effectuant sur toutes les suites crois-
santes r; telles que

j§nj+1 et Zr1=znj+h
Soit en effet un déterminant d’ordre p ] Cui,jy (X) |5 alors

Y det lcn(i, D+a() (x)] =) det Icn(i, D+ L

la sommation s’étendant aux suites d’entiers positifs tels que
Ya@d=h  YBG)=h

Dans le cas ol # (i, j) = n; et ou n; est une suite croissante, les déterminants
des deux sommes qui ne sont pas nuls ou qui ne s’éliminent pas deux a
deux sont obtenus pour la suite o = (4,0, ...,0) et les suites B telles
que n;+B(j) < nj, 4, ce qui est bien le lemme indiqué.

De maniére plus générale, un déterminant isobare det| Congmy+ =i |
s’exprime comme une somme a coefficients rationnels de déterminants
de la forme det |c,.;_;| avec Y. r; = Y. m; +n;.

5.7. CYCLES DE SCHUBERT SUR UNE GRASSMANNIENNE. — C’est le cas
classique auquel nous faisions référence dans l’introduction; nous ren-

voyons & HODGE et PEDOE [3], ou pour un exposé plus « moderne » a
Laksov [6].

Soient une grassmannienne S = G, (k**%) sur un corps algébriquement
clos, Q le fibré taugologique sur la grassmannienne, A; c...cA, un
drapeau strictement croissant de modules triviaux sur S.
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On prend r; = i, et ’on pose
n= ZQi("i_"i—O = quw
et Q(Ay,...,A,;Q59,,...,9,) est noté dans ce cas Q(ay, ..., a,).
La proposition 5.5 s’écrit

[Q(ay, ..., a)] =(=1)"det |cp,+;-:(—Q)],

avec m; =1 si ¢;—q; <j = q;—¢q;+1, 1 £1 = p. Autrement dit, par
dualité, on obtient le théoréme suivant

THEOREME (HODGE et PEDOE) :
[Q(ala "'aap)]=det,cqr\‘-j—i(Q),’ léi,jép'

Ce théoréme était démontré a I’aide de la formule de Pieri suivante :

PROPOSITION. — ¢,Q (ay, ...,a,) =Y Q(ay, ..., a,) la somme s’éten-
dant & toutes les suites a] telles que Y a} =) a;—h et a;_y < a; < a;.

Cette formule résulte des lemmes 2 et 3 de 5.6 et de ’expression de Q
comme déterminant isobare

ey [Q] =det |cysjmiem,(Q)| avec my=...=m,_; =0, m,=h;

ce dernier déterminant est égal & ) det | ¢, | pour toutes les suites

Tj—i

(4 --->q,) telles que Y q; = ). g;+h et g; < g; < g;_,, ce qui est bien

la somme indiquée lorsque 1’on exprime les ¢; en fonction des a;.
Remarque. — Le lemme 2 de 5.6 nous permet d’exprimer 1’intersection

de deux cycles de Schubert comme déterminant d’ordre p :

[Q(ay, ..., a,)Q(a), . s ap)] =det [cgig  4;-(Q)].

5.8. SINGULARITES D’ORDRE 1 DE MORPHISMES DE FIBRES. — C’est le
cas des drapeaux de longueurs 1, qui a été traité par PorRTEOUS [8]. :

Soient deux modules localement libres A et E, o« un morphisme trans-
versal A — E. Q (A; E; g) est la sous-variété ou le coker de o est de rang
> g, et 5.5 se traduit par

[Q] = (1) det Icr+j—i(A—E)|a 1=i,j=gq,

= det [cpy;—;(E—A)|, 1Zi,j<r dans Z(S)®Q.

Signalons encore que ces cycles sont appelés «cycles spéciaux de

Schubert » par KLEIMAN [5].

5.9. CrAsSES DE CHERN D’UN MODULE LOCALEMENT LIBRE. — Quand on
restreint les hypothéses de 5.8 au cas ol A est trivial et » = 1, on obtient
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les classes de Chern rationnelles de E : [Q] = ¢,_,4; (E). On a ici une
définition par « obstruction » des classes de Chern : E admet un sous-
module trivial de rang a sur S—Q. Les classes de Chern ont été définies
primitivement de cette maniére, pour le fibré tangent d’une variété (et
dites classes de Chern de la variété).

5.10. CLASSES DE CHERN D’UNE VARIETE SUIVANT EGER [2].

PRrOPOSITION. — Soit S une variété algébrique de dimension n sur laquelle
on a h+1 intégrales de Picard ayant un lieu jacobien simple J (i. e. de dépen-
dance linéaire) de dimension h. Alors

Can(S) = (=1)" " [J].

En d’autres termes, on a un morphisme transversal sur S en dimension
= h de (h+1)0g dans le module des l-formes différentielles Q! (S);
d’aprés 5.9,

[J] = c,—s(Q'(S)) dans «#(S)® Q.

Cela permettait 2 EGER de définir J comme classe caractéristique de la
variété, aprés avoir remarqué qu’elle ne dépendait pas du systéme d’inté-
grales simples. Malheureusement, I’hypothése de la proposition sur ’exis-
tence des intégrales de Picard restreint le choix de la variété.

5.11. CLASSES DE CHERN D’UNE VARIETE PROJECTIVE SUR C SUIVANT
TobD (cf. POrRTEOUS [8]). — Soit S une sous-variété projective de dimension #,
sans singularité, de P (CV). Topp introduit les variétés polaires M, de S :
pour tout k, 0 £ k < n—1, on se donne un plan de dimension N—k—2,
P(N—k—2), en «position générale» par rapport & S; on pose alors

M, = {s€eS; lintersection du plan tangent en s avec P(N—k—2)
est de dimension > n—k—2}.

En d’autres termes, soit le diagramme

0 0
! 1
0— T(S)— T(P) ls"_"’VS/P’*O
! l R
0—T'—(N+1)0s(1) > N 5p—0
! !
Os ~ Os
! !
0 0
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ol A'g/p est le module normal du plongement de S dans P (C"), T (S)
le module des vecteurs tangents & S, et soit T’ le module qui compléte
le diagramme.

Nous nous plagons dans ’hypothése ou ce plongement est suffisamment
ample pour que le morphisme de S dans G, ; (CN*') associé a I’injection
de T" 04 (—1) dans (N+1) Oy soit un plongement u : S ¢ G [T’ 05 (—1)
est I’image réciproque par u du dual de Q, quotient canonique sur G].
Les M, sont les intersections de variétés de Schubert dans G avec S : a
P(N—k—2) est associé un module A,,, quotient trivial de rang k+2
de (N+1)0p. On se place dans I’hypothése ou le morphisme composé
de T"0Ogx(—1) dans A, ., est transversal.

Avec ces notations,

M, =Q(T'05(—1); Apyp; 1) = u_l(Q(Q*Q (k+2)04; 1))
et

[M] = (=1)"" ¢, (T O5 (= 1)).

Si X est la classe d’une section hyperplane dans & (S), alors

1

M (—1y*[M,] = ch-k_i(T(s»<"+ : “)(—X)‘,
et inversement,

c(T(S) = c(T) = c((T' O5(—1) ® O5(1))
c’est-a-dire :
, = k+1 —n
(2) (_l)pcp(r)= ’I§=n—p<p+k_n>[Mk](-‘X)p+k .
Les deux formules équivalentes (1) et (2) servaient a TopD a définir

les classes de Chern de la variété, une fois qu’il avait remarqué qu’elles
ne dépendaient pas du plongement projectif choisi.
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