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INTEGRANDES NORMALES ET MESURES PARAMETREES
EN CALCUL DES VARIATIONS

PAR

Hexri BERLIOCCHI er Jean-Micaer LASRY

REsuMmE. — Soient X et Y deux espaces localement compacts polonais, et dr une
mesure de Radon sur X. Une mesure paramétrée p. est une application mesurable
de X dans M7 (Y). A toute fonction mesurable y de X dans Y, on associe la mesure
paramétrée a(y) : x> 8,(,). Une intégrande normale (positive) est une fonction
borélienne f de XX Y dans (0, 4 o) s.c.i. par rapport a4 la deuxi¢me variable.

L’intégrale p (f) = ﬂ f(x, y)dp, (y) dr est une fonction affine s.c.i. de p, et se

réduit lorsque p=a @ ap(f) =F(@y) = f f (z, y (x)) dx. Cette construction permet

d’étudier la fonctionnelle F; on résout ainsi un probléme variationnel provenant
de I’économie mathématique, on donne une extension du théoréme de convexité de
Ljapunov, et une caractérisation des compacts faibles de L! (dx).

On étudie ensuite de la méme fagon (c’est-a-dire par prolongement aux mesures
paramétrées) la fonctionnelle

Gww = [ 1@y @, @) de

ou y et u sontliés par un systéme différentiel (exemple: u = grady, u = Ay, u =y, ...).
On montre I’existence de solutions généralisées pour le probléme du calcul des variations
« minimiser G », et 1a possibilité d’approcher ces solutions par des fonctions ordinaires.
On en déduit I’existence d’un probléme relaxé.
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Introduction

Nous étudions deux types de problémes variationnels que I’on
schématise ainsi :

(P,) minimiser f f (x, y (x), u (z)) dz pour Ay (z) = u(x),
X

(P,) minimiser f f (z, u (x)) dz pour f 9: (z, u (x)) de < 1.

Les problémes (P,) sont des problémes du calcul des variations classique
(A y = grad y = u) et des problémes de contrdle des systémes gouvernés
par des équations aux dérivées partielles (quand A est un opérateur ellip-
tique, parabolique, hyperbolique, non linéaire, etc.). Les problemes (P.) se
rencontrent en économie mathématique (modéle d’AumMANN-SHAPLEY[1]).

L’existence de solutions pour (P,) est liée a la convexité de la
fonction f par rapport & u. L’étude des problémes non convexes du calcul
des variations classique a été abordée par Younc [31], qui a introduit
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INTEGRANDES NORMALES 131

des «surfaces généralisées » (on trouvera un exposé moderne dans
Youna [32] et EkeLanD-TEMaM [17]), dont il montre qu’elles sont en
un sens naturel des solutions généralisées de (P,). L’idée est de plonger
Pespace des fonctions mesurables (par exemple : les fonctions mesurables
de (0, + 1) dans (— 1, 4 1) dans un espace de mesures (I'espace des
mesures de Radon positives sur (0, 1) X (— 1, 4 1) qui se projettent
sur (0, 1) suivant la mesure de Lebesgue). Cette méthode a été reprise par
GaourLa-Hourr [18], et I. EKELAND a montré son lien avec ’analyse
convexe [16].

L’étude (chapitres I et IT) dans un cadre abstrait de convexes compacts
de mesures du type précédent et des fonctionnelles affines, définies sur
ces espaces par une classe d’intégrandes que nous introduisons, fournit
des outils qui permettent la résolution sous une forme générale des
problémes posés (chapitres III et IV). On obtient en outre des résultats
sur les compacts faibles de L' et une extension du théoréme de convexité
de Ljapunov.

Pour le probléme (P,) (chapitre IV), nous utiliserons une formulation
valable pour les systémes cités ci-dessus qui repose sur une idée dégagée
précédemment [2] : la propriété de I’équation A y = u utile pour I’exis-
tence de solutions de (P,) (usuelles dans le cas convexe, généralisées
dans le cas non convexe) est la compacité de I'opérateur A—!. CESARI
utilise d’autre part une formulation similaire pour démontrer des théorémes
d’existence de solutions (usuelles) de (P,) [13].

Nous remercions Ivar EKELAND qui nous a donné goiit & la matiére,
qui nous a inculqué les connaissances nécessaires, notamment, a travers
son cours de Théorie des jeux et de nombreux entretiens, et qui nous
a sans cesse fourni les références appropriées.

Nous remercions C. Castaing qui nous a indiqué que nos méthodes
pouvaient s’appliquer au cas oil la mesure dx est abstraite (cf. Commen-
taires).

Notations

On se donne, dans toute la suite, deux espaces X et Y, et une mesure m
(notée aussi dx) sur lesquels on fait (sauf au chapitre I) les hypothéses
suivantes :

— X et Y sont localement compacts polonais (c’est-a-dire localement
compacts métrisables séparables);

— m est une mesure de Radon positive sur X.
On écrira « mesurable » pour « m-mesurable », « presque partout» ou
«(p. p.) » pour «m-presque partout» (etc.).

Les définitions sont donc relatives aux espaces X et Y, ce qui n’est pas
toujours rappellé dans le texte.
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132 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

I. Intégrandes normales

1. Théoréme de Scorza-Dragoni

Soient @ une tribu sur un ensemble A, et B un espace topologique.
Une application g de A dans B est mesurable si g—* (F) appartient a4 &
pour tout fermé F de B. Mesurable par rapport 4 une mesure de Radon
signifie mesurable par rapport a la tribu compléte associée.

DEFINITION 1. — Soient % une tribu sur un espace X, m une mesure
sur % positive, Y et A deux espaces topologiques, et f une application de
X x Y dans A telle que

z — [ (x, u) est B-mesurable pour tout ueY,
u— f (x, u) est continue pour presque fout reX.

On dit que f une fonction est de Carathéodory.

On appelle intégrande positive normale (ou encore intégrande normale
de XXY dans (0, + o)) une application f de XxY dans (0, + o)
telle qu’il existe une suite de fonctions de Carathéodory f, de X x Y dans
(0, + oo vérifiant

f(x, u) = supren f» (x, w)

pour presque fouf x.

TutoriEME 1. — Soient X un espace topologique, & une tribu sur X
qui contient les boréliens, m une mesure sur & positive, bornée, extérieure-
ment réquliére, c’est-a-dire telle que

m(A) =inf{ m(V); V ouvert>A }, VYV Aes.

Soit Y un espace topologique a base dénombrable, et f une application de
Carathéodory de X XY dans R (déf. 1).

Alors, pour tout ¢ > 0, il existe un fermé F c X tel que f, restreint a F X Y,
est continue, et m(X — F) <.

Le premier énoncé du type du théoréme 1 est dit & DrRAGONI et ScORzA.
Le théoréme 1 étend les résultats de Castaine [10].

Démonstration. — Comme F est homéomorphe a )0, 1(, on peut sup-
poser f a valeurs dans (0, 1).

Soient (@,). ex une base d’ouverts de Y, et 1,,, 1a fonction caractéristique
de O,. Soit (ux)ren une suite partout dense dans Y.

Pour tout rationnel g€ (0, 1) et tout ne N, soit ¢, , la fonction s. c. i.
de Y dans (0, 1) définie par ¢,, (u) =q1,, (u). Les ¢, , forment une
famille dénombrable telle que, pour toute fonction s. c.i. (en particulier
pour toute fonction continue) g de Y dans (0, 1), on a

g (@) = supg, 24 9nq (W), Vuey.
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INTEGRANDES NORMALES 133

Posons E, ;i ={ze€X; f(x, W) > ¢nq (uz) }. Par hypothése sur f,
E, ;  appartient & %; donc aussi E, ; = Niex En ¢,% Or, par densité
des u;, continuité de f (z, u) par rapport a u, semi-continuité inférieure
de ¢, on a

Eng={zeX, f(x, 0)> 9., (), VueY].
Posons Yn,q (x, u) = 1g, , (%).9nq (1), o0 a
Yng<=f et, pour (z, )e XXY, f(x,u)=supn, (, u).
Comme NX(Qn(0, 1)) est dénombrable, on peut écrire
f = supien 1o, Tas

ol Gy est une suite d’éléments de & (les E,, , renumérotés), y; une suite
de fonctions s. c.i. (les ¢,, renumérotés). Pour tout k€N, il existe
un ouvert V; est un fermé F; tels que
VioGioF: et m(Vi—F) < gy

(on applique la régularité extérieure de m a G, et 4 son complémentaire).
La restriction de 1¢, au fermé H; = (X — V;)u F; est continue, donc la
restriction de 1g Xvr & HyXY est s.c.i. Soit H = NiexH:;, on a
m (X — H) < ¢[2 etlarestriction de fa H X Y est s. c. i. comme enveloppe
supérieure de fonctions s. c. i.

Le méme raisonnement appliqué a 1 — f montre l’existence d’un
fermé K tel que m (X — K) << ¢/2 et que la restriction de f a4 KXY
soit s. c. i.

Soit F=HNnK, on a m(X — F)<e, et f restreint 4 FXY est
continue.

C. Q. F. D.

Remarque 1. — On ne peut pas affaiblir les hypothéses du théoréme 1 :

(a) Soit E€3; la fonction (x, u) - 15 (x) est de Carathéodory. Si le
théoréme est vérifié, il existe un fermé F de X tel que 1 restreint a F
est continue, et m (X — F) < e. C’est-a-dire qu’il existe deux fermés
F,cE et F,c(X — E) tels que F = F,UF,. Soit V=X —F,, on a
VoE, e¢ m(V—E)<m(V —F,;)<e Comme V est ouvert, m est
extérieurement réguliére.

(b) Soient X = (0,1) avec sa topologie naturelle, m la mesure
de Lebesgue; Y = (0, 1) avec la topologie discréte : Y n’est pas a4 base
dénombrable, et le théoréme n’est pas vérifié pour la fonction de Cara-
théodory f de XX Y dans (0, 1) suivante : f(z, u) =0 si x£u, 1 si
T=1u

Remarque 2. — On peut remplacer R par un espace métrisable
séparable Z. Car alors Z est homéomorphe & un sous-espace de
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134 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

(0, 1)N, et il suffit de montrer le théoréme pour (0, 1)N. Pour montrer
la théoréme dans ce dernier cas, il suffit d’appliquer le théoréme 1 a
chaque projection P, o f, qui est de Carathéodory. On trouve une suite de
fermés F, tels que m (X — F,) < ¢/27 et P,of restreint a F,x Y est
continue. Donc f est restreinte a (NF,)x Y est continue.

Remarque 3. — Soient X un espace localement compact, m une mesure
de Radon sur X, Y unespace topologique a base dénombrable, Z métrisable
séparable, et f: XX Y - Z une application de Carathéodory. Pour
tout compact K et tout ¢ > 0, il existe un compact Hc K tel que
[m|(K — H) <, et f restreint & HXY est continue. Ceci résulte du
théoréme 1 et de la remarque 2 appliqués au compact K et a la restriction
de |m| a K.

Remarque 4. — Soient % une tribu sur un espace X, Y un espace
métrisable séparable (d une distance sur Y), et soit f une intégrande
normale de X XY dans (0, 4+ c0). Alors il existe une suite croissante
de fonctions de Carathéodory f, de la forme

fo (@, y) = Zhe Lay,, (@) 91,2 @)

ou les Gy, , sont mesurables disjoints et les ¢ , sont continues positives.
En outre, si la mesure m sur % est o-finie et si Y est localement compact,
on peut prendre les Gy, , intégrables et les ¢, , continues a support compact.

En effet, d’apreés la définition 1, f = sup g¢,, ou les g, sont de Cara-
théodory; la démonstration du théoréme 1 montre que

gn = SUup lEkxlolr

ou E.e€% et ou O; est un ouvert de Y. Comme
1o, (W) =sup 4nx (y), avec Ynix(y) =inf(1, kd(y, Y — 0y)),

posant
Ik (@, Y) = 1g, (@) XYnz ),

on a f=sup gni Soit f, =SUPpii.p gnr alors f=supf,. On voit
que f, est de la forme annoncée : les G,, sont des intersections de E, et
de X — E, (0 < q<n) et les ¢, sont des enveloppes supérieures de
sous-famille de {4y x; ¢ +k<=n}.

Si Y est localement compact et si m est une mesure o-finie sur X,
on remplace f, par g, = f. X 15, X a5, olt F, est une suite croissante d’élé-
ments intégrables de & tels que X = UF, et a,, et une suite croissante
de fonctions continues 4 support compact telle que 1 = sup a, (y).

TOoME 101 — 1973 — N° 2



INTEGRANDES NORMALES 135

Remarque 5. — Soient & une tribu sur un espace X, Y un espace
compact métrisable. Soit f une fonction de X x Y dans R. Il est équivalent
de dire :

(a) f est de Carathéodory;

(b) Tapplication x — f(x, .) est mesurable de X dans C (Y), muni
de la topologie de la convergence uniforme.

En effet, supposons f de Carathéodory. On a f = sup f, (cf. remarque 4
ci-dessus). Pour z fixé, f, (x, .) est une suite croissante de fonctions
continues qui converge simplement vers la fonction continue f(z, .),
donc uniformément (lemme de Dini). L’application f, : — f, (z, .)
est mesurable de X dans C (Y) muni de la norme uniforme, et la suite f,
converge simplement vers l’application f: x— f(x, .). Donc f est
mesurable, ce qui montre (a) = (b); la réciproque est évidente.

ProrosiTioN 1. — Soient (X, %), (Z, ®') deux espaces munis d’une tribu,
Y un espace topologique a base dénombrable, f une application de X XY
dans R telle que

x — [ (x, u) est mesurable, V uev,

u— f(x, u) est continue, V zxeX.

Alors, pour toute application %'-mesurable u de Z dans Y, Uapplication

(x, 2)e XX Z — f (x, u ()) est mesurable pour la tribu & Xx%'.

En particulier, (z, u) - f (z, u) est mesurable pour % xB, ou B est la
tribu des boréliens de Y.

D’aprés la démonstration du théoréme 1, on a

f (x, u) = supren la, (@) 7i (W),
V (x, uye XXY, avec vy s.c.i. pour tout k,

donc borélienne, et Gr€ ®. Donc, si z— u (z) est -mesurable de Z dans Y,
f(x, u(2)) = supiex ls, (@) vx (u (2)) et les fonctions z— y; (u (2)) sont
%’-mesurable.

Par suite (z, z) - f (z, u (2)) est (B x%’)-mesurable.

Remarque. — 11 résulte de la proposition que si x — u () est -mesu-
rable de X dans Y, x— f(x, u(x)) est B-mesurable.

CoroLLAIRE 1. — (Hypothéses du théoréme 1). — Soit g une intégrande
normale de X XY dans (0, + o). Pour fout ¢ > 0, il existe un fermé F
tel que g restreinte @ FXY est s.c.i.,, et m(X — F) <.

Soit g, une suite d’application de Carathéodory de X x Y dans (0, + oo(
telles que ¢ = sup,en ¢9» (p. p- ) D’aprés le théoréme, il existe des
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136 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

fermés F, tels que m (X — F,) < ¢/2", et g, restreint & F,xY est
continue. Soit F = N,ex F» : cCest un fermé; m (X — F) << 2¢; ¢ res-
treinte 4 FXY est s.c.i. comme enveloppe supérieure de fonctions
continues.

2. Multi-applications mesurables

Pour plus de commodité, nous rappelons les propriétés des multi-
applications mesurables dont nous aurons besoin par la suite, et leurs
démonstrations. On trouvera une étude systématique des multi-applica-
tions dans Castaing [11].

DErFINITION 2. — Soient % une tribu sur un espace X, ef I une multi-
application de X dans un espace topologique Y [c’est-a-dire une application
de X dans % (Y)]. On dit que T est mesurable si

(2eX; T@nF %6} =T (F)

appartient a & pour fout fermé F de Y.

A toute multi-application de X dans Y, on associe sa fonction indicatrice
fr de X XY dans (0, 4 o), définie par fr (z, u) =0 si uel' (z), + ©
si ug’T ().

Remarque. — Soit Y un espace métrisable, soit d une distance compatible
avec la topologie, et soit I' une multi-application mesurable de X dans Y;
la fonction (x, u) - d (I (), u) est de Carathéodory.

Il suffit de montrer que A€® ot A ={zeX; d( (x), uy<Lr}
(pour u et r fixé). Or

A= nnen%xeX; I‘(x)nB(r + '—11>¢Qj%,
i
0 B<r+%>={veY;d(u,v)ér—|-%}-

Comme B[r + (1/n)] est fermé, et T mesurable, on a A e€%.
Soit T' la multi-application définie par T : z - I (z). Comme

fT‘ (z, u) = sup.ex nd (' (2), v),
[ est une intégrande normale (déf. 1).

LemME (Hypothéses du théoréme 1). — On suppose de plus Y métrisable.
Soit T une multi-application mesurable de X dans Y, telle que T (z) est
un fermé (p. p. ). Pour tout ¢ > 0, il existe un fermé Fc X tel que la
resiriction de I' a F a un graphe fermé, el m (X — F) <.
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INTEGRANDES NORMALES 137

Démonstration. — On applique le théoréme 1 a la fonction de Cara-
théodory (x, u) > d (' (x), u), et on remarque que le graphe de la res-
triction de I’ a F, est

{ (@, uyeFXY; dT (x), uy) =0}.

ProrposiTioN 2. — Soient X un espace localement compact dénombrable
a linfini, Y un espace localement compact polonais, m une mesure de Radon
positive sur X, et soit I' une multi-application de X dans Y. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

() T est mesurable a valeurs fermées,

(ii) Pour tout compact K c X et fout ¢ positif, il existe un compact Hc K
avec m (K — H) < ¢, et T/H a un graphe fermé.

(i) = (ii) Cela résulte du lemme ci-dessus.

(ii) = (i) Soit G le graphe de I'. Ona G = G'U(NXxY) ol G'cXxY
est un K; et Nc X a une mesure nulle. Si F est un fermé de Y, I'- (F)

est alors la réunion d’un ensemble de mesure nulle et de la projection
sur X du K;: G'n(XxF). Donc I'- (F) est mesurable.

THEOREME de section (KuraTtowski). — Soif ® une fribu sur un
ensemble X. Soit Y un espace métrisable séparable. Soit I' une multi-
application mesurable de X dans Y telle qu’il existe une distance d compatible
avec la topologie pour laquelle T (x) est complet pour tout x. Alors,
il existe une section mesurable de I' [c’est-a-dire une application mesu-
rable f de X dans Y, telle que f (x) €T (x) pour foul x € X].

Démonstration (KuraTowski) [20]. — Quitte a remplacer d parinf (d, 1),
on peut supposer d =< 1. Notons B (a, r) la boule { ue Y; d (u, a) <r}.

Soit (a,) une suite de points dense dans Y. Nous allons construire par
récurrence une suite d’applications (s,) mesurables de X dans Y.

1o On pose s, () = a, pour tout xeX.
20 On suppose construits s, ..., s, tels que

A5 @ st @) = g0 VzeX et k=0,..,n—1,

et
B<sk(x),%(>nl‘(x);éﬂ, VzeX, k=0,...,n
Posons, pour peN,
1
E, =§x€X; B<am W>nl‘ (x) = Q},
F, =§xex; s,,(x)eB(ap, %)}
et

G, = E,nF,.
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138 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

Comme B (a,, 1/2"+') et B (a,, 1/2"~) sont des fermés, on a E, €
et F,e®, puis G,€%.

Pour tout reX, il existe uel (z) tel que d (s, (x), u) < 1/2= par
hypothése de récurrence.

Comme la suite (a,) est dense dans Y, il existe un entier m tel que
d(u, an)<1/2+, donc tel que

1
B(q,n,y:l)nl‘(x)#g et Sn (:c)eB(am,Q%>,

c’est-a-dire x€ G,,. Autrement dit,
X = UmeN Gm-

On peut donc définir I'application s,., par s,., () =a, pour
2€(Gm — Uyiep, Gr)- On constate que s,,., est mesurable, et vérifie
les hypothéses de récurrence.

Pour chaque z, (s, (x)) est une suite de Cauchy, et d (s, (), I' (x)) > 0
quand n —oo. Comme I (z) est complet, il existe un point s (z)eT (z)
tel que s, () - s (x) quand n — oo. La fonction s est mesurable comme
limite d’une suite de fonctions mesurables : c’est la section cherchée.

CoroLLAIRE 1. — Soien! X un espace localement compact dénombrable
a linfini, m une mesure de Radon sur X, I' une multi-application mesurable
a valeurs fermées de X dans un polonais Y lelle que T (x) est fermé non vide
pour presque tout x. Il existe une section mesurable de T

3. Caractérisations des intégrandes normales

TutoreME 2. — Soient X un espace localement compact polonais,
m une mesure de Radon positive sur X. Soit Y un espace souslinien. Soit f
une application de X xY dans (0, + o). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) f est une intégrande positive normale (déf. 1);

(b) Pour tout compact Kc X et tout = > 0, il existe un compact Hc K
tel que m (K — H) <, et f restreint a HXY est s.c.1i.;

(¢) La multi-application

x> Epiy(x) ={ (1, )€ Y X (0, + o0); f(x, u) =21}

est mesurable a valeurs fermées (p.p. ).

(d) 11 existe une fonction borélienne g de X XY dans (0, 4 oo) felle
que u — g (z, u) est s. c. i. (p. p. z) et f(z, u) = g (z, u) (p. p. ).

On va montrer (d) = (a) = (b) = (d), puis (¢) = (b) = (¢).

Par restriction et recollements, on voit qu’il suffit de démontrer le
théoréme 2 sur un compact de X. On suppose donc X compact.
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10 (a) = (b) : Les hypothéses du théoréme 1 sont vérifiées, car tout
souslinien est 4 base dénombrable. Le point résulte donc du corollaire 1
du théoréme 1.

20 (b)=(d) : Soit, pour tout n, un compact H,cX tel que
m (X — H,) < 1/n, et f restreint & H, X Y est s. c. i. Soit ¢, la fonction
borélienne définie par

T, U our (r,u)eH,xY,
oo (@, 1) = f,uy p (z, u)
0 pour (z, u)¢gH,xY

et soit g définie par g (x, u) = sup,en - (*, u); ¢ est borélienne et
f(x, u) =g (x, u) pour &N, ou N est I'ensemble de mesure nulle
N == X —_— U”eN Hn.

30 (d)= (a).
LemME. — Il existe une famille dénombrable de fonctions continues ¢,
de Y dans (0, + oo( felles que pour loute fonction s.c.i. h de Y dans

(0, + o), on a
h (u) = Supp,.éh <Pn (u)9 V ue Y.

Soit 0, une base dénombrable d’ouverts de Y. Soit h une fonction
s.c.i. de Y dans (0, 4 o). Alors

h (u) = SUPo, .=/ Pq.ns

oll ¢ est un rationnel positif, n un entier, et ¢, , la fonction s. c.i. qui
vaut ¢ sur O,, et 0 ailleurs. Reste 4 montrer le lemme pour ¢,,. Or
si F,, est le complémentaire de O,, et si d est une distance sur Y compatible
avec la topologie, on a

g (W) = supnex inf (g, md (u, Fy)).

Revenons a la démonstration de (d) = (a). — Soit ¢, une suite de
fonctions comme annoncée dans le lemme. Soit E,,

E,={zeX; g u)>¢,(w), VueY|.
Le complémentaire de E, dans X est la projection sur X de G,
G,={(x,u)eXxXY; g(x, u) < 9. (u)}.

Comme ¢ est borélienne et ¢, continue, G, est un borélien de X x Y.
Comme X est métrisable et X X Y souslinien la projection de G, est un
souslinien (BourBaxt [9], chap. 9, § 6, n° 3, prop. 11, corollaire), donc
mesurable (pour m). Il en résulte que E, est mesurable. Donc
(x, u) > 1z, (x) 9, (u) est une fonction de Carathéodory de X x Y dans
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(0, + oo(. Or, comme u — ¢ (z, u) est s. c.i. (p.p. z), on a
9 (x, u) = suprex 15, (¥) ¢ (@) (p. p- 2).

Ainsi ¢ est une intégrande normale.

40 (¢) = (b) : On applique le corollaire de la proposition 1 4 la multi-
application Epi, : pour tout ¢ > 0, il existe un fermé Fc X (Comme X
est compact, F aussi) tel que Epi, restreint & F a un graphe fermé, et
m (X — F) < z. Mais dire que { (x,u,))e FX Y X (0, + co(; f(x,u) <2}
est fermé, c’est dire que f, restreinte a F, est s. c. i.

50 (b) = (¢) : Soient pour tout n un fermé compact K,c X tel que
m (X — K,) <<1/n, et frestreint & K, X Y est s. c. i. Donc Epi, restreint
a K, a un graphe fermé.

Soient H un fermé de Y X (0, 4+ o). A un ensemble de mesure nulle
pres, Epi}; (H) est la projection sur X du F;: § =U,en(G.n(X X H)),
ol G, est le graphe de Epi, restreint & K,. Comme XX Y"X (0, + o0)
est souslinien, S est souslinien, et sa projection est mesurable (BourBAKI,
ibidem, cf. 39).

Le théoréme 2 est démontré.

Remarque 1. — Si Y est localement compact polonais, les quatre
propriétés du théoréme 2 ci-dessus sont équivalentes & la cinquieme
suivante : il existe une suite f, de fonctions de Carathéodory positives
bornées nulles en dehors d’un compact (qui dépend de n) telles que

f (@, u) = sup.ex fo (z, ©) (. P- ).

Cela résulte du 3° de la démonstration, mais cela se voit plus simplement
directement sur la définition des intégrandes normales. En effet, si
f = sup fn, ou les f, sont de Carathéodory positives, alors

f = sups,p,m [inf (m, f 91 )],

ou (¢z) [resp. ({,)] est une suite de fonctions continues a support compact
de X (resp. Y) dans (0, 1) telle que

1 = supren 9 (), VzeX [resp. 1 = sup,en ¥, (u), V ueY].

Remarque 2 (Hypothéses du théoréme 2). — Soient I' une multi-
application, et fr la fonction indicatrice du graphe de T (cf. déf. 2) :
c’est une intégrande normale si, et seulement si, T est mesurable & valeurs
fermées (p. p. ). Cela résulte de I’équivalence (a) < (c) du théoréme 2,
car x— Epis (x) =T () X (0, 4 oo est mesurable si, et seulement
si, I' Dest.

Remarque 3. — Soit x— I (z) une multi-application mesurable.
D’apreés la remarque qui suit la définition 2, fi est une intégrande normale.

Donc, d’aprés la remarque 2 ci-dessus, la multi-application x — T (z)
est mesurable.
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I1. Espaces de mesures paramétrées

Rappelons que, dans toute la suite, X et Y sont deux espaces locale-
ment compacts polonais, m (= dx) une mesure de Radon positive sur X.

Le paragraphe 1 regroupe les définitions et les premiéres propriéteés.
Au paragraphe 2, on démontre les propriétés de structure importantes
(prop. 5, 6 et 7).

1. Définitions. Dualité

DEFINITION 1. — On appelle mesure paramétrée une mesure de Radon
positive sur X XY qui se projette sur X selon la mesure m. On note M
Uensemble des mesures paraméirées muni de la topologie vague.

Pour toute mesure peM, il existe une famille (u.).ex de mesures
de probabilités sur Y unique modulo 1’égalité presque partout telle

que x — p, est mesurable de X dans M7 (Y) vague et p. =f 0z @ P dT
X

(BourBakt [7] et [8]). Ceci nous parait justifier le terme de « mesure
paramétrée ».

Soit u une fonction mesurable de X dans Y. Alors £ — 9y, est mesurable
de X dans M7 (Y), car la topologie induite sur Y par I'injection u — 9,
de Y dans M7 (Y) coincide avec la topologie de Y. Soit v € M la mesure

définie par v = f 0z @ Ou(x dz. Pour toute fonction geC.(XxY)
(resp. X XY — (0, 4+ o0)). On a

9@ y)dv (@ y) = fX 9@, u@)de

X<Y

(BourBakt [7], § 4). D’autre part, si
f 8o @ dugey dT = f 82 ® o dzr,  ona u = (p.p.
X X

d’aprés l'unicité de la désintégration.

DEFINITION 2. — On note B Uensemble des applications mesurables de X
dans Y.

DErFINITION 3. — On notfe a linjection de I'ensemble B des fonctions
mesurables de X dans Y, dans M définie par

a(u), 9> =fg (z, u(x)) de pour tout geC. (XX Y).
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Remarque. — Si u, (x) > u (x) (p.p.), alors « (uw,) — « (u) dans M
puisque, pour tout geC.(XxY),

fx g (z, u, (x)) de —~ f g (z, u (x)) dr

d’apres le théoréme de Lebesgue.

ProposiTioN 2. — Soit f une fonction de Carathéodory (resp. une inté-
grande normale) de X XY dans R (resp. dans (0, + o)) et soit pe€ M.
Alors f est p-mesurable.

I1 suffit de montrer la proposition pour les fonctions de Carathéodory
puisque les intégrandes normales sont des limites dénombrables de
telles fonctions. D’aprés le théoréme 1 (chap. I, § 1), pour tout compact
KcXettout e > 0, il existe un compact Hc K, tel que m (K — H) <,
et f restreinte & H X Y est continue. Comme p se projette sur X selon m,

onap((K—H)xY)=m(K — H) <cg, et la fonction f est mesurable
en vertu du critére de Lusin.

Remarque. — Cette proposition permet d’appliquer la proposition 4,
son corollaire, et le théoréme 1 du paragraphe 4 (n° 4) de Boursaki [7].
Il en résulte les propriétés suivantes, dont nous ferons dorénavant impli-
citement usage :

1o Soit f: XXY - R de Carathéodory;

reEM avec =f6x®pxdx.
X

— felL! (u) si, et seulement si, f dr | | f(x, u)| dp. (u) < 4 00;
X b
— si feL!(u), alors, pour presque tout x, u— f(x, u) est j, mesurable,

x— f f (x, u) dp. est intégrable, et
.

f @ wdy @, u) = f @ [ 1@ u) dpe (@),

X< ¥
20 Soient f: XXY - (0, + o) une intégrande normale, et peM

avec p = f 0r @ Mo dz; la fonction x — f f (x, u) dp. (u) est mesurable,

et * '

f (@, u) dy. (z, u) = f\ @ [ (@ w) dpc (.

AXY
LemMe 1. — Soit f: XX Y — R une fonction de Carathéodory bornée,
nulle en dehors d’un compact, alors p. — f (x, u) dp. (z, u) est continue

Xx<Y
de M dans R.
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Soit ¢ > 0. Soient K un compact de X et H un compact de Y tels
que f=0 en dehors de KxH. Soit K,cK un compact tel que
m(K — K,) <¢f||f|l. et [ restreinte & K, XY est continue. Soit V
un ouvert relativement compact de Y tel que V> H. Soit W un ouvert
relativement compact de X tel que Wo K, et m(W — K) <¢/|If]..
Soit F le fermé F = XX Y — VX (W — K,). La restriction de f a F
est continue : elle admet donc un prolongement ¢ continu de fa XxY
tel que || g|l. </ f|l.. Comme f=0 sur XXY — WxV (cF).

g est nulle en dehors du compact Wx V.

Donc p. — g (x, u) dp. (x, u) est continue de M dans R.
XxY

D’autre part
| [ras—[ade|< [ (ri+lglode=2moy - K]

Donc p — f (x, u) du. (x, u) est continue comme limite uniforme
XY

de fonctions continues.

ProrositioN 3. — Sif: XX Y —[0, + oo] est une intégrande normale
lapplication p.— f (@, u)du(x, u) est linéaire s.c.i. de M dans
XY
[0, + oo].

Il suffit de montrer que f(x, u) = sup,ex fn (®, u) (pour presque
tout x) ou les f, sont des fonctions de Carathéodory bornées nulles en
dehors d’un compact (qui dépend de n) et f,..>f, car alors

f (sup f,) dp. = sup f fadp. Or cela a déja été montré (cf. remarque 1
qui suit le théoréme 3, chap. I, § 3).

DEriNtTION 4. — Soit fi, ..., fr des intégrandes normales de X XY
dans (0, 4+ ). On note M (fi, ..., fx) le convexe fermé de M défini par

M(fl,...,fk)=§peM;f fide=1pouri=1,... k.
XXY

>
Remarque. — On ne gagnerait pas en généralité en considérant
%p.eM, ff,-dyéa,-, i=1, k}

En effet, si ; > 0, onremplace f; par (1/a;) fi. Si «; = 0, onremplace f;
par f: + ¢, ol ¢ est une fonction continue positive de X dans R telle

que /cp(x)dx =1
X
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DerFiNiTION 5. — On note B(f, ..., fi) U'ensemble des fonctions u
mesurables de X dans Y felles que

fﬁ(x,u(x))dxél pour i=1,... k.
X

Remarque 1. — Compte tenu des propriétés de a« (déf. 3),
B(fi, ....fy={ueB;a(@)eM(f,....fr)}
ot B est 'ensemble des applications mesurables de X dans Y (cf. déf. 2).

Remarque 2 — Soit T' une multi-application mesurable a valeurs
fermées (p. p. ) de X dans Y. Soit fir la fonction indicatrice de son
graphe : fr (x, u) = 0 si uel (x), + oo si ugI (x). C’est une intégrande
normale (cf. déf. 2, remarque, chap. I, § 2). Pour u mesurable de X
dans Y, on a

[l@u@dz1 = 1@eT@ @ ).

f f(@ u)yds (@ u)=1 <> (Supporty,)inclus dansT (@) (p.p.).
XXY
Donc B (fr) est I’ensemble des sections de T, et B(fr, fi, ..., fx) est
I’ensemble des sections qui vérifient ff,- @, u@E)de=1,i=1, ...,k
X

Ainsi l'utilisation des intégrandes normales permet une formulation
commune des contraintes locales [du type | u (x) | 1] et des contraintes

globales [du type f] u(x)Pde < 1].

2. Géomeétrie et topologie

Pour la commodité de la démonstration, nous établirons d’abord les
résultats dans le cas particulier ot Y est compact, puis nous en déduirons
le cas général. Les énoncés de (B) recouvrent donc ceux de (A).

(A) Cas ou L’ESPACE Y EST COMPACT.
Dans tout le (A), Y est supposé compact (polonais).
(A.1) Propriétés de compacité.

ProposiTioN 1. — Si Y est compacl et fi, ..., fr des intégrandes
normales,

(i) M (déf. 1, § 1) est un convexe compact métrisable;

(i) M (f, ..., [r) (déf. 4, § 1) est un convexe compact métrisable.
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Comme (ii) résulte de (i), d’aprés la proposition 3, § 1, nous allons
montrer (i).

Soit U un ultrafiltre sur M. Montrons qu’il admet une limite.

Pour tout € M, tout compact Kc X et toute fonction feC. (XX Y)
telle que (Support )c KXY, on a

Y

fd;.a.ém &) | f|l.» puisque u se projette sur X selon m.
XxY

Posons v (f) = limy fdp.

XY

D’apres (1), cette limite existe, et | v (f)| <m (K)| f. (. Comme v
est clairement linéaire, cette inégalité montre que v est une mesure de
Radon. Enfin, par passage a la limite,

f@dv (z, u) = f f @) da.
XXY X
Donc v se projette selon m; ainsi ve M et v = limy p.
La convexité de M est évidente. La métrisabilité résulte de la sépara-
bilité¢ de C.(XXY).

(A.2) Points extrémauz.

ProposiTioN 2. — Soient K un convexe compact d’un espace topo-
logique séparé, et ¢, ..., ¢, des fonctions affines de K dans ) —oo, +0)
[c’est-a-dire ¢ (ax + by) = a ¢ (x) + b (y) pour x et y dans K, a et b
posilifs, a + b =1; Uégalité ayant lieu dans )— oo, + ©)]. Les points
extrémaux de

G={zeK; ¢;(x) <0 pour i=1,...,n)

sont des combinaisons convexes d’au plus n + 1 points extrémaux de K.

Démonstration. — Soit y un point extrémal de G, et soit { I, J } une
partition de {1, ...,n} telle que ¢;(y) =0 pour iel et ¢;(y) <O
pour i€ J. Alors y est extrémal dans

H= {zeK, ¢9;(x) =0 pour iel et ¢; () <O pour ieJ}

puisque H c G. On peut supposerque I ={1, ..., kjetJ={k+1,...,n}.
Pour z,, ..., x, appartenant & K, notons A (z,, ..., x,) la variété
affine engendrée par {Z;, ..., Tn | et

I(@y,...,Tn) = (X2 Xz > 0;30 0 =1},

Soit x4, ..., Z, des points de K tels que yel(z,, ..., z,). Comme
¢:(y) < +o0, on a 9:(x;) < + o0 pour 1 =j_—~m. Supposons que
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dim A (z,, ..., x,) > n + 1. L’espace
F={z€A@,....,Tn); &1 (@) =...= ¢ () =0}

est une variété affine de dimension >. 1 qui contient y. Soit z = X7 p; x;
un point de F distinct de y, soit

Z=01+4+0y—tz=3r (1 +H)N— )z
et
LZ=_0—-0Dy+tz=3XrA—-OHh +tp)x pour teR.

Pour tout teR et 1 i<k, on a ¢;(2,)) = ¢;(2) =0. Pour| {| assez
petit,onaz;econvi{zx, ..., zn | CKet ¢;(z;)) Z0Opourk +1-in,
et j =1, 2. Donc, pour |{| assez petit, z, et z, appartiennent 4 H, et

= (1/2) (z + 2.) n’est pas extrémal dans H. Ceci montre par ’absurde
que dim A (z,, ..., Tn) < N.

Soitp =sup { dim A (X, ..., Zn); Y€l (X1, ..., Tn) }, et soit,, ..., 2,
réalisant le « sup » c’est-a-dire tels que

y=Y"hax (avec ;> 0,37 1, = 1)

etdim A (xy, ..., x,) =p. Soit C =A (x4, ..., x, )N K; C est un convexe
compact dans un espace de dimension p, et y appartient a C, donc d’aprés
le théoréme de Carathéodory (PALLU DE LA BARRIERE, [25], chap. 12,
th. 7), on peut écrire

y=Xm:a avec u;> 0, =1, r=p-+1

et a; extrémal dans C (1 < i < r). Supposons que a, n’est pas extrémal
dans K. Alors a, = (b + ¢)/2, ou b et c sont deux points distincts [de K
qui n’appartiennent pas 4 A (x, ..., Z,). Dol

1 1 !
y=5hz +.. )+ 5ma+.. .+ pa) + %(b +¢)
c’est-a-dire yelI (i, ..., Tps @35 ..., @, b, €), avec

dmA (zy, ..., Tms A2y + .. Ay by €) > dim A (x4, ..., Z,)

contrairement a I’hypothése de maximalité faite pour (zi, ..., Z,).
Ceci montre par I'absurde que a, est extrémal dans K, et de méme pour
as, ..., a. Comme

y=Xi avec r—-k+41—-n-+41,
on a montré un résultat un peu plus précis que I’énoncé.

ProposITION 3 :
(i) ensemble & (M) des points exirémaux de M est « (B)_(déf. 3, § 1).

ToME 101 — 1973 — nN° 2



INTEGRANDES NORMALES 147

(ii) Les points extrémaux de M (fi, ..., fr) (ou fi, ..., fr sont des
inlégrandes normales) sont des combinaisons convexes d’au plus (k 4 1)
mesures de o (B).

Comme (ii) résulte de (i) d’aprés la proposition 2, montrons (i) :

En vertu du théoréme de désintégration des mesures peM
(cf. remarques qui suivent la définition 1), le convexe M est isomorphe
au convexe des (classes modulo I’égalité p. p. d') applications mesurables
de X dans M7 (Y). Les points extrémaux sont donc, d’aprés le lemme 1
ci-dessous, les applications & valeurs dans les points extrémaux de M7 (Y).
Comme & (M7 (Y)) est 'ensemble des masses de Dirac, les points extré-

maux de M sont les f 0r ® Ou(x) dxr avec T — 0,(,) mesurable de Y
X

dans M7 (Y) vague. Comme M7 (Y) induit sur Y la topologie initiale
de Y, x — u (x) est mesurable, et

f%@&MM=a@.
X

LemuME 1. — Soit K un convexe compact métrisabled’un e.l.c.s. Les points
extrémaux de 'ensemble des (classes d’) applications mesurables de X dans K,
sont les (classes d’) applications a valeurs dans les points extrémaur de K.

Ce lemme est un cas particulier du théoréme de Castaing [11].

Démonstration :

10 Si f(z) est extrémal pour presque tout x, alors f est évidemment
extrémal.

20 Comme & (K) est un G;, E =f—' (K — & (K)) est mesurable.
Supposons que m (E) > 0.

Soit F un compact inclus dans E tel que m (F) > O et f restreint a F
est continue. Soit G la multi-application de X dans I’espace localement
compact polonais Z = { (u, v)e KX K; u3 v} définie par

¢@={@vez f@=1@+vl,

qui est non vide pour tout x€ F. Le graphe de G est fermé dans F X Z,
donc G est mesurable. D’aprés le corollaire du théoréme de section
(chap. I, § 2), il existe une section mesurable de G. Il existe donc deux
applications mesurables s, et s, de F dans K telles que, pour tout z€F,

on a s (@Zs @) et f(@)=(1/2)(si(x) + s:(x)). Posons
h(@) =g @) =f(@),

pour zeF, et h(xr) = s, (x) [resp. g (x) =s. (x)], pour xz¢F. Alors
h et ¢ sont mesurables, h % g et f = (1/2) (h + g) contrairement & I’hypo-
thése sur F.
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(A.3) Propriétés de densité. — Rappelons le théoréme (cf. [21] ou [22]) :

TatorEME DE Liapunov. — Soit (ry, ...,r:) des mesures bornées
sans atomes sur une tribu %, I'’ensemble

{ (1 (A), ..., 1 (A)); AeB} est un convexe compact de R*.

Nous utiliserons le corollaire suivant :

COoROLLAIRE. — Soil, pour 1 <Zi—=p et 1<j<n, des fonctions
fij€L! (dz), et soit ()=, ..., tels que 2,0, ¥ % = 1. Si dx est sans
alomes il existe une partition (E;);—,, ..., » de X en ensembles mesurables ftels
que

s xl-ff,-,-(x)dx= *fﬂfmx)dx, Vje{l,...,n}
X E;

Par récurrence, on se raméne au cas p = 2.
Soit r; la mesure de Radon bornée définie par

1 (4) =fA[f1,;(x) —f,@]ldz (=1,...,n)

Soit 2,, A. positifs tels que A, 4+ 2, = 1. D’aprés le théoréme de
Ljapunov, il existe A tel que
M X))+l (@) =1, (=1,...,n).
D’olt

A f [fi) @ — fo; (2)] dx = f [fi) @) — fon; @] da,
fﬁ ; (@ dz + Mfﬁ (@) dx —ffu(x) ot [ fo@da

ProrositioN 4. — Sim est sans atomes et f,, ..., j sont des intégrandes
normales, I'image de B (fi, ..., fr) par a est dense dans M (f., ..., fp)-

D’aprés le théoréme de Krejn-Mil’'man les combinaisons convexes
de points extrémaux de M (f,, ..., fr) sont denses dans M (f,, ..., fi).
Compte tenu de la proposition 3, les mesures peM (fi, ..., fi) de

a forme
p=X_ ha() (u€B)

sont denses dans M (fi, ..., fi)-
Soit maintenant 2 un voisinage de p = ¥}, A a (w),, défini par

f g; dp. — gdv<l1
XY XX Y

9, € Cc (XX Y).

vEY = =1,-'-,p)’

ou
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Soit fi; fonctions définies par
fi,; (@) = ¢, (x, w; (x)) pour j=1,...,p, i=1,...,n;
fio, @ =f (x u () pour j=p+1,...,p+k i=1,...,n

On applique le corollaire ci-dessus & ces fonctions : il existe une parti-
tion (E;);=,,..,» Mesurables, telle que pour j =1, ..., p,

st g @ @) de =32 [ g @ u @) de;
X E;

pour j=1,...,k

p [ 1 @ u@) de =3, [ f) @ w @) d
X E;
Posons
u () = 3, 1g (@) wi (2),
on déduit des égalités précédentes que « (u)eB (fi, ..., fr), car

Y f f (z, u (2)) de — f fide =1 et que a(u)ev.
X X

D’ou la densité énoncée.

(B) CAs GENERAL.

On revient au cas général ou Y est localement compact polonais,
non nécessairement compact. On note ¥ = Yu{oo}. le compactifié
d’Aleksandrov de Y; ¥ est un compact polonais. On peut construire

des espaces de mesures paramétrées sur X x Y d’une part et sur X x ¥
d’autre part. On distinguera a I’aide d’un signe ~ les espaces construits

sur X X ¥ selon les définitions 1, 2, 3, 4, du paragraphe 1. Par exemple :

M = { p, = mesure de Radon positive sur X XY
qui se projette sur X selon m |},

~

M = { p, » mesure de Radon positive sur X x ¥
qui se projette sur X selon m ,

B = { u, u application mesurable de X dans Y |},

B = { u; u application mesurable de X dans ¥y }

On a une injection canonique de B dans B, et une injection naturelle

de M dans M, puisque toute fonction de C.(Xx V) restreinte &8 Xx Y
est intégrable pour tout e M.
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(B.1) Propriété de compacité.

ProposiTioN 5. — Soit fi, ..., fr des intégrandes normales de X XY
dans (0, + oo] felles que

>, fi(x,u)> 400 quand u->co(p.p.x),

alors M (f,, ..., fx) est convexe compact métrisable.
Comme M (fi, ..., f) =M (fis .. ., frs g), OU g est I'intégrande normale

1
g = Ezlkzi fi’

on peut supposer que f, (x, u) - + oo quand u — co.

Soit ¢, la fonction de X x ¥ dans (0, +o00) définie par

fi (x, ) quand u # oo,

g (@ w = + oo quand u = oo.

Comme pour presque tout z, f, est égale 4 une borélienne, g est égale

pour presque tout x a une borélienne. De plus u — ¢ (z, u) de ¥ dans
(0, + o0) est s.c.i. pour presque tout x. Donc ¢ est une intégrande
normale, d’apres le théoréeme 2 (§ 3, chap. I).

De méme les fonctions ¢; suivantes (pour i = 2, ..., k) sont des inté-

grandes normales de X x ¥ dans (0, 4+ o0) :

fi (z, u) quand u 3# oo,

9@ w) = 0 quand u = oo.

A toute mesure ;J-EM (91 ---» gr), on associe sa restriction 0 (»
a louvert XxY de XxY. Comme g: (x, ©) = 4 o0, une mesure

w€M (g, ..., gr) est portée par X x Y. Donc 0 () se projette encore
sur X selon la mesure m et {fi, 0 (1) > =< g5 p» > < 1. Autrement dit,
0 (») appartient & M (f,, ..., fr). Or 0 est continue pour les topologies

vagues [par I'inclusion naturelle de C. (XX Y) dans C. (X x ¥)]. D’autre
part, 0 est surjectif de M (gs, ov-r g8) sur M (fy, ..., fo)-

Enfin M (g, ..., g;) est compact, d’aprés la proposition 1. Donc
M (fi, ..., fr) est compact comme image continue d’un compact.

(B.2) Points extrémaux.

ProposiTiON 6. — Les points extrémaux de M (fy, ..., fi)s 00 fiy ...y [r
sont des intégrandes normales de X XY dans (0, + o), sont de la forme

po=3E ha (@), L0, S =1,
oll les u; sont mesurables de X dans Y.
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Soit g I'application de Xx ¥ dans (0, + o) définie par

@, u) = + o0 si u= oo,
&I =1 9 si uz# oo

Et soit ¢, ..., gx les intégrandes normales de X x ¥V dans (0, 4 o0)
obtenues en prolongeant f,, ..., f; par O pour les points (x, o) (cf. démons-
tration de la proposition 5).

Le convexe M (fi, ..., fr) est isomorphe au convexe,

H={(.LGM; gdp=1,i=1, ...,k et gdp<1§.

Xx<Y Xx<Y

Car la derniére contrainte est vérifiée si, et seulement si, . est portée
par X X Y. Or les points extrémaux de H sont des combinaisons convexes

de points extrémaux de #, d’aprés la proposition 2. Or les points extré-
maux de M sont les a (u) pour ue B, d’aprés la proposition 3. Enfin une
combinaison convexe

>t ha(u) ou i >0, et Yroh=1 (et n<k+1)
appartient & H si, et seulement si, (o (1), ¢§> < + o pour tout
i=1,...,n. Donc si, et seulement si, ;e B pouri =1, ..., n.
(B.3) Propriété de densité.

ProposiTioN 7. — Soit fi, ..., fr des intégrandes normales de X XY
dans (0, 4 oo) telles que

st fi(@,u)>+ oo  quand u-—> oo

Si m est sans atomes l'image de B (f., ..., fr) par o est dense dans

M (fi, ..., fo)

Reprenons les notations de la démonstration de la proposition 5.
Comme B (g,, ..., gx) est dense dans M (g, ..., g:) d’aprés la proposi-

tion 4, et comme 0 est continue I'image de B (g,, ..., gz) par 0 est dense.
Or celle-ci n’est autre que B (g;, - .., gx). En effet g, (xr, 0) = +~0p.p.
donc

f g (z, u(x))de 1 implique u (x) 3£ 0 p. p. .
X
III. Images des espaces de mesures paramétrées
Nous allons introduire une relation de domination entre fonctions (§ 1)
qui fournit des applications affines continues ou s. c. i. sur les espaces de
mesures paramétrées (§ 1, prop. 1; § 3, prop. 3). En considérant les

images dans R” (§ 2), ou dans L! (§ 3), de ces espaces par ces appli-
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cations, nous obtiendrons différents résultats dont 1’énoncé ne fait
plus intervenir les mesures paramétrées.

1. Relation de majoration intégrale

DEFINITION 1. — Soient f et g deux applications de X X Y dans (0, + o).
On dit que g majore intégralement f, et on écrit g > f si pour tout ¢ > 0,
il existe une fonction positive be L' (m) telle que

f@u)=b@ = f(@u=:g(@ u (p.p.2).

Il est équivalent de dire que pour tout ¢, il existe aeL! (m) tel que
f<a+eyg.

Exemples :

10 Si m est finie et si g (z, u)/f (x, u) > o0 quand f (z, u) - oo, c’est-
a-dire si Vn, 3 p tel que f(z, u)> p= g (x, u)> nf(x, u), alors
f<g

20 Si 0 Zh(x, u) £ a(x), avec ae Lt (m) (en particulier si m est finie
et h bornée), on a h < g pour tout g, en particulier pour g = 0.

Propriétés élémentaires. — Soient f, g, h trois applications de X XY
dans (0, 4 o0).

10 Si aeL” (m) et a> 0; si f> g, alors f> ag.

20 Si f> g et g>h, alors f> h.

3°Si f<het g>h, alors g>f.

40 Si f> g et ¢> h, alors f> h : > est transitive.

50 On a f> fsi, et seulement si, il existe a e L* (m) tel que f (x, u) < a ()
c’est-a-dire si f< 0.

60 Si f>get h>k, et si A et » sont des réels positifs (= > 0)
AMf+ph>hkg+pk

La «majoration intégrale » entraine des propriétés de continuité
que nous allons établir.

ProrosiTioN 1. — Soit f une application borélienne de X XY dans
(— o0, + ) s. ¢. s. par rapport a la deuxiéme variable, soit f+ = sup (0, f)
et f-=f+—f. Si fr<g, alors pour tout p.e M (g9), on a f+reL' (u),

el on pose | fdu =ff+ dp—ff— dup. : Uapplication p. —»ffd;.tests. c.s.
de M (g9) dans (— oo, -+ oof.
Démonstration. — Comme f— est une intégrande positive normale

sur XX Y, l'application p — f f—dp ests.c.i. (prop. 3, § 1, chap. II).
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Comme pour tout (z, u)e XX Y,
f+ (@, w) < sup (b: (z), ¢ g (x, u)),
on a f+eL! (1) pour tout p.€ M (g). On peut supposer b. > 0; soit
h (z, u) = Inf (f+ (x, w), b (x)).

On a h<f*<h + ¢ g. Donc, pour tout peM (g),

Oéfhdpéfﬁdpéfhdpwts-

Comme b, — h est une intégrande positive normale, ’application

;L—»f(ba—h)dp =fbs(x)dx—fhdp

est s. ci. de M (¢g) dans R+. L’application p — f f* dp est donc s. c. s.

comme enveloppe inférieure d’applications s. c.s.

CoroLLAIRE 1. — Soient f une fonction de Carathéodory de X X Y dans
(— o0, + ), et g une intégrande normale de X XY dans (0, + o)
telle que |f|<g. Alors, pour fout p.eM (g), f est p-intégrable, et

P fdu est continue de M (g) dans R.

Xx<Y
I1 suffit d’appliquer la proposition 14 fet & — f puisque, quite & modifier
fsur Nx Y oit Nc X est un ensemble négligeable, f est borélienne d’apres
le théoréme 1 (ou le théoréme 2 puisque (— oo, 4 ), et (0, - o)
sont homéomorphes).

2. Extension du théoréme de Ljapunov

Dans tout ce paragraphe on suppose m sans alomes.

THEOREME 3. — Supposons la mesure m (= dx) sur X sans alomes
Soit fi, ..., fr des fonctions de Carathéodory de X XY dans (— oo, + o0},
soit gy, ..., gn des intégrandes normales de X XY dans (0, 4 o), et soit

h=Y,¢. Si lim,,.h(x,u)= -+ (p.p.), el si |f;|<h pour
Jj=1,...,k, alors 'ensemble des points de R*, de la forme

(»/,;fl (z, u (v)) dz, ’/,;fk (z, u (x)) dx)),
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oit u est mesurable de X dans Y et vérifie
fgi(x,u(x))dxél pour i=1,...,n,
X

est un convexe compact de RE.

Remarque. — Si Y est compact, on peut ne prendre aucune contrainte
(« pas de g¢; »). Il suffit que f; <0, c’est-a-dire que |f: (z, u)| < a; (%)
avec a;€ Lt (m) (pour i =1, ..., k).

Démonstration. — Posons K = M (¢, ..., gn) €t G =B (g1, ..., gn)
(cf. déf. 3, 4, § 1, chap. II). D’aprés la proposition 5 (§ 2, chap. II),
K estun convexe compact. D’aprésle corollaire de la proposition 1 ci-dessus,
I’application ¢ suivante est définie, linéaire et continue de K dans R¥,

m(u)=< folw wyde @), ..., [ fe@ u)de u>>.

XxY XY

Il en résulte que @ (K) est un convexe compact. Montrons que
® (K) =® (« (G)) (pour «, cf. déf. 3, § 1, chap. II). Soit p,e K, et
soit @ () = (A1, ..., i) €RE L’ensemble

peM; f fi @ u)dp (@ u) =% pour i =1, ...,k
H— XxY

gi (@, uw)ydu(x,u) =1 pouri=1,...,n
XxY

est un convexe compact d’aprés la proposition 1 ci-dessus et la proposi-
tion 3 (§ 1, chap. I). Les points extrémaux de H sont des combinaisons
convexes de n 4+ k + 1 points extrémaux de M d’apres la proposition 6
(§ 2, chap. II). Or les points extrémaux de M sont les éléments de o (B)
(B, ensemble des applications mesurables de X dans Y) d’aprés la propo-
sition.

Comme H est non vide (x,€H), H a au moins un point extrémal.
Soit

v =y g, f 32 @ duye) dz un tel point.
X

On a donc
[ pa=mreff @u@d =1 j=1...k
Xx<Y X

g; dv = Sk eifg,- @ w@)de=1, j=1,...,n
X

XxXY
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En appliquant le corollaire du théoréme de Ljapunov (chap. II, § 2, A.3)
comme dans la démonstration de la proposition 4 (§ 2, chap. II), on
obtient une fonction v mesurable de X dans Y telle que

/f;(x,v(x))dx=7\; pour j=1, ...,k
X
fg,-(x,v(x))dxél pour j=1,...,n
X

Autrement dit, veB (gy, ..., 9.) et ® (x (v)) = ® (w), ce que nous
voulions montrer.

CoroLLAIRE (Nofations et hypothéses du théoréme 3). — Soit A une
application continue de R* dans R. Le probléme :

mazimiser A( f fi (@ u @) d, ... f fo (z, u(x)) dx>,
X X
sous les contraintes

[oa@uayd=1,

pour i =1, ...,n, a une solution optimale.

Remarque. — Le théoréme 3 est une extension du théoréme de Ljapunov,
On suppose | m| finie; on prend pour Y l’espace compact {0, 1}. On
ne met pas de contraintes (n = 0); ’ensemble des fonctions mesurables
de X dans { 0, 1} est ’ensemble des fonctions caractéristiques d’ensembles
mesurables; on prend f, (x, u) =...=f; (x, u) = u; le théoréme 3 se
réduit alors au théoréme de Ljapunov.

PropositioN 1. — (On suppose m sans afomes.) Soit f une application
borélienne de X X Y dans ( — oo, + o) telle que u — f (x, u) est s. c. s. (p. p.),
et soient ¢, ..., g, des intégrandes normales de X XY dans (0, 4 o).
On suppose que f+ < (g, +...+ g») et que

lim,, .. (¢, +...4 g») (&, u) = + 0 (p. p.),
alors le probléme P suivant a une solution optimale :
maximiser | f(x, u(x)) dx
®) pour u mesurable de X );lans Y telle que

fg,-(x,u(x))dxél pour i—1, ..., n.
X
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Démonstration. — D’aprés la proposition 5 (§ 2, chap. II), M (g4, ..., g»)

est un convexe compact. Comme p — fdu est linéaire s.c.s.
X<Y

d’aprés la proposition 1 (§1, chap. III), elle attend son maximum en

un point extrémal v au moins. D’aprés la proposition 6 (§ 2, chap. II),

on a v = Y!' X a (u;). On applique encore le corollaire du théoréme

de Ljapunov (chap. II, § 2, A.3) comme dans la démonstration de la

proposition 4 (§ 2, chap. II), et on trouve v tel que

ff (x, v (@) de = fdv = max, ¢ g, ..‘,gn)f fdp
X XY

Xx<Y

S o oL
X
f 9@ u@)de =3 A | 9; (=, us () der < 1,
X X

c’est-a-dire une solution optimale de (P).

Ezxemple 1. — Les premiers résultats dans la direction de la propo-
sition 1 sont dus & AumanN et PERLEs [1]. Montrons a titre d’exemple
comment ils découlent de la proposition 1.

(a) (« Main theorem ».) Soit f: (0, 1) X (R*)» — (0, + co( une applica-
tion borélienne telle que

u-—f(t u) est s.c.s. et croissante pour tout te (0, 1).
Supposons que, ¥V ¢ > 0, 3 be Lt (0, 1), telle que
lul=b@) = f@uw)<c|ul

[ow | u| = (Z%, u})'? est la norme euclidienne dans (R+)"].
Soit (P) le probléme :

1 1
mazimiser | f(, u(?)dt avec f u@dt=a pour uelU,
0 0

ott U est l'ensemble des applications mesurables de (0, 1) dans (R+)".
Alors (P) a une solution optimale

Démonstration. — L’hypothése de croissance de f permet de remplacer

fu(t)dt:a par fu(t)dtéa.

0

Le seul point a vérifier est que f< ¢, ot ¢ : (f, u)—> || u|.
Soit ¢ > 0. 11 existe b,eL! (0, 1) (avec b, > 0) tel que

lu|l>b(x) = f(@ uw<|ul, e beL (0,1 (avec b>.0)
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tel que
lul=b@) = f(@uc|ul.
On a, en posant
v@)=0@+b@ ..., b@+bhE@)e®)
f@v)<llv|<vn @@ + b (@);

par croissance, on a

f@w)y=yn@®@) + b (x)) dés que wv

[c’est-a-dire dés que
w Zb@)+b (@), ..., woZb(@) + b (x) avec w = Wy, ..., w,y)).
Donc
f@u>yn®@+b@) implique |u]>b@.
Donc
f@u>yn(@+b @  implique f(u)=c|ul.

(b) Le théoreme 6.1 établit un résultat semblable sous les hypothéses
(H,) (ci-dessus) et (H.) : Pour tout aeL! (0, 1), il existe be L' (0, 1),
tel que [|ul|>a@®]=[f@ &|<b@®]. On voit facilement que
(H)) 4+ (H.) est équivalent & f<o (9 (f, u) =| ul).

Exemple. 2. — Soit df 1a mesure de Lebesgue sur R.

Soit A l'ensemble des mesures de Radon sur R, xR, positives qui se
projettent sur R, selon di, et qui vérifient

(Support p)c F,
f| ul*dp (¢, u) <k,

ou F est un fermé de R?, et k un réel positif. Soit B ’ensemble des v € L? (R)
tels que ||v]. =k et ({, v ()) e F di-presque-partout.

Comme A = M (F) avec F (x, u) =|ul® si (x, u)e F et 4 oo sinon,
Il résulte de ce qui précéde que :

— A est un convexe compact métrisable pour la topologie vague;
— I’ensemble {f&t@) Ou(t)s ueA} est dense dans A;
R

— Les points extrémaux de A sont de la forme
@ =6f8,®8u(,,dt+(1 —e)fa,(ga,,(,, dt
R R

ou u et v sont des fonctions mesurables de R dans R et 0 <6 < 1.
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Exemple 3. — Soit u,e€ L' (R). Il existe une application mesurable u

de R dans R telle que ueB,, ou B, ={v : R— R mesurable;

f\/lv(t)|dtél}et telle que ||u—w |, <Z||v—v]1, VVEB.
R

3. Compacts faibles de L' (X, m, R/)
Dans tout ce paragraphe, on prend pour Y I’espace R'. Pour ue R,
on note |u| la norme euclidienne de u : |u| = (u? +...+u})'2 _,

(A) Régularisée convexe s.c.i. d’une intégrande positive normale par
rapport a la deuxiéme variable.

DerFiNiTION 1. — Soit ® I’ensemble des fonctions affines de R¢ dans R.
Pour ¢ : R/ — (0, 4+ o), on note g** (régularisée convexe s. c.i. de ¢)
(cf. MoreAU [24]) ’enveloppe supérieure des fonctions affines minorant ¢ :
c’est la plus grande fonction convexe s.c.i. minorant g. Pour f:
X XR!— (0, + o0) on note encore f** (par abus de langage) la régularisée
convexe s. c.i. de f par rapport & u c’est-a-dire

[** (@, u) = SUPy - fa, 0@ ¢ ().

LemME (ROCKAFELLAR [26]). — SiT est une multi-application mesurable
a valeurs fermées de X dans R!, alors x — conv I' (x) est mesurable.

D’aprés la remarque 3 du théoréeme 2 (chap. 1, § 3), il suffit de montrer
que x — conv I' (x) est mesurable.

Soit
1xl+1 = { (ala D) a1+1)eRl+l; aléozii: Ay =1 ;,

et soit ¢ I’application continue de A, X (R/)+' dans R/, définie par
¢ (0(19 ceoy Appgy YJis oo ey yl+l) - Zﬁt: % Y.

D’apreés le théoréme de Carathéodory (cf. prop. 2, démons., chap. II, § 2),
¢ (s X ([T (x)'*") est convexe, et, comme il contient I' (x), on a

conv I () = ¢ (A XT () ).
La multi-application x> Az X(I (x))+* est mesurable, donc aussi
T ¢ (Lip XT (@) +).

Remarque. — Le lemme est encore vrai lorsqu’on remplace R’ par un
Fréchet séparable F, car

conv I' (z) = Unex ¥n (Ao X [T (2))"),
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ou ¢, est I'application continue de A,x F* dans F définie par
q"n ((11, ooy Ony Yry oo vy yn) = 21{1:1 o Yi.

[Uneréunion de multi-applications mesurables est mesurable, et on applique
a nouveau la remarque 3 du théoréme 2 (chap. I, § 3).] Ceci étend le
résultat de ROCKAFELLAR.

ProrosiTioN 1. — Sif: XXR!— (0, + o) est une intégrande normale,
f** aussi.

Démonstration. — Pour tout z, Epis« (r) est I'enveloppe convexe
fermée de Epiy (x). (Pour la définition de Epiy, cf. th. 2, chap. I.) Comme
la multi-application x — Epis (x) est mesurable, la multi-application
x —conv Epis (z) est mesurable (d’aprés le lemme). Donc f** est une
intégrande normale d’aprés le théoréme 2 (chap. I, § 3).

ProposiTION 2. — Soient f et g deux intégrandes normales de X XY
dans (0, + o). Si f majore intégralement g, f** majore intégralement g**.

Comme ¢ > g**, f> gimplique f > g**. Soit ¢ > 0. Il existe ae L' (m),
a0, tel que

@ u=a@ = ¢*(@ u)=:f( .
Comme f est positive, on a, pour tout (z, u),
f@ =1 @ —aw)
d’olt .
f** (@ u) = - (¢** (2, u) — a(@))

puisque u— f**(z, u) est la plus grande fonction convexe s.c.i.
minorant f. D’ou

g** (x, u) = ¢ f** (z, u) + a (2).

(B) Barycentre paramétré. — La définition suivante est justifiée par
les remarques qui suivent la proposition 2 (§ 1, chap. II).

DErFINITION 2. — Pour pe M fel que | |u|dp (x, u) < + oo, on notev
la fonction mesurable de X dans R/, définie par v, (x) = f u dp... (u)
R!

<01‘1 v = f 0r ® P dx). On dit que vy est le barycentre paramétré de p.
X

Remarque. — Pour ue L' (X, m, RY), on a vy, = u (cf. pour la défi-
nition de «, chap. II, § 1, déf. 3).
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ProposiTION 3. — Si g est une intégrande normale de X xR! dans
(0, + o) qui majore intégralement la fonction (x, u) - | u |, alors p — v,
est continue de M (g9) dans L' (X, m, RY) faible.

Soit aeL” (X, m, RY), il suffit de montrer (et il faut) que
P f a (x).vy (x) dr (ou le point désigne le produit scalaire dans RY)
X

est continue de M (g) dans R. Soit la fonction de Carathéodory h :
@, u)—>a(@).u de XxR' dans R. Comme |h(x,u)|<=|al,|ul,
on a h < g. La continuité cherchée résulte donc de la proposition 1 (§ 1).

(C) Trois lemmes techniques pour établir un rapport enltre mesures para-
métrées et réqularisée convexe s. c. i. par rapport a la deuxiéme variable.

LemMe 1. — Soit h : R!— (0, 4 c0) une application s. c. i. felle que
lim, 5. h ()| u| = + oo, alors pour tout veR! tel que h** (v) < + ©
lensemble des mesures k€ M| (RY) telles que

h** (0) = | h(u)d) (),
) fl() (u)
el

fud)\(u):v
R

est un convexe compact non vide.

La deuxiéme condition a un sens, car la premiére implique que

f] u|dx (u) < + oo. Posons
Rl
k(v):lnfg [ h (@) @); 1eM; @),
‘VRI

f|u|dx(u)<+ooetu= ud)\(u)}.
R

R!

La fonction k est convexe, minore h, et majore toutes les fonctions
affines qui minorent h. On va montrer que k est s. c. i. ce qui impliquera
k = h** par définition de h** [déf. 1 de (A)].

Comme h = sup h, avec h,eC. (RY) et h,> 0, et que
A —>fhn @) d) ()
est continue de M+ (Rf) dans R+, comme
f h (@) d) (4) = Suprex f hy ),
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Papplication A — f h (u) di (u) est s.c.i. de M} (R!) dans (0, + o)
R!

pour tout Ae(0, 4+ o, K(4) = { re Mt (RY); f h (v) di (v) = A}
Rl
est un convexe compact de M7 (RY), pour tout A€ K (4), on a
f] uldi(u) <<+ et A—>uwn =fudk(u) est continue de K (A)
R! R

dans R. Il résulte de ces propriétés (par un simple raisonnement de topo-
logie générale) que k est s. c.i. (donc k = h**) et que

§leM{ ®R); [ ko) d () = k (v) = h** (v)}

R!

est un compact non vide des que h** (v) << 4 oo.

Lemme 2. — Soit g une intégrande normale telle que g> | u|, pour
tout compact Kc X et tout e > 0, il existe un fermé F el une fonction
9 : R — (0, + oo telle que ¢ (u)/| u|— o quand

|u|—> oo et g, uy>¢ (@), V(z,u)eFxR.
Pour tout neN, il existe a,e L (X) tel que

U= a@ = lul<) 0@ ).

Soient K un compact et ¢ > 0, il existe un fermé FcK tel que
m (K — F) <, et tous les a, sont bornés sur F. Si

supren |tz ll. =4 <400 (ol || ax[l. = SUPzer|an (7)])

on a
f@@,uy=0 pour |u|>A et zefF.

On pose, par exemple, ¢ (1) = sup (0, | u |* — A?). Sinon, quitte & extraire
une sous-suite, on peut supposer || @niq ||, > || @»||.. On pose alors

0 pour |u|=| a .,
® (u) = ;
vaju|  pour [lanll. Z|ul =]l @ |
LemMmE 3. — Soit ¢ une intégrande normale lelle que g majore intégrale-

ment la fonction (x, u)—>|u| (briévement g> |ul|), alors pour fout
ue B (g**), il existe p.€ M (g) tel que

g** (z, u (z)) = j; 9 (x, u) dp (w), e v, =u.
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De g> | u|, on déduit que, pour presque tout ze X,

g(x’u)——I—OO.

limy, s . T =
Comme f g** (x, u (x)) dr < 0, on a
X
g** (@, u (@) <+ (p.p.)-

Soit T' la multi-application de X & wvaleurs (p. p.) dans les compacts
non vides de M7 (RY) (d’aprés le lemme 1) définie par

F(x)={7\eM1(R‘);g**(x,u(m)):fg(x,u)dl(u)etu(x):[udl(u)}.
R/ R!

Soient K un compact de X et ¢ > 0. Il existe un fermé 1'c K tel que
m (K — F) <e, u restreint & F est continue, (x— ¢** (z, u (z))) est
continue, ¢ restreinte & F XR! est s. c.i. (cf. th. 2), il existe ¢ selon le
lemme 2.

L’application (z, 1) — f g(x,u)dr(u) est s.c.i. de FxM;R)
dans (0, + o], car g = sup ¢, avec g,€C. (FXR’) (et g,> 0) et que
@ ) — f dn (@, u) d () est continue.

Soit A = sup,er 9** (z, u (r)), On a
fq) (u) da (u)éfg(x, u)dr (u)=A pour tout 1€l (x) et tout xeF.
Autrement dit, I' (z) est inclus (V x€ F) dans le compact
H= { re M: (R‘);fcp @) d (1) = A %

Comme sur ce compact l'application 2 — f udi (u) est continue, le

graphe de T restreint & F est fermé. Ceci montre que I' est mesurable
de X dans M7 (RY). On peut lui appliquer le théoréme de section (§ 2,
chap. I). Il existe donc une section mesurable de I' : £ — p,. On pose

7 =f81® pe dz, et on a p.€ M (g) puisque
X

de = [ d , ) due (W) = | g** (x, d .
fxxmy# fxwmg(ﬂcu)#(u) fxg (x, u(x)de <1
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(D) Structure de certains relativement faiblement compacls de L.

ProrosiTiON 4. — Si ¢ est une intégrande normale de X xXR! dans
(0, 4+ ), ef si g majore intégralement la fonction (x, u) — | u|, alors

B (g**) = {u : X — R, u mesurable et fg** (z, u (x)) de = 1}
X
est un convexe compact faible de L' (X, m, R!) el si m est sans alomes
B(9) = {u : X — R, u mesurable etfg(x, u (x)) de = 1}
X

est dense dans B (g*¥*).

Comme g majore intégralement la fonction (x, u) — | u | (bri¢vement :
g > | ul), en particulier lim,, | ., ¢ (x, u) = -+ oco. D’aprés la proposition 5
(§ 2, chap. II), M (g) est un convexe compact.

Comme g > |u|, v : p. — vy est continue de M (g) dans L' (X, m, Rf)
faible d’aprés la proposition 3 ci-dessus. Comme g¢** (z, u) est convexe

en u, comme ¢g** — g et v, (¥) =f u dy., (u), on a
Rl

g** (=, v, (@) = f 7** @, u) dp. (1),
R!

M (g)c M (g**) et, pour tout p» appartenant 4 M (¢9**), v, appartient
a B (¢**). Inversement, pour tout ue B (g**), il existe u€ M (g) tel que
v, =u et peM(g).

Donc B (g**) est convexe compact dans L' (X, m, RY) comme image
par une application linéaire continue » du convexe compact M (g).

Si m est sans atomes, « (B (g)) est dense dans M (g) d’aprés la propo-
sition 7 (§ 2, chap. II), et B (g) est dense dans B (¢**) comme image
par V de a (B (9)).

CoroLLAIRE 1 (Hypothéses de la proposition 4). — Désignons par

f B(g) et f B (g**) les sous-ensembles suivants de R’,

[BG ={fxu(x>dx; ueB(g>§,
fB (g**) =§fu @) d; ueB(g**)}.

Alors f B (g**) est un convexe compact, et si m est sans atomes, on a

[B@=[B(*).
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On a vu au cours de la démonstration de la proposition 4 que p — v,
était continue surjective de M (g) sur B (¢**). Comme ¢ > | u|, on sait
d’aprés la démonstration du théoréme 4, que E = F ol

E ={fxxnludv(x,u); #GM(g)}cR‘,

F={fxu(x) dzx; ueB(g)}ch.

fXXRludH(x, u) =fxdxfnludpx(u) =fxv“(x)dx’

E = f B (g**).

Comme

on a

D’ou le corollaire.

Exemples :

10 Soit T' une multi-application de X dans R’ a valeurs fermées (p. p.),
et soit fr: XxR/— (0, 4+ o) l'intégrande normale (cf. remarque 2,
théoréeme 2), définie par

fr (@, u)y=0 siuel (z), + oo si ugl (z).

La condition fi > | u| a lieu si, et seulement si, il existe ae L* (dx) tel
que |T () | < a (x).

On remarque que
B(fr) = { u : X > R/, u mesurable et ffp (u (z)) de <= 1},
B (fr) = {ue X+ R{; u mesurable et u)zx)el‘(x) p- p- }-
D’autre part fi" = fp, o f' est 1a multi-application mesurable définie
par T (z) = conv (z).
1.’ égalité f B (fr) = f B (f**) sécrit donc f T dm — f  dm, ot
f T dm <resp. f f dm> désigne I’ensemble des f u (x) dr pour toutes
X

es sections u mesurables de T (resp. T).

20 On reprend les notations de ’exemple sur 1°. On ne suppose plus
"> | u|. On suppose m finie, alors | u|?> | u|. On pose g = fr + | u |*.
On a ¢g>|u| et g** (x, u) = + oo pour ug¢fl (x) =convr (). On a
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donc P'égalité f B(g) = f B (**) avec

B (9) ={fu (x) dz; u section mesurable de I et} u|, <1 },
X

B (g**) = { / u (x) dx; u section mesurable de T
X

etfg** (x, u@)de <1 }

Un cas particulier : T' (x) = {0, f(x) }, ot f mesurable de X dans R.
On a

uf (x) pour ue (0, f(x)),

g**(x, Ll) =§ -+ oo pour u¢g [0’ f(x)]

D’ou
{ff(x)dx; Aea etffz(x)dxé1§
A A
(ou @& et la tribu des boréliens)

= { f f (@) g (x) dz; ¢ mesurable ¢ (x)€]0, f (x)]
X
etfxg(xmx)él}

= convexe compact de R‘.
[Si f(x) =1 pour tout x€X, on trouve le théoréme de Ljapunov,
cf. § 2, A.3, chap. IIJ.
(E) Extension du théoréme de la Vallée Poussin.

DEriniTION 4. — Soit ¢ : X XR!— (0, + o0), on dit que g est une
intégrande normale convexe si g est une intégrande normale et si u — ¢ (x, u)
est convexe p. p. x.

La relation de majoration intégrale permet d’énoncer dans le cas d’une
mesure non bornée un résultat analogue au théoréme de la Vallée Pous-
sin [23].

THEOREME 4. — Une partie A de L' (X, m, R') est relativement faible-
ment compacte si, et seulement si, il existe une intégrande normale convexe :

g: XXR— (0, + o0) telle que g>|u],
supueAfg(x, u(x))de < 1.
X
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Si g est une intégrande normale convexe et si ¢ > | u |(prop. 4, nota-
tion) d’aprés la proposition 4 précédente :

B(9) =!u: X —> R! u mesurable etf

g (x, u(z))der1 }
X
est un convexe faiblement compact.

Inversement, supposons A relativement faiblement compacte. D’aprés
DieUDONNE [15] :

10 A est borné;
20 Ve>0, 35>0 tel que m(E)<6:>f|u]dmés, pour tout
E

ueA;
30 Ve>0, 3K compact de X tel que f | u|dm <¢, pour
X—K
tout ue A.

Pour tout ue€A, on a ||u|;=Zk <o d’aprés le 1°. Soit, pour
ae(0, + oo, E.,(u) ={zeX; |u(@)|>al.

On a

luly &
m (B, () = 12l 2 %,

donc m (E, (u)) - 0 quand a > co uniformément par rapport a ueA.
Il existe une suite croissante de réels positifs a, tels que 3, << 3— ou

Brn= supue,,f |u (x) | dz.
E,, (W)

Soit X, une suite de compacte de X tels que X3,, > X, et X =Uren Xn.
D’aprés le 3o,

8n=sup,,e,,f lu(x)|de—0 quand n-—oo.
X—X,

n

Quitte a extraire une sous-suite de (X,), on peut supposer que 0, << 3.
Posons vy, = 27; la suite v, est croissante, et on a

Z:Yn6n<+co’ Z:Yn6n< +w et limn—)an= "I"w-

Soit ¢ I'application de X xR’ — (0, + oo( définie par ¢, (x, u) = v. | U|
pour

(@ v) € [Xnw1 X (U] < @nsa f] = [Xn X {| U] Z an}]-

Comme ¢ est borélienne en (z, u), et s. c. i. en u, ¢ est une intégrande
normale.
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D’autre part, pour ueA,
fcp @ U (@) dv 2k = 37 Y Ba + X Yu 8 < + 0.
X

Montrons enfin que ¢ > | u|. Or, pour | u|> a, 1x, (x), on a

o (T, U) > vr | U] et  lim,, .y, = 4+ o0
L’intégrande normale convexe cherchée est (1/k) o** d’aprés la pro-
position 2.
(F) Une réciproque. — Nous allons déduire du théoréme 4, une réci-
proque de la proposition 1 (§ 1, chap. III).

ProposiTioN 5. — Soient f une fonction de Carathéodory de X XY
dans R, g une intégrande normale telle que ¢ (x, u) - + oo quand

u—> oo (p. p. x). Alorsjp. — f dp. est définie continue de M (g) dans R
X<Y

si, et seulement si, il existe une intégrande normale h telle que h (x, u) — o

quand u-—>oo (p.p.x), h>f et M (9)cM (h) (en supposant m sans

atomes).

Démonstration. — Nous démontrerons d’abord le lemme.

LEMME. — Si p—> f fdu est définie continue sur M (g), alors
b [ 1@ dis @)
R

est définie continue de M (g) dans L' faible.

Si aeL”, la fonction (x, u) - a (z) f (x, u) est dans L' () pour tout
p€M (g9), d’aprés I'hypothése du lemme. Montrons que

p> [ a@f (@ u)dp )

X<R!

est continue sur M (g), pour tout ae L” (X, m, R).

On peut se contenter de démontrer cette propriété, pour 0 < a (x) < 1.
Grace au théoréme 2 et au théoréme de section, on peut trouver une
fonction u : X — Y mesurable telle que

g (z, u (x)) = min,cgx g (z, ).
Pour toute p.e M (g), la mesure
M =30 @@ e +[1 - a@] o) do
X
appartient & M (g).
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L’application ¢ — IT (1) est continue, car si yeC. (XXY),
(@, u)—>a@y (x, u)

est une fonction de Carathéodory bornée nulle en dehors d’un compact,
et on peut donc appliquer le lemme de la proposition 3 (§ 1, chap. II).
Soit p, une suite de mesures de M (g) avec w, — . Alors

II (o) € M (g) — II (1) € M (9),
donc

[ra@en-—[raa e,
d’ol
[e@f@wds @ [a@] @ 0 den @ o).
C. Q. F.D.

Supposons p. — f fdu définie continue sur M (g9). Comme M (g) est

compact, il résulte du lemme que
K={ (e [1@u)de. @) | ne 21 (0]

est un compact de L’ faible. L’ensemble
H={@&-f(u@))| ueB(g)]}

est donc relativement compact dans Lt faible.
D’aprés le théoréme 4, il existe une intégrande normale :

9: (@, v)eXXR—>9(x,v)€(0, 4 0) telle que ¢>|v|
et
supvegfcp(x, v(x))de < 1.
X
On a donc

Sup.en fX ¢ (@ [ (@ u @) de = 1.

Comme ¢ est une intégrande normale, et f une fonction de Carathéodory,
on voit en utilisant le point (d) du théoréme 2 et le théoréeme 1 que la
fonction.

h: (x,u)eXXY —>o(z, f(x, u)e (0, +00)

est une intégrande normale. Comme ¢ (z, v) >|v|, on a
Vex>0, Ja@el' : [vi>a@) = |v|<eo(z, ).
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Donc :

Ve, Ja@): |f@Guw|>a@ = |[f@uw|<:ch (z,u),

c’est-a-dire que f< h'.

La fonction h = (1/2) (k' 4+ ¢) majore intégralement f et h (x, u) — oo,
quand u— oo (p. p. x), donc M (h) est un compact.

De plus, V ue B (g), « (u)e M (h).

Mais les o« (u) sont denses dans M (g) d’aprés la proposition 7

(§ 2, chap. II), donc M (g)c M (h), ce qui achéve la démonstration de
la proposition.

IV. Contréle optimal

Montrons sur un exemple élémentaire comment nous formulons les
problémes de contrdle optimal des systémes gouvernés par des équations
aux dérivées partielles.

Soit le probléme (P) :

minimiser ||y —z || + | AYllre)  pour yeH;(R), Ayel:(Q),
sous la contrainte : y? (x) 4+ (Ay)® () < 1,

ot & ={zeR?, |x| L1} et zel?(RQ).
L’équation Ay = u, ye H; (), ueL? (2) a une solution unique que
nous notons y,. Posons

U = L2 (),
@y u)=F—z@)+uw,
g, y,u)=+ oo siy>+ u>*>1, Osinon.

Le probléme (P) s’écrit :

minimiser f f @, y. (x), u(x)) dz,

sous la contrainte : f 9 (@, y. (x), u(x))dr < 1.

C’est sous cette forme que nous allons étudier les problémes de
contrdle optimal des systémes gouvernés par des équations différentielles
ou aux problémes de surfaces optimales (cf. commentaires et [3]).
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Pour traiter le probléme (P), nous prolongeons l’équation d’état
et le critére 4 des espaces de mesures paramétrées, et nous obtenons
un probléme (PR) :

minimiser f f @, Yo, (x), u) dp (z, ) pour uedm,

sous la contrainte : f 9 =, y,, (@), w) dp. (z, u),
avec

vy (x) =fudp.x (n), M={peM|vveul.

L’hypothése essentielle que nous ferons est la compacité de I’appli-
cation u— y, propriété qui est vérifiée dans de nombreux cas (cf.
commentaires; cf. [2] et [3]).

Suivant les hypothéses faites sur les intégrandes f, nous obtiendrons
Iexistence de solutions usuelles ou généralisées.

1. Propriétés de continuité des critéres distribués

LemME 1. — Soit f une fonction de Carathéodory de X X (R X Y) dans R
de la forme f (z, y, u) = 1z (x) X9 (y, u) avec m (E) < + oo et ¢ continue
a support compact. L’application

Fi @)~ [f@y@ @)

est continue de LP (X, m, R))XM dans R (p > 1).

(i) Soient (y.) une suite de L? convergeant fortement vers y, et ¢
positif. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que
Y. () > Y, (xr) presque-partout.

Il existe FC E tel que m (E — F) < ¢f|| ¢ ||, et tel que y. (x) tend vers
Yo (x) uniformément pour x€ F (théoréme d’Egoroff). Pour tout p.e M,
on a l'inégalité

1@ 0@ wde@w - @@ 0@ o) = 4.
Avz2m(E — P9l
+ 1 (F) XU rcr] ? Gn @ @) — ¢ G0 @, 0|

Comme ¢ est uniformément continue, pour n assez grand A, =3,
pour tout p.€ M. Donc F est continue en y uniformément par rapport
apeM.
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(i) Pour yelLr (X, m, RY) fixé, lapplication (z, u)— f(z, y (), u)
est de Carathéodory bornée a support compact. D’aprés le lemme de la
proposition 3 (§ 1, chap. II), l'application g — F (y, ) est continue

Il résulte de (i) et (ii) que F est continue sur L» x M.

ProposiTioN 1. — Soit f une intégrande normale de X x(R!XY)
dans (0, 4 ). Alors 'application (y, 1) —>ff @, y (x), u) dp (x, u) ests. c. i.
sur L7 (X, RY) XM a valeurs dans (0, + o).

La proposition résulte du lemme et de la remarque 4 (th. 1,
chap. I).

ProposiTioN 2. — Soient f une fonction de Carathéodory de X X (R‘ X Y)
dans R, g et h deux intégrandes normales sur X xR™. On suppose :

[f@yu)|=a@+blylr+ g, u),
avec

a (x)e L' (X, R), b0, g<h.
Alors lapplication

@ 0> [ 1@y @, v de @ v)

est définie continue de L? (X, RY)X M (h) a valeurs dans R.

Démonstration. — D’aprés la proposition 1, ’application
@0~ [ 0@ +by@P + 9@ w) =@y @), vl de @ W)
est s. c. i. sur L? X M.
L’application
@0 [le@+bly@F + 9@ vl de @ v

= [a@dz+b[lyrdo+ [gdu

est continue sur L? X M (h) d’aprés le corollaire de la proposition 1
(§ 1, chap. III).

Comme, de plus, la fonction (x, u) > f(z, y (x), u) est dans L* (i)
pour tout ye€ L” et tout ;€ M (h), grace 4 la majoration de ’hypothése,
P’application

@, 1) > — f f (@, y @), u) - (z, u) est s. . i. sur L> X M (h).

On achéve la démonstration de la proposition en appliquant le méme
raisonnement a la fonction — f.
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2. Existence

LemME. — Soit g une intégrande positive normale sur X xR¢, telle que
g>|u| (notation, prop. 4, chap. III). Pour loule suite (u,) d’élé-
ments de B(g), « (u,) - o (u) dans M (g) si, et seulement si, u,—> u
dans L' (X xRY).

Si u, - u dans L! fort et si u,eB (g), alors « (u,) > « (u) dans M
d’aprés la remarque qui suit la définition 3 (§ 1, chap. II), et « (u)e M (9)
d’aprés la proposition 5 (§ 2, chap. II).

Inversement, si « (u)e M (g), u est intégrable puisque ¢>|ul.
Comme p — f v —u(x)|du (x, v) est continue sur M (g) d’apres le

corollaire 1 de la proposition 1 (chap. III, § 1), on a || u, — u||, > 0.

THEOREME 5. — On considére le probléme de conlrile :

minimiser f f (@, y. (), u (x)) dx + 9 () pour ueU,
(P) < sous les contraintes :

ff,-(x, g @, u@)dz=1 (i=1,...,p)

avec les hypothéses suivantes :

(i) Les fonctions f, fi(i=1, ..., p) sont des intégrandes positives
normales sur X X (R!xXR™) convexes en la troisiéme variable.

(ii) La fonction ¢ est une application s. c. i. de L” (X, RY) fort (p > 1)
dans )— o0, 4 00).

(iii) L’espace des contréles U est un fermé faible de L* (X, RY).

(iv) La fonction d’état u— y, est continue de U munie de la topologie
faible o (L', L) dans L7 (X, RY) fort.

On suppose qu’il existe une suite minimisante u, et une intégrande
positive normale g sur X xR™, telles que

9> |u| (Notation, prop. 4, chap. III),
sup, f g (z, u, (x)) de < 1.

Alors il existe un contréle optimal. On peut extraire de u, une sous-suile
convergeant dans L faible vers un contréle optimal.
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Si f est strictement convexe en u, on peut extraire de u, une sous suite
convergeant dans L* fort vers un contréle optimal.

Soit u, et g comme dans I’énoncé. On a u,eM (g9). On peut
extraire de u, une sous-suite u,, convergeant vers une mesure p.€ M (g).
(prop. 5, § 2, chap. II).

De plus on a

ffi (z, Yo, @), w)ydp(x,u)=1 (i=1,...,p) pour v, eU,
¢ Y,) + [ (@ Yo, (), w) dp (x, u) Zinf P

en vertu de la proposition 1 (§ 1, chap. IV), de la proposition 3 (§ 3,
chap. IV) et de I’hypothése sur la fonction d’état u — y,.

Mais grace 4 la convexité des intégrandes f et f;, on a
[1@ v, @ 0. @) de= [ @ b, @, 0 du (e )
ZInfP —¢ (yup) pour v, eU,
fﬂ(x, g @, 0@)dz =1 (i=1,...,p)

Donc v, est un contrdle optimal, et u, — v, faiblement.

Si f est strictement convexe en u, on a
[1@ p. @, 0. @) do < [, @ 1., @), v) dp (&, w) < Int P.

Si p 7 a (vy), ce qui contredit le fait que u, est une suite minimisante,
donc p =« (v,) et « (u,) - « (v,) vaguement, donc d’aprés le lemme
ci-dessus u,, — v, dans L! fort.

Remarques :

10 Ce théoréme raméne la démonstration de I’existence d’un contréle
optimal & la recherche d’une « estimation a priori » sur les suites mini-
misantes : il suffit de montrer qu’il existe une fonction g : g>|u| et

sup, [ ¢ (x, u, (x)) de < 1.

Si la mesure dx est bornée, on a | u|? > | u| pour p > 1, donc le théo-
réme s’applique si une suite minimisante est bornée dans L», p > 1.
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20 Le théoréme s’applique dans les situations générales suivantes :

(i) Si 90, et f+ X, fi est «coercive», c’est-a-dire s’il existe une
intégrande normale ¢ telle que

g=lu| et (f+XI% f) @y W= g (z, u).
(ii) Si U est un compact faible de Lt (th. 4, § 3, chap. III).

3o Citons un exemple élémentaire out I’on obtient une estimation

a priori sans que (i) ou (ii) soit satisfaisant. X est un ouvert borné Q
de R/, et on prend

U={u| uell*(Q), u=grady, yeH; (Q)},

U est un fermé faible et I'application y — grad ye U est inversible;
son inverse u — y, est continue de U faible dans L? fort. On considére
le probléme :

minimiser f u? — f YuZ avec zel?, pour ueU.

e

Comme u = 0 annule le critére, on peut supposer que les suites mini-

misantes vérifient :
Ju = [u.z=0.

lun s <= Al unll2 1 2]
lualls <Al 2]

On a

ZGullzllzll.= Al ull: 2]l

D’ou

3. Relaxation

ProrposiTioN 1. — Soit f une fonction de Carathéodory sur X x (R! x R™)
a valeurs dans R+, g une intégrande positive normale sur X xR™. On
suppose :
@y, u)> g (z, w),
g>|u (Notation, prop. 4, chap. III),

On note (x, y, u) - f** (x, y, u) la régqularisée convezxe s. c. i. de f en u.
Alors [z, (y, )] X X (R! X R™) — f** (x, y, u) est une intégrande positive
normale.

Soient K un compact de X et ¢ > 0. D’aprés le théoréme de Scorza-
Dragoni, il existe un compact K,cK tel que m(K, — K) <:¢ et
flx,<ri<r= est continue.
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D’aprés le lemme 2 (§ 3, chap. III), il existe un compact K'c K,
tel que g (z, u)/| u|— 4 oo quand | u | — oo uniformément par rapport
azeK et m(K, — K') < e.

Soit (o, Yo, u)€ K' XR!XR™ et u-— ¢ (u) une minorante ‘affine
de u— f(xo, Yo, u) telle que

¢9) f @0, Yo, o) — & < ¢ (Wo)-
On a

le(u)|LA|u|+ B avec A0, B> 0.
D’ou

AN>1, |u|>N = [(—xl’vyi—i)éA—l-B, Vzy

= @y 0>, V.
D’autre part, la fonction f est uniformément continue sur
K'x{ly—g|l=1}x{lu]|<ZN|,
donc si d est une distance sur X :

A0>0, |y—upl<m d(z, x,) <m,
luléN = If(x’y’u)'—f(xoaymu)lés-

D’ou
o) —e<Zf(@y,u) pour |[y—y|<m, d(n)|<n
Donc
2 o@—e=Zf*@y,u pour |y—ygo|<n d )<

De (1) et (2), on déduit que f** est s. c. i. au point (o, yo, u,). Alors,
d’aprés le théoréme 2, f** est une intégrande normale sur X x (R! X Rm).

LemMmE 1. — Soient g une intégrande normale de X X Y dans (0, + oo)
el pe M telle que f g dp. < oo. Alors il existe une intégrande normale h
telle que h> ¢ etfhdp<oo.

Soit K, une suite de compacts telle que

K...oK, et X =U,eyKn
Soit
E,={(@ weXxY;nl, @<Lg@u <(n+ 1)1, (2)}
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et
E.={(zu); g (@ u) =oo).

On pose
Bn=1| 9 u)dp(z, u).

Ly
Comme les E, sont disjoints et que XX Y = U,ex ExVE., on a

YreN Bn < + o0,

Il existe une suite A, de réels positifs telle que

Yiexw M B < + © et A — 00, > 0, At D A
Soit ¢ la fonction mesurable, définie par :

Mg sur E,, neN,

¢ = + oo sur E..

Alors, p (¢) < o0 et ¢ > g; car, pour g(x, uyy> n 1y (x), on a

1
9@ )=y 0@ ).

Mais
P ((P) = Infh>q),hs.c.i. - (h)-

Donc il existe une fonction h s. c. i. (c’est donc une intégrande normale)
telle que
h>9 (= h>9g),
P (h) < oo

TutorREME 6. — On suppose la mesure dr sur X sans alomes. Soil
f: XX @R xR — R une fonction de Carathéodory, g, ..., g, des inté-
grandes normales positives sur X X R*. On suppose qu’il existe une intégrande
normale g telle que

g (x, u)éf(x, Y, u)é A [g (x’ ll) + Xty gi(x9 ll)] + blylp + a(x)’
avec ael; A, b0, p> 1,
2,9 (xu)+ gz, u)y>|u (Notation, prop. 4, chap. III).

Soit u— y, une application continue de B (g, ..., g,)nL* (X, RF)
muni de la topologie faible ¢ (L', L*) dans L7 (X, R!) fort.
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On considére les probléemes :

minimiser f f(x, y. (), u (x)) dz pour uel!,
X

(PO)
sous les contraintes : fg,» (x, u@)de =1 i=1,...,n);
minimiser f f @, y,, (), w) dv (x, u) pour peM,
X xR
u|dy < oo,
R [ 1l de
sous les contraintes : f 9i (x, u) dp. (z, u) = 1
X<RF
i=1,...,n).

Alors le probléeme (PR) a une solution optimale et le minimum du
probléme (PR) est égal a la borne inférieure du probléeme (PO). De toute
suite minimisante de (PO), on peut extraire une sous-suile qui converge
vaguement vers un coniréle optimal de (PR).

Démonstration. — On peut supposer inf (PR) < oo, sinon les propriétés
sont trivialement vérifiées.

Soient ¢ l’application : M>p — f f@, g, (x), u) d (z, u), et k
P’application 1/n (X%, ¢:).

On notera encore ¢ l'application ue B — ¢ (« (B)). Vu la minoration
de f, il existe p > 0 tel que

inf { ¢ () [ peM (g -0 . [ | uldp <o)

— Int! 9.
Inf{cp(p) reM (g, ...,gn),F)}

Soit K = M (g1, - - -5 gns 9/p), alors K est un convexe compact de M,
et p. — v, est continue sur K, d’aprés la proposition 3 (§ 3, chap. III).

Donc, Tapplication ¢ est s. c.i. sur K d’aprés la proposition 1 (§ 1,
chap. IV), et elle atteint son minimum en un point p.

On a f kdp. < co. D’apres le lemme 3, il existe une intégrande normale

positive h telle que h> k f hdp. < 1.

¢ est donc continue sur M (g, ..., g., h) d’aprés la proposition 2
(§ 1, chap. IV). D’apres la proposition 7 (§ 2, chap. II), il existe une suite u,
de fonctions appartenant & B (gi, ..., gn, h) telle que « (u,) - . (On a
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en particulier u,€B (94, ..., §-)n L) Donc

¢ (tn) = ¢ ().

Comme on a d’autre part inf (PR) < inf (PO), on a démontré
I'égalité.

Soit u, une suite minimisante de (PO).

Comme u,€e K = M (g4, ..., g, g/p), on peut extraire de u, une sous-
suite u,, telle que « (u,)—> p€ K dans M.

D’aprés la proposition 1 (§ 1, chap. IV), on a donc :

[ 1@y, @ 0 e @ <t [y, @,y @) d
= inf (PO) = min (PR).
Par suite, » est un contrdle optimal pour (PR).

CoROLLAIRE. — On suppose la mesure m sur X sans alomes. Soit f
une fonction Carathéodory de X x (R!xR*) dans R.

On suppose qu’il existe une intégrande positive normale g sur X xRt
telle que

g, ) <=f(@@, y,u)y=Ag(@, uy+bly”+a) e g>|u|
b, A>.0, ael’ (z), p> 1.

Soient f** la convexifiée en u de f (cf. prop. 1, § 3, chap. IV), et u -y,
une application continue de L' (X, R¥) faible dans L» (X, R') fort.

On considére les probléemes :
(P) minimiser f f (@ y. (@), u(z))de, pour uelL! (X, RY);
(P**) minimiser f f** (z, y. (x), u (z)) dz, pour uelL! (X, R¥).

Alors le probléme (P**) a une solution optimale et le minimum du probléme
(P**) est égal a la borne inférieure du probléme (P).

De {toute suite minimisante du probléme (P), on peut extraire une sous-
suite convergeant faiblement vers une solution optimale du probléme (P*¥).

L’existence d’une solution optimale pour (P**) résulte du théoréme 6
et de la proposition 1, § 3.

Soit u une solution optimale de (P**),
D’apres le lemme 3 (§ 3, chap. III), il existe y telle que

flu[dpt<oo
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et
[ @y @, u@) o= [ 100w de . w,
fv dp. (v) = u (2).

Ceci montre que min (PR) < min (P**), et comme a cause de la
convexité de f** en u : min (PR) > min (P**), on a min (PR) = min (P*¥),
et on appliquera alors le théoréme 6.

Remarques :
(i) On a le méme corollaire si ’espace des contrdles admissibles est un
convexe fermé U de R.

(ii) Si U est un convexe compact de R/, et si la mesure m sur X est
bornée, alors tout intégrande normale positive g sur X X U majore inté-
gralement la fonction (z, u) | u|.

On a donc alors le théoréme de relaxation pour les fonctions de Cara-
théodory f qui vérifient :

g, O=Zg@=f@xy)=Ag@u)+blyl+ a@);
en particulier, pour celles qui vérifient cette relation, avec ¢ =0,
OZf@ yuy<a(@ +blyl.

C’est la condition donnée par I. EKELAND [16].

(iii) Se déduisent aussi du théoréme 6, des théoréemes de convexifi-
cation pour les problémes oit I'espace des contrdles admissibles est

U={ueL (X,R)|u(x)eF,p.p.}

z — F, étant une multi-application mesurable & valeurs fermées.

Commentaires

C. Castaing nous a indiqué comment appliquer nos méthodes
dans le cas oul m est une mesure abstraite o-finie sur X muni d’une
tribu & compléte. Cela repose sur une version abstraite du théoréme
de caractérisation des intégrandes normales et sur I’adoption d’un
formalisme fournissant une topologie adéquate sur M. Dés lors, les
résultats obtenus dans cet article (th. 3, 5, 6; prop. 1, § 2, chap. III,
et 4, § 3, chap. III) restent valides dans ce cas.

Intégrandes normales positives. — La propriété utile des intégrandes
normales positives est qu’elles sont enveloppe supérieure de fonctions
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de Carathéodory. En effet, c’est cette propriété qui fournit la semi-
continuité de I'application p — f fdu, qui est & la base des propriétés
des espaces M (fi, - . ., fu).

Les intégrandes normales ont été introduites par RoCKAFELLAR [26]
danslecasou Y = R*, et ouy — f (, y) est convexe, mais en supposant X
seulement muni d’une tribu. Il démontre I’équivalence des propriétés (a),
(¢), (d) du théoréme 2, avec une propriété (a) plus précise dans ce cas
particulier [f (x, y) = sup (y, b, (x)) — a. (x) o (,) désigne le produit
scalaire dans Y = R”].

Comme RockKAFELLAR dans le cas convexe (ibid.), on peut considérer
des intégrandes normales & valeur dans ) — oo, + oo) définies par la
propriété (b) théoréme 2. On a encore le théoréme 2 ((b) = (c¢) = (d))
(mutatis mutandis) par isomorphisme de (— oo, + o0} avec (0, 4 o).

C. Castaing nous a signalé qu’en adaptant la démonstration du
théoréme 2, on obtenait la version abstraite suivante :

TutoriME 2. — Soit (2, A, m) un espace mesure, avec m o-finie et
A m-compléte. Soit Y souslinien, 63 la tribu borélienne de Y. Il y a équiva-
lence des conditions suivanles :

(a) f est normale;

(b)  — Epis (w) est mesurable;

(c) f est (A ® ®B)-mesurable et s. c. i. sur Y pour w fixé dans Q.

La démonstration est la méme que pour le théoreme 2. On utilise un
théoréme de projection (DEBREU, VALADIER, cité dans[10]):siE€A @ &
sa projection sur £ appartient & A. On peut, de la méme facon, modifier
la proposition 2, § 2, en une proposition 2'.

Espaces de mesures paramétrées. — On a vu (chap. II, § 1), grace au
théoréme de désintégration des mesures, que M s’identifie a I’ensemble X
des classes d’applications mesurables x — p, de X dans M7 (Y) muni
de la topologie vague induite par I'espace M, (Y) = C, (Y)’ des mesures
de Radon bornées. Lorsque la mesure m sur X est abstraite, on considere
directement X. Comme L! (X, m, C, (Y)) est un Banach, la boule unité
de son dual L* (X, m, M, (Y)) est compacte pour la topologie faible;
si Y est compact, 2 est fermé dans cette boule, donc compact.

C’est en utilisant cette approche que Casraing [12], Rouss [27],
Warca [30] ont introduit les espaces de mesures paramétrées que nous
notons M et M (IT), et démontré pour ces espaces les propriétés de compa-
cité et de densité (en supposant Y compact non nécessairement métri-
sable).

D’autre part, d’aprés la remarque 4 (th. 1, § 1, chap. I), L' (X, m, C, (Y))
s’identifie 4 I’ensemble des fonctions de Carathéodory de X X Y dans R,
majorées par une fonction de L! (X, m, R). On a donc une version 1’
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du lemme 1 (§ 1, chap. II). A partir de 13, la démarche de cet article
peut étre poursuivie sans encombre dans ce cadre, grace a l'utilisation
du théoréme 2’. L’étude générale des espaces M (fi, ..., f») nécessite
la connaissance de la propriété (a) du théoréme 2 des intégrandes normales,
et I'utilisation de techniques de convexes compacts pour les démonstra-
tions (théoréme de Krejn-Mil’'mann et proposition 2, § 2, chap. II).

La relation de majoration intégrale. — Pour les applications, I'outil
de base est la relation > puisqu’elle donne la continuité de I’application

P> f fdp (prop. 1, § 1, chap. III) dans des conditions générales

(la proposition 5, § 3, chap. IIT montre qu’elles sont en un sens les plus
générales). C’est une relation de domination au sens de CHOQUET [14]
qui est définie sur le cone des intégrandes normales positives par le cone
des fonctions positives de L! (dx). Cette relation a été inspirée par les
hypothéses faites par AumanN et PerrEs dans un cas particulier (cf.
prop. 1, § 2, chap. III, ex. 1).

On peut interpréter en terme de majoration intégrale les hypothéses
de VarLapier dans [28]. Soit f une intégrande normale de X xXR" dans
) — 00, 4 ) (cf. § 2), et soit f* (z, .) la fonction duale de f (x, .) c’est-a-dire
f* (@, y) =sup.eps {{Y, 2> — f(x,2)}. Il est équivalent de dire que
f* (., y) est dx-intégrable pour tout yeR”, ou que f+> |y|et f[-<0
[c’est-a-dire f+ majore intégralement la fonction (x, y) — |y | = norme
de y dans R?, et f— (x, y) = a (x) avec a€ L' (dr)]. Les résultats de [28],
IT peuvent donc étre démontrés comme la proposition 1 (§ 1, chap. III)
[dans [28], m est une mesure abstraite]. Inversement, vu I’équivalence
d’hypothéses ci-dessus, la relative compacité de B (g) apparait comme
un cas particulier d’un résultat de VaLaDIER [29] ol R” est remplacé par
un Banach.

Le théoréme 4 et la proposition 1 résolvent le probléme (P,) (cf. Intro-
duction). On peut donner des conditions nécessaires portant sur les
solutions optimales (paramétres de Lagrange) qui ont un intérét théorique
en économie mathématique et pratique pour le calcul de ces solutions [5].

Contréle optimal. — Les propriétés de continuité des criteres distribués
et la compacité des espaces M (fi, ..., f») entrainent immédiatement
des résultats d’équicontinuité qui étendent ceux déja obtenus ([3] et [16]).
Ainsi avec les hypotheéses et les notations de la proposition 2 I’ensemble
des applications

T.: yel’ (X, R)>f(.,y(.),u .)eL (X, R),

pour u variant dans B (g) ={ u

f g (x, u (x) dr <1 ;est équicontinu

pour les topologies fortes.
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Nous avons introduit au départ I'hypothése de compacité sur la fonc-
tion d’état (« u— y, ») pour étendre les résultats d’I. EXELaND sur la
relaxation des systémes gouvernés par des équations aux dérivées par-
tielles elliptiques au cas des équations paraboliques et hyperboliques.
Les méthodes utilisées nous permettaient en outre d’établir un théoréme
d’existence pour un espace de commande borné dans L*. Reprenant
Phypothése de compacité sur la fonction d’état, I. Exeranp étendit
ce théoréme d’existence au cas d’un espace de commande non borné en
introduisant une hypothése de coercivité sur la fonction coit : f est de
Carathéodory et vérifie une inégalité du type f(z, y, u)> a (x) + b | u|’.
On rejoignait ainsi les théorémes d’existence de L. Cesari, qui étaient
établis en usant d’une transformation assez particuliére des équations
aux dérivées partielles. Le théoréme que nous donnons ici (th. 5) recoupe
les travaux récents de L. CEsart [13] et M. F. Bipaur [6]. Son originalité
est dans I'’emploi des intégrandes normales & la place de fonctions de
Carathéodory et dans I'utilisation de la relation de majoration intégrale.
Mais dans les théorémes de M. F. Bipaut et L. Cesari, I’espace que
nous notons Y est un espace de Banach (et non pas R?).

Les résultats du type du théoréme 6 et de son corollaire sont dits
« théorémes de relaxation » selon la terminologie de WARGA et I. EKELAND.
On associe a un probléme de calcul des variations non convexes qui n’a
pas (en général) de solution, un probléme dit « probléme relaxé » qui a
des solutions, et dont les solutions sont les points d’adhérence des suites
minimisantes du probléme original. On précise ainsi la structure des
suites minimisantes.

Le théoréme 6 et son corollaire permettent de retrouver les résultats
de WaRraa sur les équations différentielles [30] et de I. EKELAND sur
les équations elliptiques [16]. On trouvera dans [2] d’autres exemples
(problémes paraboliques, hyperboliques, non linéaires).
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