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INTÉGRANDES NORMALES ET MESURES PARAMÉTRÉES
EN CALCUL DES VARIATIONS

PAR

HENRI BERLIOCCHI ET JEAN-MICHEL LASRY

RÉSUMÉ. — Soient X et Y deux espaces localement compacts polonais, et dx une
mesure de Radon sur X. Une mesure paramétrée p. est une application mesurable
de X dans M~^ ( Y). A toute fonction mesurable y de X dans Y, on associe la mesure
paramétrée a (y) : x->?ïy^. Une intégrande normale (positive) est une fonction
borélienne f de X x Y dans (0, + oo) s. c. i. par rapport à la deuxième variable.

L'intégrale p. (f) = fj f (x, y) dp.^ (y) dx est une fonction affine s. c. i. de p., et se

réduit lorsque p. = a (y) à p. (f) = F (y) = f f (a-, y (x)) dx. Cette construction permet
d'étudier la fonctionnelle F; on résout ainsi un problème variationnel provenant
de l'économie mathématique, on donne une extension du théorème de convexité de
Ljapunov, et une caractérisation des compacts faibles de L1 (dx).

On étudie ensuite de la même façon (c'est-à-dire par prolongement aux mesures
paramétrées) la fonctionnelle -fG(y,u)= / f(x,y(x),u(x))dx

où y et u sont liés par un système différentiel (exemple : u = grad y, u == Ay, u == Q y,...).
On montre l'existence de solutions généralisées pour le problème du calcul des variations
« minimiser G », et la possibilité d'approcher ces solutions par des fonctions ordinaires.
On en déduit l'existence d'un problème relaxé.
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Introduction

Nous étudions deux types de problèmes variationnels que l'on
schématise ainsi :
(Pi) minimiser f f (x , y (x), u (x)) dx pour A y (x) == u (x),

^x

(Pa) minimiser f f(x, u (x)) dx pour f ^ (x, u (x)) dx^ 1.
J x ^x

Les problèmes (Pi) sont des problèmes du calcul des variations classique
(A y = grad y == u) et des problèmes de contrôle des systèmes gouvernés
par des équations aux dérivées partielles (quand A est un opérateur ellip-
tique, parabolique, hyperbolique, non linéaire, etc.). Les problèmes (P^) se
rencontrent en économie mathématique (modèle d'AuMANN-SHApLEY[l]).

L'existence de solutions pour (Pi) est liée à la convexité de la
fonction f par rapport à u. L'étude des problèmes non convexes du calcul
des variations classique a été abordée par YOUNG [3l], qui a introduit
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INTÉGRANDES NORMALES 131

des « surfaces généralisées » (on trouvera un exposé moderne dans
YOUNG [32] et EKELAND-TEMAM [17]), dont il montre qu'elles sont en
un sens naturel des solutions généralisées de (Pi). L'idée est de plonger
l'espace des fonctions mesurables (par exemple : les fonctions mesurables
de (0, +1) dans ( — 1 , +1) dans un espace de mesures (l'espace des
mesures de Radon positives sur (0, 1) x ( — 1, +1) qui se projettent
sur (0, 1) suivant la mesure de Lebesgue). Cette méthode a été reprise par
GHOUILA-HOURI [18], et I. EKELAND a montré son lien avec l'analyse
convexe [16].

L'étude (chapitres 1 et II) dans un cadre abstrait de convexes compacts
de mesures du type précédent et des fonctionnelles affines, définies sur
ces espaces par une classe d'intégrandes que nous introduisons, fournit
des outils qui permettent la résolution sous une forme générale des
problèmes posés (chapitres III et IV). On obtient en outre des résultats
sur les compacts faibles de L1 et une extension du théorème de convexité
de Ljapunov.

Pour le problème (Pi) (chapitre IV), nous utiliserons une formulation
valable pour les systèmes cités ci-dessus qui repose sur une idée dégagée
précédemment [2] : la propriété de l'équation A y == u utile pour l'exis-
tence de solutions de (Pi) (usuelles dans le cas convexe, généralisées
dans le cas non convexe) est la compacité de l'opérateur A-1. CESARI
utilise d'autre part une formulation similaire pour démontrer des théorèmes
d'existence de solutions (usuelles) de (Pi) [13].

Nous remercions Ivar EKELAND qui nous a donné goût à la matière,
qui nous a inculqué les connaissances nécessaires, notamment, à travers
son cours de Théorie des jeux et de nombreux entretiens, et qui nous
a sans cesse fourni les références appropriées.

Nous remercions C. Castaing qui nous a indiqué que nos méthodes
pouvaient s'appliquer au cas où la mesure dx est abstraite (cf. Commen-
taires).

Notations

On se donne, dans toute la suite, deux espaces X et Y, et une mesure m
(notée aussi dx) sur lesquels on fait (sauf au chapitre I) les hypothèses
suivantes :

— X et Y sont localement compacts polonais (c'est-à-dire localement
compacts métrisables séparables);

-- m est une mesure de Radon positive sur X.

On écrira « mesurable » pour « m-mesurable », « presque partout » ou
« (p. p.) » pour « /n-presque partout » (etc.).

Les définitions sont donc relatives aux espaces X et Y, ce qui n'est pas
toujours rappelle dans le texte.
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132 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

I. Intégrandes normales

1. Théorème de Scorza-Dragoni

Soient a une tribu sur un ensemble A, et B un espace topologique.
Une application g de A dans B est mesurable si g-1 (F) appartient à 0
pour tout fermé F de JS. Mesurable par rapport à une mesure de Radon
signifie mesurable par rapport à la tribu complète associée.

DÉFINITION 1. — Soient ^ une tribu sur un espace X, m une mesure
sur % positive, Y et A deux espaces topologiques, et f une application de
XxY dans A telle que

x-^f(x, u) est ^-mesurable pour tout uçY,
u-^f(x, u) est continue pour presque tout xçX.

On dit que f une fonction est de Carathéodory.
On appelle intégrande positive normale (ou encore intégrande normale

de XxY dans (0, + oo)) une application f de XxY dans (0, +oo)
telle qu'il existe une suite de fonctions de Carathéodory fn de XxY dans
(0, + °o( vérifiant

f(x, u) == sup^NÂ(^ ")
pour presque tout x.

THÉORÈME 1. — Soient X un espace topologique, ^ une tribu sur X
qui contient les boréliens, m une mesure sur ^ positive, bornée, extérieure-
ment régulière, c'est-à-dire telle que

m (A) = i n f { m (Y); V ouvert^A }, V A e % .

Soit Y un espace topologique à base dénombrable, et f une application de
Carathéodory de XxY dans R (déf. 1).

Alors, pour tout £ > 0, i7 existe un fermé FcXtel que f, restreint à F x Y ,
est continue, et m (X — F) < s.

Le premier énoncé du type du théorème 1 est dû à DRAGONI et SCORZA.
Le théorème 1 étend les résultats de CASTAING [10].

Démonstration. — Comme F est homéomorphe à )0, 1(, on peut sup-
poser f à valeurs dans (0, 1).

Soient (^n)nçfs ̂ e base d'ouverts de Y, et 1̂  la fonction caractéristique
de 0^ Soit (u^eN une suite partout dense dans Y.

Pour tout rationnel ce (0, 1) et tout neN, soit cp^y la fonction s. c. i.
de Y dans (0, 1) définie par cp^y (u) === qï^(u). Les cp^y forment une
famille dénombrable telle que, pour toute fonction s. c. i. (en particulier
pour toute fonction continue) g de Y dans (0, 1), on a

g (u) == sup^ ̂ ,^n,ç (u), V u e Y.
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INTÉGRANDES NORMALES 133

Posons En,q,k == {xçX; f(x, Uk)^^n,q ( U k ) } ' Par hypothèse sur f,
•Ê^,y,Â: appartient à %; donc aussi £n,y == r\kçy En,q,k' Or, par densité
des Uk, continuité de f(x, u) par rapport à u, semi-continuité inférieure
de cp, on a

En,q==[xçX, f(x,u)^^^(u), V u e Y } .

PoSOnS ^n,q(x, U) = l^^(x)^n,q(u), On à

^y ̂  f et, pour (x, u)eXx Y, /'(a-, u) = sup ^,y (a;, u).

Comme N x ( Q n ( 0 , l ) ) est dénombrable, on peut écrire

f = sup^N 1̂  ï^

où GA. est une suite d'éléments de ^ (les En,q renumérotés), y^ une suite
de fonctions s. c. i. (les cpn,y renumérotés). Pour tout /ceN, il existe
un ouvert Vk est un fermé Fk tels que

Vk^Gk^Fk et m(V,-F,)<^,

(on applique la régularité extérieure de m à Gk et à son complémentaire).
La restriction de 1̂  au fermé Hk == (X — V^)uFÀ: est continue, donc la
restriction de l^X"^ à ^xY est s. c. i. Soit H == r\kçîs Hk, on a
m (X — H) < s/2 et la restriction de fà H x Y est s. c. i. comme enveloppe
supérieure de fonctions s. c. i.

Le même raisonnement appliqué a i — f montre l'existence d'un
fermé K tel que m (X — K) < s/2 et que la restriction de f à K x Y
soit s. c. i.

Soit F = Hr\K, on a m (X — F) < s, et f restreint à Fx Y est
continue.

c. Q. F. D.
Remarque 1. — On ne peut pas affaiblir les hypothèses du théorème 1 :
(a) Soit E€^; la fonction^, u)->\E{x) est de Carathéodory. Si le

théorème est vérifié, il existe un fermé F de X tel que \E restreint à F
est continue, et m (X — F) < s. C'est-à-dire qu'il existe deux fermés
FiCE et F2C(X — E) tels que F = F,uF^ Soit V = X — Fa, on a
V^E, et m (V — E) < m (V — Fa) < £. Comme V est ouvert, m est
extérieurement régulière.

(b) Soient X = (0, 1) avec sa topologie naturelle, m la mesure
de Lebesgue; Y = (0, 1) avec la topologie discrète : Y n'est pas à base
dénombrable, et le théorème n'est pas vérifié pour la fonction de Cara-
théodory y de Xx Y dans (0, 1) suivante : f(x, u) = 0 si x^ u, 1 si
x == u.

Remarque 2. — On peut remplacer R par un espace métrisable
séparable Z. Car alors Z est homéomorphe à un sous-espace de
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134 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

(0, I)N, et il suffit de montrer le théorème pour (0, I)N. pour montrer
la théorème dans ce dernier cas, il suffit d'appliquer le théorème 1 à
chaque projection Pn<>f, qui est de Carathéodory. On trouve une suite de
fermés Fn tels que m (X - Fn) < s/2^ et Pn o f restreint à Fn X Y est
continue. Donc f est restreinte à (C\Fn)xY est continue.

Remarque 3. — Soient X un espace localement compact, m une mesure
de Radon sur X, Y un espace topologique à base dénombrable, Z métrisable
séparable, et f : X x Y -^ Z une application de Carathéodory. Pour
tout compact K et tout £ > 0, il existe un compact HcK tel que
| m (K — H) < s, et f restreint à H x Y est continue. Ceci résulte du
théorème 1 et de la remarque 2 appliqués au compact X et à la restriction
de [ m | à K.

Remarque 4. — Soient ^ une tribu sur un espace X, Y un espace
métrisable séparable (d une distance sur Y), et soit f une intégrande
normale de X x Y dans (0, +00). Alors il existe une suite croissante
de fonctions de Carathéodory fn de la forme

fn (x, y) = 2^ 1^ (x) ̂ ,n (y)

où les Gk,n sont mesurables disjoints et les cp^ sont continues positives.
En outre, si la mesure m sur ^ est o-finie et si Y est localement compact,
on peut prendre les G/c, n intégrables et les cp^, „ continues à support compact.

En effet, d'après la définition 1, f == sup gn, où les gn sont de Cara-
théodory; la démonstration du théorème 1 montre que

gn == supl^xio^

où Ek € ̂  et où Ok est un ouvert de Y. Comme

lo, (y) == sup ^n,k (y), avec ^n,k (y) = inf (1, k d (y, Y - 0.)),

posant
gn,k(x,y)=i^(x)x^n,k(y),

on a /'=sup^. Soit fp = supn+k^p gn,k, alors f=sup/^. On voit
que fn est de la forme annoncée : les Gk,n sont des intersections de £y et
de X — Ecf (O^q^n) et les cp^ sont des enveloppes supérieures de
sous-famille de { ^q,k\ q + k^n }.

Si Y est localement compact et si m est une mesure o-finie sur X,
on remplace fn par gn = fn X 1̂  x a^, où Fn est une suite croissante d'élé-
ments intégrables de ^ tels que X = \jFn et a^, et une suite croissante
de fonctions continues à support compact telle que 1 = sup a^ ((/).
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INTÉGRANDES NORMALES 135

Remarque 5. — Soient % une tribu sur un espace X, Y un espace
compact métrisable. Soit fune fonction de X x Y dans R. Il est équivalent
de dire :

(a) f est de Carathéodory;
(b) l'application x->f(x, .) est mesurable de X dans C(Y), muni

de la topologie de la convergence uniforme.

En effet, supposons f de Carathéodory. On a f = sup fn (cf. remarque 4
ci-dessus). Pour x fixé, fn (x, . ) est une suite croissante de fonctions
continues qui converge simplement vers la fonction continue f(x, .),
donc uniformément (lemme de Dini). L'application fn : x-^fn (x, .)
est mesurable de X dans C (Y) muni de la norme uniforme, et la suite fn
converge simplement vers l'application f : x -> f (x, .). Donc f est
mesurable, ce qui montre (a) =>(6); la réciproque est évidente.

PROPOSITION 1. — Soient (X, ^), (Z, ^/) deux espaces munis d'une tribu,
Y un espace topologique à base dénombrable, f une application de X x Y
dans R telle que

x->f(x, u) est mesurable, V uç Y,
u-> f(x, u) est continue, V rceX.

Alors, pour toute application ^'-mesurable u de Z dans Y, l'application

(x, z)çXxZ^f(x, u(z)) est mesurable pour la tribu ^x^'.

En particulier, (x, u)-^f(x, u) est mesurable pour ^xB, où B est la
tribu des boréliens de Y.

D'après la démonstration du théorème 1, on a
f(x, u) == sup^N U (^) TA: ("),

V (a:, u) € X x Y, avec y^: s. c. i. pour tout k,

donc borélienne, et Gk € ̂ . Donc, si z — u (z) est ^'-mesurable de Z dans Y,
f(x, u (z)) = sup^N 1̂  (^) TA: (" (^)) et les fonctions z -> -^ (" (z)) sont
^'-mesurable.

Par suite (x, z)->f(x, u (z)) est (^ x ̂ -mesurable.

Remarque. — II résulte de la proposition que si x -> u (x) est ^-mesu-
rable de X dans Y, x -> f (x, u (x)) est ^-mesurable.

COROLLAIRE 1. — (Hypothèses du théorème 1). — Soit g une intégrande
normale de XxY dans (0, + oo). Pour tout s > 0, il existe un fermé F
tel que g restreinte à F xY est s. c. i., et m (X — F) < s.

Soit gn une suite d'application de Carathéodory de X x Y dans (0, + oo(
telles que g = sup^^ 9n (p. p. x) D'après le théorème, il existe des
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fermés Fn tels que m (X — Fn) < £/271, et gn restreint à Fn X Y est
continue. Soit F = Un EN Fn '' c'est un fermé; m (X — F) < 2 s; g res-
treinte à F x Y est s. c. i. comme enveloppe supérieure de fonctions
continues.

2. Multi-applications mesurables

Pour plus de commodité, nous rappelons les propriétés des multi-
applications mesurables dont nous aurons besoin par la suite, et leurs
démonstrations. On trouvera une étude systématique des multi-applica-
tions dans CASTAING [11].

DÉFINITION 2. — Soient % une tribu sur un espace X, et T une muiti-
application de X dans un espace topologique Y [c'est-à-dire une application
de X dans ^ (Y)]. On dit que T est mesurable si

[xçX; T ( x ) r \ F ^ 0 } =r-(F)

appartient à % pour tout fermé F de Y.
A toute multi-application de X dans Y, on associe sa fonction indicatrice

/r de X x Y dans (0, +00), définie par /r (x, u) == 0 si uçT(x), +00
si u^r (x).

Remarque. — Soit Y un espace métrisable, soit d une distance compatible
avec la topologie, et soit r une multi-application mesurable de X dans Y;
la fonction (x, u)->d(T (x), u) est de Carathéodory.

Il suffit de montrer que A € ^ où A = { xçX; d ( T ( x ) , u ) ^ r }
(pour u et r fixé). Or

A =n.eNi^eX; T ( x ) r \ B i r + ̂ \ ̂  0 L

où

B(^+^)={UÇY; d(u,v)^r+^l

Comme B[r + (1/n)] est fermé, et r mesurable, on a Ae^.
Soit r la multi-application définie par T : x -> T (x). Comme

/p (x, ù) = sup^N ^ d (T (x), u),

/p est une intégrande normale (déf. 1).

LEMME (Hypothèses du théorème 1). — On suppose de plus Y métrisable.
Soit r une multi-application mesurable de X dans Y, telle que T (x) est
un fermé (p. p. x). Pour tout s > 0, iZ existe un fermé FcX tel que la
restriction de T à F a un graphe fermé, et m (X — F) < 5.

TOME 101 —— 1973 —— ?2



INTÉGRANDES NORMALES 137

Démonstration. — On applique le théorème 1 à la fonction de Cara-
théodory (x, il) —^d(T (x), u), et on remarque que le graphe de la res-
triction de r à F, est

\(x,u)çFxY; d ( T ( x ) , u ) = 0 } .

PROPOSITION 2. — Soient X un espace localement compact dénombrable
à rinflni, Y un espace localement compact polonais, m une mesure de Radon
positive sur X, et soit T une multi-application de X dans Y. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) r est mesurable à valeurs fermées,
(ii) Pour tout compact KcX et tout z positif, il existe un compact HcK

avec m (K — H) < s, et T / H a un graphe fermé.
(i) => (ii) Cela résulte du lemme ci-dessus.

(ii) => (i) Soit G le graphe de r. On a G = G'u(Nx Y) où G'cXx Y
est un K.a et N c X a une mesure nulle. Si jF est un fermé de Y, T~ (F)
est alors la réunion d'un ensemble de mesure nulle et de la projection
sur X du K^: G'n(XxF). Donc r-(F) est mesurable.

THÉORÈME de section (KURATOWSKI). — Soit ^ une tribu sur un
ensemble X. Soit Y un espace métrisable séparable. Soit T une multi-
application mesurable de X dans Y telle qu'il existe une distance d compatible
avec la topologie pour laquelle T (x) est complet pour tout x. Alors,
il existe une section mesurable de T [c'est-à-dire une application mesu-
rable f de X dans Y, telle que f(x)çT (x) pour tout rceX].

Démonstration (KURATOWSKI) [20]. — Quitte à remplacer d parinf (d, 1),
on peut supposer d ̂  1. Notons B (a, r) la boule { ue Y; d (u, a) ̂  r }.

Soit (an) une suite de points dense dans Y. Nous allons construire par
récurrence une suite d'applications (Sn) mesurables de X dans Y.

1° On pose So (x) = Oo pour tout xçX.
2° On suppose construits So, ..., Sn tels que

d(Sk(x), Sk+i (x))^^i V xç.X et k == 0, ..., n — 1,

et
B(sk(x),^\r\T(x)^0, V:reX, /c=0,.. . ,n.

Posons, pour peN,

E,=\xçX',B(a,,——\r\T(x)^0[
{ \ " / )

F,=\xçX; Sn(x)çB(a,,——)\
[ \ ^ / )

et
Gp=EpC\Fp.
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Comme B (dp, 1/27^1) et B (dp, \|2n-l) sont des fermés, on a Epç.^
et Fpç^, puis Gpç.^

Pour tout xç.X, il existe uçT (x) tel que d (Sn (x), u)^l/271 par
hypothèse de récurrence.

Comme la suite (dm) est dense dans Y, il existe un entier m tel que
d(u, ûm)^ l^4'1, donc tel que

^(^ 2^ï) nr (x) ̂  0 et sn (x)(EB(am9 2^}

c'est-à-dire xç Gin' Autrement dit,
X = U/7i€N ^w*

On peut donc définir l'application Sn+i par 5^+1 (x) == a,n pour
^e(Gm — \) k<n GyQ. On constate que Sn+i est mesurable, et vérifie
les hypothèses de récurrence.

Pour chaque x, (Sn (x)) est une suite de Cauchy, et d (Sn (x), T (x)) -^ 0
quand n -> oo. Comme r (x) est complet, il existe un point s (x) € r (x)
tel que Sn (x) -> s (x) quand n —^ oo. La fonction s est mesurable comme
limite d'une suite de fonctions mesurables : c'est la section cherchée.

COROLLAIRE 1. — Soient X un espace localement compact dénombrable
à l'infini, m une mesure de Radon sur X, T une mulli-application mesurable
à valeurs fermées de X dans un polonais Y telle que T (x) est fermé non vide
pour presque tout x. I I existe une section mesurable de r.

3. Caractérisations des intégrandes normales

THÉORÈME 2. — Soient X un espace localement compact polonais,
m une mesure de Radon positive sur X. Soit Y un espace sousiinien. Soit f
une application de XxY dans (0,+oo). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) f est une intégrande positive normale (déf. 1);
(b) Pour tout compact KcX et tout z > 0, il existe un compact HcK

tel que m (K — H) < s, et f restreint à H x Y est s. c. f. ;
(c) La multi'application

x->Epif(x)=={ (u,À)eYx(0, +00); f(x, u)^l\

est mesurable à valeurs fermées (p. p. rc).
(d) I I existe une fonction borélienne g de XxY dans (0, +00) telle

que u-> g (x, u) est s. c. i. (p. p. x) et f(x, u) == g (x, u) (p. p. x).
On va montrer (d) => (a) => (b) => (d), puis (c) => (b) => (c).
Par restriction et recollements, on voit qu'il suffit de démontrer le

théorème 2 sur un compact de X. On suppose donc X compact.
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1° (a) =^ (b) : Les hypothèses du théorème 1 sont vérifiées, car tout
sousiinien est à base dénombrable. Le point résulte donc du corollaire 1
du théorème 1.

2° (b)=^>(d) : Soit, pour tout n, un compact HnCX tel que
m (X — Hn) < 1/n, et f restreint à HnX Y est s. c. i. Soit gn la fonction
borélienne définie par

. ^ y) = I f(x9 u) pour (x9 u)ÇHnx Y'
( 0 pour (x,u)(f:HnXY

et soit g définie par g (x, u) = sup^ç^ ̂  (^ "); g est borélienne et
f(x, u) = g ( x , u) pour x^N, où N est l'ensemble de mesure nulle
N ==X- UnçjsHn.

3o (d)^(d).

LEMME. — I I existe une famille dénombrable de fonctions continues ^n
de Y dans (0, + oo( telles que pour toute fonction s. c. i. h de Y dans
(0, + oo), on a

h (u) == sup^/, ̂ n (u), V uç. Y.

Soit On une base dénombrable d'ouverts de Y. Soit h une fonction
s. c. i. de Y dans (0, + oo). Alors

h(u) == sup^^cpy^,

où q est un rationnel positif, n un entier, et ^n,q la fonction s. c. i. qui
vaut q sur On, et 0 ailleurs. Reste à montrer le lemme pour ^n,q' Or
si Fn est le complémentaire de On, et si d est une distance sur Y compatible
avec la topologie, on a

^n,q (U) = SUp^<=N inf (^ ^d (U, ?„)).

Revenons à la démonstration de (d) =^> (a). — Soit cp^ une suite de
fonctions comme annoncée dans le lemme. Soit En,

En = { x ç : X ; g ( x , u)^cpn(u), V u e Y j .

Le complémentaire de En dans X est la projection sur X de Gn,

Gn == { (x, u)eXx Y; g (x, u) < ̂ n (u) }.

Comme g est borélienne et ^n continue, Gn est un borélien de X x Y.
Comme X est métrisable et X x Y sousiinien la projection de Gn est un
sousiinien (BOURBAKI [9], chap. 9, § 6, n° 3, prop. 11, corollaire), donc
mesurable (pour m). Il en résulte que En est mesurable. Donc
(x, u) -> \En (x) ̂ n (") est une fonction de Carathéodory de Xx Y dans
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(0, + oo (. Or, comme u -> g (x, u) est s. c.i. (p. p. x), on a
g (x, u) = sup,,çN 1̂  (x) ?^ (") (p. p. x).

Ainsi ^ est une intégrande normale.
40 (c) => (b) : On applique le corollaire de la proposition 1 à la multi-

application Epiy : pour tout s > 0. il existe un fermé FcX (Comme X
est compact, F aussi) tel que Epiy restreint à F a un graphe fermé, et
m(X — F)< £. Mais dire que { (x, u, À)eFx Yx (0, + oo(; f(x, u) ̂  À }
est fermé, c'est dire que /, restreinte à F, est s. c. i.

5° (b)==>(c) : Soient pour tout n un fermé compact KnCX tel que
m (X — Kn) < l/n, et f restreint à Kn x Y est s. c. i. Donc Epi/- restreint
à Kn à un graphe fermé.

Soient H un fermé de Yx (0, + oo). A un ensemble de mesure nulle
près, Epi). (H) est la projection sur X du F^ : S === \Jnçy (Gn n (X x H)\
où Gn est le graphe de Epi/- restreint à Kn. Comme Xx Y-x (0, + oo)
est sousiinien, S est sousiinien, et sa projection est mesurable (BOURBAKI,
ibidem, cf. 3°).

Le théorème 2 est démontré.
Remarque 1. — Si Y est localement compact polonais, les quatre

propriétés du théorème 2 ci-dessus sont équivalentes à la cinquième
suivante : il existe une suite fn de fonctions de Carathéodory positives
bornées nulles en dehors d'un compact (qui dépend de n) telles que

f(x. 11) = SUpnçy fn (.X, 11) (p. p. X).

Cela résulte du 3° de la démonstration, mais cela se voit plus simplement
directement sur la définition des intégrandes normales. En effet, si
f = sup fn, où les fn sont de Carathéodory positives, alors

f == supn,k,p,m [inf (m, fn ^k ^)],

où (q^) [resp. (^)] est une suite de fonctions continues à support compact
de X (resp. Y) dans (0, 1) telle que
1 = sup^N cp^. (x), V xçX [resp. 1 == sup^^ ̂  ("), V uç. Y].

Remarque 2 (Hypothèses du théorème 2). — Soient r une multi-
application, et fr la fonction indicatrice du graphe de r (cf. déf. 2) :
c'est une intégrande normale si, et seulement si, r est mesurable à valeurs
fermées (p. p. x). Cela résulte de l'équivalence (a) <=> (c) du théorème 2,
car x-^Epif (x) = r (x)x (0, + oo( est mesurable si, et seulement
si, r l'est.

Remarque 3. — Soit x -^ T (x) une multi-application mesurable.
D'après la remarque qui suit la définition 2, /p est une intégrande normale.
Donc, d'après la remarque 2 ci-dessus, la multi-application x->T(x)
est mesurable.
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II. Espaces de mesures paramétrées

Rappelons que, dans toute la suite, X et Y sont deux espaces locale-
ment compacts polonais, m (== dx) une mesure de Radon positive sur X.

Le paragraphe 1 regroupe les définitions et les premières propriétés.
Au paragraphe 2, on démontre les propriétés de structure importantes
(prop. 5, 6 et 7).

1. Définitions. Dualité

DÉFINITION 1. — On appelle mesure paramétrée une mesure de Radon
positive sur XxY qui se projette sur X selon la mesure m. On note M
l'ensemble des mesures paramétrées muni de la topologie vague.

Pour toute mesure p.eAf, il existe une famille (^)xçx de mesures
de probabilités sur Y unique modulo l'égalité presque partout telle

que x -> pi.r est mesurable de X dans M^ (Y) vague et ^ == j ô^ (g) ̂  dx
^ x

(BOURBAKI [7] et [8]). Ceci nous parait justifier le terme de « mesure
paramétrée ».

Soit u une fonction mesurable de X dans Y. Alors x -> ^u^) est mesurable
de X dans M^ (Y), car la topologie induite sur Y par l'injection u -> ^u
de Y dans M^ (Y) coïncide avec la topologie de Y. Soit vçM la mesure

définie par v = f 8^ ® ^u (x) dx. Pour toute fonction gç. Ce (XxY)

(resp. XxY-> (0, +00)). On a

f g (x, y) dv (x, y) = f g (x, u (x)) dx
^XX Y J X

(BOURBAKI [7], § 4). D'autre part, si

\ ^x® ^u(x) dx == ^ ^ (g) §v(x) dx, on a u = v (p. p.)
^x J x

d'après l'unicité de la désintégration.

DÉFINITION 2. — On note B l'ensemble des applications mesurables de X
dans Y.

DÉFINITION 3. — On note a l'injection de l'ensemble B des fonctions
mesurables de X dans Y, dans M définie par

< a (u), g y == f g (x, u (x)) dx pour tout gç. Ce (Xx Y).
^x
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Remarque. - Si u, (x) -> u (x) (p. p.), alors a (i^) -^ a (u) dans M
puisque, pour tout geCc(XxY),

I g (x. Un (x)) dx-> C g (x, u (x)) dx
^ K J\

d'après le théorème de Lebesgue.

PROPOSITION 2. — Soit f une fonction de Carathéodory (resp. une inté-
grande normale) de XxY dans R (resp. dans (0, + oo)) et soit pie M.
Alors f est ^.-mesurable.

Il suffit de montrer la proposition pour les fonctions de Carathéodory
puisque les intégrandes normales sont des limites dénombrables de
telles fonctions. D'après le théorème 1 (chap. I, § 1), pour tout compact
Kc X et tout s > 0, il existe un compact Hc K, tel que m (K — H) < s,
et y restreinte à Hx Y est continue. Comme p. se projette sur X selon m,
on a ^ ((K — H) x Y) == m (K — H) < £, et la fonction f est mesurable
en vertu du critère de Lusin.

Remarque. — Cette proposition permet d'appliquer la proposition 4,
son corollaire, et le théorème 1 du paragraphe 4 (n° 4) de BOURBAKI [7].
Il en résulte les propriétés suivantes, dont nous ferons dorénavant impli-
citement usage :

lo Soit f:XXY->î{ de Carathéodory;

^.eM avec ^. = f<^ (g) ̂  dx.
^ x

— fç.U (y) si, et seulement si, f dx f\ f(x, u) \ d^ (u) < +00;
Jx ^ Y

— si f e L1 (y), alors, pour presque tout x, u -> f(x, u) est ̂  mesurable,
x-^ f(x, u)d^ est intégrable, et

J Y
f f(x, u) d^ (x, u) = fdx ff(x, ù) d^ (u).

^XXY JK ^Y

2° Soient / ' :XxY-^ (0 ,+oo ) une intégrande normale, et p.çM
avec ^ == \ ̂  (g) ̂  dx; la fonction x -> j f ( x , u) d^ (u) est mesurable,

^x Jy
et

f f(x, u) ̂  (x, u) = fdx ff(x, u) d^ (ù).
^XXY Jx ^Y

LEMME 1. — Soit f : XxY-. R une fonction de Carathéodory bornée,

nulle en dehors d'un compact, alors [L-> C f(x, u) d^ (x, u) est continue
, ,- - _ ^XXYde M dans R.
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Soit £ > 0. Soient K un compact de X et H un compact de Y tels
que f = 0 en dehors de KxH. Soit K,cK un compact tel que
m(K — Ki) < £ / [ [ / * [!, et y restreinte à K, x Y est continue. Soit V
un ouvert relativement compact de Y tel que V^H. Soit W un ouvert
relativement compact de X tel que W^K, et TT? ( W — K) < s/|| /'||^.
Soit F le fermé F = X x Y - V x ( W - 7^). La restriction de f à F
est continue : elle admet donc un prolongement g continu de f à X x Y
tel que || g ||, ̂  || /•||,. Comme f = 0 sur Xx Y - Wx V (cF).

g est nulle en dehors du compact W x V .

Donc ^-^ g (x, u) dp. (x, u) est continue de M dans R.
^XXY

D'autre part

f f d p ^ - f g d p . ̂  f ([\f\\.+\\g\\Jdp.^2m(W^K,)\\f\\^E.
u v ^/^—A-i

Donc ^-> j f(x, u)dp.(x, u) est continue comme limite uniforme
^XXY

de fonctions continues.

PROPOSITION 3. — Si f : Xx Y -> [0, + oo] est une intégrande normale

l'application ?.-> f f(x, u) dp. (x, u) est linéaire s. c. i. de M dans
^xxr

[0, + oo].

Il suffit de montrer que f(x, u) == sup^^ fn(x, u) (pour presque
tout x) où les fn sont des fonctions de Carathéodory bornées nulles en
dehors d'un compact (qui dépend de n) et fn+^fn car alors

j (^P fn) d^ = sup ^ fn dp.. Or cela a déjà été montré (cf. remarque 1
qui suit le théorème 3, chap. I, § 3).

DÉFINITION 4. — Soit fi, . . . , / ^ des intégrandes normales de XxY
dans (0, + oo). On note M (fi, ..., fk) le convexe fermé de M défini par

M(f,, . . . , / , ) = j p L € M ; F fidp.^lpouri=l, . . . , / c j .
( ^xx r )

Remarque. — On ne gagnerait pas en généralité en considérant
^eM, Cfidp.^^ i = 1, . . . , /c l1 «^ )

En effet, si a, > 0, on remplace f, par (1/a,) f,. Si a, = 0, on remplace f,
par f, + cp, où 9 est une fonction continue positive de X dans R telle
que ^ cp (a;) (te = 1.J x
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DÉFINITION 5. — On note B (fi, ...,fk) l'ensemble des fonctions u
mesurables de X dans Y telles que

^ fi (x, u (x)) dx^l pour i == 1, ..., k.
J x

Remarque 1. — Compte tenu des propriétés de a (déf. 3),

B(f,, . . . , A ) = ( " € B ; a ( u ) e M ( / , , ...,/,)},

où B est l'ensemble des applications mesurables de X dans Y (cf. déf. 2).

Remarque 2 — Soit T une multi-application mesurable à valeurs
fermées (p. p. x) de X dans Y. Soit /p la fonction indicatrice de son
graphe : fr (x, u) == 0 si uçT (x), + oo si u^T(x). C'est une intégrande
normale (cf. déf. 2, remarque, chap. I, § 2). Pour u mesurable de X
dans Y, on a

ff(x,u(x))dx^l 4=> u(x)çl(x) (p. p.),
^ x

^ f(x, u) dp. (x, u) ̂  1 <==> (Support ̂ ) inclus dans r (x) (p. p.).
^XXY

Donc B (fr) est l'ensemble des sections de r, et B(fr, fi, . . . , fk) est
l'ensemble des sections qui vérifient f fi (x, u (x)) dx^ 1, i = 1, .. ,,Â'.

^x
Ainsi l'utilisation des intégrandes normales permet une formulation
commune des contraintes locales [du type | u (x) \ ̂  1] et des contraintes

globales du type ( \ u (x) [2 dx ̂  1 .

2. Géométrie et topologie

Pour la commodité de la démonstration, nous établirons d'abord les
résultats dans le cas particulier où Y est compact, puis nous en déduirons
le cas général. Les énoncés de (B) recouvrent donc ceux de (A).

(A) CAS OU L'ESPACE Y EST COMPACT.

Dans tout le (A), Y est supposé compact (polonais).
(A.l) Propriétés de compacité.

PROPOSITION 1. — Si Y est compact et f^,...,fk des intégrandes
normales,

(i) M (déf. 1, § 1) est un convexe compact métrisable;
(ii) M(/i, . . . , /^) (déf. 4, § 1) est un convexe compact métrisable.
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Comme (ii) résulte de (i), d'après la proposition 3, § 1, nous allons
montrer (i).

Soit U un ultrafiltre sur M. Montrons qu'il admet une limite.
Pour tout ^.eM, tout compact KcX et toute fonction fç.Cc (Xx Y)

telle que (Support f) c K x Y, on a

(1) / fd^^m(K)\\ f ||^, puisque p. se projette sur X selon m.
I ^XxY

Posons v (f) = lim^ ^ fd^.
17 xx i

D'après (1), cette limite existe, et | v (f) \ ̂  m (K) \\ f^ ||. Comme v
est clairement linéaire, cette inégalité montre que v est une mesure de
Radon. Enfin, par passage à la limite,

f f(x)dv(x,u)= ff(x)dx.
^XXY Jx

Donc v se projette selon m; ainsi vçM et v = lim^pL.
La convexité de M est évidente. La métrisabilité résulte de la sépara-

bilité de G(XxY).

(A. 2) Points extrémaux.

PROPOSITION 2. — Soient K un convexe compact d'un espace topo-
logique séparé, et cpi, . . . , cp^ des fonctions affines de K dans ) —oo, +00)
[c'est-à-dire 9 (ax + by) = a 9 (x) + b cp (y) pour x et y dans K, a et b
positifs, a + b = 1; l'égalité ayant lieu dans ) — oo, +00)]. Les poin/s
extrémaux de

G = j rceK; ^(.r)^0 pour i = 1, . . . ,n}

sont de5 combinaisons convexes d'au plus n + 1 poinfe extrémaux de K.

Démonstration. — Soit y un point extrémal de G, et soit { I , J } une
partition de { 1, ..., n ] telle que 9, Q/) = 0 pour ici et 9, (i/) < 0
pour ieJ. Alors y est extrémal dans

Jî = ïxçK, ̂ i (x) = 0 pour ici et cp, (x) < 0 pour ieJ}

puisque Hc G. On peut supposer que J== {1 , . . . , Â : j e t J = { / c + l , . . . ,n}.
Pour Xi, ..., Xm appartenant à K, notons A (:Ti, ..., Xm) la variété

affine engendrée par { x^, ..., Xm} et

I (x,, . . . , Xm) = { SËi ^ ^•î ^ > 0; 2^ ^ = 1 j.

Soit x,, ...,^ des points de Jî tels que y ç l ( x i , ...,^). Comme
^O/^^-0^ on a cp,(^)<+oo pour l^j^m. Supposons que
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dim A (x,, ..., Xrn) ̂  n + 1. L'espace

F = { rceA (a;i, ...,^); 91 (x) =.. .= c^ (rr) = 0 }

est une variété affine de dimension ̂  1 qui contient y. Soit z == ̂ m ̂  ̂
un point de F distinct de y, soit

z, == (1 + t ) y - tz = ̂  ((1 + 0 À, - ̂ ,)^
et

22 = (1 -Oi /+ te=2 : r ( ( l -0^+^)^ pour tç-R.

Pour tout <€ R et 1 ̂  i ̂  Je, on a 9, (zi) = cp, (za) = 0. Pour ^ | assez
petit, on a Zj e conv j a;i, ..., Xm \ c K et cp, (zj) ̂  0 pour ^ + 1 ̂  i ̂  n,
et j = 1, 2. Donc, pour 1 1 \ assez petit, Zi et ^2 appartiennent à H, et
î/ = (1/2) (zi + ^2) n'est pas extrémal dans H. Ceci montre par l'absurde
que dim A (x^ ..., a;^) ̂  n.

Soitp = supj dim A (x^ ..., Xm);yçl (x,, ...,^) j.etsoita-i, ...,^
réalisant le « sup » c'est-à-dire tels que

y = 2r ^ ̂  (avec À, > 0, ̂ m ̂  = 1)

et dim A (rci, ..., ̂ ) = p. Soit C == A (;Ti, ..., x,n) n K; C est un convexe
compact dans un espace de dimension p, et y appartient à C, donc d'après
le théorème de Carathéodory (PALLU DE LA BARRIÈRE, [25], chap. 12,
th. 7), on peut écrire

y = 2Ï ̂  ̂  avec ^ > 0, 2ï ^ = 1, r ̂  p + 1

et a, extrémal dans C (1 ̂  i ̂  r). Supposons que di n'est pas extrémal
dans K. Alors ûi = (6 + c)/2, où 6 et c sont deux points distincts [de K
qui n'appartiennent pas à A (x^ ...,a;w). D'où

y = ^ (Ai :Ki + • . . + ̂ m Xm) + ̂  (̂ .2 «2 +... + ̂  a^ +ÎJ^(b + c)

c'est-à-dire yç. 1 (a;i, ..., rc/^, a^ ..., a^, &, c), avec

dim A (:Ki, . . . , Xn,, a^ . . . , c ,̂ 6, c) > dim A (.Ti, . . . , Xm)

contrairement à l'hypothèse de maximalité faite pour (xi, ..., Xm).
Ceci montre par l'absurde que ûi est extrémal dans K, et de même pour
Û2» . . . , ûr* Comme

y = ̂  ̂  ̂  avec r^Âr+l^n+l,

on a montré un résultat un peu plus précis que l'énoncé.

PROPOSITION 3 :
(i) l'ensemble ê (M) des points extrémaux de M est a (2?)^(déf. 3, § 1).
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(ii) Les points extrémaux de M (/i, ..., fk) (où fi, ..., fk sont des
intégrandes normales) sont des combinaisons convexes d'au plus (k + 1)
mesures de a (B).

Comme (ii) résulte de (i) d'après la proposition 2, montrons (i) :
En vertu du théorème de désintégration des mesures ^çM

(cf. remarques qui suivent la définition 1), le convexe M est isomorphe
au convexe des (classes modulo l'égalité p. p. d ' ) applications mesurables
de X dans M^ (Y). Les points extrémaux sont donc, d'après le lemme 1
ci-dessous, les applications à valeurs dans les points extrémaux de M^ (Y).
Comme ê (M^ (Y)) est l'ensemble des masses de Dirac, les points extré-

maux de M sont les / ^x®^u{x} dx avec x->àuu) mesurable de YL i^x) ax aveu x -> Ou{x}
x

dans M\ (Y) vague. Comme M\ (Y) induit sur Y la topologie initiale
de Y, x -> u (x) est mesurable, et

l ^ ® ^ u ( x ) d x = a (u).
^x

LEMME 1. — Soit K un convexe compact métrisable d'un e. l. c. s. Les points
extrémaux de l'ensemble des (classes d ' ) applications mesurables de X dans K,
sont les (classes d ' ) applications à valeurs dans les points extrémaux de K.

Ce lemme est un cas particulier du théorème de CASTAING [11].

Démonstration :
1° Si f(x) est extrémal pour presque tout x, alors f est évidemment

extrémal.
2° Comme ê (K) est un Go, E = f-1 (K — ê (K)) est mesurable.

Supposons que m (E) > 0.
Soit F un compact inclus dans E tel que m (F) > 0 et f restreint à F

est continue. Soit G la multi-application de X dans l'espace localement
compact polonais Z = { (u, v)çKxK; u -^ v ] définie par

G(^)==j(u,iO€Z; f(x)=^(u+v)^,

qui est non vide pour tout xçF. Le graphe de G est fermé dans F x Z,
donc G est mesurable. D'après le corollaire du théorème de section
(chap. I, § 2), il existe une section mesurable de G. Il existe donc deux
applications mesurables Si et Sz de F dans K telles que, pour tout xçF,
on a Si (x) ̂  s, (x) et f(x) = (1/2) (Si (x) + s, (rc)). Posons

h(x) == g(x) ==f(x),

pour xç.F, et h (x) = Si (x) [resp. g (x) = 5.2 (x)], pour x^F. Alors
h et g sont mesurables, h ̂  g et f = (1/2) (h 4- g) contrairement à l'hypo-
thèse sur F.
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(A. 3) Propriétés de densité. — Rappelons le théorème (cf. [21] ou [22]) :

THÉORÈME DE LJAPUNOV. — Soit (ri, .. .,7^) des mesures bornées
sans atomes sur une tribu ^, l'ensemble

{ ( f i (A), ..., Tk (A)); Ae^ } est un convexe compact de W.

Nous utiliserons le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Soit, pour l ^ i^p et l^j'^n, des fonctions
/",/eL1 (dx), et soit (^)z=i,...,^ tels que ^^0, 2f ^ = 1. Si dx est sans
atomes il existe une partition (E,)^i,...^ de X en ensembles mesurables tels
que

2f.i ̂  ffa (x) dx = ̂  f fi, (x) dx, V j€{ l , . . . ,n }.
*7X ^ Ei

Par récurrence, on se ramène au cas p = 2.
Soit TJ la mesure de Radon bornée définie par

^ (A) = f[/i,y Oc) - ̂  (rc)] dx (j = 1, ..., n).
^^

Soit Ai, À2 positifs tels que Ai + Àa = 1. D'après le théorème de
Ljapunov, il existe A tel que

À, r; (X) + À. r, (0) = r, (A) (j == 1, ..., n).

^ f[/W (̂  - /2,/ (x)] dx == A/-,,; (̂  - /,., (a;)] drc,

D'où

^X ^ A

^ ffl,7 (̂  ̂  + ̂  f/.,/ (̂  ̂  == f/1,7 (̂  ̂  + f A,/ (X) dx.
^X ^X J A ^X-A

PROPOSITION 4. — Si m est sans atomes et fi, ..., fk sont des intégrandes
normales, l'image de B (/i, ...,fk) par a est dense dans M (fi, ...,/^).

D'après le théorème de Krejn-Mil'man les combinaisons convexes
de points extrémaux de M (/i, ..., /^) sont denses dans M (fi, ..., //.).

Compte tenu de la proposition 3, les mesures y. e M (/i, ..., /^) de
a forme

^=2;=i ^a("0 (".€B)

sont denses dans M (/i, ..., /^).
Soit maintenant ^ un voisinage de p. = 2^ ?if a (Uz), ̂ défini par

ye^ 4=> I F 9 , d p . - f g,dv <1 =!,...,?),
^xx y ^x^ rXX Y ^XXY

OU
^eC.(XxY).
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Soit fi/ fonctions définies par

fij (x) = 97 (^ "< (x)) P0^ J = 1, ..., p, i = l , . . . , n;

fij (x) = fy (^ ^ (:r)) P01111 J = P + 1» • • • » P + ^ z == 1, ..., n.

On applique le corollaire ci-dessus à ces fonctions : il existe une parti-
tion (E,);=i,...^ mesurables, telle que pour j = 1, ...,p,

2?=i ̂  f^/ (̂  ". (̂ )) dx = ̂  f g, (x, iii (x)) dx;
^ X JEi

pour j = 1, . . . ,Â- ,

2:̂  ^ ff/ (^, ". W) dx = 2^, f f, (x, il, (x)) dx.
« yX ^ Ei

Posons
" (x) = 2^i 1̂  (^) Ui (x),

on déduit des égalités précédentes que a(u)eB(fi, . . . , f^) , car

2?=i ^z f/7 (̂  "î (:r)) ̂  = f/y- d^^l et que a (u) e V.
J x ^ x

D'où la densité énoncée.

(B) CAS GÉNÉRAL.

On revient au cas général où Y est localement compact polonais,
non nécessairement compact. On note Y = Y u j o o j . le compactifié
d'Aleksandrov de Y; Y est un compact polonais. On peut construire
des espaces de mesures paramétrées sur X x Y d'une part et sur X x Y
d'autre part. On distinguera à l'aide d'un signe r^i les espaces construits
sur Xx Y selon les définitions 1, 2, 3, 4, du paragraphe 1. Par exemple :

M == { p., ^JL mesure de Radon positive sur X x Y
qui se projette sur X selon m },

M = { /JL, pi mesure de Radon positive sur X x Y
qui se projette sur X selon m},

B = { u, u application mesurable de X dans Y },

B == { u; u application mesurable de X dans Y}.

On a une injection canonique de B dans B, et une injection naturelle
de M dans M, puisque toute fonction de Ce (X x Y) restreinte à X x Y
est intégrable pour tout ^ e M.
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(B.l) Propriété de compacité.

PROPOSITION 5. — Soit /i, . . . , / Â : des intégrandes normales de XxY
dans (0, + oo) telles que

S^i fi (x, ù) -^ + oo quand u -> oo (p. p. x),

alors M (fi, ..., /y e^ convexe compact métrisable.
Comme M (fi, ..., /^) = M (/•„ ..., f^ g), où ^ est l'intégrande normale

9-^.f.

on peut supposer que f, (x, u) -^ + oo quand u -> oo.
Soit <7i la fonction de X x Y dans (0, +00) définie par

\ fi (x, u) quand u ̂  oo,^i (rc, u) =
[ + oo quand u = oo.

Comme pour presque tout x, /i est égale à une borélienne, g est égale
pour presque tout x à une borélienne. De plus u -> g (x, u) de Y dans
(0, + oo ) est s. c. i. pour presque tout x. Donc g est une intégrande
normale, d'après le théorème 2 (§ 3, chap. I).

De même les fonctions ^ suivantes (pour i = 2, . . . , k) sont des inté-
grandes normales de Xx Y dans (0, + oo) :

/ \ _ ( f1^x9 ") quand u -^ oo,Cfi {X, U) — ^
( 0 quand u = oo.

A toute mesure ^çM(g^, ...,^), on associe sa restriction 6 (^
à l'ouvert X x Y de XxY. Comme g, (x, oo) = + oo, une mesure
^çM (g,, ..., gk) est portée par XxY. Donc 6 (pi) se projette encore
sur X selon la mesure m et < fi, 6 (y) > = < .̂, p. > ̂  1. Autrement dit,
9 (̂ .) appartient à M (f,, ..., /^). Or 6 est continue pour les topologies
vagues [par l'inclusion naturelle de Cc(Xx Y) dans Ce (Xx Y)]. D'autre
part, 6 est surjectif de M (g,, ...,^) sur M(fi, ...,f0.

Enfin M ( g ^ , . . . , g k ) est compact, d'après la proposition 1. Donc
M (f^ ..., fk) est compact comme image continue d'un compact.
(B.2) Points extrémaux.

PROPOSITION 6. — Les points extrémaux de M (/i, ..., fh), où fi, .... fj,
sont des intégrandes normales de XxY dans (0, + oo), sont de la forme

^ = SÈi1 ^ a (u,), À, ̂  0, 2fa1 À, = 1,

où les Ui sont mesurables de X dans Y.
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Soit g l'application de X x Y dans (0, + oo) définie par

( + oo si u == oo,
^"^j 0 si ^oo.

Et soit (71, ..., gk les intégrandes normales de Xx Y dans (0, + oo)
obtenues en prolongeant f^ ..., fk par 0 pour les points (x, oo) (cf. démons-
tration de la proposition 5).

Le convexe M (fi, ..., f/c) est isomorphe au convexe,

Jî=LeM; f ^d^^l,i=l, ...,^, et f gd^<\\
[ ^XXY ^XXY )

Car la dernière contrainte est vérifiée si, et seulement si, ^ est portée
par XxY. Or les points extrémaux de H sont des combinaisons convexes
de points extrémaux de M, d'après la proposition 2. Or les points extré-
maux de M sont les a (u) pour ue-B, d'après la proposition 3. Enfin une
combinaison convexe

2^ À, a (Ui) où À, > 0, et S^i À, = 1 (et n ̂  k + 1)

appartient à H si, et seulement si, <^ a (u,), <y > < + oo pour tout
i = l , ..., n. Donc si, et seulement si, UiçB pour i = 1, ..., n.
(B.3) Propriété de densité.

PROPOSITION 7. — Soit fi, ...,^ des intégrandes normales de X x Y
dans (0, +00) /e//es que

SÊ:i ^ (a*, ") -> + oo guand u -> oo.

Si m es/ sans atomes l'image de B (fi, ...,f^) par a es/ dense dans
M(A,...,A).

Reprenons les notations de la démonstration de la proposition 5.
Comme B (g,, ..., ^) est dense dans M (g^, ..., g/c) d'après la proposi-
tion 4, et comme 6 est continue l'image de B (g^, ..., gk) par 6 est dense.
Or celle-ci n'est autre que B (gi, ..., gk). En effet gi (x, oo) = + oo p. p. x
donc

f ^i (x, u (x)) dx^l implique u (x) -^- oo p. p. x.
J x

III. Images des espaces de mesures paramétrées

Nous allons introduire une relation de domination entre fonctions (§ 1)
qui fournit des applications affines continues ou s. c. i. sur les espaces de
mesures paramétrées (§1, prop. 1; § 3, prop. 3). En considérant les
images dans R^ (§ 2), ou dans L1 (§ 3), de ces espaces par ces appli-
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cations, nous obtiendrons différents résultats dont l'énoncé ne fait
plus intervenir les mesures paramétrées.

1. Relation de majoration intégrale

DÉFINITION 1. — Soient fet g deux applications de X x Y dans (0, + oo) •
On dit que g majore intégralement f, et on écrit g ^> f si pour tout s > 0,
i7 existe une fonction positive b e L1 (m) telle que

f(x, u)^b(x) =^ f(x, u ) ^ e g ( x , ù) (p. p. x).

Il est équivalent de dire que pour tout e, il existe açL1 (m) tel que
f^a+eg.

Exemples :
1° Si m est finie et si g (x, u)lf(x, u) -> oo quand f(x, u) ->- oo, c'est-

à-dire si V n, 3 p tel que f (x, u) ̂  p => g (x, u) ̂  nf (x, u), alors
f ^ g '

2° Si 0 ̂  A (x, u) ̂  a (x), avec a € L1 (m) (en particulier si m est finie
et h bornée), on a h << g pour tout g, en particulier pour g = 0.

Propriétés élémentaires. — Soient /, g, h trois applications de X x Y
dans (0, + °o).

1° Si açL" (m) et a^O; si f> g, alors f>>ag.
2° Si /^ g et g > h, alors /*> /L
3° Si f^ A et y > A, alors ^ > /*.
4° Si f^> g et g > A, alors f^> h : ^> est transitive.
5° On a /" > fsi, et seulement si, il existe a e L1 (m) tel que /* (a;, u)^a (x)

c'est-à-dire si f<< 0.
6° Si f^g et h^> k, et si À et ^ sont des réels positifs (^ > 0)

V+^7î>À^+^ .

La « majoration intégrale » entraîne des propriétés de continuité
que nous allons établir.

PROPOSITION 1. — Soit f une application borélienne de XxY dans
^ — oo^ -[- oo] 5. c. 5. par rapport à la deuxième variable, soit f~^~ = sup (0, f)
et f~ = f4- — f. Si f4- < g, alors pour tout y. e M (g), on a /t+ e L1 (fJi),
eZ on pose f fd[f. = f f~^~ d^— j f~ dp. : l'application y. —^ f fd^ests. c. s.
de M (g) dans ( — oo, + oo(.

Démonstration. — Comme f- est une intégrande positive normale
sur XxY, l'application y- -> f f~ dp. est s. c. i. (prop. 3, § 1, chap. II).
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Comme pour tout (x, ù) ç X x Y,

f4- (x, u) ̂  sup (&£ (x), £ g (x, u)),

on a f^çL^ (y.) pour tout [i.ç.M{g). On peut supposer ^^0; soit

h(x,u)==ïïiî(f+(x,u), b,(x)).

On a h^f-^-^h+zg. Donc, pour tout fJi e M (g),

0^ fhd^^Çf^d^^ Ç hd[î. + £.

Comme b^ — h est une intégrande positive normale, l'application

P--^ f(h -h)d^= fh(x) dx - Ch d[î.

est s. c.i. de M (g) dans R4-. L'application ^--> f f^~ d^ est donc s. c. s.

comme enveloppe inférieure d'applications s. c. s.

COROLLAIRE 1. — Soient f une fonction de Carathéodory de XxY dans
(—00, +oo), et g une intégrande normale de XxY dans (0, +oo)
telle que | / ' |<<7. Alors, pour tout ^.çM (g), f est ^.-intégrable, et
^ — ^ 1 fd^ est continue de M (g) dans R.

^XX.Y
II suffit d'appliquer la proposition 1 à f et à — f puisque, quite à modifier

fsur NX Y où NcX est un ensemble négligeable, fest borélienne d'après
le théorème 1 (ou le théorème 2 puisque (—00, +oo), et (0, + oo)
sont homéomorphes).

2. Extension du théorème de Ljapunov

Dans tout ce paragraphe on suppose m sans atomes.

THÉORÈME 3. — Supposons la mesure m (= dx) sur X sans atomes
Soit fi, ..., fk des fonctions de Carathéodory de XxY dans ( — oo, + oo),
soit gi, ..., gn des intégrandes normales de XxY dans (0, +oo), et soit
h == 2ILi gi. Si linL,^ h (x, u) = + oo (p. p.), et si \ fj-\ < h pour
j == 1, ..., k, alors l'ensemble des points de R^", de la forme

( ff, (x, u (x))dx, .... ffk (x, u (x)) dx)\
\^x ^x j
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où u est mesurable de X dans Y et vérifie

\ g, (x, u (x)) dx^ 1 pour i == 1, . . . , n,
^x

est un convexe compact de R^.

Remarque. — Si Y est compact, on peut ne prendre aucune contrainte
(« pas de g, »). Il suffit que f, < 0, c'est-à-dire que [ fi {x, u) ^ a, (x)
avec aiçL1 (m) (pour i = 1, ..., k).

Démonstration. — Posons K = M (g,, ..., g^) et G == B (g,, ..., g^)
(cf. déf. 3, 4, § 1, chap. II). D'après la proposition 5 (§ 2, chap. II),
K est un convexe compact. D'après le corollaire de la proposition 1 ci-dessus,
l'application cp suivante est définie, linéaire et continue de K dans R^,

^ W = ( f fi (x, u) dp. (x, u\ ..., f /, (a-, u) ̂  (x, u)\
^XXY ^XXY )

II en résulte que 0 (K) est un convexe compact. Montrons que
<D(K) = = € > ( a ( G ) ) (pour a, cf. déf. 3, § 1, chap. II). Soit ^çK, et
soit 0 (^.o) == (^i, ..., ^)eR^. L'ensemble

^=
^.eM; ^ /; (a;, u) dp. (x, u) = 7, pour i = 1, .... k

^XXY

j Qi (x, u) dp. (x, u) ̂  1 pour i = 1, ..., n
^XxY'XXY

est un convexe compact d'après la proposition 1 ci-dessus et la proposi-
tion 3 (§ 1, chap. I). Les points extrémaux de H sont des combinaisons
convexes de n + ^ + 1 points extrémaux de M d'après la proposition 6
(§ 2, chap. II). Or les points extrémaux de M sont les éléments de a (B)
(B, ensemble des applications mesurables de X dans Y) d'après la propo-
sition.

Comme H est non vide (p.oçH), H a au moins un point extrémal.
Soit

^ = aïi^1 ^ f^r (g) <^) dx un tel point.
^ x

On a donc

f /> d. = ̂ +1 6, f/) (rr, u, (x)) dx = Ây, j = 1, . . . , /c;
^xxr ^jc

f <77 ̂  = S^1 9. f<7/ (x, u, (x)) dx^ 1, j = 1, ..., n.
^x r ^x

TOME 101 — 1973 — ?2



INTÉGRANDES NORMALES 155

En appliquant le corollaire du théorème de Ljapunov (chap. II, § 2, A. 3)
comme dans la démonstration de la proposition 4 (§ 2, chap. II), on
obtient une fonction v mesurable de X dans Y telle que

ffj (^ y W) dx = ̂  pour j = 1, ..., A-,
J x

\ 9j («^ v (x)) dx ̂  1 pour j = 1, ..., n.
^x

Autrement dit, uçB (g^, ..., gn) et <Ï> (a (u)) = €> (^o), ce que nous
voulions montrer.

COROLLAIRE (Notations et hypothèses du théorème 3). — Soit A une
application continue de R^ dans R. Le problème :

f r r \A / f, (x, u (x)) dx, ..., fk (x, u (x)) dx ),maximiser A f^(x, u (x)) dx, ..., < fk
\^x J xWx ^x )

sous les contraintes

f g,(x, u(x))dx^ 1,
^x

pour i == 1, ..., n, a une solution optimale.

Remarque, — Le théorème 3 est une extension du théorème de Ljapunov,
On suppose | m \ finie; on prend pour Y l'espace compact { 0 , 1 }. On
ne met pas de contraintes (n = 0); l'ensemble des fonctions mesurables
de X dans { 0, 1 } est l'ensemble des fonctions caractéristiques d'ensembles
mesurables; on prend /i (x, u) = = . . . = = fj, (x, u) == u; le théorème 3 se
réduit alors au théorème de Ljapunov.

PROPOSITION 1. — (On suppose m sans atomes.) Soit f une application
borélienne deXxY dans ( — oo, 4- °o) telle que u -> f (x, u) est s. c. 5. (p. p.),
et soient g^, ..., gn des intégrandes normales de Xx Y dans (0, + oo).
On suppose que f^ < (^i + • • • + 9n) et que

lim^, (g, +... + gn) (x, u) = + oo (p. p.),

alors le problème P suivant a une solution optimale :

imiser f f(x, u (x)) dx
J x

maximiser
^ x

(P) < pour u mesurable de X dans Y telle que

f gi (x, u (x)) dx ̂  1 pour i === 1, ..., n.
^x
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Démonstration. — D'après la proposition 5 (§ 2, chap. II), M (</i, ..., gn)
est un convexe compact. Comme p.-^ f fd^ est linéaire s. c. s.

^XXY

d'après la proposition 1 (§ 1, chap. III), elle attend son maximum en
un point extrémal v au moins. D'après la proposition 6 (§ 2, chap. II),
on a v = 2Ê?i1 ^ a (Ui). On applique encore le corollaire du théorème
de Ljapunov (chap. II, § 2, A. 3) comme dans la démonstration de la
proposition 4 (§2, chap. II), et on trouve v tel que

ff (x, v (x)) dx = f fdv = max^^, ...,^) f fdp.
^X ^XXY ^XXY

^sup^^,..,^) ff(x, u (x))dx,
J x

[ g , (x, u (x)) dx = S^1 ̂  fg, (x, u, (x)) dx^ 1,
^ x J x

c'est-à-dire une solution optimale de (P).
Exemple 1. — Les premiers résultats dans la direction de la propo-

sition 1 sont dus à AUMANN et PERLES [1]. Montrons à titre d'exemple
comment ils découlent de la proposition 1.

(a) (« Main theorem ».) Soit f : (0, 1) x(R4')'1 -> (0, + °o( une applica-
tion borélienne telle que

u-> f(t, u) est s. c. s. et croissante pour tout tç (0, 1).

Supposons que, V s > 0, 3 b e L1 (0, 1), telle que

\\u\\^b(x) ^ f(x,u)^e\\u\\

[où 11 u [ I = (2?=i ufY/2 est la norme euclidienne dans (R" ]̂.
Soit (P) le problème :

•»! /.l

maximiser ^ f(t, u (t)) dt avec ^ u(t) dt = a pour uçU,
v0 ^0

où U est l'ensemble des applications mesurables de (0, 1) dans (R- .̂
Alors (P) a une solution optimale
Démonstration. — L'hypothèse de croissance de f permet de remplacer

•*! ^.l

f u (f) dt == a par f u (f) dt ̂  a.
«-'0 ^ O

Le seul point à vérifier est que /*< cp, où cp : (/, u) -> [| u [|.
Soit £>0 . Il existe ^€^(0,1) (avec b,^0) tel que

u ll̂ i (a;) => f(x, u)^\\ u|, et beL^O,!) (avec b^O)
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tel que
|]u| |^6(a;) ^ /•(rr , i2)^£ | |u[ | .

On a, en posant

v (x) = (b (x) + b, (x), ..., b (x) + b, (a;))e(R+)^
f(x,u)^\\u[\^^n(b(x)+b,(x));

par croissance, on a

f (x, w) ̂  \/n (b (x) + b^ (x)) dès que w ̂  u

[c'est-à-dire dès que
Wi ̂  b (x) + bi (x), ..., Wn ̂  b (x) + bi (x) avec w = (Wi, ..., i^)].
Donc

f (x, u)> \fn(b (x) + bi (x)) implique || u || ̂  b (x).
Donc

f(x, u) > \/n (b (x) + b, (x) implique f(x, u) ̂  s |] u ||.

(b) Le théorème 6.1 établit un résultat semblable sous les hypothèses
(Hi) (ci-dessus) et (HQ : Pour tout açL1 (0, 1), il existe bçL1 (0, 1),
tel que [|| u [| ̂  a (f)} => [ \ f(x, f) \ ̂  b (f)]. On voit facilement que
(Hi) + (H^) est équivalent à /•< cp (cp (t, u) = |[ u ||).

Exemple. 2. — Soit dt la mesure de Lebesgue sur R.
Soit A l'ensemble des mesures de Radon sur R^xIL positives qui se

projettent sur R^ selon dt, et qui vérifient

(Support ^) c F,

f {u^d^^u)^^
Jy

où F est un fermé de R2, et k un réel positif. Soit B l'ensemble des u e L2 (R)
tels que [ |y | |2^^ et (t, u(t))çF df-presque-partout.

Comme A = M (F) avec F (x, u) = \ u |2 si (x, u) e -F et +00 sinon,
II résulte de ce qui précède que :

— A est un convexe compact métrisable pour la topologie vague;
( r }— l'ensemble ^ f <^ 0 ô^), u e A ^ est dense dans A;
(^R )

— Les points extrémaux de A sont de la forme

^ = Q f^t (g) ô^) ̂  + (1 - 6) fô, (g) ^(,) df
^R ^R

où u et y sont des fonctions mesurables de R dans R et 0 ̂  9 ̂  1.
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Exemple 3. — Soit Uo ç L1 (R). Il existe une application mesurable u

de R dans R telle que uçB^, où B^ == ^ v : R->R mesurable;

f\/\v(t)\dt^l\ et telle que [| u - u, ||i ̂  [ [ v - u, [|i, \/uçB^.
^R

3. Compacts faibles de L1 (X, m, R^)

Dans tout ce paragraphe, on prend pour Y l'espace R^ Pour uçW,
on note | u | la norme euclidienne de u : \ u \ = {u\ +... 4- u/2)1^.

(A) Régularisée convexe s. c. i. d'une intégrande positive normale par
rapport à la deuxième variable.

DÉFINITION 1. — Soit 0 l'ensemble des fonctions affines de R7 dans R.
Pour g : R/ -> (0, -)- oo), on note ^** (régularisée convexe s. c. i. de g)
(cf. MOREAU [24]) l'enveloppe supérieure des fonctions affines minorant g :
c'est la plus grande fonction convexe s. c. i. minorant g. Pour f :
X x R/ -> (0, + oo) on note encore f** (par abus de langage) la régularisée
convexe s. c. i. de f par rapport à u c'est-à-dire

/•** (x, u) = sup^y^,.),^ cp (u).

LEMME (ROCKAFELLAR [26]). — Si T est une multi-application mesurable
à valeurs fermées de X dans R^ alors x -> conv r (x) est mesurable.

D'après la remarque 3 du théorème 2 (chap. 1, § 3), il suffit de montrer
que x -^ conv T (x) est mesurable.

Soit
Ay+i = { (a^ .... a/+i) e R^1 ; a, ̂  0 J,[±\ a, = 1 },

et soit 9 l'application continue de .^^(RQ^ dans R7, définie par

cp (ai, .... a/+i, i/i, ..., ï//+i) == 1̂ ; ^ ̂ .

D'après le théorème de Carathéodory (cf. prop. 2, démons., chap. II, § 2),
9 (A/+i x (F (rry4-1) est convexe, et, comme il contient r (x), on a

conv r (rc) = cp (A/+i xr (^y-4-1).

La multi-application x -> A/+i x (T (x))^ est mesurable, donc aussi

x-^^(T^xT(x)l+i).

Remarque. — Le lemme est encore vrai lorsqu'on remplace R/ par un
Fréchet séparable F, car

conv r (x) = UneN ̂  (A. X (F (rr))^),
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où ^n est l'application continue de AnXF'1 dans F définie par

^n (ai, . . ., a^, yi, . . ., yn) = S^i a, ̂ .

[Une réunion de multi-applications mesurables est mesurable, et on applique
à nouveau la remarque 3 du théorème 2 (chap. I, § 3).] Ceci étend le
résultat de ROCKAFELLAR.

PROPOSITION 1. — Si f: XxW -> (0, + oo ) est une intégrande normale,
f** aussi.

Démonstration. — Pour tout x, Epi/** (x) est l'enveloppe convexe
fermée de Epi/ (x). (Pour la définition de Epi/, cf. th. 2, chap. I.) Comme
la multi-application x ->- Epi/ (x) est mesurable, la multi-application
x -> coïïv Epi/ (x) est mesurable (d'après le lemme). Donc f** est une
intégrande normale d'après le théorème 2 (chap. I, § 3).

PROPOSITION 2. — Soient f et g deux intégrandes normales de XxY
dans (0, + oo). Si f majore intégralement g, f** majore intégralement g**.

Comme (7^ ^**, f>> g implique f >> (/**. Soit s > 0. Il existe a eL1 (m),
a ̂  0, tel que

<y** (x, u) ̂  a (x) =» g** (x, u) ̂  £ f (x, u).

Comme f est positive, on a, pour tout (x, u),

f(x,u)^(g^(x,u)-a(x)),

d'où
f^(x,u)^(g^(x,u)-a(x))

puisque u —^ f** (x, u) est la plus grande fonction convexe s. c. i.
minorant f. D'où

g^(x,u)^ef^(x,u)+a(x).

(B) Bary centre paramétré. — La définition suivante est justifiée par
les remarques qui suivent la proposition 2 (§ 1, chap. II).

DÉFINITION 2. — Pour fJLçM ^eZ que f \ u \ d^ (x, u) < + oo» on no/ey

/a fonction mesurable de X dans W, définie par u^ (x) == u d^ (u)
Jj^i

( r \où p. = 1 ôx (g) ̂  dx ). On dit que v^ est le bargcentre paramétré de p..
J x )

Remarque. — Pour uçL1 (X, m, R7), on a Vy.(u} == u (cf. pour la défi-
nition de a, chap. II, § 1, déf. 3).
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PROPOSITION 3. — Si g est une intégrande normale de XxW dans
(0, +00) qui majore intégralement la fonction (x, u) -^ u |, alors y. -> v^
est continue de M (g) dans L1 (X, m, W) faible.

Soit a e L00 (X, m, R^, il suffit de montrer (et il faut) que

p--^ a(x).v^(x)dx (où le point désigne le produit scalaire dans IV)
^x

est continue de M (g) dans R. Soit la fonction de Carathéodory h :
(x, u)->a (x).u de XxW dans R. Comme | h (x, u) \ ̂  [| a [^ | u |,
on a h << g. La continuité cherchée résulte donc de la proposition 1 (§ 1).

(C) Trois lemmes techniques pour établir un rapport entre mesures para-
métrées et régularisée convexe s. c. i. par rapport à la deuxième variable.

LEMME 1. — Soit h : W -> (0, + oo ) une application s. c. i. telle que
lim^i.^ h (u)/| u \ == + oo, alors pour tout vçî{1 tel que A** (v) < + oo
l'ensemble des mesures ÀeMj" (R^ telles que

h^(v)= fh(u)d-k(u),
J^i

et

\ ud^(u) =v
J^i

est un convexe compact non vide.
La deuxième condition a un sens, car la première implique que

f | u \ dÀ (u) < + oo. Posons
JRZ

k (v) = Inf [ f h (u) dÀ (u) ; À e Mf (RQ,
( JRZ

f | u | dÀ (u) < + oo et v = f u dÀ (u) L
JRZ JRÎ )

La fonction k est convexe, minore h, et majore toutes les fonctions
affines qui minorent A. On va montrer que k est s. c. i. ce qui impliquera
k = A** par définition de A** [déf. 1 de (A)].

Comme A = sup hn avec hn € Ce (RQ et hn ̂  0, et que

À -^fhn (u) d-^ (u)

est continue de M4" (R^) dans R^, comme

FA (u) dÀ (u) = sup^N f^ d^
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l'application À -> f h (u) dÀ (u) est s. c. i. de M^ (R^) dans (0, + oo)
J-^i

pour tout Ae(0 ,+oo( , K (A) = heMf (RQ; f/i 00 dÀ 0;) ̂ A }
( ^ )

est un convexe compact de M^ (W), pour tout À€^C(A), on a

/ [ u dÀ (u) < + oo et ^ -> u\ == f u dt (u) est continue de K (A)
^RZ JR

dans R. Il résulte de ces propriétés (par un simple raisonnement de topo-
logie générale) que k est s. c. i. (donc k = A**) et que

heMf (RQ; f h (u) dÀ (u) = /c (u) = A** (f;)j
( ^ )

est un compact non vide dès que A** (u) < + oo.

LEMME 2. — Soit g une intégrande normale telle que g > | u |, pour
tout compact KcX et tout £ > 0, i7 existe un fermé F et une fonction
çp : R/ -> (0, + oo ( telle que cp (u)/| u -> oo quand

u l-^oo et ^ (a-, u) ̂  cp (u), V (a;, ^eFxR^

Pour tout n e N, il existe On € L1 (X) tel que

| u [ ̂  an (x) => | u \ ̂  - g (x, u).

Soient K un compact et s > 0, il existe un fermé FcK tel que
m (K — -F) < £, et tous les dn sont bornés sur F. Si

supneN I I ^ II, = A < + oo (où I I an [|, = sup^e^ | On (x) \)

on a
f (a;, u) = 0 pour | u \ ̂  A et x e F.

On pose, par exemple, cp (u) = sup (0, ] u |2 — A2). Sinon, quitte à extraire
une sous-suite, on peut supposer || an+i ||, ̂  [| dn ||,. On pose alors

^)( ° P0^ 1 " I ^ K I L ,
\\/n\u\ pour |]^||,^| u |^ [| a^i |[,.

LEMME 3. — Soit g une intégrande normale telle que g majore intégrale-
ment la fonction (x, u) —^ | u \ (brièvement g >> | u |), alors pour tout
uçB (^**), il existe ^çM(g) tel que

g** (x, u (x)) = f g (x, u) d^ (u), et u^ = u.
J^i
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De g > | u |, on déduit que, pour presque tout xçX,

lim^.^=+oo.

Comme f g** (x, u (x)) dx < oo, on a
Jjç

g** (x, u (x)) < + oo (p. p. ).

Soit r la multi-application de X à valeurs (p. p.) dans les compacts
non vides de M^ (W) (d'après le lemme 1) définie par

r(x)=^çM^)',g^(x,u(x))= f g(x,u)d^(u)etu(x)=- f udÀ(u) ( .
( ^ ^ )

Soient K un compact de X et £ > 0. Il existe un fermé FcK tel que
m (K — F) < £, u restreint à F est continue, (x -> g** (x, u (x))) est
continue, g restreinte à F x W est s. c. i. (cf. th. 2), il existe cp selon le
lemme 2.

L'application (x, À) -> f g (x, u) dÀ (u) est s. c. i. de FxM^ (R1)

dans (0, + oo), car g = sup gn avec gu^Cc (FxW) (et ^^0) et que
(x, ^) -^ f gn (x, u) d^ (u) est continue.

Soit A = sup^e^ g** (x, u (x)). On a

f cp (u) dÀ (u) ̂  Ç g (x, u) d^ (u) ̂  A pour tout À € r (a;) et tout x e F.

Autrement dit, r (x) est inclus (V x e F) dans le compact

Jf = j ÀeMî (RQ; Fcp (u) dÀ (u) ̂  A j.
( *^ )

Comme sur ce compact l'application À -^ f ud^ (u) est continue, le

graphe de r restreint à F est fermé. Ceci montre que T est mesurable
de X dans M^ (R^. On peut lui appliquer le théorème de section (§2,
chap. I). Il existe donc une section mesurable de r : x -> ̂ .. On pose
pi = f §^ (g) ̂  dx, et on a ^çM (g) puisque

^x

( 9 ̂  = f dx f g (x, u) d^ (u) = f g** (x, u (x)) dx^ 1.
^XXT^ ^X ^R^ ^ X
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(D) Structure de certains relativement faiblement compacts de L1.

PROPOSITION 4. — Si g est une intégrande normale de Xxl^ dans
(0, + oo ), et si g majore intégralement la fonction (x, u) -> | u |, alors

B (g**) = ^ u : X -> W, u mesurable et f g** (x, u (x)) dx ̂  1 \
( ^x )

est un convexe compact faible de L1 (X, m, 'R1) et si m est sans atomes
( ^ \

B (9) = \ u : x -^ R/» " mesurable et g (x, u (x)) àx ̂ \\
( ^x )

est dense dans B ((/**).
Comme g majore intégralement la fonction (x, u) -> [ u \ (brièvement :

g > | u |), en particulier lim^)^ g (x, u) = + oo. D'après la proposition 5
(§ 2, chap. II), M (g) est un convexe compact.

Comme g > | u , v : pi -> v^ est continue de M (g) dans L1 (X, m, W)
faible d'après la proposition 3 ci-dessus. Comme g** (x, u) est convexe

en u, comme g** ̂  g et v^ (x) == f u d^x (u), on a
J^i

</** (x, ̂  (x))^ f (7** (x, u) d^ (u),
JyHy^i

M(g)cM(g**) et, pour tout ^ appartenant à M (g**), v^ appartient
à B (^**). Inversement, pour tout uçB (^**), il existe ^.çM (g) tel que
u^ = u et pieM (g).

Donc B ((/**) est convexe compact dans L1 (X, m, W) comme image
par une application linéaire continue v du convexe compact M (g).

Si m est sans atomes, a (B (g)) est dense dans M (g) d'après la propo-
sition 7 (§ 2, chap. II), et B (g) est dense dans B (g**) comme image
par V de a (B (g)).

COROLLAIRE 1 (Hypothèses de la proposition 4). — Désignons par

f B (g) et f B (^**) les sous'ensembles suivants de W,

fB(g) =j fu(x)dx; uçB(g)\,
^ (^x )

CB (g^) = j f u (x) dx; U € B (^**) j.
J (J )

A/ors f B (^**) est un convexe compact, et si m est sans atomes, on a

fB(g)=fB(g^).
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On a vu au cours de la démonstration de la proposition 4 que y. -> v^
était continue surjective de M (g) sur -B (^**). Comme g ^> | u |, on sait
d'après la démonstration du théorème 4, que E == F où

E=[ f ud^(x,u); ^çM(g)\cW,
( ^XR^ )

F = j fu(x)dx; uçB(g)\c-R1.
^x

Comme

on a

^ ud^(x,u) = f dx I u d^ (u) = f v ^ (x) dx,
^XX'K1 ^X ^R^ ^X

E^B^**).

D'où le corollaire.

Exemples :

1° Soit r une multi-application de X dans W à valeurs fermées (p. p.),
et soit fr : XxR^ (0, +00) l'intégrande normale (cf. remarque 2,
théorème 2), définie par

f r ( r r , u ) = 0 siuer(a;), +00 siu^r(o;).

La condition /r ^> | u | a lieu si, et seulement si, il existe a e L1 (d:r) tel
que | r (a;) | ̂  a (x).

On remarque que

{ r }B (fr) = u : X -^ W, u mesurable et ^ /'r (u (rc)) (te ̂  1 ̂ ,
^x )

J3 (fy) == { ueX -> R^ u mesurable et u (x)çT (x) p. p.}.

D'autre part f^* = f^, où t' est la multi-application mesurable définie

par t (x) = conv (x).

L'égalité CB (fr) = CE (fy) s'écrit donc ÇT dm = Çt dm, où

/rdm(resp. \ IT dm) désigne l'ensemble des ^ u(x)dx pour toutes
\ J / J x

es sections u mesurables de r (resp. r).
2° On reprend les notations de l'exemple sur 1°. On ne suppose plus

p > | u |. On suppose m finie, alors | u |2 >> | u |. On pose ^ = /r + | u |2.
On a ^ > | u | et ^** (x, u) = + oo pour u^t (rc) = convr (a:). On a
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donc l'égalité ÇB (g) == ÇB (^**) avec

( r }^ (9) = \ I u (x) dx; u section mesurable de r et || u \\^ ̂  1 >»
[ J x )

B (</**) = ^ f u (x) dx; u section mesurable de f'

etÇg^(x, u(x))dx^l\.
ty )

Un cas particulier : r (x) = {0, f(x)}, où f mesurable de X dans R.
On a

a^(x lù^^ pour "€=(o?^ î
y v ' / (+00 pour u^(0,f(x)).

D'où

! Ç f ( x ) d x ; Aetô et f f2 (x)dx^l\
{ J A J A }

(où tô et la tribu des boréliens)

== \ / f (x) 9 (x) dx^ ff mesurable g (x) e [0, f (x)}

etfg(x)f(x)^l\
^x )

== convexe compact de R^

[Si f(x) === 1 pour tout xçX, on trouve le théorème de Ljapunov,
cf. § 2, A. 3, chap. II].

(E) Extension du théorème de la Vallée Poussin.

DÉFINITION 4. — Soit g : ^XxR /->- (0, + oo), on dit que g est une
intégrande normale convexe si g est une intégrande normale et si u-> g (x, u)
est convexe p. p. x.

La relation de majoration intégrale permet d'énoncer dans le cas d'une
mesure non bornée un résultat analogue au théorème de la Vallée Pous-
sin [23].

THÉORÈME 4. — Une partie A de L1 (X, m, W) est relativement faible-
ment compacte si, et seulement si, il existe une intégrande normale convexe :

g : Xx R^ (0, + oo) telle que g^\u\,

sup^ç^ ^ g (x, u (x)) dx^ 1.
^x

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



166 H. BERLIOCCHI ET J.-M. LASRY

Si g est une intégrande normale convexe et si g ;> | u | (prop. 4, nota-
tion) d'après la proposition 4 précédente :

( r }B (g) = ^ u : X -> W, u mesurable et g (x, u (x)) dx^ 1 [
( ^x )

est un convexe faiblement compact.
Inversement, supposons A relativement faiblement compacte. D'après

DIEUDONNÉ [15] :
1° A est borné;

2° V £ > 0, 3 ô > 0 tel que m (E) < ô => f | u [ dm ̂  s, pour tout
J E

uçA;

3° V s > 0, 3 K compact de X tel que f \ u\ dm ̂  z, pour
JX—K

tout ueA.
Pour tout ueA, on a || u [|i ̂ /c <oo d'après le 1°. Soit, pour

aç (0, + oo(, Ea (u) ={xçX; \u(x)\^a}.
On a

/n(^(u))^^^,

donc m (£a (u)) -> 0 quand a-^oo uniformément par rapport à ueA.
Il existe une suite croissante de réels positifs a.n tels que (3^ < S"̂  où

(3^ = sup^e^ / 1 " (•r) 1 d^-
l7JE^(M)

Soit X^ une suite de compacte de X tels que X^ 3X^etX=U/ ieN -^n-
D'après le 3°,

ôn=snpuç^l \ u (x)\ dx-> 0 quand n-^oo.
^x-Xn

Quitte à extraire une sous-suite de (X^), on peut supposer que ô/, < 3-71.
Posons ^n == 2"; la suite y^ est croissante, et on a

2^ TT. ̂  < + oo, 2^ T^ Pn < + oo et lim^, y^ = + oo.

Soit îp l'application de X x 1̂  -^ (0, + oo( définie par ^n (x, u) =^n\u\
pour

(X, U)€[X^1 X { | U\ < dn^ }} - [Xn X { 1 U\^(2n}].

Comme cp est borélienne en (x, u), et s. c. i. en u, cp est une intégrande
normale.
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D'autre part, pour ueA,

f Cp (rC, U (X)) dX^k==^^n^n+ ̂  ̂ n^n<+ 00.
^x

Montrons enfin que cp > | u |. Or, pour | u \ ̂  dn Ixn (:r)> on a

? (^ ") ̂  ï^-i I " I et lim^, Yn = + oo.

L'intégrande normale convexe cherchée est (1/Jc) cp** d'après la pro-
position 2.

(F) [/ne réciproque. — Nous allons déduire du théorème 4, une réci-
proque de la proposition 1 (§ 1, chap. III).

PROPOSITION 5. — Soient f une fonction de Carathéodory de XxY
dans R, g une intégrande normale telle que g (x, u) ->• + °o quand
u -^ oo (p. p. x). Alors Ip. ->- f fd^ est définie continue de M (g) dans R

^XXY

si, et seulement si, il existe une intégrande normale h telle que h (x, u) —>- oo
quand u -> oo (p. p. x), h > f et M (g) c M (h) (en supposant m sans
atomes).

Démonstration. — Nous démontrerons d'abord le lemme.

LEMME. — Si p. -> ffdy. est définie continue sur M (g), alors

^.-> f f(x, u)d^(u)
J^i

est définie continue de M (g) dans L1 faible.
Si aeL", la fonction (x, u) -> a (x) f(x, u) est dans L1 (y.) pour tout

^eM(g), d'après l'hypothèse du lemme. Montrons que

p. -> f a (x) f(x, u) d^ (x, u)
^xx-^1

est continue sur M (g), pour tout a e L00 (X, m, R).
On peut se contenter de démontrer cette propriété, pour 0 ̂  a (x) ̂  1.
Grâce au théorème 2 et au théorème de section, on peut trouver une

fonction u : X ->- Y mesurable telle que

g (x, u (x)) == min^ç^i g (x, u).

Pour toute ^çM(g), la mesure

n (pi) = f <^ (g) (a (x) ̂  + [1 - a (x)] ô^)) dx
^x

appartient à M (g).
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L'application ^ -> n (p.) est continue, car si ^ e Ce (X x Y),

(a;, iz) -^ a (x) ̂  (x, u)

est une fonction de Carathéodory bornée nulle en dehors d'un compact,
et on peut donc appliquer le lemme de la proposition 3 (§ 1, chap. II).

Soit ̂  une suite de mesures de M (g) avec ^n-^ p-o. Alors

II(^)eMto)^n(^)eMQ7),
donc

ffd(û(^))->ffd(îï(^)),

d'où

j a (x) f (x, u) d^n (x, u) -^ Ça (x) f (x, u) d^ (x, u).

C. Q. F. D.

Supposons ^-^ fdy. définie continue sur M (g). Comme M (g) est
compact, il résulte du lemme que

K==\(x-^ff(x,u)d^(u)\ | ̂ M(g)\
\ \ J / I ;

est un compact de I/ faible. L'ensemble

H = { ( x - > f ( x , u ( x ) ) ) \ u ç B ( g ) }

est donc relativement compact dans L1 faible.
D'après le théorème 4, il existe une intégrande normale :

cp : (x, v) e X x R -> cp (x, v) € (0, + oo) telle que çp > | u \
et

^PvçH / ? (x, u (x)) dx^l.
^x

On a donc

sup^5 / c p (x, f(x, u (x))) dx^ 1.
^x

Comme cp est une intégrande normale, et fune fonction de Carathéodory,
on voit en utilisant le point (d) du théorème 2 et le théorème 1 que la
fonction.

A': (x,u)çXxY-^^(x,f(x,u))ç(0, +00)

est une intégrande normale. Comme cp (x, v) >> | u |, on a

V £ > Q , 3a(x)çLÏ : \v\>a(x) => | v \ < £ cp (x, u).
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Donc :

V s , 3 a ( x ) : \f(x,u)\> a(x) ^ \ f(x, u) \ < e h' (x, u),

c'est-à-dire que f<^ h'.
La fonction h = (1/2) (h' + g) majore intégralement f et h (x, u) —^ oo,

quand u ->- oo (p. p. x), donc M (h) est un compact.
De plus, \fuçB(g), a(u)eM(/i).
Mais les a (u) sont denses dans M (g) d'après la proposition 7

(§ 2, chap. II), donc M (g)cM(h), ce qui achève la démonstration de
la proposition.

IV. Contrôle optimal

Montrons sur un exemple élémentaire comment nous formulons les
problèmes de contrôle optimal des systèmes gouvernés par des équations
aux dérivées partielles.

Soit le problème (P) :

( minimiser || y —z ||^(Q) + || AI/||(^Q) pour z/eff;(i2), AyeL2^),
( sous la contrainte : y2 (x) + (Ay)2 (^) ^=. l?

où ^ == { xçî{\ x\^\} et zçL2^).
L'équation Ai/ = u, y e JîS (Î2), u e L2 (î2) a une solution unique que

nous notons yu. Posons

U == L2 (Î2),
f (rc, y, u) = (y - z (x))2 + u\
g (x, y , ù) = + oo si y2 + "2 > l» 0 sinon.

Le problème (P) s'écrit :

minimiser f f (x, yu (x), u (x)) dx,

sous la contrainte : f g (x, Vu (x), u (x)) dx ̂  1.

C'est sous cette forme que nous allons étudier les problèmes de
contrôle optimal des systèmes gouvernés par des équations différentielles
ou aux problèmes de surfaces optimales (cf. commentaires et [3]).
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Pour traiter le problème (P), nous prolongeons l'équation d'état
et le critère à des espaces de mesures paramétrées, et nous obtenons
un problème (PR) :

minimiser j f (x, y^ (x), u) dp. (x, u) pour u e cM,

sous la contrainte : j g (x, y^ (x), u) dp. (x, u),

avec

^(^) = ( u d p . ^ ( u ) , 3}t=={p.çM | uuçU}.

L'hypothèse essentielle que nous ferons est la compacité de l'appli-
cation u -> y^ propriété qui est vérifiée dans de nombreux cas (cf.
commentaires; cf. [2] et [3]).

Suivant les hypothèses faites sur les intégrandes f, nous obtiendrons
l'existence de solutions usuelles ou généralisées.

1. Propriétés de continuité des critères distribués

LEMME 1. — So U f une fonction de Carathéodory de Xx (W X Y) dans R
de la forme f(x, y, u) = \s (x) x<p (y, u) avec m (E) < + oo et <p continue
à support compact L'application

F : (y, p) ->ff (x, y (x), u) dp. (x, u)

est continue de LP (X, m, R^xM dans R (p^ 1).
(i) Soient (yn) une suite de LP convergeant fortement vers y, et s

positif. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que
Vn (x) -> Vo (x) presque-partout.

Il existe Fc E tel que m (E — F) < s/|| cp ||^ et tel que yn (x) tend vers
t/o (x) uniformément pour xçF (théorème d'Egorofî). Pour tout pie M,
on a l'inégalité

ff(^ Un (x), u) dp. (x, u) - Cf(x, y, (x), u) dp. (x, u)-, yo (x), u) du. (x, u) = An,

A^2m(£-F)x||cplL
+ m (F) xsup^ç^xyl cp (yn (x), u) — cp Q/o (x), u) |.

Comme 9 est uniformément continue, pour n assez grand An ̂  3 s,
pour tout p.çM. Donc F est continue en y uniformément par rapport
à p.çM.
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(ii) Pour yçLP (X, m, W) fixé, l'application (x, u) -> f(x, y (x), u)
est de Carathéodory bornée à support compact. D'après le lemme de la
proposition 3 (§ 1, chap. II), l'application ^ -> F (y, ^) est continue

II résulte de (i) et (ii) que F est continue sur LP x M.

PROPOSITION 1. — Soit f une intégrande normale de Xx(IVxY)

dans (0, + °° ) • Alors l'application (y, ̂ ) -> f f (x, y (x), u) dy. (x, u) est s. c. i.
sur LP (X, R^xMâ valeurs dans (0, +oo).

La proposition résulte du lemme et de la remarque 4 (th. 1,
chap. I).

PROPOSITION 2. — Soient f une fonction de Carathéodory de X x (R^ X Y)
dans R, g et h deux intégrandes normales sur X x R^. On suppose :

| f(x, y , u) \ ̂  a (x) + b \ y P + g (x, u),
avec

a^eL^X.R), b^O, f f<A .

Alors l'application

(y» ^) -> ff^ y ( x ) ' u ) ̂  (^ ")
est définie continue de LP (X, ̂ xM (h) à valeurs dans R.

Démonstration. — D'après la proposition 1, l'application

(y» ^) -^ F [^ (^) + b \ y (x) {p + 9 (^ ") - f(^ y (^)» ")] ̂  (x, u)
est s. c. i. sur LP x M.

L'application

(y» ^) ->f[a (^) + b | y (a;) \P + g (x, u)} d^ (x, u)

= f a (x) dx + b j \ y \P dx + f g d^

est continue sur LPxM(h) d'après le corollaire de la proposition 1
(§ 1, chap. III).

Comme, de plus, la fonction (x, u)-^f(x, y (x), u) est dans L1 (p.)
pour tout yçLP et tout ^çM (h), grâce à la majoration de l'hypothèse,
l'application

(Y» P-) -> ~ I f^ Y (x)' u) ̂  ( x ' u) est s- c-L sur LPXM (A).

On achève la démonstration de la proposition en appliquant le même
raisonnement à la fonction — f.
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LEMME. — Soit g une intégrande positive normale sur X x W, telle que
f f > u (notation, prop. 4, chap. III). Pour toute suite (Un) d'élé-
ments de B (g), a (Un) -> a (u) dans M (g) si, et seulement si, Un->u
dans L^XxRQ.

Si Un -^ u dans L1 fort et si Un^B (g), alors a (Un) -^ a (u) dans M
d'après la remarque qui suit la définition 3 (§ 1, chap. II), et a (u)eM(g)
d'après la proposition 5 (§ 2, chap. II).

Inversement, si a(u)çM(g), u est intégrable puisque g > | u [.
Comme ^-> f \v — u(x)\ d^(x, u) est continue sur M (g) d'après le

corollaire 1 de la proposition 1 (chap. III, § 1), on a || u.n — u| |i-^0.

THÉORÈME 5. — On considère le problème de contrôle :

minimiser j f (x, yn (x), u (x)) dx + cp (z^) pour u € U,

(P) < sous les contraintes:

ffz (x, ya (x), u(x)) dx^ 1 ( i = l , . . . , p)

avec les hypothèses suivantes :

(i) Les fonctions f, fi(i = 1, ..., p) sont des intégrandes positives
normales sur .^(R^xR^) convexes en la troisième variable.

(ii) La fonction 9 est une application s. c. i. de LP (X, W) fort (p ̂  1)
dans ) — oo, + oo).

(iii) L'espace des contrôles U est un fermé faible de L1 (X, R^).
(iv) La fonction d'état u->yu est continue de U munie de la topologie

faible o- (L1, L00) dans LP (X, RQ fort

On suppose qu'il existe une suite minimisante Un et une intégrande
positive normale g sur Xx'Rm, telles que

g^> | u (Notation, prop. 4, chap. III),

supn j g (x. Un (x)) dx ̂  1.

Alors il existe un contrôle optimal. On peut extraire de Un une sous-suite
convergeant dans L1 faible vers un contrôle optimal.
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Si f est strictement convexe en u, on peut extraire de Un une sous suite
convergeant dans L1 fort vers un contrôle optimal,

Soit Un et g comme dans l'énoncé. On a u^eM (g). On peut
extraire de Un une sous-suite u^. convergeant vers une mesure p. e M (g).
(prop. 5, § 2, chap. II).

De plus on a

ffi (x, y^ (x), ") ̂  (^ ") ̂  1 0' =: 1, ..., p) pour pp. e [7,

? (^) + f (^ y^ (rr)» ")d^ (^ ") ̂ inf p

en vertu de la proposition 1 (§ 1, chap. IV), de la proposition 3 (§ 3,
chap. IV) et de l'hypothèse sur la fonction d'état u -> yu.

Mais grâce à la convexité des intégrandes f et fi, on a

Cf(x, y^ (x), pp. (x)) dx^Cf(x, y^ (x), u) d^(x, u)

^ Inf P — çp (y^) pour v^ e [7,

( ffi (x, y^ (x), v (x)) dx^l (i=l,..., p).

Donc pp. est un contrôle optimal, et u^ ->- v^ faiblement.

Si f est strictement convexe en u, on a

ff (x, y^ (x), pp. (x)) dx < ff, (x, y^ (x), u) dp. (x, u) ̂  Inf P.

Si p. -^- a (pp.), ce qui contredit le fait que Un est une suite minimisante,
donc p. = a (pp.) et a (u^) -^ a (pp.) vaguement, donc d'après le lemme
ci-dessus u^ -> Pp. dans L1 fort.

Remarques :

1° Ce théorème ramène la démonstration de l'existence d'un contrôle
optimal à la recherche d'une « estimation a priori » sur les suites mini-
misantes : il suffit de montrer qu'il existe une fonction g : g > | u \ et

sup/i f g (x. Un (x)) dx ̂  1.

Si la mesure dx est bornée, on a | u \P > | u \ pour p > 1, donc le théo-
rème s'applique si une suite minimisante est bornée dans LP, p > 1.
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2° Le théorème s'applique dans les situations générales suivantes :
(i) Si cp^O, et f + 2^ fi est « coercive », c'est-à-dire s'il existe une

intégrande normale g telle que

g > | u | et (/• +2^ f,•) (x, y , u) ̂  g (x, u).

(il) Si U est un compact faible de L1 (th. 4, § 3, chap. III).
3° Citons un exemple élémentaire où l'on obtient une estimation

a priori sans que (i) ou (ii) soit satisfaisant. X est un ouvert borné Q
de IV, et on prend

U = { u uç [L2 (Ç)p, u = grad y, yçH^ (Q) },

t7 est un fermé faible et l'application y -> grad y e U est inversible;
son inverse u -> y y, est continue de U faible dans L2 fort. On considère
le problème :

minimiser j u2 — / ^ z avec zçL2, pour ue[7.

On a

|y^ ^ii^iH[<zi[^Aiiuii, i i2ii.
Comme u = 0 annule le critère, on peut supposer que les suites mini-

misantes vérifient :

D'où

fu2, -Fy.^^o.

Un II2 ̂  A II ^ | | 2 [ [ Z [ | 2 ,

u.|[^A[|z||,.

3. Relaxation

PROPOSITION 1. — Soit f une fonction de Carathéodory sur X x (R1 x R^)
à valeurs dans R4-, g une intégrande positive normale sur XxR7^. On
suppose :

f(x,y, u)^g(x, u),
g>> | u | (Notation, prop. 4, chap. III),

On note (x, y , u) -> f** (x, y, u) la régularisée convexe s. c. i. de f en u.
A/ors [x, (y, u)] e X x (W x R^) -> /•** (x, y , u) est une intégrande positive

normale.

Soient K un compact de X et s > 0. D'après le théorème de Scorza-
Dragoni, il existe un compact Ko c K tel que m (Ko — K) < £ et
fkxR^R"1 est continue.
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D'après le lemme 2 (§ 3, chap. III), il existe un compact K ' c K o
tel que g (x, u)/| u \ ->- + oo quand | u \ -> oo uniformément par rapport
à xç.K' et m(Xo - K) < £.

Soit (Xo, yo, Uo) e K' x IV X R^ et u -^ cp (u) une minorante affine
de u->f(xo, i/o, u) telle que

(1) f(xo, yo, Uo) — £ ̂  ? (Uo).

On a
| 9 (u) | ̂  A | u | + B avec A ̂  0, B ̂  0.

D'où

3 N > 1 , | u | ^ N =» ^^-H)^A+Û, V r r . î /

=> /'(^ y, u) ̂  9 (u), V a-, y.

D'autre part, la fonction f est uniformément continue sur

^x{ | ï / - y o | ^ l } x { | u | ^ N j ,

donc si d est une distance sur X :

3 Y? > 0, [ y — yo | < Y?, d (x, Xo) < YÎ,
| u | ̂  N => | f(.r, y, u) — f(x^ yo, ") | ̂  £.

D'où
cp (u) — £^f(x, y, ù) pour | y — î / o | < ^ , d(^,rco)]<^.

Donc

(2) cp (u) — s ̂  f** (a;, y, u) pour ] y — î/o | < ri, d(x, Xo) < -n.

De (1) et (2), on déduit que f** est s. c. i. au point (Xo, i/o, Uo). Alors,
d'après le théorème 2, f** est une intégrande normale sur Xx(R /xR77^).

LEMME 1. — Soient g une intégrande normale de XxY dans (0, + oo)
et y.çM telle que f g d^ <oo. A/ors i7 existe une intégrande normale h

telle que h > g et f h d^ < oo.

Soit Kn une suite de compacts telle que

K.n+i1>Kn et X==^Jn€N-^"

Soit
En = { (x, u)eXx Y; n 1^ (rc) ̂  g (x, u) < (n + 1) 1^ (a;)}
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et

On pose

E^ = { (x, u); g (x, u) = oo}.

^n= g (x, u) d^ (x, u).
^//7_

Comme les En sont disjoints et que Xx Y === \JnçyEn\jE^, on a

Sn€N ^n < + 00.

Il existe une suite ^ de réels positifs telle que

2n<=N ̂  (3n < + 00 et ^ -^ 00, An > 0, À^ ̂  ̂ .

Soit cp la fonction mesurable, définie par :

_ ( An g sur £„, n e N,
9 ( +00 sur £,.

Alors, ^ (cp) < oo et cp > ^; car, pour g (x, u)^n 1̂  (rc), on a

^ (̂  ") ̂  y- ? (̂ > ")•
^•n

Mais
^.((p) = InfÂ>cp,As.c.i.^(A).

Donc il existe une fonction h s. c. i. (c'est donc une intégrande normale)
telle que

( h ̂  9 (=> h > g),
{ ^ (h) < oo.

THÉORÈME 6. — On suppose la mesure dx sur X sans atomes. Soit
f : Xx (IV X R^) ->- R une fonction de Carathéodory, g^ ..., g^ des inté-
grandes normales positives sur X x R^. On suppose qu'il existe une intégrande
normale g telle que

g (x, u)^f (x, y, u) ̂  A [g (x, u) + 2^ g, (x, u)] + b \ y \P + a (x),
avec açL1; A, b^O, P^l.

î£=i 9i ( x ' u) + g(x,u)^>\u\ (Notation, prop. 4, chap. III).

Soit u -> yu une application continue de B (g^ ..., gn) n L1 (X, R^)
muni de la topologie faible a (L1, L00) dans LP (X, W) fort.
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On considère les problèmes :

minimiser f f (x, y^ (x), u (x)) dx pour u e L\J x(PO)
sous les contraintes : f g, (x, u (x)) dx^l (i = 1, ..., n);

minimiser f f(x, y^ (x), u) dv (x, u) pour ^eM,
^A'XR^

(PR) \ /l«l^<co,

sous les contraintes : f g, (x, ù) dp. (x, u) ̂  1
^XX-Rk

O'=l , .. . ,n).

Alors le problème (PR) a une solution optimale et le minimum du
problème (PR) est égal à la borne inférieure du problème (PO). De toute
suite minimisante de (PO), on peut extraire une sous-suite qui converge
vaguement vers un contrôle optimal de (PR).

Démonstration. — On peut supposer inf (PR) < oo, sinon les propriétés
sont trivialement vérifiées.

Soient q? l'application : M^y.-^ f f(x, y^ (x), u) d^ (x, u), et k
l'application 1/n (2^ ^).

On notera encore cp l'application u ç B -> cp (a (B)). Vu la minoration
de f, il existe p ̂  0 tel que

inf { cp (p.) [ y.ç:M (g,, . . . , )̂, f\ u \dy. < oo j

=Inf^) ^ € M ( ^ , . . . , ^ ) ^ L

Soit K = M (^i, ..., gn, ^/p), alors K est un convexe compact de M,
et |JL —^ y^ est continue sur Jî, d'après la proposition 3 (§ 3, chap. III).

Donc, l'application cp est s. c. i. sur K d'après la proposition 1 (§ 1,
chap. IV), et elle atteint son minimum en un point |JL.

On a f kd^ < oo. D'après le lemme 3, il existe une intégrande normale

positive h telle que h^> k ( hd^^l.

cp est donc continue sur M (g^, ..., ̂ , h) d'après la proposition 2
(§ 1, chap. IV). D'après la proposition 7 (§ 2, chap. II), il existe une suite Un
de fonctions appartenant à B (g^ ..., ̂ , h) telle que a (Un) -> ̂  (On a
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en particulier UnçB(g^ ...,^)nL1.) Donc

9 (Un) -> 9 (^).

Comme on a d'autre part inf (PR) ̂  inf (PO), on a démontré
l'égalité.

Soit Un une suite minimisante de (PO).
Comme UnçK = M (gi, ..., g^, <//p), on peut extraire de Un une sous-

suite u^ telle que a (u^) ->^çK dans M.
D'après la proposition 1 (§ 1, chap. IV), on a donc :

ff(^ V^ (^ ") dp. (x, u) ̂  lim^, Cf(x, y^ (x), Un, (x)) dx

== inf (PO) = min (PR).

Par suite, ^ est un contrôle optimal pour (PR).

COROLLAIRE. — On suppose la mesure m sur X sans atomes. Soit f
une fonction Carathéodory de Xx(R /xRÂ ') dans R.

On suppose qu'il existe une intégrande positive normale g sur XxR^
telle que

( 9 (^ ") ̂  f(x, y, u) ̂  A g (x, u) + b \ y \P + a (x) et g > | u [,
( 6 ,A^O, açL'Çx), p^l.

Soient f** la conuexifiée en u de f (cf. prop. 1, § 3, chap. IV), et u -> y^
une application continue de L1 (X, R^) faible dans LP (X, R^ fort.

On considère les problèmes :

(P) minimiser ff (x, y a (x), u (x)) dx, pour ueL1 (X, R^);

(P**) minimiser f f** (x, y^ (x), u (x)) dx, pour ue7^(X,R^).

Alors le problème (P**) a une solution optimale et le minimum du problème
(P**) est égal à la borne inférieure du problème (P).

De toute suite minimisante du problème (P), on peut extraire une sous-
suite convergeant faiblement vers une solution optimale du problème (P**).

L'existence d'une solution optimale pour (P**) résulte du théorème 6
et de la proposition 1, § 3.

Soit u une solution optimale de (P**).
D'après le lemme 3 (§ 3, chap. III), il existe p. telle que

f | u [ d^ < oo
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et

ff^ (x, y. (x), u (x)) dx =ff(t, y. (t), u) d^ (/, u),

^ v d^ (u) == u (a*).

Ceci montre que min (PR) ̂  min (P**), et comme à cause de la
convexité de /'** en u : min (PR) ̂  min (P**), on a min (PR) = min (P**),
et on appliquera alors le théorème 6.

Remarques :
(i) On a le même corollaire si l'espace des contrôles admissibles est un

convexe fermé U de R^.
(ii) Si U est un convexe compact de IV, et si la mesure m sur X. est

bornée, alors tout intégrande normale positive g sur XxU majore inté-
gralement la fonction (x, ù) -^ 1 u .

On a donc alors le théorème de relaxation pour les fonctions de Cara-
théodory f qui vérifient :

3 9» 0 ̂  g (x, u) ̂  f(x, y , u) ̂  A g (x, u) + b \ y \P + a (x);

en particulier, pour celles qui vérifient cette relation, avec g == 0,

O^fGr . ï / , u)^a(x) + b\y\P.

C'est la condition donnée par I. EKELAND [16].
(iii) Se déduisent aussi du théorème 6, des théorèmes de convexifi-

cation pour les problèmes où l'espace des contrôles admissibles est

U == { uçL^ (X, RQ | u (x)çF^ p. p. j,

x -> Fx étant une multi-application mesurable à valeurs fermées.

Commentaires

C. Castaing nous a indiqué comment appliquer nos méthodes
dans le cas où m est une mesure abstraite o-fmie sur X muni d'une
tribu ^ complète. Cela repose sur une version abstraite du théorème
de caractérisation des intégrandes normales et sur l'adoption d'un
formalisme fournissant une topologie adéquate sur M. Dès lors, les
résultats obtenus dans cet article (th. 3, 5, 6; prop. 1, § 2, chap. III,
et 4, § 3, chap. III) restent valides dans ce cas.

Intégrandes normales positives, — La propriété utile des intégrandes
normales positives est qu'elles sont enveloppe supérieure de fonctions
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de Carathéodory. En effet, c'est cette propriété qui fournit la semi-

continuité de l'application p. -> f fdp-, qui est à la base des propriétés
des espaces M (fi, . . . , fn).

Les intégrandes normales ont été introduites par ROCKAFELLAR [26]
dans le cas où Y = R71, et où y -> f (x, y) est convexe, mais en supposant X
seulement muni d'une tribu. Il démontre l'équivalence des propriétés (à),
(c), (d) du théorème 2, avec une propriété (a) plus précise dans ce cas
particulier [f (x, y) == sup (y, bn (x)) — a.n (x) où (, ) désigne le produit
scalaire dans Y = R"].

Comme ROCKAFELLAR dans le cas convexe (ibid.), on peut considérer
des intégrandes normales à valeur dans ) — oo, +00) définies par la
propriété (b) théorème 2. On a encore le théorème 2 ((&) <==> (c) <=> (d))
(mutatis mutandis) par isomorphisme de (—00, + oo) avec (0, +°o)-

C. Castaing nous a signalé qu'en adaptant la démonstration du
théorème 2, on obtenait la version abstraite suivante :

THÉORÈME 2'. — Soit (ft, A, m) un espace mesure, avec m à-finie et
A m-complète. Soit Y sousiinien, d3 la tribu borélienne de Y. Il y a équiva-
lence des conditions suivantes :

(a) f est normale;
(&) ex) -> Epi/ (ou) est mesurable;
(c) f est (A (g) ^-mesurable et s. c. i. sur Y pour co fixé dans î2.

La démonstration est la même que pour le théorème 2. On utilise un
théorème de projection (DEBREU, VALADIER, cité dans [10]) : si £e A (g) d3
sa projection sur ^ appartient à A. On peut, de la même façon, modifier
la proposition 2, § 2, en une proposition 2'.

Espaces de mesures paramétrées. — On a vu (chap. II, § 1), grâce au
théorème de désintégration des mesures, que M s'identifie a l'ensemble î
des classes d'applications mesurables x-^^x de X dans M^ (Y) muni
de la topologie vague induite par l'espace Mb (Y) == Co (Y)' des mesures
de Radon bornées. Lorsque la mesure m sur X est abstraite, on considère
directement I. Comme L1 (X, m, Co (Y)) est un Banach, la boule unité
de son dual L°° (X, m, Mb (Y)) est compacte pour la topologie faible;
si Y est compact, I est fermé dans cette boule, donc compact.

C'est en utilisant cette approche que CASTAING [12], Rouss [27],
WARGA [30] ont introduit les espaces de mesures paramétrées que nous
notons M et M (Jr)» et démontré pour ces espaces les propriétés de compa-
cité et de densité (en supposant Y compact non nécessairement métri-
sable).

D'autre part, d'après la remarque 4 (th. 1, § 1, chap. I), L1 (X, m, Co (Y))
s'identifie à l'ensemble des fonctions de Carathéodory de X x Y dans R,
majorées par une fonction de L1 (X, m, R). On a donc une version V
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du lemme 1 (§ 1, chap. II). A partir de là, la démarche de cet article
peut être poursuivie sans encombre dans ce cadre, grâce à l'utilisation
du théorème 2'. L'étude générale des espaces M (/i, ...,fn) nécessite
la connaissance de la propriété (a) du théorème 2 des intégrandes normales,
et l'utilisation de techniques de convexes compacts pour les démonstra-
tions (théorème de Krejn-Mil'mann et proposition 2, § 2, chap. II).

La relation de majoration intégrale. — Pour les applications, l'outil
de base est la relation >> puisqu'elle donne la continuité de l'application

^-> I fd^ (prop. 1, § 1, chap. III) dans des conditions générales

(la proposition 5, § 3, chap. III montre qu'elles sont en un sens les plus
générales). C'est une relation de domination au sens de CHOQUET [14]
qui est définie sur le cône des intégrandes normales positives par le cône
des fonctions positives de L1 (dx). Cette relation a été inspirée par les
hypothèses faites par AUMANN et PERLES dans un cas particulier (cf.
prop. 1, § 2, chap. III, ex. 1).

On peut interpréter en terme de majoration intégrale les hypothèses
de VALADIER dans [28]. Soit f une intégrande normale de XxR" dans
) — oo, + oo ) (cf. § 2), et soit f* (x, . ) la fonction duale de f (x, . ) c'est-à-dire
f* (x, y) = sup^çRn { <^ y , z)> — f(x, z) }. Il est équivalent de dire que
f*(. , y) est drc-intégrable pour tout y e R71, ou que {+ >• ] y\ et f~ << 0
[c'est-à-dire f4- majore intégralement la fonction (x, y) -> \ y \ = norme
de y dans R", et f~ (x, y) ̂  a (x) avec açL1 (dx)]. Les résultats de [28],
II peuvent donc être démontrés comme la proposition 1 (§ 1, chap. III)
[dans [28], m est une mesure abstraite]. Inversement, vu l'équivalence
d'hypothèses ci-dessus, la relative compacité de B (g) apparaît comme
un cas particulier d'un résultat de VALADIER [29] où R^ est remplacé par
un Banach.

Le théorème 4 et la proposition 1 résolvent le problème (Ps) (cf. Intro-
duction). On peut donner des conditions nécessaires portant sur les
solutions optimales (paramètres de Lagrange) qui ont un intérêt théorique
en économie mathématique et pratique pour le calcul de ces solutions [5].

Contrôle optimal. — Les propriétés de continuité des critères distribués
et la compacité des espaces M (/i, ...,fn) entraînent immédiatement
des résultats d'équicontinuité qui étendent ceux déjà obtenus ([3] et [16]).
Ainsi avec les hypothèses et les notations de la proposition 2 l'ensemble
des applications

T.: y ç L P ( X , W ) ^ f ( . , y ( . ) , u , .)eI/(X,R),

( r )pour u variant dans B (g) == ^ u g (x, u (x) d x ^ l ' > est équicontinu
\ v /

pour les topologies fortes.
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Nous avons introduit au départ l'hypothèse de compacité sur la fonc-
tion d'état (« u-^yu ») pour étendre les résultats cTI. EKELAND sur la
relaxation des systèmes gouvernés par des équations aux dérivées par-
tielles elliptiques au cas des équations paraboliques et hyperboliques.
Les méthodes utilisées nous permettaient en outre d'établir un théorème
d'existence pour un espace de commande borné dans Z/0. Reprenant
l'hypothèse de compacité sur la fonction d'état, I. EKELAND étendit
ce théorème d'existence au cas d'un espace de commande non borné en
introduisant une hypothèse de coercivité sur la fonction coût : f est de
Carathéodory et vérifie une inégalité du type f (x, y , u) ̂  a (x) + b | u \P.
On rejoignait ainsi les théorèmes d'existence de L. CESARI, qui étaient
établis en usant d'une transformation assez particulière des équations
aux dérivées partielles. Le théorème que nous donnons ici (th. 5) recoupe
les travaux récents de L. CESARI [13] et M. F. BIDAUT [6]. Son originalité
est dans l'emploi des intégrandes normales à la place de fonctions de
Carathéodory et dans l'utilisation de la relation de majoration intégrale.
Mais dans les théorèmes de M. F. BIDAUT et L. CESARI, l'espace que
nous notons Y est un espace de Banach (et non pas R").

Les résultats du type du théorème 6 et de son corollaire sont dits
« théorèmes de relaxation » selon la terminologie de WARGA et I. EKELAND.
On associe à un problème de calcul des variations non convexes qui n'a
pas (en général) de solution, un problème dit « problème relaxé » qui a
des solutions, et dont les solutions sont les points d'adhérence des suites
minimisantes du problème original. On précise ainsi la structure des
suites minimisantes.

Le théorème 6 et son corollaire permettent de retrouver les résultats
de WARGA sur les équations différentielles [30] et de I. EKELAND sur
les équations elliptiques [16]. On trouvera dans [2] d'autres exemples
(problèmes paraboliques, hyperboliques, non linéaires).
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