BULLETIN DELA S. M. F.

HENRI SKODA

Sous-ensembles analytiques d’ordre fini
ou infini dans C"

Bulletin de la S. M. F., tome 100 (1972), p. 353-408
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1972__100__353 0>

© Bulletin de la S. M. E., 1972, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/lsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1972__100__353_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
100, 1972, p. 353 a 408

SOUS-ENSEMBLES ANALYTIQUES
D’ORDRE FINI OU INFINI DANS C-

PAR

Hexrt SKODA
[Nice]

REsuME. — On démontre qu’on peut définir un ensemble analytique X dans G-,
de dimension pure p, 4 l’aide de n + 1 fonctions entiéres, dont la croissance est
majorée par la croissance du volume de X. On donne ensuite des généralisations de
ce résultat aux ouverts de Stein de C~, et a des variétés de Stein. Utilisant les esti-
mations L? de L. HORMANDER, on est ramené a la construction d’une fonction pluri-
sousharmonique, convenablement associée au courant d’intégration sur X. Plus
généralement, on associe 4 un courant 0, positif, fermé, une fonction plurisous-
harmonique dont les propriétés sont liées a celles de 6. On en déduit une application
a I’étude de la structure des courants positifs, fermés.
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Introduction

Soit X un sous-ensemble analytique de G, fermé, de dimension pure p,
avec 0 < p £ n— 1. On désigne par o (r) le volume (2 p-dimensionnel)
de X dans la boule euclidienne de centre O et de rayon r > 0. On pose

v()=7m"Pplr2ro(r)

BULL. SOC. MATH. — T. 100. — Fasc. 4 23
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[pour p = 0, o (r) désigne le nombre de points de X dans la boule fermée
de rayon r, et ¢ (r) = v (r)]; on sait (cf. [14]) que v (r) est une fonction
croissante de r.

L’existence et la définition de la mesure positive, « volume » d’un
ensemble analytique, résultent d’un travail de P. Leronc [16], qui
définit également la notion de courant positif dont nous ferons usage ici;
on renvoie le lecteur au livre de P. LELoNG [14] pour les propriétés
générales des courants positifs.

Si X est une hypersurface (p =n-—1), il est bien connu, d’aprés
les travaux de P. Lerone [12], W. Storr [25], B. A. Tavror [27],
R. O. Kusara [10] et H. Skopa [21], qu’on peut définir X & l'aide de
fonctions entiéres dont la croissance est liée de facon précise a v (r)
ou a o (r).

D’autre part, d’apres un résultat de E. Bisaop [1] et W. StoLL [23],
si v (r) est borné (mais p quelconque), X est algébrique. Le but principal
de cet article est de généraliser ces résultats, en supprimant les restrictions
sur la dimension de X et sur v (r). La méthode employée permet en outre
d’obtenir des résultats semblables pour les ouverts de Stein de G et
pour les variétés de Stein, ainsi qu'un théoréme sur la structure des
courants positifs, fermés. On a le résultat suivant :

TutoriME 1. — Pour lout ¢ > 0, il existe n + 1 fonctions entiéres F,,
F,, ..., F,y,, telles que X soit exactement Uensemble des zéros communs
aur F; (j=1,2,...,n+ 1), et qui vérifient, pour r = | z| assez grand,
lune des majorations suivantes :

1olog |Fi(2) | £ C () r2a (r + ¢);

20 log |F; (2) | £ C(e)log?rv (r + ¢71);

30 On se donne, en plus de ¢ > 0, un nombre d > 0. On peut alors
choisir les F'; de sorte que

Al+r

log | F; (@) | < C (e, d) (1 + 1) / 4=ty (t + ety dL.

1

“+ o
40 Dans le cas particulier ott 0&X etf 2y (f) dt <+ o0, on a
0

log | F; (2) | < C(e)[fr+at—‘ v (t) dt + (r + s)f+jt—2v ® dt].

C (¢) désigne une constante qui dépend de ¢, p, n ef X.

Ce sont les majorations 3° et 4° qui semblent les plus intéressantes
en vue des applications a I’analyse fine. En particulier, le 4° redonne le
résultat de W. StoLL et E. Bisnopr; la majoration 3° permet de traiter
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complétement les croissances d’ordre fini, avec les raffinements habituels
sur le type et les ordres précisés de Valiron. Par exemple, si v (r) vérifie
une majoration du type v (r) =< C r, X peut étre défini par des fonctions
entiéres de type exponentiel.

Lorsque v (r) est d’ordre p, Y. C. PAN (cf. [17]) avait démontré qu’on
pouvait définir X par des fonctions d’ordre inférieur ou égal a p, mais
il faisait une importante restriction sur le comportement a U'infini de X.

Dans le cas p=n—1, il y a deux problémes voisins, mais bien
distincts. On peut, d’'une part, chercher une fonction entiére s’annulant
sur X, et seulement sur X, c’est le second probléme de Cousin, considéré
par P. Lerong [12], W. StorL [25], et aussi R. O. Kusara [10] et
H. Skopa [20] et [21].

Notre méthode ne permet pas de retrouver ce genre de résultat.
Mais on peut, d’autre part, chercher des fonctions entiéres s’annulant
sur X, et éventuellement ailleurs (en fait n + 1 de ces fonctions
suffisent pour définir X), on retrouve alors la plus grande partie des
résultats de ce type figurant dans [25], [27], [10] et [21], & ’exception de
certains résultats d’analyse fine de B. A. TavLor [27]et R. O. Kusavra [10].

Comme la démonstration du théoréme principal est longue et technique,
nous indiquons ici les principales étapes de cette démonstration.
Le point de départ est le théoréme suivant :

TutoriME 2 (L. HORMANDER, E. BoMBIERI). — Soient & un ouvert
pseudoconveze de G, V une fonction plurisousharmonique dans &, z,€ 2 un
point tel que e~V soit sommable au voisinage de z,, alors il existe une fonc-
tion F, holomorphe dans L, telle que

F(z)=1,
et

f9| F@Pexpl— V@I + |z dz < + co.

Le théoréme est une conséquence aisée des théorémes d’existence
d’Hérmander pour l'opérateur 0 (¢f. E. Bomsiert [2]). Suivant
E. BoMBIERI, on remarque que F s’annule nécessairement en tout point
oll e~ est non sommable. On construira donc une fonction plurisoushar-
monique V dans G, continue en dehors de X, égale & — co sur X, telle
que e~ soit non sommable en tout point de X, et convenablement majo-
rée (supérieurement) a I'infini. La construction de V est la principale diffi-
culté de cet article et occupe les paragraphes 2, 3,4,5 et 6. Cette
construction ne fait intervenir que le courant d’intégration 0 associé
a X, et non pas ’ensemble analytique X lui-méme. Il en résulte qu’elle
peut étre généralisée & n’importe quel courant, positif, fermé, 0, dans C~,
et qu'elle permet d’associer 4 un tel courant 0, une fonction pluri-



356 H. SKODA

sousharmonique V, dont les propriétés sont étroitement lides a celles
du courant 0. Donnons une description sommaire de V. Dans ce but,
on choisit une partition de l'unité p, de classe C* dans C», et une
suite n; de fonctions dans @ (C"), n; étant égal 4 1 sur un voisinage
du support de p;.

On pose
U@ =— [ 12— [0 @ ds @,
G'l

ol o désigne la mesure trace de 0. Puis, on pose
U= 271 1 P U/'

La fonction V est alors choisie égale 8 U 4+ W, ou W est une fonction
continue suffisamment fortement plurisousharmonique, simple; par
exemple, pour la majoration 4°, on a

1+r

WE=CGEd(dA+r)F =ty (4 e b dt r=1z]).

1

Pour démontrer que V est plurisousharmonique, on commence par
estimer le hessien de U; au voisinage du support de p;. L’estimation
du hessien de U; fait 'objet du paragraphe 2 (proposition 2.2), c’est
I’étape cruciale de la démonstration, car c’est la qu’intervient I’hypo-
thése que 0 est un courant positif, fermé. Nous ne savons pas, pour
Iinstant, procéder autrement que par des méthodes tres techniques,
consistant a transformer d’abord U,, puis & dériver sous le signe somme,
a transformer ensuite le hessien par la formule de Stokes, et finalement
a considérer le produit de 6 par certaines formes différentielles positives
remarquables (lemme 2.1). La considération du courant 0 au lieu de X
présente I’énorme avantage de permettre I'usage de la régularisation :
on fait tous les calculs en supposant 0 de classe C~.

Le paragraphe 3 étudie le cas p = n—1 (et p = 0), qui échappe aux
méthodes du paragraphe 2.

Le paragraphe 4 donne une méthode de construction d’une fonc-

+ ®
tion V, particuliere aux croissances lentes, lorsque f 2y () dt < + 003
1

on obtient alors pour V un potentiel canonique explicite, qui généralise
le potentiel canonique de P. LErLong [12], relatif au cas p =n—1.
Or on sait que ces croissances lentes sont d’un intérét tout particulier
pour I'analyse fine; la majoration 4° du théoréme 1 en résulte d’ailleurs.

Dans le paragraphe 5, on revient a I'estimation du hessien de U;
on choisit convenablement les suites p; et 7, et on aboutit, a 'aide
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d’une technique un peu pénible mais classique de partition de I'unité,
4 un « défant de plurisousharmonicité » pour U en — (v (r + e r)/r) | A |2
(cf. lemme 5.1). On construit alors une fonction W explicite, fortement
plurisousharmonique, de fagcon a compenser le « défaut de pluri-
sousharmonicité » de U.

Le choix fait dans le paragraphe 5 pour p; et =n; n’a rien d’absolu,
et pour des croissances particuliéres de o (r) ou v (r), on peut espérer
ameéliorer les résultats par un choix plus adapté de p; et n;; c’est préci-
sément 1’objet du paragraphe 6, qui concerne surtout les croissances
d’ordre infini.

Dans le paragraphe 7, on démontre que e~*” est non sommable sur X
pour un choix convenable de la constante k. Pour un courant 0, positif,
fermé, quelconque, on étudie la liaison entre la densité ou nombre de
Lelong v () du courant 0 au point z, et le fait, pour e~*”, d’étre sommable
ou non au point z. C’est I’étape décisive (et technique) pour le théoréme
sur la structure des courants positifs fermés du paragraphe 11.

Le paragraphe 8 est consacré a la démonstration du théoréme fonda-
mental (théoréme 1), qui consiste a4 reprendre de facon détaillée la
démonstration du théoréeme 2, en la combinant avec un raisonnement
sur la dimension de certains sous-ensembles analytiques, did &
H. GrauEert. La difficulté est d’obtenir n 4 1 fonctions, tout en conser-
vant la bonne croissance a l'infini.

Remarquons que lorsque X est une hypersurface, les fonctions F,
s’annulent sur X avec une multiplicité éventuellement supérieure a 1,
et peuvent s’annuler en dehors de X; on ne résoud donc nullement le
second probleme de Cousin.

Dans un travail antérieur [21], nous avions démontré, pour les hyper-
surfaces, un théoréme trés proche du théoréme 1, en utilisant le théo-
réme 2; mais la construction de la fonction plurisousharmonique V
utilisait un artifice de régularisation, particulier aux hypersurfaces,
tandis qu’ici on utilise une « solution locale du probléme » et une
partition de I'unité. Cette nouvelle méthode, quoique plus difficile sur
le plan technique, me parait néanmoins plus souple, d’adaptation plus
aisée a des situations particulieres. La preuve en est qu’elle permet
une généralisation aux ouverts bornés pseudoconvexes de C7, qui fait
I’objet du paragraphe 9; on démontre une variante du théoréme 1 pour
de tels ouverts. Signalons un résultat récent de G. LaviLLE [11], relatif
aux hypersurfaces d’'un ouvert strictement pseudoconvexe étoilé;
la situation envisagée par lui est assez différente, car il résoud un second
probléme de Cousin. Comme une variété de Stein se plonge dans un
espace G, le théoréme 1 permet, théoriquement au moins, de résoudre
des problémes semblables pour une variété de Stein quelconque, il suffit
de connaitre un plongement suffisamment explicite. On utilise cette
propriété pour démontrer dans le paragraphe 10 qu’une famille bornée
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(en un sens naturel) d’ensembles analytiques dans une variété de Stein
peut étre définie & ’aide de n + 1 familles bornées de fonctions holo-
morphes.

L’hypothese que X est de dimension pure p n’est pas essentielle,
si X est de dimension < p, on décompose X en une réunion d’ensembles
analytiques X,, Xi, ..., X,, X; étant de dimension pure j. Le théo-
réme 1 reste vrai, en prenant

o) =0a, () +0o. () +...4 7, (),

o (r) désignant le volume (2 j-dimensionnel) de X, dans la boule de
rayon r, et on prend

v(I) =vo (1) +vi (@) ...+ v, (1),
avec
v;(r)=7n7jlr=2/o;(r).

Le paragraphe 11 utilise la proposition du paragraphe 7 pour démontrer
que I’ensemble E. des points z du support d’un courant 6, positif et fermé,
ou la densité v (z) du courant 0 est supérieure ou égale a ¢ > 0, est
contenu dans un ensemble analytique X de dimension < p, I’ensemble X
étant lui-méme contenu dans E., ou ¢’ = (1 — p/n)c.

On généralise ainsi des résultats de E. BomBIERI [2] et de F. R. HARVEY
et J. R. King [6].

Les résultats de cet article ont été annoncés dans une Note [22],
a lexception du résultat relatif aux ouverts bornés, pseudoconvexes
de G~

Le lecteur, désireux d’aller rapidement, pourra ne lire d’abord, apres
Iintroduction, que les paragraphes 1, 2, 4 et 5; il est également invité
a ne considérer d’abord que le cas p = 1 dans le paragraphe 2.

Afin d’alléger les notations, nous avons désigné par U des fonctions
différentes dans les paragraphes 2, 5, 6 et 7; le contexte ne permet
aucune confusion.

1. Courants positifs et formes positives, courants d’ordre fini
dans C»

On désigne par @ (G*) I'espace des fonctions de classe C*, a support
compact dans G*; on désigne de méme par @, , (G%) I’espace des formes
différentielles de bidegré (p, q), de classe C*, a support compact dans G”;
on notera enfin par @, (G*) I'espace des courants de bidegré (p, g).

On choisit comme (n, n)-forme fondamentale sur G la forme

<§>ndz, Adis Ndzs N\ d2 A ...\ dza \ dzn,
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ce qui permet d’identifier les O-courants, les 2 n-courants et les distri-
butions sur Ge. On identifiera également une forme différentielle de
bidegré (p, q) avec le courant de bidegré (p, q) qu’elle définit.

Au cours des démonstrations, nous ferons un usage fréquent des
propriétés des courants positifs, fermés. Nous rappelons donc les défi-
nitions et les propriétés relatives aux courants positifs, fermés, en
renvoyant & P. LeLoNG (cf. [14], par exemple) pour les démonstrations.

DErinITION. — Un courant 0, de bidegré (n— p, n—p), est dit
positif, si pour tout systeme de p formes différentielles oy, s, ..., @,
de bidegré (1, 0), de classe C®, a support compact, la distribution
OANTaNa)A Taa Aa)A... A\ ({ap A ) est positive.

Une forme différentielle est dite positive, si le courant qu’elle définit
est positif.

Un cas particulier trés important est celui ou 0 est de bidegré (1, 1),
si 0 s’écrit en écriture canonique

(11) e=i2/,k6jkd2j/\d§k,

ot les 0 sont des O-courants ou distributions sur G», avec 1 = j, k =< n.
La condition de positivité est alors équivalente a la condition

(1.2) 0 h > 0,

pour tous 2;€C. Si 6 =id d"V, ot V est une fonction semi-continue
supérieurement sur G, 0 est positif si, et seulement si, le hessien de V,
X (02 V/[dz; 0z) A, M, est positif (les dérivées sont calculées au sens
des distributions); autrement dit, 0 est positif si, et seulement si, V est
plurisousharmonique.

Les courants positifs vérifient les propriétés suivantes :

(@) Un courant positif 6 est d’ordre nul, autrement dit ses coefficients
sont des mesures complexes.

(b) Si pem (C*) est une fonction positive et si 0 est positif, le courant
régularisé O p est positif.

(¢) Si0 est positif, et si » est une (1, 1) forme différentielle, de classe C*,
positive, le courant O A w est positif.

11 en résulte que si 0 est de bidegré (n — p, n — p) et siles p formes w,,
Wy, . . ., wysont debidegré (1, 1) et positives,lamesure 6 A w; A wa, A ... Aw,
est positive.

L’exemple fondamental, qui nous intéresse ici, de courant positif,
est constitué par le courant d’intégration sur un ensemble analytique X,
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de dimension pure p. Si ¢ désigne un élément de ®@,,, (G*), le courant 0
associé 4 X est défini par

(1.3) <m¢>5£q

Si X est une sous-variété de C», l'intégrale définissant {0, ¢ > est
parfaitement définie. En revanche, si X posséde des singularités, la défi-
nition précise et la convergence de (1.3) est un résultat fondamental dit
a P. LeELoNG [14] (cf. aussi STOLZENBERG [26]). De plus, on a le résultat
suivant, dit également 4 P. LELONG :

PropositioN 1.1. — Le courant d’intégration sur un ensemble analy-
tique est positif ef fermé.

Autrement dit, on a

d"0=0 et d 6 =0.

Nous introduisons maintenant certaines formes différentielles posi-
tives, qui jouent un trés grand réle dans I’étude des propriétés métriques
des courants positifs, fermés. Afin de simplifier I’écriture dans la partie
la plus technique de cet article (a savoir le paragraphe 2), nous ne prenons
pas exactement les mémes définitions que P. LELONG, nos formules sont
les mémes, mais a un facteur 2 ou 2—7 prés. On pose par définition

(1.4) «—iddloglzl
1.5 B=idd |z —ix., dy A dz,
(1.6) y=id|zP ANd"|z]=1i(Zh, T dre) N\ (Bizy Tk dTi).

On a la relation

(1.7) am B Y

On désigne par «” le produit extérieur « A a A ... Ao, de p formes
identiques 4 . Comme y A v = 0 et que 3 et v commuttent, la formule
du binéme, donne la relation

(1 . 8) aP ﬁp ﬁp_‘ A T

~Tep TP Tape

permettant de calculer «” en fonction de 8 et y. En multipliant (1.8)
par v, on obtient

(1.9) @ Ny =lzl7E AT
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En remplagant p par p—1 dans (1.9) et tenant compte de (1.8),
on a

(1.10) |z|~2rBr =ar 4+ plx|*ar— A Y,

relation qui donne 37 en fonction de o.

Nous aurons besoin des formes différentielles en x, a coefficients
fonctions de x et de z, définis par

(1.11) a(@—2z)=id,d,(log|z — z]?),
(1.12) vy@—2=id,(|lx—zP)DANd, (| —2z]).

On met z en indice afin de préciser que I'on dérive la variable .
Comme les formes o (r —z) et y (x — 2) se déduisent de o et y par le
changement de variable x> x—z, et que la forme (3 est invariante
par translation, on déduit de (1.10) la relation

(1.13) |g—z[ " pr=a@—2)+plz—z[*a@—2AyE—2),

qui servira de base pour I’étude du hessien des potentiels que nous
introduirons.

Les formes «, B et o (x — z) sont fermées.

A un courant positif 0, on associe les mesures positives suivantes :
(1.14) a=%p—0/\ﬁf',
(1.15) v=0Q2mn)"r0 A a7,

appelées respectivement mesure trace et mesure projective du courant 0.
Si 0 est le courant d’intégration sur un ensemble analytique X, la mesure
trace ¢ n’est autre que « I’aire » de X.

On montre aisément que la mesure ¢ majore la valeur absolue des
coefficients du courant 0 (qui sont des mesures).

Soit o (r) = do (x) la mesure ¢ portée par la boule de rayon r.
x| <r

On a I'important résultat suivant (c¢f. P. LELoNG [14]) :

ProposiTioN 1.2. — Si le courant positif 0 est fermé, r—2r o (r) est
fonction croissante de r, pour r > 0; soit v (0) le nombre défini par

v (0) =lim,5,m? plr=2r o (r),
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Uintégrale f dv (x) est convergente, et on a
o jx|<r
v (0) + dv(z) =7Pplr=ro(r).
o<z l<r

On appelle v (0) le nombre de Lelong ou densité du courant 0 en 0.
On définit, de méme, le nombre de Lelong v (zZ) du courant 6 au
point zeG» par la formule

(1.16) v (2) = limys o P p | 2 f do (z)
lx—z|<r
et on a la relation
(1.17) v (2) + (2 m) 7 f w @ —2) \ 0 @)
o |x—z|<r

L BN
[e—s]<r

Si 0 est le courant d’intégration sur X, on démontre (cf. [26]) que
(1.18) v ()1, lorsque zeX

(en fait, dans ce cas, v (z) est entier > 0).
Comme la mesure ¢ majore les coefficients de 0, on est amené a prendre
les fonctions o (r) ou v (r) comme indicatrices de croissance du courant 0.
On dira que 0 est d’ordre fini p si
log (1) _

(1.19) lim sup, 4 Togr 0.

On dira que 0 est de p-type nul, resp. normal, resp. maximal, si
lim sup, . r—? v (r) est nul, resp. fini, resp. infini.
On dira que 0 est d’ordre infini si
logv(r)

lim sup,s ¢« logr + oo.

On définira l'ordre et le type d’un ensemble analytique X comme
I’ordre et le type du courant d’intégration sur X, dans ce cas, o (r) n’est
autre que le volume de X dans la boule de rayon r.

Nous aurons besoin du résultat bien classique suivant qui résulte de
la croissance de v (r) et ¢ (r) :

+
ProposiTioN 1.3. — La convergence de Uintégrale f t-edv (1),
1
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+
équivaut a la convergence de f v({)te-1dl, et a la convergence de
1

f t-¢-2 d (f) pour p > 0 (cf. par exemple [12]).

2. Hessien du potentiel d’'un courant a support compact

Afin de faciliter les calculs de différentiation sous le signe somme
et d’intégration par parties, on suppose, dans tous les calculs qui vont
suivre, que le courant 0 est une forme différentielle de classe C*, positive,
a support compact. On suppose 0 de bidegré (n — p, n — p), avec
1 Zp~=n—2, et par conséquent n > 3. On considére le potentiel U
défini par

@.1) U@ =—[ |z —a8 A0 @)
c’l

Exprimons d’abord U a l'aide de la forme différentielleen x, «” (z — x),
d’aprés (1.13), on a

2.2 |z—z[wpr=ar(z—2)+plz—2x|Y@E—2) A\ (z — 2).
On a, d’autre part,

z—xty@E—n)=ilz—z|"d |z —zPAd |z —2P,

2.3) {|z—x|“y(z—x)=id;loglz—x|‘2/\df;,log|z—x|'-’.

De (2.1), (2.2) et (2.3), on déduit
(2.4) U@ =— [ a2 @ —2) A0 @)
o

—p [ id.loglz—z} Adlog|z — 2z
c'l

Nar=t(z—x) A0 (2)
[on pose a?—' (z —x) =1, si p =1].
Pour simplifier 1’écriture dans les calculs, nous désignerons par E
la fonction log |z — x |2, et nous choisissons de ne pas écrire systéma-

tiquement les variables z et z, nous écrirons « et 6 au lieu de « (z— 1)
et 0 (z). Avec ces conventions, on a donc

(2.5) U(z)=—fap/\e—pfid;E/\d;@E/\aH/\e.
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On transforme la premiére intégrale en utilisant la formule de Stokes

ar N0 =id,d.E\art A0
=id,LENar— NO) +id.ENart A\d,0,

—_— 0!”/\0 =lim5>0— ap/\e
(o |z—x|x¢

— limes.o —fidf;E/\ a1 )\ 8
Js,

~[ id.E A ar— A d,0.

Viz—x|xe

S: désignant la sphére de centre z et de rayon ¢ orientée par la
normale intérieure. Or les coefficients de la forme i d), E A\ a7—* A 0 sont
majorés par O (¢?7+!) sur la sphére S.. Comme le volume de S
est O ('), l'intégrale fid:.’L.E/\ a7t A 0 est majorée par O (2 ?7)

Se
et tend vers O quand ¢ tend vers zéro. On a donc

_f N0 =— [ id,EAw Ad,9,
cr c"

(2.6) U(z):—fid,’;E/\aPH/\d_'L.() —pfid;EAd;E/\a» "0,

Posons

U, @) =— fidf;EAaﬂ—V\d;o,

U.@) =—p [ 1. EALENw \D.

De sorte que
2.7 U=U,+ U..

Afin d’alléger 1’écriture, nous allons calculer non pas directement le
hessien de U, mais la forme différentielle en z de bidegré (1, 1) i d. d, U.
Nous allons utiliser la notion de forme double, c’est-a-dire de forme
différentielle en z & valeurs dans les formes différentielles en .

Nous renvoyons & De Ruam ([18], § 7) pour une définition des formes
doubles et pour I’étude de leurs propriétés (cf. aussi les produits tensoriels
d’algébres dans BourBaxki [3], § 3, et les formes différentielles & valeurs
dans un espace de Banach par H. CarTan [4]). Rappelons simplement
les regles formelles suivantes; une telle forme s’écrit en écriture cano-
nique :

Yis kL ansk L (dz N\ dz) @ (dxg N\ dzy),
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ou I, J, K, L sont des multi-indices, ou a; . est une fonction de z
et de z, et ol dz; désigne le covecteur :

dz = dzil A dz;, A A dZ,'_,,

avec I = (iy, is, ..., Ip).

De méme, dz, désigne le covecteur dz;, \dZ, A\...A\dz, avec
J = (oo - rdio)-

Nous commettrons 'abus de langage consistant a identifier dz;
avec dz; ® 1 et de méme dx; avec 1 Q dxy, on a alors I'écriture dz; A dx;
pour I’écriture plus correcte :

(dZ/' ® 1) /\ (1 ® dxk) = de ® dxy.

Il n’y aura pas d’ambiguité, car nous ne considérons pas ici de formes
différentielles extérieures sur G x G, mais seulement des formes doubles.

Formellement, les dz; et dz; commuttent avec les dx; et dx;, tandis
que dz; et dz; anticommuttent entre eux.

On a deux sortes d’opérateurs de différentiation extérieure, les opéra-
teurs d; et d. de différentiation en z et les opérateurs d, et d., de diffé-
rentiation en x. Les opérateurs d, et d, commuttent avec les opéra-
teurs d), et d’, tandis que les opérateurs d’, et d’ anticommuttent entre
eux (de méme pour d, et d;).

Dans la suite, nous intégrerons les formes différentielles doubles, de
bidegré (n, n) en z, par rapport a z, et le résultat de l'intégration sera
une forme différentielle en z. L’usage des formes doubles n’est nullement
indispensable, mais permet de condenser I’écriture; le lecteur peut,
s’il le désire, faire tous les calculs en remplacant le symbole d, par

", A; 0[0z; et en modifiant certains signes, il obtiendra alors direc-

tement le hessien de U,
> U

Xz 0z; 0z Aj Are

Dans les calculs qui suivent, les termes importants sont ceux ou

figurent 0, les termes secondaires sont ceux ou figurent d,9,d,.0 et d,.d’,0.
On a, par dérivation de (2.7), sous le signe somme :

@.8) id.d U —— fid; & (i d.E N2 \d, 0),

2.9) id, d, Ug=—pfid’zd’;(idfrE/\d;E/\aﬂ—l/\6).
Comme 6 ne dépend que de x, on a

2.10) id,d, U, =— fid’z d.(id.EN\a")\d,0,

@.11)  id,d. U =—pfid; & Gd.ENdE N ar) A0,
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On transforme maintenant uniquement (2.11). Les calculs qui vont
suivre sont compliqués pour p quelconque, mais se simplifient massi-
vement lorsque p = 1, le lecteur pourra donc ne considérer d’abord
que le cas p = 1.

Désignons par o la forme id, E A\ d. E, on a
2.12) w=1id,ENd,E,
Q1Y) id, d,(wAart)=id. d.w Aot +id. o Ad, (@)
—idiw \Nd, (@77) + o Aid. d. (@)

Comme o et o sont des formes réelles, on a
Q2.14) id. d.(wAar) =1id,d, o )\ ar!
+2Reid, w Ad, (7)) + o Ald, d, (" ).

Calculons id, d, w en remarquant que E =log|z—zx|* est réelle;
d’aprés (2.12), on a

(2.15) id. d, v =2Reid, d. d,E\Nid,E
+id.d.ENid,d, E—id,d.EN\id. d.E.
Comme les formes o et d, « commuttent, on a
(2.16) d,or—t =(p — 1) d, a \ ar2,
2.17) d.d, a7 =(p —1)d.d, a \ ar—?
+@ - —2)d;a\Nd;a \ar?,

(on pose a—' =0, a—? = 0).
De (2.11), (2.12), (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17), il résulte qu'on a

2.18) id.d;Uy=pi+ L.+ L+ L+ I+ I + I),

avec
1,=2Ref—id;d;d;E/\id;.E/\ap—tAe,

L= —id.d. EAIL & BN A,
Iz=fid;d§E/\id_’;d’zE/\ap~1/\e,
L=2(—DRe[ —id. . ENIGEAL o\ or2 NS,
I;=2(p—1)Re | —id, ENid,d.EN\d;a)\ar N\,
L=@-1[—id.EALENIL & apor b,
Iv=(p_1)(p—z)f—id.'rE/\dLE/\id;a/\d’;a/\ap—s/\e_
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Remarquons qu’on a par exemple id, d. « = id, d, (i d, d, E), nous
allons donc transformer I,, I,, I, I;, I; et I, par intégration par parties
de facon a éliminer « 'excés de dérivation portant sur E » Désignons

par w;(j=1,2,...,7) la forme différentielle sous le signe somme
de I;. On a

oy =—id,d,d,ENid, ENa” N0,
oy =d (—id. d, ENiId,ENa”*) A6
Fid,d.ENid, dENoar N6,
La forme d,, (—id,d. E Aid, E \ a»—) étant de bidegré (p—1, p+ 1)
en x, et O de bidegré (n— p, n—p), on a
wy=dy (—id, d, ENId.,ENoa?"YAO 4 id.d. EANarAS,
(2.19) 2Rew, =d,(—id.d.ENid. EANar—)\ O
+2id,d,ENa? \O
(avec d, = d, + d}).
Pour w,, on a
w,=—1id,d. ENd,d.EN\ar— )0,
we=d(—id. ENid,d, ENar~)AD
+d.(—id,ENidyd, ENar~) A\
+id,d, ENid,d,EN\ar—" A0,
(2.20) we=d,(—id,EANid.d. ENa?"")AO + w,.

On transforme o,

o, =—1d,d, ENid,ENd, a \ar—2 A0,

o, =d, (—Id, ENid, ENd, a \a”2) A0
+d.(—id, ENid,d,EN\ar—)A\D
+id,d: EAid,d. ENar—t A6,

(2.21) o, =dy (—Id, ENTd,EANd, a \a?) A0
+de(—id, ENId. d,ENar) A\ O + w,
On transforme enfin w;
ws =—Iid, ENid,d,ENd, a \ a?72 )\ 0,
oy =d,(d, ENid,d, ENid,d,ENar)\0
+id,d,ENid,d,EN\art A0,
2.22) w;=d.((d,ENid,d,ENid,d, EN\a?)A\ 04 v,
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De (2.19), (2.20), (2.21) et (2.22), il résulte que
22 L+ L+L+L+1
=2fid;d;E/\aw/\ﬂ—|—(4p——2)fco3+fdxcp/\6
ou ¢ désigne par définition la forme

(2.24) 9 =—id,d,ENid;ENar— —id, ENid.d, E\ a»—
—@2p—2Reid,ENid,ENd, o\ ar—
—@p—2Reid EANid,d, ENar
+@p—2Reid,EANid.d.ENid,d,E N\ ar—.

On transforme l'intégrale f d. o A\ 0 par la formule de Stokes

fd,ﬂp/\@:lime}of d.g A0
o ls—z e
=1im3}0‘f d. (9 AO) + 0 AdyO
ls—a|ne

(¢ est de degré impair en x),

fdl.cp/\():lims_>ofcp/\9-|—f o A\ dy 0.
ar S |z—x|>¢

Les coefficients de la forme ¢ sont des fonctions homogenes de
degré —2p—1 en z—ux, les coefficients de ¢ sont donc majorés

par O (¢e27~') sur S, les coefficients de f ¢ A O sont donc majorés
S,

par O (e2"—*7—2) et tendent vers zéro quand ¢ tend vers zéro (car p <n—1),

on a donce
fdxcp/\(i:fcp/\dxe.

Et d’aprés (2.23), il vient
(2.25) I+1,+1,+ 1, + I
=2fid’zd2E/\aﬁ/\6+(4p—2)fw3 —]—fcp/\dxﬁ.

Il reste a transformer I; et I,

(2.26) I<-,+I7=(p—1)f—id'xE/\d;'L,E
ANid,diaNa+ (P —2)id,a\d. o] ) ar? A0,
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On a
id,d,a\Na=id,d,(id,d, EN\ ),
id;a\Nd,a =id,d,(id,d,E\id,d. E).
Si on pose par définition
@.27) b=id, d;ENa+(p—2)id.d.E\id,d, E,
' 1=—1d, ENd,EN\ar= A\,

on a simplement

(2.28) Is+Iv=(p—1)fid.’rd.’;kP/\x-

Introduisons I'opérateur dS = i (d, — d;) (cf. WEIL [28]), un calcul
immédiat montre qu’'on a

de (@Y N7 — Y ANdix)
=2id, d. YAy — 2y Nid. dx+2id, Y Ndey —2id YN dey.

Mais ¢ étant de bidegré (1, 1) en x, et x de bidegré (n—2, n —2)
en z, les formes d, ¢ A d, y et d. ¢ A d, y sont nulles, on a

1 . ! " S U "
(2.29) gde @y Ay —YANdeyp) =idede Y Nx —YNidod
Appliquons la formule de Stokes :

.y " « 1 ¢ c
f ldxd.r"l’/\x= q’/\ldzd.rx—l'ﬁfdxq’/\x—q’/\dxxf
|x—z|>¢ |l —z|xE

Se

Sur la sphére S. les coefficients de la forme dS ¢ A x — ¢ A dS % sont
majorés par O (¢—*7~1), les coefficients de l'intégrale

fsd;kP/\x—-Ll»/\dix

sont donc majorés par O (e2»—27—2) et tendent vers zéro quand ¢ tend
vers zéro. On a donc

fid;d;;upr= YAid, doy,
n ar

(2.30) IG+I7=(p—1)ka/\id;dix-

Un calcul immédiat montre que
id.d,y=0""AN0 —2Reid, EAar2\d,0
—id,ENd,ENar? Nid,d, 0.

BULL. SOC. MATH. — T. 100. — Fasc. 4 24
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On a donc, d’aprés (2.27) et (2.30),
(2.31) I.;+I7=(p—1)fid;d2E/\aP/\0 +(p—1)(p—2)fwﬂ

@ =1 [YA@ReILEA«NLD
+id,EANd,ENid,d,0) A\ ar—.

D’aprés (2.18), (2.25) et (2.31), on obtient

2.32) id.d. Ug=p(p+1)f(id’zd’;E/\a
+pid;d; ENid.d, Ey\ o=t \
+pf<9/\dxe—p(p—l)

xf¢/\(2Reid;E/\a/\d;6
Fid.ENLENid,d.0) Ao

Le premier terme seul sera d’une importance fondamentale.
On regroupe les résultats des calculs précédents dans I’énoncé suivant

ProrosiTioN 2.1. — Le potentiel U associé a une (n— p, n — p)
forme différentielle § de classe C*, a support compact, est de classe C2,
et on a

id,d, U =p<p+1)f<id; d,ENa+ pid,d,E \id.d, E)
NPt A0+ T+ Je + Js

avec @
Jo=—[id.d @& ENa A0,

J? =pf(P/\dxey

Ji=—p(@—1[$AQ@Reid, ENa L,
Fid,ENdLENid, d,0) )\,

Y=id,d,ENa+(p—2)id,d. ENid,d.E,

o—=—id, d,ENid;ENar— —id, EA\ided, E N\ oar—
—@p—2Reid, ENid.EN, a \ a7
—@p—2)Reid,ENid,d. E ) ar—
+@p—2Reid,ENid.d,ENid.d" E )\ ar,

E=log|z—xl.
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Le lemme suivant montre que la premiére intégrale, dans I’expression
de id, d; U, est une forme positive, lorsque 0 est positive.

Lemme 2.1. — Soit 9 une forme positive, pour tout };€ G, fout z
el te G, avec z # x, on a

0*E ) . [OE
2l g s =i (3 ) A (3 Jen ot oo

1=j, k<n

avec

On suppose d’abord p =1, il suffit alors de démontrer que la forme

»E | (0E\ . , (0E
Zf"'[dz,- 07 Tl <dz>/\d <a >]x B

est positive, c’est-a-dire que, pour tout 2;€ C et tout ;€ G, on a

”E OE *E o0*E -
(2:33) Zjhtm (dz 0% 0x, 0%,,  0x, 0% 0%, dz,-> A bt Prm = 0,

1<Zj, k1, m<n.
Introduisons la forme hermitienne H (4, ) définie par

0 E —
H @, @) =X oz, 0% Aj e

Comme E =log|z—x|* est plurisousharmonique en z, H est
positive. Comme

0E__oE . 0E__oE
Jdr; 0z 0%m  0zZm

(2.33) s’écrit encore
H@, ) H () —H (@ ) H(G 1) >0,

ce qui n’est autre que l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour traiter le cas p > 1, on introduit la forme différentielle en x
a coefficients fonctions de z, x et de 2, v, définie par

=i () ne ()5

.34) o=id, <zk —xk> Ad. (z, gE )
Remarquons que
(2.35) nAM=0.
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On veut démontrer que
(2.36) [HA D)o —pn Aar A0 0.

D’aprés le cas p =1, on sait que H(A, }) a — 12 > 0, si H (3, 2) = 0,
il en résulte que 7\ = 0, et que (2.36) est vraie. Si H (4, ) > 0, (2.36)
s’écrit en tenant compte de (2.35)

(2.37) [H (4 D7+ [H (0 D2 — 1l A0 0.

Comme H (A, 2) « — vy, est positive, de bidegré (1, 1), (2.37) résulte
de la positivité de 6. Ce qui achéve de démontrer le lemme.

LemMmE 2.2, — Soit O un (n— p, n — p)-courant a support compact,
tel que 0,d,0,d,0,d,d,0 soient d’ordre nul. L’égalité de la propo-
sition 2.1 est encore vraie au sens des distributions pour le potentiel U
associé a 0.

L’hypothése sur 0 signifie que les coefficients des courants 0, d,, 0, d’, 0
et d,.d, 0 sont des mesures & support compact. L’égalité de la propo-
sition 2.1 devient une égalité au sens des courants de bidegré (1, 1),
et toutes les dérivées sont calculées au sens des distributions.

Soit p. une fonction régularisante de @ (G), positive, telle que p.
converge vers o, mesure de Dirac a l'origine, quand ¢ tend vers zéro,
la convergence ayant lieu dans @’ (G?). Soit K, la fonction — | x [~27;
U n’est autre que le produit de convolution de K, avec la mesure
c=03P N0

U=K,%o.

Considérons le courant régularisé 0 % p: (obtenu en régularisant chaque
coefficient de 0) et le potentiel U, associé & 0 % p.. On a

U: =K, % (7% p:) = (K, %0) % p: = Uk pe.
Il en résulte que

U.—~U dans @' (C") quand ¢— 0,
(2.38) id,d,U.—~id,d,U dans &), (CG") quand &—0,

[@,,, (C) désignant I'espace des courants de bidegré (1, 1), muni de sa
topologie faible]. Remarquons que le second membre de I’égalité de la
proposition 2.1 est un (1, 1)-courant en z dont les coefficients sont des
combinaisons linéaires finies de produits de convolution delaforme K % T,
ou K (r) est un noyau fonction homogene de x obtenu comme produit
de dérivées de la fonction log |z %, et T est un coefficient de 0, d’ 0,
d" 6 ou d’'d" 6. On constate que K est homogéne de degré —2p—2
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si T est un coefficient de 0, homogéne de degré — 2 p — 1 si T est coeffi-
cient de d'9 ou d” 0, homogéne de degré —2p si T est coefficient
de d’ d" 6. Dans tous les cas, K est localement sommable, le produit K % T
est donc encore défini et est dans L}, si 0,d 0,d” 0 et d’d” 6 sont
d’ordre nul, auquel cas T est une mesure.

Au courant régularisé 0 % p. correspond le produit régularisé K « T % p:
qui converge vers K % T dans @' (G?) quand & tend vers zéro.

Tenant compte de (2.38), le lemme 2.2 résulte alors de I'application
de la proposition 2.1 au courant 0 % p..

On applique maintenant les résultats précédents au courant obtenu
par troncature d’'un courant positif fermé. Si v est une fonction de
classe C* sur G~ on pose
07

|d"n @) =<ZL1 Tix(x) 2>1/2’
|d' d"n (-'L')l =<Z/‘,k d_:l:% x) 2)1/2.

" ProposITIiON 2.2. — Soit O un (n — p, n — p)-courant positif et fermé
dans Cn. Soit m une fonction positive, de classe C*, a support compact
dans G". Soit U le potentiel défini par

U@=—| lz—x[7a@p N0 @).
o

Alors le hessien de U vérifie, pour tout % = (;) € G, I'inégalité

(2.39) . ):,»,kg:_—gklﬂk
~—c@nirrf (501 4 e e @) T,

l'inégalité ayant lieu au sens des distributions dans I'ouvert, complémentaire
du support d" n, C (p, n) désignant une constante ne dépendant que de p
et de n.

Cette proposition constitue le résultat essentiel de ce paragraphe,
elle montre que le potentiel U, associé au courant nf, est « presque
plurisousharmonique » en dehors du support de d” v, et elle donne une
estimation du défaut de plurisousharmonicité.

Puisque d' 0 =0 et d"0 =0, on a

d'(0) =d' o N6,  d”(nb) = d"n A0,

2.40
( ) dl dll (r‘e) j— dl d”.,) /\ e.



374 H. SKODA

D’aprés le lemme 2.2, on peut appliquer la proposition 2.1 au courant
positif 70. Désignons par 4¢ (U, 2) le hessien de U

»*U . =
% (U, 1) = %)k gy M e

On a donc

0 E . .. [OE . [ OE
2 U =pe+1 [ Z[W “””’f(a%;)/\d”(&“)]
tcn
X g ar= A0 @)+ Ji () + J. ) + s (),

ou J,(4), J,(}), J;(2) sont les formes hermitiennes en A associées
aux (1, 1)-formes en z, J,, J, J.

D’aprés le lemme 2.1, I'intégrale est positive, on a

2 (U, 1) Iy () 4+ Jo ) + Jo (2),
(U, D= — L) =T —] T @)

On est donc ramené a majorer les coefficients des formes J,, Js, Js
la majoration de la proposition 2.2 résulte alors de I’expression explicite
de J,, J., J; donnée par la proposition 2.1, du fait que les dérivées
premiéres de E sont majorées par 1/|z— x| et les dérivées secondes
de E par 1/|z—x %, de (2.40), et du fait que la mesure 37 A O majore
les coefficients de 0. Détaillons les majorations par exemple pour J,,
on a

P o i
7, 0) = —fz,,km(zdmm\w)Adl.-me(x)mk.

Les coefficients de i d’. E A «?— sont des fonctions homogénes de z — x
de degré — 2 p + 1, les coefficients de 02/0z; 0% (i d,. E A a?—*) sont donc
homogénes en z—x de degré — 2 p —1, ils sont donc majorés par
C(p,n)|z—uz|?~", on a donc

T ZCEm) [ 12— [doa | BA0 @)
Des considérations semblables sont valables pour J. (1) et J; (}).

3. Le cas d’un courant de bidegré (1, 1) et d'une mesure

Lorsque X est une hypersurface, le courant d’intégration sur X est
positif, fermé, de bidegré (1, 1). Dans ce cas, les calculs du paragraphe 2
ne sont pas valables. Mais on peut faire un calcul particulier beaucoup

plus simple, analogue a celui fait implicitement par P. LeLonG
([12], p. 388).
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On considére le potentiel U défini par

@.1 U@ =—) lz—z[*n@pF A0 @),
cﬂ
ou ne® (G, et ou 6 désigne un (1, 1)-courant positif, fermé dans G,
6 s’écrit en écriture canonique
(32) 6=i2/‘,k G;kdz,-/\dik, lé_], kén,

les 0,; étant des distributions sur G~
On a

B.3) pFAb=i"(n -1}, 9 ) ANdzuAdZip. . dzn\ dZn.
Introduisons la fonction K définie par

(3.4) K@ =2 (n— 1)1z

D’aprés (3.2) et (3.3), et en tenant compte des conventions faites,
(3.1) s’écrit encore

(3.5) U =3}y K% (n;)).

Posons
Uj = K % (19;)).

Puisque 0 est fermé, on a les relations

d d

‘T'e'k = —:e‘[
d 7 () Jis
(3.6) “ “
94 - 94
oz, F T oz

En utilisant les relations (3.6) et la régle de dérivation d’un produit
de convolution, on a successivement les égalités suivantes :

2 _y. __*,_d,( 0,,)
()Zk 021 S dzk ()El 977

o OK  dn OK (90
0205 o Xom T oz, (” dz,>

0* oK dr)

9202, Y = oz <dz10 1T 9z >+dz *dz (9,0,
0 0K _ [dn 9n

%05V = oz <dz Yii = 5z, > + d— o—zk("e"‘)’
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0 _OK (00,  on,
d—zkdil U/’*E*(FE‘IO//“'J{I.QJO

K on . oK dOH
+ 55, % (500) + 55, * (15 )

0? _OK (o0,  on
__dzk 0z, U/‘ = &; * (d_ile” - a?j011>

oK dn o 2 K
+ 0z, * <5;k0j1 — Eekl) + 32, 0z, * (1 0r).

En multipliant cette derniére égalité par A; A, et en sommant sur j, k
et [, on obtient

0* K -
(37) g€ (U, l) = Ej,k,l m * (Txe]d M )\1)
dK dn dT) _
+ 07/.-*<(9_316” - 5?/.61'1> Ry

0K an on =
-+ oz, * <55‘ 0, — oz 9k1> M Mg

Or il est bien connu qu’on a

PE o — 1)1 —" s,

(3.8) ; ey

/=1 9z, 9%,
ol d désigne la distribution de Dirac en 0. On a donc

02 K = -
B3-9)  Ejnigy gy * (10u Mh) = (n — 1) @ 7)1 Tey O e b
Z ) dZ/
Comme 0 est positif, le second membre de (3.9) est positif (4 condition
de prendre »>0). On a donc (au sens des distributions) I'inégalité
suivante :

0K o) o1
(310) QC(U’ )\)éz"’k’[[a*<0_210” —3?101/>

JK on on s
+ 0z, * <5z-k 0,0 — oz, 0k1>] Mk o

Il résulte aussitdt de (3.10) que la proposition 2.2 est encore valable
pour un (1, 1)-courant. De facon précise, on a I’énoncé suivant :

ProposrtiOoN 3.1. — Soit 6 un (1, 1)-courant positif, fermé, dans G",
soit m une fonction positive appartenant a ® (G»), et soit U le potentiel
défini par

U@ =—| lz—z[*n@)p A0 (@)
Gn
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Alors le hessien de U vérifie, pour fout X = (1;) € G, U'inégalité

0 U

Saggm = = C@ P [ 2=z @) F A0 @,

[vid

Uinégalité ayant lieu au sens des distributions, et C(n) désignant une
constante ne dépendant que de n.

Envisageons maintenant le cas ol X est une suite discréte de points a,.
On lui associe la mesure ¢ définie par

(3.11) o =X O,

d,, désignant la masse de Dirac au point a,.
A une mesure positive o, on associera la fonction U

lz — x|

3.12) U () _f log {2517 @) de @),

U (z) est évidemment plurisousharmonique (cf. LELonG [13], p. 54).
Il est d’ailleurs facile de calculer le hessien de U, on trouve

(3.13) s (U, ) = %—%%ﬂ” (@) do (),
o

avec .
| —=2)N\NA P =Xjck | () — Z)) M — (2 — T) A%

4. Potentiel canonique pour un courant 0 tel que
f 5 (1) dt < + .
1

On considére un courant positif, fermé, tel que
[ larea @<+
lae|>1

c’est-a-dire un courant a croissance assez lente a l'infini. Soit, d’autre
part, P (z, ) un polynéme des z; et Z, pluriharmonique en z, dont
les coefficients sont des fonctions de z, de classe C” au voisinage du
support de 0. On suppose qu’'on a choisi P (z, x) de sorte que l'intégrale

4.1 V@ =] [-lz—z[ + Pz )] A0 (@),
o

soit absolument convergente pour presque tout z.
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Montrons que la fonction V (z) définie par (4.1) est plurisousharmonique.
Soit V; la fonction définie par

@2 V,@=| [—lz—z["” + P2y @EA@),
o

ou y,€® (CG") désigne la suite de fonctions définie par y; (x) = y (x[)),
ou ye® (Cr) est égale & 1 pour | x| <1, et &4 0 pour | | > 2. Le choix
ultérieur de P (z, x) sera fait de telle sorte qu’on ait trivialement

“.3) V=Iim;,.V; dans @’ (CG").

Il en résulte que
“.4) d.d,V=Ilim;,.d. d,V; dans @, , (G?)
(muni de la topologie faible).

Désignons par W; la fonction définie par

4.5) W;@) = — Gn|z—x]*?/’ v @) Br A0 ().
Comme P (z, x) est pluriharmonique en z, on a
(4.6) d .V, =d d, W,
c’est-a-dire, en considérant les hessiens, pour tout A€ G*, on a
“4.7) 3 (Vj, &) = 9¢ (Wj, 2.
La proposition 2.2 donne une estimation du hessien de W :

4.8 xW,N=—-CEnlrp
Xf(ld”)(./(x)| +|dld”Xj(x)I> ﬁ/’/\()(x)

|z — x| |z — x|

Comme y,; () =y (z/j) et que d"y;(®)=0 pour |z|Zj ou
pour |z |>~2j, on voit aisément qu’il existe une constante C (p, n, x)
telle que

4.9 W, )>=—C{@n,y) | AP
: 1 1 BrAD (@)
X/m;/(\lz_xl * >

x| ) |z].[z—2[”

D’apres I'hypothese de croissance sur 0, le second membre de (4.9)
tend,vers zéro quand j — co.
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D’apres (4.4), (4.7) et (4.9), on a donc
5 (V, ) 0.

La fonction V est donc plurisousharmonique.

La construction du polynéme P (z, x) releve de techniques classiques,
consistant a développer le noyau | z— x |27 suivant les puissances de z,
pour x grand. Nous renvoyons & P. LeLona ([12], p. 374-380, cf. aussi [13])
pour les détails d’une telle construction (dans P. LELONG, la construction
est faite pour p = n—1, mais se transpose adssitdt au cas ou p est
quelconque). En supposant 6 nul au voisinage de 0 et

0

2+

< + oo,

0

on peut prendre

@10 VA= [ (—lz=z[7 +lz) @A @)
o

En supposant que
T do (1)
0
on peut prendre
@.1) V@ = [ I=lz—zr +lal>
o

+2plx|*Re(z, )]\ 0 (2),
[avec (x, z) = ¥}, z; Z/].

On a donc le résultat suivant :

PropositioN 4.1. — Soit 0 un (n — p, n — p)-courant, positif, fermé,
nul au voisinage de 0, la fonction V définie par

V@ = [ (—lz—zf [z #A0 @,
o

T do (¢
[ tlTH)<+OO’

si

resp.
V@ =| [-lz—z[? + |z +2plz[?*Re(x, 9] N0 (@),

o
J it <+

st

est plurisousharmonique.
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Daprés P. Lecona ([12] et [13]), V (z) vérifie les majorations
(4.12) V(z) <L C;(p,n)[f ”—f)dt+rf ”—ff—)dt]
0 ”

si f+wv(t)<+oo,

t2

V()= C n)[rfr”tﬁ“dtwﬁfﬂ ltfi)dt],

+
si f "Bt < +oo.
1

resp.

(4.13)

ReMARQUE 4.1. — Si l'origine appartient au support de 0, il suffit
de prendre pour V les fonctions définies par

vo=[ (-2

z—x

1\,
+ 1) P A 0@

resp.
_ 1 1 Re(z, 2) |,,
V@)= c"[_ |z_xlﬂl7+1+[x|'2p+2p1+lx[2p+‘lJ@//\O(x)‘

REMARQUE 4.2. — Comme |  |?” est, a une constante pres, la solution
élémentaire de l'opérateur A7 (laplacien itéré n— p fois), on voit,
sans difficultés, que la fonction V est solution de 1’équation

e —p—1l!
n— —_— n 1
A7V = (— 1)r>» =11 Br A 0.

La fonction V apparait donc comme une généralisation aux courants
positifs, fermés, de bidegré (n — p, n— p), du potentiel canonique,
construit par P. LeLona ([12] et [13]) pour les courants de bidegré (1, 1).
Des considérations techniques nous limitent au cas ou

f do (x) “ & ow,
|2 >1

| x [2r+2

mais il me parait trés probable qu'une telle généralisation existe pour
tous les courants positifs, fermés, d’ordre fini.

ReEMARQUE 4.3. — Lorsque p = 0, il suffit de remplacer — | x |7
par log | z|.

5. Fonction plurisousharmonique associée a un courant positif
fermé

Dans ce paragraphe, on construit une fonction plurisousharmonique V
dont le comportement local et la croissance a I'infini sont étroitement
liés & la structure du courant 6.
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Soit ye€® (C%) une fonction telle que 0-<y (z) <1, telle que
x (@ =1 pour |z|] 1, v (2) =0 pour |z|>1+ ¢ & désignant un
nombre fixé avec 0 <: < 1.

Posons y, (z) = x (z[j) pour j>1, la fonction y, vaut donc 1
pour |z| <j et O pour |z|X (1 + &) j.

Posons également

P1 = X P =Xj — Xj—1s Jézy

le support de p; est contenu dans I’ensemble j—1_<|z|<(1 + ¢)j
(> 2), et les p; constituent une partition de I'unité

G.1) Sr.p =1
Désignons par 7; la fonction
z
w® =2 Faa;)

la fonction n; est égale 4 1 pour |z| = (1 + 2¢)j et en particulier sur
le support de p;, n; est nulle pour |z|= (1 4 5¢)j. On pose

¢-2) Ui@=—| lz—z[n,; @B N0 @),
cn

ou encore

(4-3) Uj = Ky % (0 ).

On considere la fonction U définie par
G.4) U=350 U,

La série est convergente, car il n’y a localement qu’un nombre fini
de p; non nulles.

En utilisant la proposition 2.2, on va estimer « le défaut de pluri-
sousharmonicité » de la fonction U a l'aide de v (r), puis en ajoutant
4 U une fonction continue suffisamment fortement plurisousharmonique,
on obtiendra une fonction plurisousharmonique qui aura méme compor-
tement local que U.

On désigne encore par ¢ (U, 2) le hessien de U, calculé au sens des
distributions, soit

e U, 0 =329 0T, O0zklon A=Q@)eCn

9z 0z,
On a

, T o2 Uj 09,‘ ()U/
65 % (U, ) = 2 S0 gt + S %2

dp; U, 0? oTp; T
95 0z T Ui azrog, ) M M
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Soit encore #¢ (U, 4) = 3¢, (U, 4) + 3¢, (U, 2) + s¢, (U, %), avec :

- dz U —
a, (U, 3) = i1 Xk, Pj 070_2111‘ Ay
5, (U, 3) = 2 Re ¥, 3. lgz' dol-]' N T
0% 0
a, (U, 3) = Y7o Tk Uj 975 0%, d" e

Appliquons la proposition 2.2 ou 3.1sip=n—1)a Uj,on a
(5~6) Jcl (U9 }) é - Z;J:i C (p’ n) [ x |2 Pl (Z)

« [(LL2OL 4 gge sy ) 2D

|z — x| T |
Soit M un majorant de |d”" i | et de |d'd" x|, on a
" M
6.7 | d"n; (x)lé(l_+2—s)j’

M

|d'd"n; (@) | < (1——|-—2—£)-"?‘

D’autre part, lorsque z appartient au support de p; et x au support
de d"m; on a

le—z|> 1429 j—(1+9)],
CRY) |z —z|>¢j.

Tenant compte de (5.6), (5.7) et (5.8), on obtient

(.9) 96 (U, N> — C(pon) M| A} 55 lf’{p(f? do ().
|x|<t+58)/

Lorsque p; (2) Z#0,0on a:j—1<|z| (1 4 ¢)j, et par conséquent

14|z .
(5.10) mé]él +lzl

Comme X7, p, =1, on a, d’apres (5.9) et (5.10),

G.1) 2 (U, N> —CE)|h}2 l(l(;r J5r El)z(|1)2::z| 2|,

C (¢) désignant une constante dépendant de ¢, p, n et y.
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Dans la suite, C (¢) désignera toujours une constante dépendant de e,
p> n et y, mais qui pourra « varier d’une inégalité & la suivante ».

On transforme ¢, (U, ); en écrivant que p, = y1, p; = 3 — Yj—1s
Jj> 2, et en regroupant les termes en y; de la série, il vient

. oy, 0 -
(.12) 5. (U, 1) = 2Re X7, z,‘.,,diz: 95 (U = Up) b
On a, d’autre part, d’aprés (5.2) et (5.3) :
J 2 —Z
6.1 U = V) =p [ 5 mtn @) = i @] @)

d
G.14) |5 (U; = Ujw)

=p 1z =2 e @ — 7 @ do @.

Lorsque z appartient au support de y, et x au support de n; , — 7,
on a|z—zx|>¢ej, et par conséquent, d’aprés (5.12) et (5.14),

oy

dzk
% f [1/01 @) — 1, @)] do ().

(5.15) P (U’ )\) > — C (g) [ A I? Z?:1 Y j—~2p—1

On a

(5.16) 9%

dzk

=M
J

D’autre part, les Jy;[dzx sont nulles pour |z|<j et pour

|z|> (1 + ¢)j, on peut donc limiter la sommation sur j, aux entiers j
tels que

lz]
1+4¢

Zj=lz|.
D’aprés (5.15) et (5.16), on obtient donc
(6.17) 8 (U, D= —CE)|2PA+[2) 2Kz s
X [ 101 @ ~ 1 @1 do @,
(.18) s, U, N=—CEA+|z]) e[l +5e) (@ +[zD]] 2]

On transforme et on minore #¢; (U, 1) exactement de la méme fagon :

0%y ; -
(5.19) 3 (U, 1) =27 Ber g0 (U) = Upe) B
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Uj — Uj.. est de classe C” sur le support de y;, et on a

(6:20 U@ = U@ = [ [0 @ =7, @] |2 — 2 d= @)

(5.21) 3, (U, N> — C@E) |2 X5 T

i
oozl
X | [0j+1 (@) — n; ()] do ().

Comme | 02 y;/0z; 0z; | < M[j?, et en sommant pour | z|/(1 4+ &) =j<|z|,
on obtient

(5.22) #y (U, )= —CEI1P A+ ][22 Xz
X [T @) — ) @] do @,

(5.23) 2, (U, N> — CEO A+ |z o[l + 51 +] 2]

De (5.5), (5.11), (5.19) et (5.23), on déduit aussitdt le lemme suivant,
ou l'on utilise v (r) = n—7 p! o (r)[r?".

LemMe 5.1. — Le hessien #¢ (U, }) de la fonction U = ¥7., p; U;
veérifie au sens des distributions I'inégalité

U, N=—-CEA+]z)v[A+5)A + ][22

pour tout X = (A) € G, C (¢) désignant une constante qui ne dépend que
de ¢, p, n et y.

On construit maintenant une fonction continue W telle que
2w . - ,
6-24) Ziigpge M =CE A +[z)7vIA +5) A +[zD]I AP

La fonction U + W sera plurisousharmonique, majorée par W puisque
les U; sont négatives, et aura méme comportement local que U puisque W
est continue.

La construction de W reléve de méthodes classiques déja utilisées
dans [21], nous reprenons ces méthodes en les perfectionnant sur le plan
technique.

Soit ¢q la fonction plurisousharmonique définie par
1
q (@) =1log (1 +[z[*) + 5log* (1 + [ z[").
Un calcul élémentaire montre que

”q 53 AP
(5.25) ik Ggeom WM =T aE
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On choisit W de la forme W = ho g, ou h est une fonction numérique
convexe croissante, que 'on va déterminer de fagon & réaliser (5.24).
D’apres (5.25), on a, par un calcul aisé, si h est de classe C?

02 W h o
(5.26) Z“dz 9%, Zk)\z_l_l_l |2|7\|

Si h n’est plus de classe C?, I'inégalité (5.26) est encore vraie au sens
des distributions, par passage a la limite en approchant h par ses régu-
larisées.

La condition (5.24), ou 'on remplace ¢ par ¢/5 pour simplifier 1’écri-
ture, est remplie si on a

(5.27) Foqg@=CE v +9) 1+ ]zl

Désignons par ¢! la fonction inverse de la fonction

log (1 + &) + élog'2 1+ 8,
(5.27) devient alors

(5-28) RO=CE[A+90A+q O]

Comme v (r) est croissante, on peut prendre
(.29) RO =CE [ vIA +9 A+ g+ @,

Il en résulte aussitdot pour W = ho ¢ la majoration
(5.30) WE@=CEq@>[(1+2)d+]2])]

Autrement dit,
WE)<ZCE)log>rv(r+cer),

pour r assez grand (r =|z|).

En vue d’obtenir des résultats parfaitement satisfaisants pour I’ordre
fini, on a besoin de faire d’autres choix pour W.

Soient d un nombre réel > 0 et ¢ (f) la fonction définie par

(.31) g(l):t“f PEED g, i,

En supposant pour I'instant que v (r) est une fonction croissante de
classe C!, on a

(5.32) ¢ O=a- | vEt )y if—”)

d+1

BULL. SOC. MATH. — T. 100. — Fasc. 4 25
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G.33)  ¢"()=d(d—1)6 f (Tjj,”)d

+@—12lted (t—l—at) v(t—tf—st)‘

+ (149

Evaluons le hessien de la fonction G (z) = g(1 + |z|); un calcul
immédiat montre que

(.34 (G, 1)=9 1+ |z l)[2| |;\z|)| . |f\l,z2ﬂj|z]

g @1z LA

Soit encore, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

635 (6= 1o a+iz) el + gz L2

Sid>1, on a ¢’ > 0, et par conséquent

v@A+e) A +12zD] 5
(5.36) 2 (G, ) = S Ty

Si 0 <d <1, on minore ¢” (f) en supprimant le terme en v’ (f 4 ¢ #)/t
dans (5.33), puis on minore (5.35) grace a I'inégalité

[P z],

on obtient (avec { =1+ |z]|)
d
(.37) (G, )= 2 #f’<d—|— lz|>

lv(r—{—sr) X (T 1 d
Xfl &t = <t}z|+i>'

Soit en ne conservant que le dernier terme

dv[( +¢)@Q+1z])]
(5.38) (G N> AL

Les inégalités (5.36) et (5.38) démontrées lorsque v (7) est croissante
et de classe C', sont encore vraies au sens des distributions, lorsque v (7)
est seulement croissante, il suffit d’approcher v par ses régularisées.
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D’aprés (5.36) et (5.38), il suffit de choisir W de sorte que

14z
(5.39) WE =C@,d (1 +|zl),1f V(T+£T)dT’

rd+1

ou C (s, d) ne dépend que de p, n, % et d.
En désignant par V la fonction U + W, on a, d’apres (5.30) et (5.39),
la proposition suivante :

ProrosrTioN 5.1. — Soit U la fonction définie par (5.4) et 5.2), il existe
une fonction plurisousharmonique V, telle que V— U soit continue, et qui
vérifie Uune des majorations :

(@) V(@ < C()log>rv(r+ cr) pour r = |z| assez grand;

147
b)) V@<LC( d (1 + r)’lf v(t + )/t dt, oit d > O est donné
a priori. 1

Autrement dit, V a méme comportement local que U et vérifie des
majorations précises au voisinage de linfini. Cette proposition est
tout a fait semblable & la proposition 1’ de [21] (relative & p = n—1).
Dans les raisonnements précédents, nous avons supposé p > 0; si p = 0,
il suffit de remplacer | z—x |27 par log (|z—x|)/(1 + |z |). On voit
aisément que (5.23) et (5.18) sont encore valables. En revanche, la fonc-
tion U n’est plus négative, elle vérifie

(1458 (1+]51)
U (2) éf log ‘f'ﬂj‘f@ .

Une intégration par parties montre qu’il existe une constante C (¢)
telle que

(1+358)(1+|2]) o
U(z)éc‘(e){a[(l+5s>(1+|z1>1+f |

Comme v (f) = o (f) lorsque p = 0, il en résulte que les majorations
de la proposition 5.1 sont encore valables.

6. Le cas des croissances rapides

Des travaux antérieurs, concernant les hypersurfaces ([20] et [21]),
et utilisant la régularisation par une fonction de @ (G"), faisaient appa-
raitre, de facon naturelle, des majorations du type r2c¢ (r 4+ ¢) au lieu
de log*rv (r + c¢r). Ces majorations sont évidemment plus précises
lorsque o (r) est d’ordre infini [par exemple si o (r) croit comme exp (r)].
Pour obtenir une telle majoration, il suffit de modifier la suite de fonc-
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tions y;, utilisée dans le paragraphe 5. Soit y (f) une fonction de classe G,
définie sur R, telle que

0Ly ()<, 2@ =1 pour =, 2@ =0 pour > 2¢,
On pose :
6.1) % @ =x(z] —je+€) pourjentier>1.
La fonction y; vaut donc 1 pour |z| <je, et 0 pour |z|> (j + 1)e.
On pose :
Pr=172  Pj=% — X  pour j=2;
le support de p; est contenu dans 'ensemble (j—1)e < |z| < (j + 1)«

(>2).
On désigne par =n; la fonction définie par

(6.2) nj@=x(z|—je—¢) =y (D

La fonction n; est égale 4 1 pour |z| = (j + 2)¢, et est nulle pour
lz2]>(0 +3)e

Les fonctions U; et U sont toujours définies par les formules (5.2)
et (5.4).

Les dérivées premiéres et secondes des fonctions y, pj, n; sont majo-
rées sur G» par des constantes ne dépendant que de ¢ et y. En répétant
des raisonnements entiérement semblables 4 ceux du paragraphe 5 (les
majorations sont méme techniquement beaucoup plus faciles), on obtient,
apres des modifications évidentes dans (5.9), (5.15) et (5.21)

6.3) WU, W) —C(Ep,n)|2Po(z]+4e),
ou C (s, p, n) ne dépend que de ¢, p, n et .
Pour construire une fonction W continue telle que

6.4) W, D=CEp.m)|rlo(z]+4e),

il suffit de reprendre la méthode utilisée dans [21], proposition 1.
On choisit W de la forme W (z) = h (| z |?), ol h est une fonction convexe
croissante que I’'on détermine de facon a réaliser la condition (6.4).
On a

(6.5) W, )K (z)]| 2]
11 suffit donc de choisir

(6.6) K (zf)=CGpn)o(z| +4e).
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Il en résulte aisément que

(B35

®.7) W@ = C G, p,n)f o (VI+4¢)dL
On a la majoration
(6.8) WEZCE p,n)zPo(z]+4¢).

Il en résulte la variante suivante de la proposition 5.1 (comparer avec
la proposition 1 de [21]).

ProrosrTioN 6.1. — Soit U la fonction définie par (5.4) et (5.2), mais
avec le choix de ce paragraphe pour p; et n;, il existe une fonction pluri-
sousharmonique V telle que V — U soit continue, et telle que

V@ =CEpn)|zPo(z]+e).

7. Singularité du potentiel associé & un courant positif fermé
Dans ce paragraphe, p prend toutes les valeurs comprises entre 1

et n — 1. Les résultats qui suivent sont vrais, mais triviaux pour p = 0.
Pour des raisons esthétiques, on considére au lieu de la fonction

v@=—[lz—2l7n @&\ @

la fonction U,, définie par I'une des formules suivantes :

(7.1) U= 72U,

(7.2) U =7n7plK,% o,

(7.3) U, (2) = —n—ﬂp!f |z — 2| n (@) do ).
-

Rappelons qu’on appelle densité du courant 0 au point z, ou encore
nombre de Lelong de 6 au point z, le nombre v (z) défini par

v (2) =lim,y,m 7 p! r“zi’f do (x).

la—a|<r

On a la proposition suivante :

ProrosrtioN 7.1. — Soit Q I’ouvert complémentaire du support de 1 —n,
et soit ¢ > 0. La fonction exp [— (n/pc) U,] est non sommable au voisi-
nage d’un point z€ Q tel que v (z2) > ¢, elle est sommable au voisinage
d’un point ze Q ftel que v (z) <[1 — (p/n)] c.
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REMARQUE 7.1. — Si 0 est le courant d’intégration sur un ensemble
analytique X, on a v (z) > 1 en tout point de X, et v (z) = 0 en dehors
de X; la fonction exp[— (n/p) U,] est donc non sommable sur X et
sommable dans le complémentaire de X (elle est méme trivialement
de classe C” en dehors de X). La proposition 7.1 vise surtout les appli-
cations a la structure des courants positifs, fermés.

Soit z,€ 2 tel que v (z,) > ¢, on peut toujours supposer que z, = 0.
On peut d’autre part remplacer la fonction U, par la fonction U.,
définie par

(7.4) U.()= —n7rpl |z — 27 do (2),

le|< R
car U, — U, est de classe C” pourvu que R soit assez petit et que|z| < R.

La premiére partie de la proposition est alors une conséquence du lemme
purement technique suivant :

LemME 7.1. — Si v (0) > ¢, on a l'inéqgalité suivante :

T de (1) R . .o(R)
wrpl | Te g =2pelog (14 57) —4pwr p1

On a en effet, d’aprés (7.4),

—U.(9=n"pl (Izl+|z[)™ do ()

x| < R

» _da ()
=" ”’f Tzl + 07’

c’est-a-dire d’aprés le lemme

—Ug(z)§_2pclog<1—|—‘%>—4p P pl (R)v
n R \2»
@5  ep|-LU.@|=COpar(1+ )"

11 résulte de (7.5) que exp [— (n/pc) U.] est non sommable au voisi-
nage de 0.

Démontrons maintenant le lemme. Une intégration par parties
donne

7.6) do () c® j (]a(t)dt

(Tz[+ 7 ~ (Jz[ + Ry> z] +
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On en déduit
ds (f) _o(®adt
@7 f 0z |+t)ﬁ—2”f. IEIEY)

- 2”fo (&1 e et

En remarquant que (jz|-+8)*» —8 =Z2p|z|(|z|+ >, on
obtient

do (f) _o(hdt

7.8 f Tz + o7 = 2P f ZAEY)
o (f) dt
‘4”’z‘ftﬂ(|zl+t)

Comme {7 ¢ (f) est une fonction croissante de ¢, on a

(7.9) w7 pl (R);rﬂ Gl(/f)Ac.

Tenant compte de (7.8) et de (7.9), on a

do (t) o dt
(7.10) ”"”’f <|z1+t)3ﬂ—2”cfo BES
s (R o dt
_4peﬁ*ﬂp!—1{(2—l))|z[[ EETa

On minore en sommant de 0 & -+ co dans la derniére intégrale
de (7.10)

e ds (f) 14 R sy 1 2R
”"f e =2relog (14 5y —4p e pi g

Soit maintenant z, un point de Q tel que v (z)) < c¢[1 — (p/n)]. L’idée
de la démonstration est d’exprimer U, comme I'intégrale d’un logarithme
afin de pouvoir utiliser I'inégalité de convexité du logarithme. D’aprés
I’égalité (2.6) du paragraphe 2, ou I’on a remplacé 6 par 76, on a

@.11) U(z)=—fid;;.E/\an—f/\d;n/\e

—p [{d.EAdENw A,
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en supposant, pour l'instant, 0 de classe C”. Appliquons la formule de
Stokes & la deuxiéme intégrale

(7.12) —pfid;cE/\df;E/\aP—l/\nO
=praP/\‘n0 —pfiEd_’;E/\alH/\d;.n/\ﬁ,

[on légitime la formule de Stokes par un raisonnement semblable
a (2.5), I'intégrale sur la sphére S; étant 0 (| log ¢ | 2»—27)].

On a donc, d’aprés (7.11) et (7.12),
7.13) U@=p [Eapu —fidf;E/\al’—‘/\d;n/\O

—PfiEd’;E/\a"_l/\d;n/\e.

Cette formule est démontrée lorsque 0 est de classe C*, mais en raison-
nant comme dans le lemme 2.2, c’est-a-dire en approchant le courant 0
par les courants (v0) % pe et en remarquant que les intégrales peuvent
s’exprimer comme des produits de convolutions de fonctions localement
sommables avec les coefficients des courants »0 et d’ (v9), il est immé-
diat d’étendre (7.13) 4 un courant 0 fermé, d’ordre nul, I’égalité ayant
alors lieu pour presque tout z.

Remarquons que lorsque z appartient a 2, les deux derniéres intégrales
de (7.13) sont de classe C* en z, il suffit donc de considérer au lieu de U,,
la fonction U, définie par

(7.14) U, (zxy=n"Pr27Pp log|z—z>a? (z —x) A (x)0 (2).
Jon

On peut toujours supposer que z, = 0, et remplacer U, par la fonc-
tion U,, obtenue en sommant sur une boule de rayon R assez petit

(7.15) U.(® =n727"p log|z—2x]Pa’ (z —2)\0 ().
|x|<£R
Posons
(7.16) (o) = ar(z —2)A0 @ et x(z):n—pz—m(z)’_c'
|x|<R

(7.15) s’écrit alors

n . e ¥ Z—2) N8 (2)
(7.17) —ITCU,,(Z)—- lJﬂéﬁlog[lz—x] @] e .
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Utilisant I'inégalité de convexité du logarithme, on a

n e @ E—2) A\ (@)
(7.18) ch,,(z)élog[[r‘énlz 2 2L, ],

(7.19) /I;Iérexp[— I%m (z)] dz

= |z — x|-2*@ =N @,
sz iz P (2

Estimons p. (z) et x (z), d’apres (7.16) on a, pour |z| <,

(7.20) @7)7p(2) = @n)y7 f a (z — ) \O (@)

|z—x|<Lr+ R

— 77 pl(r + Ry f do @),

|x—z|Lr+R
[on a utilisé (1.17)], soit encore

QrPyp@Lr?pl(r+ R oc(2r -+ R),

@ r) (@) = (2:;“]5)2" »(2r + R).

(7.21) {

On a besoin également d’une minoration de p. (z).

(7.22)  @uyrp @)= @n) a (z — 2\ (@).

|z—x|<R—r

Siv(z) =0, on a, d’aprés (1.17),
(7.23) @) f a (z —2) A0 (z)
|z—x|<R—r

— 7 pl(R—r1) f do (3).

|z—ax|<R—r

De (7.22) et (7.23), il résulte que
@rr)p@=mrpl (R — 1y f ds (),
|x|<R—2r

7.24) @) p()> <RR__2:>2” y(R —27).
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En définitive, d’aprés (7.1) et (7.24), on a, pour | z| <r:

(7.25) <RR*_2r’>2” v (R—21) =2 @) 1 (2) = < I;trzrr)” YR +21),

Tinégalité de gauche n’étant vérifiée que lorsque v (z) = 0.

Comme v (r) - v (0) << ¢[1 — (p/n)], quand r - 0, on peut choisir ¢,
R et r/R assez petits pour qu’on ait

- _P_ 3)
(7.26) (27T)I‘u(z)<6<1 E-2)
pour |z|Zr et v (2) =0. Mais, d’aprés le lemme 7.1, v(z) >0
entraine U (z) = — oo, comme U est localement sommable, I’ensemble

des points olt v (z) > 0 est donc de mesure de Lebesgue nulle, et (7.25) est
vraie pour presque tout z tel que | z| =<r.

Tenant compte de (7.16), (7.19), (7.26) et (7.25), on obtient

n _
exp| — — U, (z
/|;|ér p[ pc k()

om)y” [ R—r)\ )
= v((R?2/r)<R - 2rr) pﬂ_ |z —z [Pz —2) A B (2)

15 |<£r
|x|ZR

dz

ININ

[on suppose v (R — 2r) > 0, sinon 6 est nul au voisinage de 0].
Les coefficients de la forme «” (z — x) sont majorés par

C,p)lz—z|?,
on a donc

fmérexp [— I% U, (z). dz

C(n’ P) R—r \ __ —2n+28 (g
év(R—2r)<R—2r> 'ﬂl‘z(érlz x| dos (x) dz.

|x| =R

La deuxiéme intégrale étant manifestement finie, exp[— (n/pc) U.]
est sommable au voisinage de 0.

8. Le théoréme fondamental

On construit & partir de la fonction plurisousharmonique V, un
systtme de n + 1 fonctions holomorphes F;, 1 <j-~<n + 1, dont
Iensemble des zéros communs est exactement X. On reprend la méthode
de BomBIERI [2], utilisant les estimations L* d’HOrRMANDER [7] et [8],



SOUS-ENSEMBLES ANALYTIQUES 39

et on raisonne par récurrence sur la dimension de certains sous-ensembles
analytiques. On a besoin du lemme suivant, ou w (r) désigne I'une des
fonctions majorantes des propositions 5.1, 6.1 ou 4.1 [majoration (4.12)]
de sorte que

8.1) V)<= Cp (@), o1 C est une constante.

LemMe 8.1. — Soit { z |z~ une suite discréte, finie ou infinie, de
points distincts de G", n’appartenant pas a X, telle que si n (r) désigne
le nombre de points de la suite dans la boule de rayon r, on ait

n(ry <= v (r).

Alors, il existe une fonction entiére F, nulle sur X, telle que
F(z)=1, F(z) #0 pour k>.1,

(8.2) | F @) exp[—C p(]2])]dz < + o,
o

C’ désignant une constante.

Appliquons la proposition (5.1) [ou (6.1) ou (4.1)] a la suite de
points z;, il existe une fonction plurisousharmonique V, telle que
exp (— V,) soit non sommable aux points z;, mais continue en dehors
des points z;, et qui vérifie une majoration semblable & celle de V
[car n(r) < v ()]

8.3) Vo (2) < Co p (7).

Considérons la fonction V, =V + V,, on a V,(z) ZC, 1 (r), V, est
continu en dehors de X et de la suite z;, e=/* est non sommable au
voisinage de X et des points z;. Pour chaque z;, soit w; une fonction
de classe C”, égale a 1 au voisinage du point z; et a support dans une
boule de centre z; et de rayon R; assez petit pour que les boules de
centre z; et de rayon R; soient disjointes et ne rencontrent pas X.

On utilise les notations d’HOrRMANDER [8] pour les formes différen-
tielles, en particulier si f est une forme de bidegré (0, 1), on pose

I fl

F=| If@}[exp[—V(@)]dz
o

Soit ¢ > 0 une suite de nombres tels que

(84) Zz;() &k “ Wi ”C'p, < 4+ et
@8.5) Tioo k| d" willr, < + o0

@
<
[

-
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(d” wy est nulle au voisinage de X, de z;, et des z; pour j =< k). Soit f
la forme différentielle définie par

(8-6) [=Zi0 & d” wy.

On a
d"f=0 et I fllr, << + o0, d’apreés (8.5).

D’aprés HORMANDER ([8], théoréme 4.4.2), il existe une fonction u
de classe C* telle que

8.7) d"u=—Tf.
@.8) J1u@r exp[= Vi @I+ 2 do
.

=3 [ 11@F =V @l

D’apres (8.7), u est holomorphe au voisinage de X et des z, il résulte
de (8.8) que u s’annule sur X et aux points z.

Posons alors

(8.9) F=u-+3i, oW

F est holomorphe d’aprés (8.7) et (8.6), F est nulle sur X et
F (zx) = + & 2 0. Comme V, (2) < C, 1~ (r), on a d’aprés (8.8)

[ lu@rexpl—=Cip (12101 + 21" de < + oo,
-

c’est-a-dire en augmentant la constante C,
(8.10) e w< + oo
Tenant compte de (8.4) et (8.10), on obtient
I F flerw < 400,
ce qui n’est autre que I'inégalité (8.2) du lemme 8.1.
REMARQUE 8.1. — D’aprés (8.9), (8.8) et (8.6), on a
[ F llew == Zizo & ([| @ llew + || " wi ).
En choisissant les ¢ pour k> 1, assez petits, on a donc

[ Fllew=2]wollew+ 2] d" wollr,
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La fonction p étant fixée, on peut choisir w, de sorte que le second
membre ne dépende que de la distance de z, @ X, et aux z; pour k> 1
(cela résulte aussitot de I'expression de V et V,, cf. proposition 5.1).
On peut d’autre part choisir C’ de sorte que C’ ne dépende que de la
constante C et de la fonction p. La possibilité de choisir F (z,) = 1 et
cette remarque ne seront exploitées qu’au paragraphe 10.

ProrosiTiON 8.1. — Soit X un ensemble analytique dans G, soit V
une fonction plurisousharmonique continue en dehors de X, telle que e=”
soit non sommable au voisinage de X et telle que

V@ =Cp(lz]),

p désignant une fonction croissante. Il existe alors n 4+ 1 fonctions
entiéres F,, Fs, ..., Fn, telles que X soit I'ensemble des zéros communs
aux F; et telles que

log| Fi(2) | =C () p-(l2] +¢)
pour lout ¢ > 0.

Appliquons le lemme a une suite z; quelconque, il existe une fonc-
tion F, nulle sur X et non identiquement nulle. Raisonnons par récur-
rence, en supposant qu’il existe F,, F,, ..., F; nulles sur X
{(avec 1 £ j < n), telles que, si X; désigne I’ensemble des zéros communs
aux F;, X; vérifie la condition suivante : les branches irréductibles
de X, non contenues dans X, sont de dimension au plus n — j. Soit
alors X; ; la suite (finie ou infinie) des branches irréductibles de X;
non contenues dans X. Construisons par récurrence sur k, une suite de
points z:€ X, mais n’appartenant pas & X, telle que la condi-
tion n (r) < v (r) soit vérifiée. C’est toujours possible en choisissant z;
« assez loin » sur X ;. D’aprés le lemme, il existe alors une fonction F;.,
nulle sur X telle que F,, (zx) 2 0. Soit

Xj+1 = X/ﬂ{ ze Gr | F/'+1 (Z) =0 }

Comme F;, (z) #0, X;xn{ F;i1(z) =0} est de dimension au plus
n—j—1 (cf. [6], théoréme 14, p. 115), les branches irréductibles
de X, non contenues dans X, sont donc de dimension au plusn — j — 1.
Pour j =n — 1, on obtient n fonctions F,, F,, ..., FF, nulles sur X,
telles que I’ensemble X, \ X se réduise 4 une suite de points zi, z,, ..., z.
Le lemme fournit de plus les estimations

@8.11) [Fillew<+o0 (j=12..., 0

(C’ constante assez grande).
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On reprend alors la démonstration du lemme pour construire F,.,,
nulle sur X, mais non nulle aux points z. Comme la condition
n (r) < v (r) n’est plus forcément vérifiée, on prend pour V, la fonction

Vo=nlog (| Fi} +|Fl 4+...4 | Fa]).
Posons, par définition,
[FlP=IF. P+ |F. 2 4...4+ | Fa
On considere la fonction
Vo= Cp(lz]) +log (1 + || F ).
On impose aux ¢ > 0 les conditions

Tico &l wiellr, < 4 o0,
Yo ek |l 4" wi[|lr, < + 0
(avec V, =V 4 V,).

On a une solution u de I'équation d”" u = — Y7, ¢ d” wy, vérifiant

f lu@Pexp[—= VEIIF @[ 1+ [2[)*dz< + 0.

ar

u s’annule sur X et aux points z; et vérifie
f lu@PPexp[— Cpr(zDIIIF@I A+ |z])*dz<< + 0.
cn

En remplacant C par C’ assez grande, on obtient ||ul|,, < + oo.
La fonction F,., = u + X7, & Wi répond a la question et vérifie

| Freallr, < + 0.

En définitive, les fonctions F; vérifient les estimations

(8.12) |Fi@Pexp[—Cp(lz])]dz<+o00 (=12, ...,n),

(o]
,exp[— C p(12])]
8.13) fcan,m(z)] T The e < + .

Pour obtenir I’estimation de la proposition, il suffit de majorer | F; (z) |
pour la moyenne de | F; | sur la boule de centre z et de rayon ¢

(8.14) | F; @ =CE | Fj(z +¢) | dt.

1l1<e
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Appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

(8.15) IF,-(zMéC(s)nF;lm([

flze

1/2
eXP[C’#(Iz—HI)]dC) ,
B.16) [F,@|=COIF evexp|Guzl+9]  a=zjzn.

Une estimation semblable vaut pour F,.,. L’inégalité de la propo-
sition en résulte trivialement.

Tenant compte des propositions 8.1, 6.1, 5.1 et 4.1 et de la
remarque 7.1, on a donc le théoréme suivant :

TueoreEME 8.1. — Soit X un sous-ensemble analytique de G"; pour
tout ¢ > 0, il existe n + 1 fonctions entiéres F, F,, ..., F,.,, lelles
que X soit exactement I’ensemble des zéros communs F; (j=1,2, ...,n+ 1)
el qui vérifient pour r = | z| assez grand, I'une des majorations suivantes :

19 log | F; (3) | = C () o (r + 2

20 log | Fj(z)| £ C () log>rv (r + z1);

3° On se donne en plus de ¢ > 0, un nombre d > 0. On peut alors
choisir les F; de sorte que

log| F, (2)| = C G d) (1 + r)’lf 41y (f + < £) di;

+ @
40 Dans le cas particulier ot 0¢ X etf 2y (@) dt <+ o0, 0n a
0

log | F; ()| = C (o) [fwt-i v () dt + (r + s)fimz—% Y (@) dt].

C (=) désigne une conslante qui dépend de :, n et X.

Les majorations 1° et 20 sont intéressantes, d’une part pour leur simpli-
cité, d’autre part pour les croissances rapides [lorsque v (r) et o (r) sont
d’ordre infini]; les termes en r* et en log? r sont alors sans importance.

Ce sont les majorations 3° et 4° qui semblent les plus utiles dans les.
applications. En particulier, 4° redonne le résultat de W. SrtorLL et
E. BisHor : si v (r) est borné, X est algébrique. La majoration 3° permet
de traiter le cas de ’ordre fini, on a le corollaire suivant (il suffit de
choisir d assez petit).

CoroLLAIRE 8.1. — Si X est d’ordre fini p, de p-type nul, resp. fini,
resp. mazimal, on peut définir X par n + 1 fonctions entiéres d’ordre:
au plus p, de p-type nul, resp. fini, resp. fini ou maximal.
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CoroLLAIRE 8.2. — Soit L (r) une fonction numeérique positive, lelle
que r— L (r) soit fonction croissante de r, pour r assez grand, et pour un
certain d > 0; on suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que

v (r) < CL(1).
Alors X peut étre défini par n + 1 fonctions entiéres F;, vérifiant
log| F; ()| < CE)L(r+cr),
olt ¢ > 0 est donné a priori.

I1 suffit d’appliquer la majoration 3° du théoréme 8.1, en y rempla-
cant d par d/2.

La condition sur L est trivialement vérifiée, par exemple lorsque
L@)=ret), out p(r) est un ordre précisé de Valiron [c’est-a-dire
lim,, . p () =p> 0 et lim,,, . rp" (r)logr=0].

Dans le cas des hypersurfaces, on retrouve la totalité des résultats
que nous avons démontré dans [21], théoréme 2. Toujours dans le cas
p=n—1, B. A. Tavror [27] et R. O. KuJsara [10] ont démontré un
résultat semblable au corollaire 8.2, avec les hypothéses suivantes :

(.17 fr#)dtécur),

et il existe A > 1, et B > 0 tel que, pour r > 0,
8.18) L(Ar)<ZBL(r).

Les conditions imposées a L, par (8.18) et par le corollaire 8.2, sont
évidemment distinctes, bien qu’ayant une « trés large intersection ».
Nous n’avons pas réussi a retrouver le résultat de B. A. TaAvLor et
R. O. KuJsara, ni a déterminer d’ou vient la difficulté (meilleure esti-
mation du hessien de U, ou choix plus habile des fonctions p; et xj,
ou meilleur choix de W).

Les méthodes de P. LELoNG [12], de W. StoLL [24] et R. O. KuJsara [10]
permettent (lorsque p = n — 1) de résoudre le second probleme de Cousin
4 croissance (cf. aussi Skopa [20]).

9. Une généralisation aux ouverts de Stein de G

Les méthodes de la proposition 5.1 et du théoréme 8.1, se géné-
ralisent sans difficulté aux ouverts de Stein de C». Comme les résultats
ainsi obtenus n’ont sans doute qu'un caractére provisoire et devraient
pouvoir étre améliorés au moins dans le cas d’un ouvert strictement
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pseudoconvexe, nous ne donnons qu'une bréve démonstration du
résultat suivant, olt ¢ (z) désigne la distance de z au complémentaire
de l'ouvert Q.

ProrosiTioN 9.1. — Soit X un ensemble analytique de dimension
pure p, dans un ouvert & borné, pseudoconvexe, de G". X est exactement
Uensemble des zéros communs a n + 1 fonctions holomorphes dans 2,
F\, F,, ..., F.., qui vérifient une majoration du type

og| F;@)| = Clloga @.B@I [ do(@)
6 (x)> K 6 (2)
pour un choix convenable des constantes K << 1 et C > 0.

Si de plus Q est strictement pseudoconvexe, et si X vérifie une majo-
ration du type

f do (x) = A[d ()]* (ot A est une constante),
6 (2)>5(3)

on peut trouver des F; de sorte que
log| Fj(2)| < C[3 @]+

ReMARQUE. — En remplacant dans la démonstration qui suit 2/
par (1 4+ ¢)/ et |z|* par ¢|z % il est facile de voir qu'on peut choisir
la constante K << 1 aussi proche qu’on veut de 1 (mais les F'; dépendent
alors du choix de K).

ReEMARQUE. — L’hypothése que £ est borné est uniquement destinée
a simplifier I’énoncé des résultats.

Soit
Q={z€Q,0(2) >27}

avec j entier > 1, soit
Q, ={z€R,0(2)>27/1+ 2772}

soit y une fonction de classe C*, & support dans la boule unité, positive,
d’intégrale égale & 1. On désigne par y; la fonction de classe C~ définie par

©.1) v @) =20+ [y [+ (z — 2)] da.

!
Q)

x; est de classe C”, i, est égale 4 1 sur &, et est nulle dans le complé-
mentaire de ;..

BULL. SOC. MATH. — T. 100. — Fasc. 4 26



402 H. SKODA

Un calcul immédiat montre qu’il existe une constante C indépendante
de j et de z, telle que, pour tout k et [, on ait

J .
0.2) @] = 2
et
i | .
9.3) |W27X" (] = c 2

On pose encore p; =y, et p; = 3; — ;-1 €t 1n; = y,4. Il en résulte
que lorsque z appartient au support de p; et x au support de d” »;, on a

|z—x | > 27/2,

Les fonctions U; et U sont toujours définies par les formules (5.2)
et (5.4).

Des modifications évidentes dans (5.9), (5.15) et (5.21) conduisent
4 lestimation suivante :

049 xUN=-CEn[s (2)]‘2”‘2f do (x) | A %

G (x)>2—46(3)

On est ramené A& construire une fonction plurisousharmonique
continue W telle que pour z€ L, on ait

@5 *WN=CEDLEM [ do @) | 5,

B (@)>2—48(2)

ce qui est toujours possible lorsque l'ouvert Q est pseudoconvexe.
I1 suffit de choisir pour W une fonction convexe, croissante, de

—logd(2) + | z|?

©.6) W (@) = h(—logd () + | z]).
On a
9.7 KW, D) h(—logo@)+|z1)]| 2]~

Il suffit de prendre, pour {eR :
9.8) W (@{)=C(p,n)exp[2p + 2)1] do (2).

O (x)2—he—t

On en déduit, pour W, la majoration

09 WOZCE.n) g @LEAM"[ &,

(X)X K 5(z)

ol la constante K est égale & 2~ (sup,eq | z [?)~"
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Si Pouvert Q est strictement pseudoconvexe, on peut améliorer un
peu (9.9). Supposons qu’il existe des constantes C > 0, et p> 0
telles que

9.10) fo( L E@=cper

On suppose, d’autre part, que I'ouvert Q est borné et défini par une
condition du type

9.11) 9 (z) <O,

ou ¢ est une fonction de classe C?, définie et strictement plurisoushar-

monique dans un voisinage de @, telle que do £ 0 lorsque ¢ (z) = 0.
On choisit pour W une fonction convexe, croissante, de — log (— ¢),

soit

9.12) W (2) = h[— log (— ¢)].

Comme ¢ est strictement plurisousharmonique au voisinage de 2,
un calcul facile montre qu’il existe une constante C, telle que

9.13) se (W, 3) >~ — %h’ [— log (— 9)].

Comme do = 0 lorsque ¢ = 0, — ¢ (2) est équivalente 4 ¢ (z); tenant
compte de (9.5) et de (9.10), on obtient la condition

K [—log (= 9)]= G (= ¢y
(C, désignant une constante). Il suffit de prendre

K@) =Cexp[@p+1+0p)i],
h()=Cexp[2p +1+9)]

[avec C; = C. (2p + p + 1)7']. On obtient donc
0.14) W (@) = G [5 @] .

Ce résultat est meilleur que celui qui résulte de I’application directe
de (9.9).

La construction des fonctions F; a partir de la fonction V=U 4+ W
est identique 4 celle faite dans le paragraphe 8. Le passage de l'esti-
mation L? 4 I’estimation de la proposition 9.1, se fait en majorant | F (z) |
par la moyenne de | F | sur la boule de centre z et de rayon (1/2) d (2),
et la « perte de croissance » due & ce procédé est négligeable devant la
croissance de W,
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10. Familles bornées d’ensembles analytiques dans une variété
de Stein

Soit (X,);e; une famille, indexée par un ensemble I, d’ensembles
analytiques de dimension pure p, d’une variété de Stein 2 de dimen-
sion n. On munit & d’une structure hermitienne. La famille (X;);¢; est
dite bornée, si, pour tout compact K de £, le volume de X;nK est
borné indépendamment de iel. On vérifie que cette définition ne
dépend pas du choix de la structure hermitienne (c¢f. W. StoLL [23],
lemma 7.17). On munit 'espace 3¢ () des fonctions holomorphes sur €,
de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

On a le résultat suivant :

TatoriME 10.1. — Soif (X,);cs une famille bornée d’ensembles analy-
tiques de dimension pure p, dans une variété de Stein  de dimension n,
soient z,€ Q et K un voisinage compact de z,; il existe une famille (z;);c de
points de K et n + 1 familles bornées

(Fi,i)ie], (F2,i)iel, ce ey (Fn—H,i)iel
de fonctions holomorphes dans <, telles que
F/‘,i(zi)=1 (j=1,2,...,n+1),

et telles que X; soit exactement U'ensemble des zéros communs aux fonc-
tions Fl,i, Fg’i, vans Fn+1,i°

Autrement dit, on peut définir la famille bornée (X;);c;a ’aide den 4 1
familles bornées de fonctions holomorphes. La condition F;;(z) =1
assure qu’on ne peut extraire de sous-suite de la famille (F;,;);e; conver-
geant vers zéro.

Le probléme serait d’ailleurs trivial, sans cette condition, au moins
lorsque la famille est dénombrable.

On peut considérer le théoréme 10.1, comme une extension aux sous-
ensembles analytiques de dimension pure p, d'un résultat de Siu
Yum-Tong, relatif au cas p =n—1; Siv Yum-Tong [19] a démontré
(dans un langage un peu différent) que, sila variété Q vérifie de plus les
conditions H2(Q,R) =0 et H'(Q, R/Z) =0, on peut définir la
famille (X,);e; 4 l'aide d’une seule famille bornée (F;);c,; de fonctions
holomorphes (cf. aussi W. Storr [23]). Comme la variété de Stein Q
se plonge dans un espace GV (on peut prendre N =2n + 1), on est
ramené a la situation suivante : on a une famille bornée d’ensembles
analytiques dans G7, situés sur une sous-variété Q de GV, de dimen-
sion n. On a besoin du lemme suivant, qui donne la suite z; du théoréme.
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LemmeE 10.1. — Il existe un nombre ¢« > 0, tel que, pour fout iel,
il existe z;e K telle d (z;, X;) > c.

On raisonne par I’absurde. Il existe un recouvrement fini de K par
des boules de centres x;€ K, de rayon ¢ << 1, tel que les boules de
centre x; et de rayon ¢/2 soient disjointes. Il existerait un iel, tel
que X, rencontre toutes les boules de centre x; et de rayon ¢/4. Si m
désigne le nombre de ces boules, et si K' = {zeQ,d(z, K)<1},
on aurait

/= \2 .
volume (X;n K') > ;—p! m ki) i d’apreés la proposition 1.2.

D’autre part, puisque les boules de centre z; et de rayon e
recouvrent K, il existe une constante C (K) ne dépendant que de K,
telle que :

m e > C (K) vol (K).
Il en résulte :

vol (X;n K') > gi! C (K) 4 * &7 vol (K).

Cette inégalité contredit, pour ¢ assez petit, ’hypothése sur le volume
de X,.

Pour démontrer le théoréme, il suffit de reprendre la démonstration
du théoréme 8.1, en faisant les modifications qui s’imposent. Nous les
indiquons briévement. La proposition 5.1 fournit une famille { V;};e;
de fonctions plurisousharmoniques dans G”, bornée supérieurement sur
tout compact de GV, associée a la famille (X,);c;. On reprend ensuite la
démonstration de la proposition 8.1, en faisant la construction pour tout i
fixé dans I. Mais on considére au lieu de X, I’ensemble X; ; des zéros
communs aux fonctions Fy., Fi,, ..., F; ;, contenus dans la sous-
variété Q. D’autre part, on utilise cette fois le lemme 8.1 avec la condi-
tion F (z,) =1, qui s’écrit alors F;;(z) = 1. On tient compte de la
remarque 8.1 qui suit le lemme 8.1 pour en déduire que la famille (F;, ;);es
est bornée [c’est 14 qu’intervient la propriété d (z;, X;) > ¢].

Pour la construction de la famille (F; ,41):es il faut remarquer que,
comme la famille (F; ;);es (avec j = n) est bornée, et que F; ;(z) =1,
il existe un nombre b, indépendant de i€ I, tel que, pour |z—z;| < b,
on ait

| Fur @)=
[il suffit, par exemple, de remarquer que la famille (F; ));e; est unifor-
mément équicontinue sur tout compact].
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11. Structure des courants positifs, fermés

Depuis I'introduction par P. LeLoNG (cf. [14]) de la notion de courant
positif fermé, englobant comme cas particulier les courants d’intégrations
sur des ensembles analytiques, un probléme essentiel est de « comparer »,
sous certaines réserves, un courant positif fermé avec un courant d’inté-
gration sur un ensemble analytique.

Le premier résultat décisif, dans cette direction, est dtt 4 J. R. King [9]
qui a démontré que si la densité v (z) du courant est un entier pour H>»
presque tous les points z du support du courant 0 (H?» désignant la
mesure de Hausdorff d’ordre 2 p), alors 0 est de la forme 3, ¢; 0 (X)),
ou les ¢; sont des entiers > 0, et o 0 (X;) est le courant d’intégration
sur un ensemble analytique X; de dimension p (la sommation étant
localement finie). Dans [6], F. R. HarvEY et J. R. King ont démontré
le résultat suivant :

TutoreME 11.1 (F. R. Harvey et J. R. King). — Soit O un courant
positif, fermé dans Uouvert 2 de GCr; on suppose que, pour tout
compact K cQ, il existe une constante ¢ > 0 telle que v (z) > ¢ pour H?*’
presque tous les points z du support de 0, situés dans K. Alors il existe un
ensemble analytique X dans Q, de dimension pure p, el, pour chaque branche
irréductible X; de X, un nombre réel positif c;, tels que :

0 (X,) désignant le courant d’intégration sur X;.

On considére maintenant un courant 6, positif, fermé, quelconque.

Soit ¢ un nombre réel > 0, désignons par E. I’ensemble fermé (cf. [14]
et [15]) des ze Q tels que v (2) > c.

Il est conjecturé que E. est un ensemble analytique. On a le résultat
suivant :

TutorEME 11.2. — Si Q est un ouvert de Stein de G», il existe un
ensemble analytique X dans Q, de dimension — p, qui contient E. et qui
est contenu dans E. avec ¢’ =[1 — (p[n)]c.

On pourrait démontrer le théoréme de F. R. Harvey et J. R. King
a partir du théoréme 11.2, en remarquant qu’avec les hypothéses du
théoréme 11.1 on a

H» [(EANE)NK] =0 si ¢ est assez petit.
Le théoréme 11.2 est une conséquence de la proposition 7.1. En effet,

d’aprés la proposition 7.1 et le paragraphe 9, il existe une fonction V,
plurisousharmonique dans L, telle que e~” soit non sommable au voisi-



SOUS-ENSEMBLES ANALYTIQUES 407

nage d’un point de E., mais sommable au voisinage d’un point du complé-
mentaire de E... D’aprés le théoréme 2 d’HOoRMANDER (voir I'introduction),
pour tout point z, n’appartenant pas & E,, il existe donc une fonction F.,
holomorphe dans Q, nulle sur E., mais différente de 0 au point z,.
I1 suffit de prendre pour X l’ensemble des zéros communs aux fonc-
tions I, pour z,€E..

Comme X est contenu dans E., il résulte de la propriété de la propo-
sition 1.2 des courants positifs fermés, que X est localement de 2 p-mesure
de Hausdorff finie, et donc que la dimension de X est au plus p.
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