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ÉTUDE DE CERTAINS ÉCLATEMENTS

PAR

MARGUERITE FLEXOR

RÉSUMÉ. — Soient A un anneau local noethérien intègre, q un idéal de définition
de A, engendré par un système de paramètres, Z = Proj (© q»).

Dans la première partie, on montre que î est équidimensionnel (resp. strictement
équidimensionnel) si toute composante irréductible de Z Xg gç^ Spec A (resp. tout
cycle associé), contient le sous-schéma fermé intégre ayant le diviseur exceptionnel
comme espace sous-jacent.

Dans la seconde partie, on montre que, si A est hensélien, normal, dimA = 2,
alors Pic Z s'identifie à Z, le faisceau <?_ (1) engendrant Pic Z.•A

Introduction. — Dans tout ce qui suit, A est un anneau local noethé-
rien intègre, m = radA, k = A/m, Y == Spec A, y est le point fermé
de Y, U == Y — { y }, A est le complété de A pour la topologie
m-adique, Y = Spec 4, g : Y-> Y.

Soient Z le schéma éclaté de Y le long de V (q), où q est un idéal de
définition de A, f : Z -> Y le morphisme projectif birationnel canonique,
f : È—^^, déduit de f par le changement de base Y-> Y.

On a Z == Proj (® q^ A), eti'isomorphisme canonique gr (A) ̂  gr ^ (4)
montre que, si D = Proj (gr^A), alors :

^::Y XrD—û

est un isomorphisme, ce qui permet d'identifier D à un sous-schéma
fermé de Z. Autrement dit, on a un isomorphisme entre les diviseurs
exceptionnels de Z et Ê.

Dans la première partie, nous donnerons quelques propriétés de ces
éclatements, puis nous verrons que, dans le cas où q est engendré par un
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système de paramètres, certaines propriétés de X se caractérisent par
des conditions de « fmitude » sur Z.

Enfin, dans la dernière partie, nous préciserons la structure des
Z-schémas finis intègres et birationnels lorsque 'A est normal, et nous
regarderons le cas dim A = 2, A hensélien.

1. Cas général.

Explicitons la situation. Soit x^, . . . , Xn, un système de générateurs
de q. Le Y-schéma Z est recouvert par les ouverts affines

D+ (x,) = Spec (A [x,lx,, . . . , o .̂]).

Comme f est propre, et est un isomorphisme sur U, pour tout point
fermé y' de U, si Z ' est l'adhérence schématique de y ' dans Z,
Z'nû^0.

De même, pour tout point x'ç.g-1 (U), si Z" est l'adhérence schéma-
tique de x' dans 2, on a Z " r\D ^z 0.

PROPOSITION 1.1. — Si U ensemble des points, où Y est de Cohen-Macaulay
(resp. où Y vérifie Sk) est ouvert, il en est de même pour Z.

En effet, notons Ur (resp. Uz, Ua) l'ensemble des points de Y
(resp. Z, D), où Y est de Cohen-Macaulay. Comme Z — f-1 (y) -^ U
est un isomorphisme, Yy = Uî n U est isomorphe à un ouvert de Z,
et on a Uz = VyU Uo puisque D est un diviseur. Comme D est loca-
lement immergeable dans un schéma régulier. Un est ouvert dans D.
Donc Uz est constructible. Comme il est stable par générisation, Uz
est ouvert.

Il en est de même, pour la propriété Sk, k ̂  0.

PROPOSITION 1.2. — Si D vérifie Sk, pour k ̂  1 (resp. est de Cohen-
Macaulay), alors il en est de même pour U et g~1 (U).

Soit r un point de D, il existe un iç. {1, . . . , n { tel que

0^r-0^\X,0^,

Donc, comme 0^ est caténaire, si 0^ r vérifie Sk, <^ le vérifie aussiZ-,r ' Z,r
(resp. si OD,r est de Cohen-Macaulay). D'où la proposition, compte tenu
des remarques faites au début de ce paragraphe.

COROLLAIRE. — Supposons dim A = 3, et A normal, alors l'ensemble
des points, où Z est de Cohen-Macaulay, est ouvert.



ÉCLATEMENTS 231

2. Cas où q est engendré par un système de paramètres.

Dans ce cas, D est irréductible, Zo = f-1 (y) = Dréd est isomorphe
à PÎ~\ où n == dimA, c'est-à-dire si (a^i,...^ est le système de para-
mètres engendrant q, et si on pose B, = A [x^Xi, ..., Xn\x^ les images
des éléments Xj\Xi dans B,/m-B, sont algébriquement indépendants
sur Te.

Notons W le normalisé de Z, h : W — Z le morphisme canonique
associé,

û' = h-1 (D), T == j zçD, dim (9^ ̂  2 },
T ' = f^eû'.dimc^^j.

On a le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1. — Le5 conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A e^ universellement caténaire;
(n) Soit Zj une composante irréductible de Ê, alors codim (D n Z/, Z) = 1.

ou encore ZcZy;
(iii) (r1 (T) = T;
(iv) pour fou^c composante irréductible Z; rfe Z, on a

codim (Z, n T, Z) ̂  2.

Nous ferons précéder la démonstration de cette proposition de quelques
préliminaires :

(a) T est une partie stable par spécialisation, et on peut définir la
<9z-algèbre ^z/r^z) (cf. [4], IV, 5.9). Alors (iv) est équivalente à :

(iv bis) ^ z / T ( P z ) est une Oz-algèbre entière (cf. [2], prop 1.1, et dans
la démonstration de la proposition 2, qui suit, cette équivalence se voit
aisément).

(b) Soit K = Frac (A), et posons

ZK = Z x Y Spec (K), YK = Yx Y K,

de sorte que ZK ̂  ^K-
Soit z un point de YA, et soit S = A/m^, où mz est l'idéal premier

associé à z. Notons Z' l'adhérence schématique de z dans Z, d'où Z' = Proj
(©q^/m^A). Le schéma Z' est recouvert par les ouverts affines
Vi == Spec Si, où Si == S[XilXi, .... x^Xi] [ici AcS et, par suite,
J;CcFrac(S)]. Soient D^ (x^ == D^ (Xi) x r Y les ouverts affines recou-
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vrant É, et soient B, les anneaux qui leur correspondent. D'où un dia-
gramme commutatif :

A——>Â-^>Si i [
B,—>B[-^>Si

Donc 5', = B, (g)^ 5 = B, ̂  S, cp et cp, sont surjectifs. Soit p, le noyau
de cp,, il correspond au point z dans Dl (^)nZ/r.

Rappelons que Z'nD ̂  0.

LEMME 2.2.— Pour ̂ / pom/ /enne Ç de Z' n D, on a dim 0^ ^, = dim 5.

Soit i un indice tel que ÇeSpec &. Le morphisme S -> S, est bira-
tionnel, et S est universellement caténaire. La formule des dimensions
donne :

dim. 0 z ' , ̂  + deg tr^ /c (£) == dim 5.

Comme Z'nû est un sous-schéma fermé de D, Ç est un point fermé de D,
et comme D^ est isomorphe à PÎ-\ k © est algébrique sur k, d'où
le lemme.

Revenons à la démonstration de la proposition.
(i) <=^ (ii). — Soit Zj une composante irréductible de Z, et soit z son

point générique, qui est aussi point générique d'une composante irré-
ductible de Y. Posons comme précédemment S = A/m^, où m. est l'idéal
premier associé à z dans Y. Si A est universellement caténaire, A est
équidimensionnel (cf. [3]), et on a dim S = n. D'après le lemme 2.2,
pour tout point fermé Ç de ZynD, on a, en posant R = ̂ ^, dim R = n.
Soit i un indice tel que q R = rc, J?. Pour un certain entier e > 0, on a
nr.Rc^J?, d'où dim.R/m.R ==n—l. Comme la flèche 0z^->R est
surjective, O^^R^R l'est aussi. Or (^ est intègre, de'dimension
n — 1, puisque Ç est un point fermé de Zo, d'où J?/m R ̂  Oz^, d'où (ii).
De plus, la réciproque se voit aisément à partir de la démonstration
précédente et du fait que V K ^ Z K -

(i) => (iii). — Ceci se vérifie localement sur chacun des

D+(xi)=Spec(B,),

où ceci est bien connu, B, étant universellement caténaire si A l'est.
(m) ==> (ii). — Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Il existerait une

composante irréductible Z/ de Z telle que codim (DnZ/, Z)^2.
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Soit ^ un point générique d'une composante irréductible de DnZy.
Comme D est un diviseur, on a

codim(j Ç { n Z y , Z y ) === 1.

Posons J? = 0z^ R' = ̂  ̂  On a dim R' = dim R ̂  2 et le point
générique z de Z/ est isolé dans Spec R'. En vertu du lemme cité ci-dessous,
ceci est impossible dès que jR est géométriquement unibranche. Nous
allons voir que l'hypothèse (iii) nous permet de nous ramener à ce cas là.

En effet, soit jRi une -R-algèbre finie telle que si C est la clôture intégrale
de R, le morphisme Spec C -> Spec R^ soit radiciel (cf. [4], 23.2.5).
Comme dim R ̂  2, l'hypothèse montre que tous les points fermés de
Spec J?i sont de codimension ̂  2. Soit Y] un tel point. Posons R\ = J?i (g)^ R'
on a

R\ (g)^ K ^ R ®R K et z € Spec R (g)^ K.

Soit -z' l'unique point de Spec R^ au-dessus de z, on a dim 0^. = 0. Regar-
dons la fibre ^-1 (ïî), où ^ : Spec J?, -> Spec J?i. Comme J?i est entier
sur R', tout point de ^-1 (Y?) est au-dessus de Ç, donc fermé, et ^~1 (ri)
est fini. Soit y/ un point de ^-1 (yî)n ( ^ }. On a dim (^, = dim Or, ̂  2.
De plus, on a encore

codim ({^ n f^n, 1"̂  ) = 1,

c'est-à-dire z ' est encore isolé dans Spec Or,' — {^f } '

LEMME 2.3. (c/*. [4], IV, 18.9.7.7). — 5oi7 R un anneau local géomé-
triquement unibranche de dimension ̂  2. Soit ï{' -> R un morphisme
fidèlement plat tel que dim R' = dim jR. En posant U == Spec R—{rad R {
et f : Spec R -> Spec R, alors U' = f-1 (U) est connexe.

(iii) <=> (iv ôfs). — Ceci est local, il suffit de le vérifier sur chacun des
ouverts affines û^^).

Notons Ti, T,, Wz, ^, les restrictions de T, T', W, g à I^ (^).
Comme T; est une partie stable par spécialisation, on peut réaliser

û-4- (Xi) — Ti comme intersection d'une famille filtrante décroissante
d'ouverts (Ya)aeA» et de plus, on a

^D+W/T, (^£>+(^)) = lim (fa)^ (OD+(^) \FO),
a t̂

où fa est l'injection canonique VaC-D"^ (Xi). D'autre part,
g-^ (D- (x^) - T,) = W, - ̂ 71 (T.) = Ha ^-1 (Va),

et l'assertion résulte de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.4. — Soient A un anneau local noethérien intègre,
Y == SpecA, Y' = SpecA' le normalisé de Y, g : Y ' -> Y, U un ouvert
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non vide de Y. Alors A (U) est entier sur A si, et seulement si, V = g-1 (U)
contient tous les points de codimension inférieure ou égale à 1 de Y'.

La suffisance résulte du diagramme commutatif :

A(U)——>A'(Uf)
A A

A————>At

et du fait que A' est un anneau de Krull. En effet, si U ' contient tous
les points de codimension 1, on a A' == A' (U').

Inversement, nous allons le montrer en supposant seulement Y — U
stable par spécialisation. Supposons qu'il existe y e Y — U, et y ' € g-1 (y)
tel que dim (9^=1. Faisons le changement de base SpecOy—^Y.
Comme i^ (Ou) est une (^y-algèbre quasi cohérente et entière, il en est
de même de

i* (<^) 0 ^y = 7* ( ̂  où V = U n Spec Oy

et j l'injection canonique V -> Spec ôy.
On est donc ramené au cas où Y est local de point fermé y, et U un

sous-ensemble de Y — { y } tel que Y — U soit stable par spécialisation.
Soit Yo == Spec Ao un Y-schéma affine intègre fini birationnel tel que,
si go : Yo -> Y est le morphisme canonique, il existe yo e g^l (y) avec
dim Oy^ == 1.

Posons
"Y == Spec À, ^o == Yo X Y ̂  = Spec Ao,

/ o :Yo^Yo , i/o ^/•o1^),

Spec O? ^ est donc une composante connexe de dimension 1
de S^o. Si Zo est un point maximal de cette composante, nécessai-
rement dim { Z o } == 1.

Soit z la trace de Zo dans Y. Comme 'Yo est entier sur Y, dim { z } == 1
et comme Yo —>• Y est birationnel, z est un point maximal de Y, de dimen-
sion 1.

Soient p l'idéal premier associé à z, et B = Âréd' On a une suite exacte
de B-modules :

0—A/p-^B.

Soit V l'image réciproque de U par le morphisme f : Y—^ Y. Comme f
est fidèlement plat, on a

Â(V)=A(U)^Â
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et la suite exacte :

o -> A/p (V) -^ B (V) - (A (V)).ed.
Comme A (V) est entier sur A, B (V) l'est sur 5, et par suite est fini
sur B. Il en est de même du sous-B-module (A/p) (V). D'où une contra-
diction; si dim A/p == 1 et V ̂  SpecA/p.

PROPOSITION 2.1 bis. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est strictement équidimensionnel;
(iï) Soit Z j un cycle associé à 0^, on a

codim (-D n Z/, 2) == 1 ;

(iii) ^CZ/T (f^z) est une (^z-cilgèbre finie,

L'équivalence de (h) et (iiï) résulte de ([4], 5.6.10). Dans les cas (i)
ou (iï), Z est sans cycle associé immergé et (i) <=> (ii) résulte du (i) <=> (iï)
dans la proposition 2.1.

PROPOSITION 2.5. — Soit A-> R un homomorphisme plat d'anneaux
locaux noethériens intègres tels que (rad A) R == rad R et tels que k (A)
et k (R) désignent les corps résiduels respectifs de A et R, k (R) est une
extension algébrique de k (A). Alors À est équidimensionnel (resp. stricte-
ment) si, et seulement si, R Uest.

En efîet, si (Xi, . . . , Xn) est un système de paramètres de A, (Xi, . . . , Xn)
reste un système de paramètres dans R. Si on désigne par Z^, Zp des
éclatés respectifs de A et R le long de ce système de paramètres, on a

ZR = ZA ®spec^ Spec R,

le morphisme A -> R étant fidèlement plat. Notons D^, TA (resp. DR, Tp)
le diviseur exceptionnel et la partie stable par spécialisation de
ZA (resp. Zn) qui lui sont attachées. Il est clair que DR est l'image
réciproque de û^. Comme (D^)réd r^- P?(^ et (-D^réd ~ P?(Ï)\ on voit
que TR -> TA est une bijection. Comme A -> R est plat, on a

^w (^) - ̂ A (^J ®^0S'
et on en déduit la proposition aisément.

COROLLAIRE. — Si A est géométriquement unibranche, alors À est
strictement équidimensionnel si, et seulement si, le complété du hensélisé
strict de A Vesi



236 M. FLEXOR

3. A est normal.

(a) D'après le théorème de connexion de Zariski, on a ^ (Oz) ̂  Oy,
et il en est de même pour tout Z-schéma fini Z ' intègre, birationneL
c'est-à-dire plus précisément si g est le morphisme structural Z ' -> Z,
f = g o f, alors ^ (Oz) ̂  Oy.

THÉORÈME 3.1. — JZ existe un entier d > 0 tel que Z' = Proj (© q^)
où q' = f* W Oz) est un idéal de définition de A. Si, de plus, g* (q Oz)
est très ample alors on peut choisir d = 1,

q Oz. = q' Oz' et q c q' == f'^ (q Oz).
Remarques.
1° En appliquant ceci à Z ' = Z, on voit que Z = Proj (® q^), avec

qcq' et q' = f^ (q' (9^). Autrement dit q' est contracté pour f.
2° On retrouve le fait que si, pour tout tel morphisme, Z ' -^ Z, et

si, pour tout n > 0, on a q^ = /; (^ <^) (c'est-à-dire les puissances
n-ièmes de q sont « complètes »), alors Z est normal (cf. [6], Appendice
du tome 2, et [5], chap. II).

En effet, tout tel schéma Z' est alors de la forme Proi ((fin (^V) ~ Z
(cf. [4], 3.1.8, chap. II).

Démonstration du théorème 3.1. — Comme Z' est intègre,

^ (pz (1)) = g^ (q ̂ ) = q ̂ ,,

et q Oz' est un (^-module inversible ample pour f. Il existe donc un
entier d > 0 tel que (q Oz'Y = q^ Oz' soit très ample pour f. Comme
f est propre, et que q ' == ̂  (q^ ̂ ,) est un ^y-module de type fini, f
est projectif, et on a un Y-isomorphisme r : Z' ^ P == Proj (© q^)
tel que r* (Op (1)) - q^ <^ (cf. [4], III, 2.3.4.1). Donc q^ 0^ = q^ 0^.

Comme q' O z ' C O z ' , on a q 'c^(0^)=A. Montrons que c'est un
idéal de définition de A. Comme Y est normal, g est un isomorphisme
en dehors du diviseur exceptionnel. Comme f est un isomorphisme en
dehors du point fermé, il en est de même de f. Donc V (q') === { y }. Il
est clair que si q Oz' est très ample, on peut choisir d = 1 et qcq\ En
effet, on a les flèches :

ci -> /"* /"* (q) ̂  /'* (q Oz) -> ̂  (^ (q Oz)) = q'

qui sont des isomorphismes en dehors du point fermé. Comme A est
intègre, la flèche composée q -> q' est injective.
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COROLLAIRE. — Si l'image réciproque du faisceau inversible canonique
^z (1) = q ôz reste très ample pour tout morphisme fini birationnel et
intègre, alors le normalisé de Z est fini sur Z.

Remarque. — D'après LIPMAN [5], l'hypothèse du corollaire est satis-
faite si « pour tout tel schéma Z', on a

H1 (Z^ 0^ = H2 (Z', J) = 0

pour tout idéal J de Oz' ».
(b) Cas où dim A = 2 et où q est engendré par un système de paramètres.

— Rappelons pour mémoire les résultats suivants en dimension 2, si A
est hensélien, pas nécessairement normal, on a (cf. [1]), pour tout idéal
de définition q de A,

Pic Z ~ Pic î.

En outre, il existe un entier n > 0 tel que Pic Z ~ Pic Z^, où

Z^=ZxySpec(A/m").

Si, de plus, q est engendré par un système de paramètres, Zo ̂  P?"1,
où n == dim A et k = A/m.

Comme Pic (P^~1) ̂  Z [le faisceau inversible ûp (1) engendrant
Pic Pî~1], on voit que Pic Zo ~ Z.

Nous allons voir que si, de plus, A est normal. Pic Z ~ Pic Zo, ce qui
donne Pic Z ̂  Z [et Pic (Z) est même engendré par ôz (1)].

LEMME 3.2. — H1 (Z, Oz) == 0.

Soit (b, c) le système de paramètres engendrant q, de sorte que Z est
recouvert par les ouverts affines

Ub == Spec A [cfb], Uc == Spec A [6/c].

Les cochaînes de ce recouvrement sont des éléments de

T(U^Uc,ôz)=A[blc,clb].

Comme on a les relations, pour ^/eA,

^ 7 tij Wcy (c/by == 2^ ti, (c/by-f - 2,>, (— /,;) (bicy-^
on voit que toute cochaîne est un cobord.
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PROPOSITION 3.3. — Z vérifie iSa :
Comme A est strictement équidimensionnel, SCz/r^z) est une ôz"

algèbre finie (cf. prop. 2.1 ^is du § 2). Il s'agit de voir que tout Z-schéma
fini intègre Z', tel que Z ' ̂  Z soit un isomorphisme en dehors de T,
est isomorphe à Z. Soit K le conoyau de ûz -> g^ (f^z'). Comme
codim T = 2, dim K = 0. La suite exacte :

0 -> /* (<9z) -^ f, (ôz) -> f^ (K) ->R^ ̂  (Oz)

montre que f^ (K) = 0, car Y étant affine le lemme 3.2 montre que
R1 /* (Pz) == 0. Donc K = 0.

PROPOSITION 3.4. — Pic Zn ̂  PicjD ̂  Pic Zo, pour ^ou/ n, eZ i7s son/
isomorphes à Z [à savoir engendrés respectivement par les faisceaux
^ (1), ̂  (1), <9zo (1)]|.

Notons (9^ = (^/nr^ 0^, et regardons les idéaux niipotents

1 = m <9z/q 0z, J^ = m Oz\v^ ^z

respectivement de OD et 0^ Le raisonnement que nous allons faire
pour le couple (J, (9o) est encore valable pour le couple (In, <^n). Regardons
la suite exacte :

0 -> 1 -> (9; -> 0^ -> 1.

D'où la suite de cohomologie :

H1 (I) -> Pic (D) -> Pic (Zo) -> H2 (I).

Comme Supp JCD, H2 (J) = 0. Regardons ?(1). On a une suite
exacte :

H^ (m Oz) -> H1 (I) -> H2 (q 0^).

Comme Z ->- Y est propre, à fibres de dimension inférieure ou égale à 1,
H2 (q ôz) = 0. D'autre part, comme Zo s'identifie à P^, on a

r (0z/m 0z) ~ A:.

Comme r (0z) = A, on voit que r (m Oz) = m et 0 -> H1 (m (9z) -^ if1 (ôz).
Par suite, le lemme 3.2 montre que H1 (m <9z) = JZ1 (J) = 0 et
Pic (D) ̂  Pic (Zo).

THÉORÈME 3.5. — Soient A un anneau local hensélien, intégralement
clos, de dimension 2, q un idéal de définition engendré par un système de
paramètres. Alors si Z == Proj (® q^), Zo = Proj (©q^ni q"), oùm = rad A,
on a Uisomorphisme Pic Z c^ Pic Zo, ces deux derniers s'identifiant à Z
[c'est-à-dire engendrés respectivement par Oz (1) et Oz^ (1)].
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