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SUR LES SOUS-ESPACES DES COMPLEXES SIMPLICIAUX

PAR

Roserr CAUTY

Risumi. — Cet article a pour objet la possibilité de plonger un espace topolo-
gique dans un complexe simplicial. La caractérisation des espaces admettant un
tel plongement est faite dans deux cas particuliers : 1° espaces vérifiant le premier
axiome de dénombrabilité; 2° espaces pouvant étre plongés comme sous-ensembles
fermés dans des complexes simpliciaux. En particulier, tout CW-complexe a cette
derniére propriété. L’étude des propriétés d’extension des sous-espaces fermés des
complexes simpliciaux en est faite, et il est montré, en particulier, que si un
CW-complexe est plongé comme fermé dans un complexe simplicial K, alors c’est
un rétracte de voisinage de K.

Introduction. — Lorsqu’on cherche a démontrer que certains espaces
peuvent étre plongés dans des complexes simpliciaux, on se trouve
confronté 4 des problémes qui, pour simplifier, peuvent se schématiser
comme suit : considérons un espace topologique X qui est réunion d’une
famille (X,)xe« de sous-espaces; supposons que chaque X, puisse étre
plongé dans un complexe simplicial K,. Nous cherchons un complexe
simplicial K contenant chaque K. et des modifications des plongements
de X, dans K, (cK) qui se recollent en un plongement de X dans K.
Pour ce faire, il est utile de plonger chaque K. dans un espace vectoriel
muni de la topologie finie (voir § 1) et de considérer la somme directe
de ces espaces vectoriels, ce qui permet d’utiliser des arguments géo-
métriques simples. Nous traiterons deux cas particuliers importants :

10 (Xs)xe.s est un recouvrement ouvert de X (théorémes 2, 3, 4);

20 (Xo)rea est une famille de fermés dominant X. Ce dernier cas
s’applique aux CW-complexes.

Au paragraphe 5 nous étudierons les propriétés d’extension des sous-
ensembles fermés des complexes simpliciaux. Le résultat le plus important
est que, si un CW-complexe est plongé comme sous-ensemble fermé dans
un complexe simplicial K, alors c’est un rétracte de voisinage de K. Ce
résultat est un cas particulier du théoréme A.1 de I'appendice qui, dans
un cas particulier, donne une réponse affirmative au probléeme suivant :
Soit X un espace complétement normal dominé par une famille (Xo)x e 4
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130 R. CAUTY

de fermés, et soit ¥ un espace topologique. Supposons que Y ait la propriété
d’extension locale par rapport 4 chaque X,. En résulte-t-il que Y a la
propriété d’extension locale par rapport 4 X ?

L’auteur tient 4 exprimer ses remerciements a Michel ZisMAN pour
l’aide apportée a la préparation de ce travail.

1. Notations et rappels

Nous ne considérons que des espaces vectoriels réels. Si E est un espace
vectoriel réel, la topologie finie sur E est la plus fine des topologies telles
que, pour tout sous-espace vectoriel de dimension finie F de E (muni
de sa topologie séparée naturelle), I'inclusion de F dans E soit continue.
Rappelons les faits connus suivants :

(A) (S. Kakurant et V. KreE [7]) Si E est un espace vectoriel muni
de la topologie finie, alors : 1

(i) la multiplication scalaire : RXE — E est continue;
(ii) chaque translation z—+x + y : E— E est continue;

(iif) I’addition : E X E — E est continue, si et seulement si, la dimension
de E est dénombrable.

(B) (J. DucunpJr [3]) Si E est un espace vectoriel muni de la topologie
finie, X un k-espace ('), et si f, ¢ : X — E sont continues, alors f+ ¢
est continue.

(C) Soient E, F des espaces vectoriels munis de la topologie finie.
Si f: E— F est linéaire, alors f est continue.

Tous les espaces vectoriels que nous considérerons seront supposés
munis de la topologie finie. Si E est un espace vectoriel de base (e);er,
nous noterons H (E), ou H, I’hyperplan affine X;c;2: = 1, (x;):cs étant
les coordonnées du vecteur x dans (e.):cr, et K (E), ou K, le simplexe
géométrique de sommets (e):cs (i. e. 'enveloppe convexe de I’ensemble
des e;); alors la topologie induite sur K par la topologie finie de E est la
topologie faible usuelle; en outre, K c H.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons implicitement que tous les
espaces vectoriels considérés sont munis de bases, fixées une fois pour
toutes.

Si E = @uaes Es nous identifierons canoniquement chaque E, 4 un
sous-espace de E, et chaque application de X dans E, & I'application
correspondante de X dans E. Nous écrirons alors H, et K, au lieu de H (E,)

(') Un espace séparé X est appelé un k-espace si tout sous-ensemble de X, dont
Pintersection avec tout compact de X est fermée, est lui-méme fermé.
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et K (E.). Si BC A, nous poserons
Ep = @ues E.CE, Hy = H(Eg)c H, Ky = K (Ep)c K.

Si BcB' et B'CA, alors Hygc Hp et KzC Kp.
Nous ne distinguerons pas un complexe simplicial de sa réalisation
géométrique, le contexte indiquant & chaque fois de quoi il est question.
Soit L un complexe simplicial, et soient (e,)xc. les sommets de L.
Soit E un espace vectoriel réel de base (e.)x .. Alors L peut étre considéré
naturellement comme un sous-complexe de K (E).

2. Sous-espaces métrisables

TuEOREME 1. — Si un sous-espace d’'un CW-complexe vérifie le premier
axiome de dénombrabilité, il est somme fopologique d’une famille d’espaces
métrisables séparables localement de dimension finie.

Preuve. — Soit X un sous-ensemble d’'un CW-complexe K. Supposons
que X vérifie le premier axiome de dénombrabilité; soit x un point de
X, et soit (U,)ren un systéme fondamental dénombrable de voisinages
de x dans X tel que U,.,c U, pour tout n. Supposons que chaque U,
rencontre une infinité de cellules ouvertes distinctes de K. Soit z,€ U,
un point différent de z, et soit ¢, la cellule ouverte qui le contient. Suppo-
sons définis des points x; € U; et des cellules ouvertes e, pour i =0, ..., n
de facon que x; 2z, z;€e;n U; pour tout i et que e, =e; et x X a;
pour i 7 j. Puisque U,., rencontre une infinité de cellules ouvertes de K,
il existe une cellule ouverte e,., distincte des e, (i =0, ..., n) et un
point z.., 7z appartenant 4 U,.iNne,n. Alors, =z, 22z pour
i=0,...,n. Puisque, pour tout n, x,€ U,, la suite (x,) ainsi définie
par récurrence converge vers x. D’aprés la construction de cette suite,
Pintersection de A = {z,|neN| avec chaque cellule fermée de K

est finie, donc A est fermé; puisque z 2 x, pour tout n, x&A, ce qui
contredit le fait que x, converge vers x. Ceci montre que tout point x
de X a un voisinage U, contenu dans un sous-complexe fini de K; U,
est donc métrisable, séparable et de dimension finie.

X est paracompact (tout sous-espace d’'un CW-complexe est para-
compact); d’aprés ce qui précéde, il est localement métrisable, donc
métrisable (voir par exemple [9], théoréme 1); étant localement séparable,
il est somme d’une famille d’espaces métrisables séparables qui sont
nécessairement localement de dimension finie d’aprés ce qui précéde.

TutoriME 2. — Tout espace méirisable séparable localement de dimen-
sion finie X peut éfre plongé dans un complexe simplicial localement fini.
En outre, si X est localement compact, on peut supposer que 'image de X
par ce plongement est fermée.
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Preuve. — X étant métrisable séparable localement de dimension
finie, on peut (a I'aide de [4], chap. V, § 3, corollaire du théoréme 3)
trouver un recouvrement ouvert (V)),c; de X tel que chaque V; soit de
dimension finie et que, pour tout i€l, J;={jel|V,n V= @} soit
fini. Il existe alors un entier N; et un plongement ¢; de V; dans
RY: vérifiant

) o (V)c K RM).

Soit (7;);er une partition de 'unité localement finie telle que Supp (%)) C V;
pour tout i; alors la fonction ¢; : X — RM: définie par

T (@) 9 (2) si xeV,
o 0

@ %@ G ey

est continue.

En outre, ¥;| 7' ()0, 1)) est un homéomorphisme de cet ensemble
sur son image; en effet, son injectivité est claire, et si Vcr;t ()0, 1))
est ouvert, alors ¢; (V) est ouvert dans ¢; (V;), donc il existe un ouvert U
de I'hyperplan affine H (R™) tel que Ung; (V) = 9; (V), Alors le cone
épointé C, de sommet O et de base U, est ouvert dans RY, et il est immé-
diat que ¢; (X)nC = ¢; (V), done ¢; (V) est ouvert dans ¢; (X).

Soit alors E = @;e;R"Y:.. Munissons E de la topologie finie. Considérons
Papplication ¢ : X — E définie par

6) b (@) = 2ier i (@)

Si rze X, il existe un voisinage V de z ne rencontrant qu’'un nombre
fini des V;; sur V, toutes les fonctions ; sauf un nombre fini sont nulles;
il en résulte que la formule (3) a un sens, et que Y est continue.

Soient z, ye X, x Z y; s’il existe iel tel que = (x) 2 0 = =, (y),
alors ¢; (x) et 9; (y) sont définis et ne sont pas sur la méme demi-droite
d’origine 0 dans R%i; il en résulte que

$i (@) = 7 (@) ¢ (@) Z 7 () ¢ (1) = Y @)

donc ¢ (z) Z ¢ (y); sinom, il existe i tel que m; (x) = 0 et = (y) = 0;
alors ¢; (z) 2 0 = ¢: (y), donc ¥ (x) = ¢ (y); ¥ est donc injective.
Pour montrer que ¢ est un homéomorphisme de X sur ¢ (X), il ne
reste plus qu’a montrer que, pour tout ouvert V de X, ¢ (V) est ouvert
dans ¢ (X). Soit x€ V; il existe un i€ tel que zen;' ()0, 1)). Soit U
un voisinage ouvert de x contenu dans n;* ()0, 1))n V. Alors, puisque
¢: | m7t ()0, 1)) est un homéomorphisme de n;* ()0, 1)) sur son image,
il existe un ouvert W de R tel que Wny;(n;' ()0, 1)) = ¢ (U);
quitte & remplacer W par W— {0}, on peut méme supposer que

Wng: (X) = 4 ().
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La projection naturelle

a; e E=®iGIRNi—>RNi

est linéaire, donc continue; o;® (W) est donc ouvert dans E; soit
zeo* (Wyny (X); alors z =1 (x) et

(@) =uy @) =y¢@eW

donc ¢; (xr)€y; (U); d’aprés le choix de U, {¢;(U) ne rencontre pas
$; (n7* (0)); comme en outre Y; | 77 ()0, 1)) est injective, on en déduit
que z€ U. Ceci montre que

b (U) =4 X)nait (W);

¢; (U) est donc ouvert dans ¢ (X); par suite, ¢; (V) est ouvert dans ¢ (X),
et § est bien un homéomorphisme de X sur ¢ (X).

Reste a inclure ¢ (X) dans un complexe simplicial localement fini.
Pour i€, soit E; = @jes, RY, et soit L; = K (E;). L; est un simplexe
de dimension finie. Soit

L=uv el Li.

Si 'on note €, ..., eﬂvi les vecteurs de la base canonique de R”,

les e} (jed, k=1, ..., N;,) sont les sommets de L;; les seuls simplexes
de L auxquels le sommet e, peut appartenir sont évidemment les faces
des L; tels que jeJ;; J; étant fini, ces simplexes sont en nombre fini,
donc L est localement fini.

Montrons que ¢ (X)c L. Soit xe X, et soient iy, ...,i, les indices
tels que m; (x) % 0; alors 2, 7, (@) =1, 1 <p=n; pour p=1,...,n,
on peut écrire

(Pip (:l)) = 3 (Pll; eif’ lékéNiP’

ot les ¢f (2) sont les coordonnées de i, (¥) dans la base canonique de
RY; dapres (1), 2ol @) =1, 1 2k = N;,. Alors
Y@ =24, @ =237 @9 @ep
1=Zp<n, 1=Zk<ZN,,
avec
245, @ @ =27 @& 9 @) =7 @=1
l=p<n, 1Zk=ZN,, 1Zi<Zn.
Mais, pour p=1,...,n, i,eJ,, donc les e/ sont des sommets du

simplexe L,; par suite, ¢ (x)eL;, d’aprés ce qui précéde [en fait
Y@eL,nLy,n...nL,]. Dot ¢ (X)cL.
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Si X est localement compact, on peut supposer chaque V; relativement
compact. Alors F; = n;' ()0, 1)) est un recouvrement fermé de X tel
que F;cV; pour tout i. Remarquons que si ¢ (x)€L; alors il existe
jeJ: tel que Y, (x) £ 0, d’'oit x€F;, et par conséquent

Liny (X) = Liny (Vjer, F)) = Yjer Lin (F)).

Mais F; est un fermé contenu dans l’ensemble relativement
compact V;, donc est compact; ¢ (F,) est donc compact, et L;nd (X),
réunion finie de compacts, est compact, donc fermé. Ceci étant vrai
pour tout i€ l, ¢ (X) est fermé dans L.

Des théorémes 1 et 2, on déduit le corollaire suivant :

CoroLLAIRE. — Un espace vérifiant le premier axiome de dénombrabilité
peut étre plongé dans un complexe simplicial si, et seulement si, c’est une
somme topologique d’espaces métrisables séparables localement de dimension
finie.

3. Espaces localement homéomorphes & des sous-ensembles de
complexes simpliciaux

TutoriME 3. — Soit X un k-espace paracompact. Si tout point de X
a un voisinage homéomorphe a un sous-ensemble d’'un complexe simplicial,
alors X est homéomorphe a un sous-ensemble d’un complexe simplicial.

Preuve. — X étant paracompact, il existe un recouvrement ouvert
localement fini (V:);er de X tel que chaque V; soit homéomorphe & un
sous-ensemble d’un complexe simplicial. Il existe donc, pour tout i,
un espace vectoriel E; et un plongement ¢; : V;— K; = K (E)).

Soit (m;);ecs une partition de l'unité localement finie telle que
Supp (7)€ V; pour tout i. Alors la fonction §; : X — E définie par

bi@ =™ (x)o% (@) : :e Vi,
¢V,
est continue.
On prouve, comme dans la démonstration du théoréme 2, que
;|77 ()0, 1)) est un homéomorphisme de cet ensemble sur son image.
Soit alors E = ;e E;. Munissons E de la topologie finie, et consi-
dérons T'application ¢ : X — E définie par

Y @) = Zier P (2).

Si reX, il existe un voisinage fermé V de x ne rencontrant qu’un
nombre fini des V;; sur V, toutes les fonctions {;, sauf un nombre fini,
sont nulles, donc la définition de ¢ (x) a un sens. En outre, V est un
k-espace, donc [voir § 1 (B)] ¢| V est continue, donc { est continue.
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Comme dans la démonstration du théoréme 2, on montre que § est
un homéomorphisme de X sur ¢ (X). En outre, on vérifie facilement
que Y (X)c K, d’ou le théoréme.

RemarRQUE. — L’hypothése que X est un k-espace n’est utilisée que
pour montrer la continuité de ¢; on ne s’en sert pas pour montrer que ¢
est ouverte. Le théoréme 4 ci-dessous montre que si I'on abandonne
cette hypotheése, la conclusion précédente reste vraie si chaque point
de X a un voisinage homéomorphe a un sous-ensemble d’un complexe
simplicial dénombrable. On peut se demander s’il en est ainsi dans le
cas général (?).

En relation avec ce probléme, I’exemple qui suit montre qu’un sous-
ensemble d’'un complexe simplicial n’est pas nécessairement un k-espace;
il montre en outre que si K est un complexe simplicial et si xe€ VCK,
il se peut que V ne soit pas un voisinage de x dans K bien que, pour
tout simplexe fermé o contenant x, on V soit un voisinage de x dans .
En fait, méme si V n K" est un voisinage de x dans K" pour tout n, V peut
ne pas étre un voisinage de x dans K (prendre par exemple ¥ = o ef

V = K —F).

ExempLE. — Soit L le simplexe de sommets zi, -, ..., Zn, ..., SOit
wg L et soit K = » % L. Tout élément y de K se met de facon unique
sous la forme

J == ow + Ei ti x;

ol a, {; sont des réels > 0, tous nuls, sauf un nombre fini, vérifiant
o+ 2; 4, = 1. Posons n (y) = nombre d’indices i tels que f; 2 0,

n={yeK|[n@) =netaz1—(1n)}] (A1),
F = Unxa Fru
Y=Fu{ol.
Alors F, contient l’ensemble des yeK vérifiant n(@y) =n et
a=1—(1/n) (n>1). On en déduit facilement les relations

u,F.oK — {w}
et

F>u,F, =K.

Cependant, si x€ K», alors n (r) < n, donc K*"nF,, = @ pour m> n;
par suite,
Kn —_ F = K" - (UZ;:l Fm)s

(*) Des méthodes diftérentes développées récemment par I'auteur permettent de
montrer que la réponse a ce probléme est affirmative.
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d’ou
Kr—F>{reK"a>1—1/n}3w

donc K" — F est un voisinage de » dans K” pour tout n, bien que F
soit partout dense dans K.

Si HcY est compact, il existe un n tel que HcK”", alors
HnF =HnK"'nF; daprés ce qui précéde K*nF est fermé dans
K"nY, donc HNnF est fermé dans H = HNnK"n'Y. Puisque F n’est
pas fermé dans Y, Y n’est pas un k-espace.

LemMmeE 1. — Soit K un CW-complexe. Pour un sous-espace X de K,
les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est un espace de Lindelof;
(ii) X est séparable;
(iii) X est contenu dans un sous-complexe dénombrable de K.

Preuve. — (i) = (iii) : Si X n’est pas contenu dans un sous-complexe
dénombrable de K, il rencontre une infinité indénombrable de cellules
ouvertes distinctes (ex)ze.« de K. Pour tout a € A, soit x,€ X ney. Alors
Pintersection de Y = {x,|2€ A} avec chaque cellule fermée de K
est finie, donc Y est un fermé discret indénombrable de X.

Il suffit donc de montrer quun espace de Lindel6f X ne contient
aucun sous-ensemble fermé discret indénombrable. En effet, si Y est
un tel sous-ensemble, alors, pour tout yeVY, O, =X—(Y—{y})
est un ouvert de X; les O, recouvrent X; ce recouvrement est irré-
ductible car, si ye Y, alors

YgUy 2y 0 =X — { Y.

Mais, ce recouvrement étant indénombrable, ceci contredit le fait que X
est un espace de Lindelof.

(ii) = (iii) : Puisque tout point d’'un CW-complexe est contenu dans
un sous-complexe fini, tout sous-ensemble dénombrable A de K est
contenu dans un sous-complexe dénombrable L. Mais, L étant fermé
dans K, A est contenu dans L. L’implication en résulte.

(iii) = (i) et (ii) : Soit L un sous-complexe dénombrable de K, et
soient (e;):es les cellules de L; alors I est dénombrable. Si X est contenu
dans L, alors X = U;e; (X Ne;); mais chaque X ne; est un sous-ensemble
métrisable séparable, donc un espace de Lindelof séparable, et une réunion
dénombrable de tels sous-espaces est encore un espace de Lindelof
séparable.

ReEMARQUE 1. — L’équivalence des propriétés (i) et (ii) est un fait
trés particulier aux sous-espaces des complexes simpliciaux; en général,
aucune d’elles n’implique l’autre.
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ReMARQUE 2. — Le lemme 1 montre que, pour les sous-espaces des
complexes simpliciaux, les propriétés (i) et (ii) sont héréditaires, ce qui
est faux dans le cas général.

LeMME 2. — Soit X un espace topologique vérifiant :

(i) Pour tout recouvrement ouvert U de X, il existe un recouvrement
ouvert ¥ de X plus fin que U et ponctuellement dénombrable.

(ii) Tout point de X a un voisinage séparable.
Alors, X est somme fopologique d’espaces séparables.

Preuve. — D’apres (i) et (ii), il existe un recouvrement ponctuellement
dénombrable UL = { U, };es de X par des sous-espaces ouverts séparables.
Soit i€, et soit A;, un sous-ensemble dénombrable partout dense
de Ui Soit I, = {jellUnU;Z 0} ={jel|U;jnA;,,# 3} I est
dénombrable, car A;, est dénombrable, et U est ponctuellement dénom-
brable. Soit V., = Ujer, U;; Vi1 est séparable; soit A;, un sous-
enisemble dénombrable partout dense de V;,. Par récurrence, supposons
définis des sous-ensembles dénombrables I;; de I, des ouverts séparables
Vir de X et des sous-enmsembles dénombrables partout denses A
de Vi, pour k=1, ..., n Soit

Lno =1jel| UV, £ 0| ={jel|UnAp Z 0}

Iiney est dénombrable, donc Vi, = Vjer,,, U; est séparable;
soit A;p,.1 un sous-ensemble dénombrable partout dense de Vi,
Ces ensembles étant ainsi définis par récurrence, posons

I = U,y I, V= Vier U/‘ = Unxt Vine

Alors, V; est un ouvert séparable de X. On vérifie facilement que si
i# 1, oubien V; = V;, ou bien V,;nV, = @. 1l en résulte que X est
somme topologique des sous-espaces séparables V..

TutorEME 4. — Soit X un espace paracompact. Si tout point de X a un
voisinage homéomorphe d un sous-ensemble d’un complexe simplicial
dénombrable, alors X est homéomorphe a un sous-ensemble d’une somme
topologique de complexes simpliciauxr dénombrables.

Preuve. — Par hypothése, X posséde un recouvrement ouvert localement
fini (U;)ier tel que chaque U; soit homéomorphe & un sous-espace d’un
complexe simplicial dénombrable. D’aprés le lemme 1, chaque U; est
séparable et de Lindelof. Alors, chacun des ensembles V; construits
dans la démonstration du lemme 2 est la réunion d’une sous-famille
dénombrable de (U;);cs, donc est séparable et de Lindelof. X est donc
somme topologique de sous-espaces séparables de Lindelof. Il suffit
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donc de prouver le théoréme dans le cas ot X lui-méme a cette derniére
propriété.

Reprenons alors la démonstration du théoréme 3; on peut supposer
le recouvrement ouvert (V;);c; dénombrable, et chaque espace vectoriel E;
de dimension dénombrable. Alors, E est de dimension dénombrable.
La continuité de ¢ résulte alors du (A) (iii) au lieu du (B) du paragraphe 1.
Le reste de la démonstration s’applique sans changement. On obtient
ainsi un plongement de X dans un complexe simplicial dénombrable.

C. Q. F.D.

4. Sous-espaces fermés

THEOREME 5. — Soient X, Y des espaces topologiques, A un fermé
de X, et f une application continue de A dans Y. Supposons que X puisse
étre plongé comme sous-ensemble fermé dans un complexe simplicial, et
que Y puisse étre plongé dans un complexe simplicial. Alors, Xu,Y
peut étre plongé dans un complexe simplicial.

Preuve. — On peut trouver des espaces vectoriels E;, E. et des plon-

gements
9,: X—K,CE,

9 : Y —> K,CE,,

I'image de 9, étant en outre fermée dans K,. Alors (voir [2]), T = ¢y o f:
A — K, peut se prolonger en r : X - K.. Gomme X est homéomorphe
4 un sous-ensemble d’un complexe simplicial, il est parfaitement normal,
donc il existe 0 : X — (0, 1) continue telle que 0—' (0) = A.

Soient Z=X2Y, Z' = XU, Y, et = la projection canonique de Z
sur Z'. Définissons h : Z—~E = E, @ E, par

h@=0@ e () + 1 —0(@)r () si reX,
h(@y) =4 @) si yeV.
X, étant homéomorphe a un sous-ensemble fermé d’un complexe simpli-
cial, est un k-espace, donc h| X est continue [§ 1 (B)]; h| Y étant tri-
vialement continue, h est continue. En outre, h (Z) est contenu dans K.
SixzeA, 0 () =0, donc h(x) =r (@) = ¢.0f () = h(f(x)), donc h
définit, par passage au quotient, une application continue
h': Z'—>KcE.
Soient z', y' des points distincts de Z’, et soient x et y des représen-

tants de 2’ et y' respectivement dans Z. On peut toujours choisir ces
représentants soit dans Y, soit dans X — A;six, yeY, alorsx = y et

h(x) =9 (x) Z 9. () = h¥y);

si zeX—A et yeY, alors 0 (2) ¢, () %0, donc h (x)¢ K,; comme
h(@y) =9.(y)eK,, on a h(x)2h(y); si x, ye X — A, alors ¢, (z) et



SOUS-ESPACES DES COMPLEXES SIMPLICIAUX 139

¢, (y) ne sont pas sur la méme demi-droite d’origine 0 dans E,,
et, comme 0(@)=0206(y), on a 0 () e () Z0@e(y), dou
h (x) # h (y). ‘

On a donc, dans tous les cas, h(x) = h(y), dou h' (') Z k' (y') :
k' est injective.

Soit F' un fermé de Z'; posons F = n—* (F'), F, = FnX, F. = FnY.
Alors F est fermé dans Z, F, fermé dans X et I, fermé dans Y. Comme ¢,
est un plongement, ¢, (F,) est, fermé dans ¢, (X), donc dans E;; comme ¢,
est un plongement, il existe un fermé A, de K, tel que A. N ¢, (V) = ¢, (F).
Nous voulons montrer que b’ (F') = h (F) est fermé dans h' (Z') = h (Z).
Pour cela, il suffit de démontrer que :

) A,Uh (F,) est fermé dans E;
@ h(Z)n(A:Uh (Fy)) = h (F).

Pour prouver (1), il faut montrer que, pour tout sous-espace vectoriel
de dimension finie G de E, I’ensemble Gn (A.Uh (F.)) est fermé dans G;
il suffit évidemment de le faire lorsque G = G, @ G., ou G; est un sous-
espace vectoriel de dimension finie de E; (i =1, 2).

Montrons d’abord que, si G = G, @ G., alors

&) GN(A:Vh (F)) = (A:n G UTR (97" (91 (F1) N G))n G].
En effet,
Gn(A,Uh (F) = (GnA)u(Gnh(F,))
et, de
o7 (o0 (F)n G <97 ¢4 (Fy) = Fyy

on déduit que h (¢7' (91 (F1)n G,)) est contenu dans h (F,), d’out
GN(A:Uh (F))>(A:n GV [h (97! (o1 (F)n G))n G].

Inversement, soit te Gnh (F,); alors t = h (2) avec ze Fy; si ze F1n A,
alors f(z)eF. et h(z) = h(f (2))€h (Fs) = ¢ (F:)CA,, donc t€ GN A..
Si ze F, — A, alors d’aprés la définition de h, ¢, (z) et la projection
de h(z) sur E; sont sur la méme demi-droite d’origine 0 dans E,; par
suite, puisque h (2)€ G: @ G-, on a ¢, (2) € Gy, i.e. 9, (2)€9; (F1)N Gy,
donc h(@)eh (97" (91 (F1)n G))n G.

On constate donc que
(GNA)U(GNR(F)c(GnA)U[h (97" (9 (F)N G))n G,
d’ou I’égalité (3).
91 (F1)Nn Gy est un fermé contenu dans KN G,; si G, est de

dimension finie, Kn G, est compact, donc aussi ¢, (F;)n G, et il en
est de méme de 97" (0, (Fi)n Gy) et de h (97" (9. (F)Nn Gy)), donc de
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h (97" (91 (F1)n G1))n G. Ce dernier ensemble est donc fermé dans G.
Comme A.n G est fermé dans G, il résulte de (3) que Gn(4.Uh (F.))
est réunion de deux fermés, donc est fermé. Ceci prouve (1).

Preuve de (2). — Puisque h (F.)c A, on a
h(F) =hF,UF,) =h(F,)Vh(F:)ch(F)UA,.

Inversement, soit t€h (Z)n (h (F\)U A,); si t n’appartient pas & h (F),
il n’appartient pas & h(F,.), donc appartient 4 A,. On peut écrire
=h(2), zeZ; si ze Y, alors

h(2) = ¢: (2) €9, (F,) = h (F), car A:nq, (Y) = o, (F2);

ceci étant impossible, ze X; alors ze A, car h(X — A) ne rencontre

pas E; > A,; mais alors h (z) = h (f (z)) avec f (2) € Y, ce qui est impossible

d’aprés ce qu’on vient de voir. Par suite, t€h (F). Ceci prouve (2).
Ceci achéve de prouver que h’ est un homéomorphisme de Z’ sur i’ (Z').

REMARQUE. — Si ¢, (Y) est fermé dans K., on peut, dans la démons-
tration précédente, prendre A, = ¢, (F,). En particulier, k' (Z’) est
fermé dans K.

DerFINtTION. — Soit X un espace topologique. On dit qu’un recouvrement
fermé (Xo)aec 4 de X domine X si, étant donnés un sous-ensemble F de X
el un sous-ensemble B de A tels que

(l) Fc Uaes X, et

(i) FnX, est fermé pour tout o€ B,
alors F est fermé dans X.

THEOREME 6. — Supposons que Uespace topologique X soit dominé
par un recouvrement fermé (Xo)xe.4. Si chaque X, peut étre plongé comme
sous-ensemble fermé dans un complexe simplicial, alors X peut éire plongé
comme sous-ensemble fermé dans un complexe simplicial.

Preuve. — Pour tout 2 € A, il existe un espace vectoriel E, et un plon-
gement ¢, : Xy, —> KoCE, tel que 9, (X,) soit fermé dans K.. Soit
E = @ue.u Ea Soit € I'ensemble des couples (B, ¢5), ou BCA, et ¢p
est un plongement de Xz = UxepXa sur un sous-ensemble fermé
de Kp. Alors € n’est pas vide. Définissons un ordre dans € par

BcRB,

B,95) < (B',95) <
(B, 2) = (B’ 9n) 95 | X5 = ¢s et 95 (Xp —Xp)NKp = 0.

Soit (B; ¢s):c: une famille totalement ordonnée d’éléments de C.
Soit B = Uier Bt. Alors

Xp =VUsep Xo =ViesUses; Xa = Vier Xa;
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Si ze€Xp NXp, on a par exemple, (B, ¢5,) =< (B, 95), d’ou

Ps;, (@) = $;, (@) e KB,»‘ CcK;.

On définit donc sans ambiguité une fonction ¢p : Xz - Kjp par
¢p | Xp, = ¢p, pour tout iel.

Alors, pour tout i€l, ¢p|Xp est continue donc, puisque (Xo)acs
domine X, ¢p est continue. Soient z, yeXj; Alors z€Xp, yeXy
avec, par exemple, (B; 9s)=(Bj, 95), dout z, yeXp, et, si T2y,
on a

o5 (2) = 95; (¥) 7 95, (¥) = o5 (¥)-

9p est donc injective.

Soit F un fermé de Xz Pour montrer que ¢z (F) est fermé dans Kjp,
il faut montrer que, pour tout sous-espace vectoriel de dimension finie G
de Ep, 93 (F)n G est fermé dans Ejp. Puisque

EB = @aeﬂ Ea = zie[ @meBi E:x - Ziel El)’p
il existe un nombre fini d’indices iy, ..., i, tels que Gc3%_, Egik.

Alors, par exemple, (Byj» ch,.vi)é(B,-n, ¢5,) pour 1<Zj<n, donc

]

B,cB, pour 1Zj<n et 2., Ep =Ep. Soit z€X;—Xs,,
et soit i tel que zeXp. Alors (B, ¢3)< (B, ¢5 ), donc
(Bi» 95,) = (B 95), o, d’aprés la définition de la relation =,
95 (2) = 95, ()& K5, . Par suite,

9B (F)ﬁKBi” = @3 (FnXBi") ﬂKBin = CPBin (Fanz,-n) nKB,-"

done, puisque ¢p, est un homéomorphisme de Xp sur un fermé de
Kjp, , cet ensemble est fermé dans Kjp, ; alors

@5 (F)n G = o1 (F)NEs, 0 G= 95 (F)nKs, 0 G

est fermé dans G. ¢p est donc fermé : c’est un plongement de Xj sur un
sous-ensemble fermé de Kjp. Par construction, B;cB et 93| Xp, = 93,
pour tout iel. Si reXp— Xp, soit jel tel que xeXp; alors

(Bj, 95) « (Bi, 95,), donc (By, 95) < (Bj, 93),
et 95 () = 95, ()& Kp,, d’ou
o8 (Xp — Xp)NKp, =@ pour tout iel

(B, 95,) < (B, 95) pour tout iel.
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Soit (By, ¢5) un élément maximal de €. Supposons que Xz # X.
Il existe alors xreX — Xz et a€ A tel que x€X,. Soit B = B,U{ a}.
La démonstration du théoréme 5 montre que ¢p peut se prolonger en
un plongement 95 : X5 —> Kp tel que o5 (X5) soit fermé dans K et que

o5 (Xp — Xp,) = 05 (Xo — Xp)CKp — K,

(prendre X = X,, Y = X;,, A = X,n X3, pour finclusion de A dans
Xz, Ey =E., E,=Ep, E=E,® Ep, = Epz dans la démonstration
du théoréme 5). Ceci contredit la maximalité de (B, 95,), donc X = Xp,
et le théoréme en résulte.

CoroLLAIRE 1. — Soit X un espace paracompact. Si tout point de X
a un voisinage homéomorphe @ un sous-ensemble fermé d’un complexe
simplicial, alors X est homéomorphe a un sous-ensemble fermé d’un complexe
simplicial.

Preuve. — 11 existe un recouvrement ouvert ¥ = { V;};e; de X tel
que, pour tout i€, V; puisse étre plongé comme sous-ensemble fermé
dans un complexe simplicial. X étant paracompact, il existe un recouvre-
ment fermé localement fini (Fy)x e, de X plus fin que @. Alors, chaque F,
peut étre plongé comme sous-ensemble fermé dans un complexe simplicial
et (Fo)xcs domine X.

CoRrOLLAIRE 2. — Tout CW-complexe est homéomorphe a un sous-ensemble
fermé d’un complexe simplicial.

C’est une conséquence du corollaire suivant :

CoroLLAIRE 3. — Un espace topologique X peut étre plongé comme
sous-ensemble fermé dans un complexe simplicial si, et seulement si, il
est dominé par un recouvrement fermé (F.).e.4 lel que chaque F, soit un
espace compact métrisable de dimension finie.

Preuve. — La nécessité résulte du fait qu'un fermé X d’un complexe
simplicial K est dominé par la famille de fermés onX, ou ¢ parcourt
les simplexes de K, et chaque tel sous-ensemble est compact, métrisable
et de dimension finie.

La suffisance est une conséquence immédiate du théoréme 6.

5. Propriétés d'extension

Soit Q la classe des espaces topologiques qui peuvent étre plongés
comme sous-ensemble fermés dans des complexes simpliciaux.

Un espace YeQ est appelé un r. a.v. (Q) si, pour tout Xe(, tout
fermé de X homéomorphe & Y est un rétracte de voisinage de X.
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Nous dirons qu’un espace topologique Y a la propriété d’extension
(locale) par rapport 4 un espace topologique X si pour tout fermé A de X,
toute application continue de A dans Y a un prolongement continu
4 X (resp. 4 un voisinage de A dans X).

Nous dirons qu’un espace topologique Y a la propriété d’extension
(locale) par rapport 4 une classe ¢ d’espaces topologiques s’il a la propriété
d’extension (locale) par rapport & tout espace de Z.

TuEOREME 7. — Pour un espace Y €, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Y a la propriété d’extension locale par rapport a la classe Q;
(ii) Y est un r. a.v. (Q);
(iii) Y est homéomorphe a un rétracte de voisinage d’un complexe sim-
plicial;
(iv) Y a la propriété d’extension locale par rapport a tout espace X qui
est dominé par une famille (X.)xec.4 de sous-ensembles fermés métrisables.

Preuve. — (i) = (ii) : trivial.

(ii) = (iii) : trivial.

(iii) = (iv) : Il est connu, et facile de vérifier, que si Y a la propriété
d’extension locale par rapport & un espace X, alors tout ouvert de Y
et tout rétracte de Y a aussi cette propriété. Nous pouvons donc supposer
que Y est un complexe simplicial. Puisqu'un complexe simplicial est
homéomorphe a un rétracte de voisinage d’un simplexe, il suffit de
démontrer (iv) dans le cas d’un simplexe. Puisqu’'un simplexe a en
fait la propriété d’extension par rapport & tout espace métrique ([2],
corol. (5.3)); I'implication résulte du lemme suivant :

LemME 3. — Soit X un espace dominé par un recouvrement fermé (Xo)u e 4.
Si un espace topologique Y a la propriété d’extension par rapport a chaque X,
alors 'Y a la propriété d’extension par rapport a X.

Preuve du lemme. — Soient F un fermé de X, et f une application
continue de F dans Y. Si BcA, soit Xp =Uyep Xa Considérons
I’ensemble Ot des couples (B, fz), ou BCA, et fz: Xp— Y est une fonc-
tion continue telle que f3|XsznF = f|XznF. Ordonnons I, en
convenant que

(B,fr) = (B',fs) < BcB et fy=fp|Xp
11 est facile de vérifier que O est inductif. Soit (B, f5) un élément maximal

de J1t. Supposons Xy différent de X. Alors, il existe a € A tel que X, — Xp
soit non vide. Soit B = Bu{ a} et soit X5 = Xpu X,.
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XsnX)U(FnX,) est un fermé de X, et D'application ¢
(XenXH)U(FnX,) > Y définie par

gl XsnXy = 5] Xan X,
glFnX, =f|FnX,

est bien définie et continue. Puisque Y a la propriété d’extension par
rapport 4 X, elle a un prolongement continu ¢’': X, — Y. Alors 'appli-
cation fp : Xp — Y donnée par

for | X5 =[5,
fo|Xa=19

est bien définie et continue, vérifie f5 | Xp N F = f| Xp N F et, évidem-
ment, (B, fz) <(B', fz), une contradiction. Par suite, Xz = X et f;
est un prolongement de f 4 X : le lemme est prouvé.

(iv) = (i) : Résulte du corollaire 3 du théoréme 6.
C. Q. F.D.

Concernant la condition (iv), remarquons qu’un sous-ensemble d’un
complexe simplicial est dominé par une famille de sous-ensembles fermés
métrisables si, et seulement si, c’est un k-espace.

CoroLLAIRE. — Soit X un espace paracompact. Si tout point de X
a un voisinage homéomorphe a un rétracte de voisinage d’'un complexe
simplicial, alors X est homéomorphe & un rétracte de voisinage d’un complexe
simplicial.

Preuve. — Tout point x € X a un voisinage homéomorphe & un rétracte
V. d’un ouvert O, d’un complexe simplicial. D’aprés le corollaire 1 du
théoréme 6, O, appartient & Q (en fait, O. est triangulable); V., rétracte
de 0., est fermé dans 0., donc V. appartient & Q. D’apreés le corollaire 1
du théoréme 6, X appartient a Q.

D’aprés le théoréeme 7, (i) < (iii), tout point de X a un voisinage
vérifiant la condition (i). Puisque tous les espaces de la classe Q sont
paracompacts, il résulte d’'un théoréme de Hanner que X vérifie aussi
cette condition (i) (voir par exemple [5], chap. II, théoréme 17.1), donc X
est un r.a.v. (Q).

TutoreEME 8. — Tout CW-complexe vérifie les conditions (i)-(iv) du
théoréme 7.
Preuve. — Tout CW-complexe a la propriété d’extension locale par

rapport aux espaces compacts. En effet, si f est une fonction continue
d’un sous-ensemble fermé A d’un espace compact dans un CW-complexe K,
alors f (A) est contenu dans un sous-complexe fini L de K, et il est connu
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qu'un CW-complexe fini a la propriété d’extension locale par rapport
aux espaces normaux. Le théoréme A.1 de I’appendice montre alors
que tout CW-complexe vérifie la condition (i) du théoréme 7.

APPENDICE : Pseundo-complexes

DerFiNiTION A.1. — Un pseudo-complexe est le couple formé par un
espace topologique X et un ensemble ¥ de fermés de X vérifiant :

(PC1) 7 recouvre X;

(PC 2) L’intersection de deux éléments de F est réunion d’éléments
de 5,

(PC 3) Chaque élément de ¥ ne contient qu’un nombre fini d’éléments
de 7;

(PC 4) Un sous-ensemble de X est fermé si, et seulement si, son inter-
section avec chaque élément de 5 est fermée.

Il résulte immédiatement de (PC 2) et (PC 3) que I'intersection de deux
éléments de F est une réunion finie d’éléments de 7.

EXEMPLES

(1) Si K est CW-complexe, et F I’ensemble de ses sous-complexes
finis, alors (K, #) est un pseudo-complexe.

(2) Si K est un « chunk complex » au sens de CEDER [1], et si X est
I’ensemble de ses « chunks », alors (K, &) est un pseudo-complexe.

() Si X est limite inductive de la suite X,<, X, <, X. <, ...
de fermés, et si ¥ est I’ensemble des X,, alors (X, ) est un pseudo-
complexe.

(4) Si 7 est un ensemble localement fini, de type fini et stable par
intersections finies de fermés de X recouvrant X, alors (X, %) est un
pseudo-complexe.

(5) Les produits faibles de C. J. KnigHT [8]. Soit (Xa *o)zeu
une famille d’espaces topologiques pointés. Le produit faible des
espaces (X, *o)eecs est le sous-ensemble Y =| ae.s Xo du produit
X =Ml e4 X, formé des points = = (To)ze. tels que xo = %o pour
tout o sauf un nombre fini, munie de la topologie définie comme suit.
Pour tout sous-ensemble fini N de A, on peut, puisque les espaces en
question sont pointés, identifier canoniquement le produit Xy =Ilyen X,
4 un sous-ensemble de X; nous munirons chaque tel Xy de la topologie
produit usuelle. Alors les Xy sont contenus dans Y, et nous conviendrons
qu’un sous-ensemble G de Y est ouvert dans Y si, et seulement si, son
intersection avec chaque Xy est ouverte dans Xy. La topologie induite

BULL. SOC. MATH. — T. 100. — Fasc. 2 10
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par Y sur Xy est la topologie produit originale. Si quel que soit o, { %4 |
est fermé dans X, alors chaque Xy est fermé dans Y et I’ensemble des Xy,
N parcourant les sous-ensembles finis de A, est une structure de pseudo-
complexe sur Y. (Nous convenons ici que X est I’ensemble réduit au
point base de Y.)

PropositioNn A.1. — Si (X, F) est un pseudo-complexe, alors X est
dominé par F.

Preuve. — Nous devons démontrer que si A est un sous-ensemble
de X, et 7' un sous-ensemble de F tels que

(i) ¥ recouvre A;
(ii) AnF' est fermé pour tout F’' appartenant & 7,
alors A est fermé dans X. D’apres (i), nous avons, pour tout élément F
de 7,
AnF =UFreglAﬂFﬁF'.

11 résulte de (PC 2) et (PC 3) qu’il n’y a qu’un nombre fini d’ensembles
FnF' distincts. AnF est donc réunion d’'un nombre fini de fermés,
donc est fermé. D’aprés (PC4), A est fermé.

Il résulte de cette proposition et de théorémes connus que si chaque
¢lément de ¥ est %, (normal, parfaitement rormal, collectivement normal,
paracompact, etc.), alors X aussi.

Si (X, 7) est un pseudo-complexe et n un entier > 0, nous noterons ,
le sous-ensemble de 7 formé des éléments de & qui contiennent au plus
n éléments de F (7, est vide). Notant par Il la somme topologique, posons

Xt =Ureg, FcX (n>0),
M, =lreg,—g.. F (n=1),

M, =Ureg,—g.,. FNnX1cM, (n>1).
Evidemment, on a
g =XcX'cXc...cX"c...cX,

et il y a, pour n>> 1, une application continue ¢, : M, — X» induite
par les inclusions FNX1<_, X" (Fe€F" — Fp).

LemMmE A.1:
(i) X =1lim X~;
—

(ii) (X, 7,) est un pseudo-complexe;
(iii) X" = M,v , X~



SOUS-ESPACES DES COMPLEXES SIMPLICIAUX 147

Preuve. — (i) Puisque X" est réunion d’un sous-ensemble de 7, i
est fermé dans X d’apres la proposition A.1. D’aprés (PG 3), on a
F = U, 7, donc, dapres (PC1), X = v, X" Enfin, si un sous-
ensemble K de X est tel que K n X" soit fermé pour tout n, et si F est
un élément de 7, il y a un n tel que F appartienne 4 F,, ce qui implique
que KNnF =(KnX)NF est fermé dans F. D’aprés (PC4), K est
fermé. Ceci prouve (i).

(ii) #, vérifie trivialement les conditions (PC 1) et (PC 3). Puisque
(X, 7) vérifie (PC 2) et que si des éléments F, F’ de & vérifient F'Cc F€ ,,
alors F' appartient a4 #,, on voit que (X", ¥,) vérifie (PC 3). Enfin,
(PC 4) résulte de la proposition A.1.

(iii) se déduit facilement de (ii).

ProrosiTioN A.2. — Soient X un espace ftopologique séparé et & un
ensemble de fermés de X vérifiant (PC 1)-(PC 3). Si X est un k-espace,
alors (X, 7) est un pseudo-complexe si, et seulement si, tout compact de X
est confenu dans une réunion finie d’éléments de F.

Preuve. — La nécessité résulte du fait connu que si un espace séparé
4 la topologie limite inductive par rapport 4 une famille de fermés, alors
tout compact de cet espace est contenu dans une réunion finie d’éléments
de cette famille. La suffisance est triviale.

Si (X, 7) est un pseudo-complexe, et A un sous-ensemble de X, nous
noterons F, l’ensemble des sous-ensembles de A de la forme FnA,
ou F appartient a &. Il est clair que (A, 5, vérifie (PC1) et (PC 2).
Soit Fe &, et soient F,, ..., F, les éléments de & qui sont contenus
dans F. Pour montrer que (4, ,) vérifie (PC 3), il suffit de montrer
que si F’ est un élément de 5 tel que F'n A soit contenu dans FnA,
alors FNA est réunion de certains des ensembles F;nA. Mais
F'nAcFnA implique

F'nA=FnFnA

et F'nF est réunion de certains des F; (1 £i< n) d’aprés (PC 2),
d’ou notre affirmation.
Notons que (4, 7 _,) ne vérifie pas toujours (PC 4) (voir I’exemple du § 3).

Prorosition A.3. — Si A est un sous-ensemble localement fermé de X,
alors (A, 7.,) est un pseudo-complexe.

Preuve.

Cas 1 : A est fermé. — Si C est un sous-ensemble de A tel que
Cn(FnA) soit fermé dans A, donc dans X, quel que soit F appartenant
a 7, on déduit de (PC 4), puisque CNF = Cn(FnA), que C est fermé
dans X, donc dans A. Par suite, (4, 7,) vérifie (PC 4).

Cas 2 : A est ouvert. — Si O est un sous-ensemble de A tel que
on(FnA)soit ouvert dans Fn A quel que soit F appartenant 4 #, on
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déduit de (PC 4), puisque OnF =0n(Fn A), que O est ouvert dans X,
donc dans A. Par suite, (4, ) vérifie (PC 4).

Cas général : A est Uintersection d’un ouvert © et d’un fermé H. — La
proposition résulte alors des cas 1 et 2 si ’on remarque que ¥, = (F )on 1.

ProrosiTioN A.4. — Si X est séparé et si A est un k-espace, alors (A, 7 4)
est un pseudo-compleze.

Preuve. — Cela résulte de la proposition A.2 puisque, X étant séparé,
tout compact de A est contenu dans une réunion finie d’éléments de #,
donc aussi dans une réunion finie d’éléments de 7 ..

Soient X, Y des espaces topologiques, et soit % (Y) l’ensemble des
sous-ensembles non vides de Y. Si G est une fonction arbitraire de X
dans Z (Y), nous dirons que X a la propriété d’extension locale des
sélections de G si, pour tout fermé A de X et toute fonction continue
9 :A— Y vérifiant

o @®e G, VzxzeA,

il existe un voisinage N de A dans X et une fonction continue ¢ : N - Y
prolongeant ¢ et vérifiant
Y (x)e G(x), VzeN.

Si H est un sous-ensemble de X, nous noterons G| H la restriction
de G 4 H.

TutoreME A.l. — Soient (X, F) un pseudo-complexe, Y un espace
topologique, et G une fonction de X dans % (Y). Supposons que chaque
élément F de 5 soit complétement normal et ait la propriété d’extension
locale des sélections de G| F. Alors X a la propriété d’extension locale
des sélections de G.

Preuve. — Soient A un fermé de X, et ¢ : A — Y une fonction continue
vérifiant ¢ (x) € G (x) pour tout x€A. Posons, pour n>.0,

A, =X"nA.

Nous allons définir par récurrence des sous-ensembles U, de A, et
des fonctions continues f, : U, — Y vérifiant les conditions suivantes :

(i) U.,est ouvert dans 4, (n> 0),
(i) U, = A et U, contient U, pourtoutn >0,
@) fo=g,
@ @) foss| T = fun
) f.(@) e G (x) pour tout xe U,
(vi) Si F appartient a %,, alors U,nF =TU,nF.



SOUS~ESPACES DES COMPLEXES SIMPLICIAUX 149

Supposons ceci fait. Soit U = Uy~ Un. Alors,
UnX" = Uy Upn X" = Uy n Unn X7

[d’aprés (ii)] est ouvert dans X", car chaque U,nX™ est ouvert dans X™
pour n > m d’apres (i). D’apres le lemme A.1 (i), ceci implique que U
est ouvert dans X. D’aprés (iv), on définit sans ambiguité une fonction
f: U—-Xpar f| U, =f,| U, pour tout n > 0. Puisque U est ouvert

dans X et que X = lim X», on a U = lim Un X", donc, pour‘ montrer
— —

que f est continue, il suffit de montrer que sa restriction & chaque Un X~
est continue. Puisque Un X" = U, Unn X" et que chaque U,nX"
est ouvert dans X" pour m > n, il suffit pour cela de démontrer que
flUnnX" est continue pour m>n, ce qui résulte du fait que
flUnnX" = fn| UnnX" et de la continuité de f,.. Alors, (iii) implique
que fest un prolongement de ¢ a l'ouvert U de X, et (v) implique
que f(x)€ G (x) pour tout ze U.

Reste a construire les suites (U,) et (f.). Définissons U, par (ii); alors
U, = U, et 'on peut définir f, par (iii). Supposons Uy et fi construits
pour 0 Zk = n. Soit FE€F,y — Fp, et soit

Ap =U,nF =(AnF)u(U,nX"nF).
}
Alors A est fermé dans F et I'application gp = f,|U.nF : Ap—> Y
est une application continue vérifiant ¢ ()€ G (x) pour tout r€Ap.
Par hypothése, g» a un prolongement, encore noté gr, a un ouvert Vg
de F contenant Ar et tel que gr (x) € G (x) pour tout € Vy. La normalité
de F permet de supposer, quitte a restreindre Vy, que gr est en fait

définie sur V.
On a
P)) U.nFnX*=U,nFnX~.
En effet,
FnXr»=Fn(Ypeg, F') =Uregy, FNF).

Chaque F n F' est une réunion finie d’éléments de F,; comme F ne contient
qu'un nombre fini de tels éléments, F n X" est réunion finie d’éléments
de 7, donc on peut écrire

FnX” =UiejFl,

ot I est un sous-ensemble fini de F,. Alors, d’apres (vi),

FnX'nU,=veFnU, = FnU,=Ue; FnU, =FnX*nU,.

LemMmE A.2. — Soient X' un espace complétement normal, A' et B’
des fermés de X', U’ un sous-ensemble de A’ ouvert dans A’ et contenant
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B'nA', et V' un ouvert de X' contenant B'v U’. Alors il existe un ouvert W'
de X' vérifiant :

(@) BuU cWcV;

) WnA'=U;

() WnA =T

Preuve. — On a
(4= 0)n(BUT)
=[(A"—U)nBJu[(A' = TU)n U]=(A"—TU)nB =0,
car B'n A’ est contenu dans U’. D’autre part,
A —UnBuU)=(A —0nB)u(A—TUnU) =0,

car U’ est un ouvert de A’ disjoint de A’ — U’, donc de A’ — U, et
A’ —U'nB' est contenu dans (A’ — U)nB' = 0.

Les ensembles A’ — U’ et B'U U’ sont donc séparés. D’aprés la compléte
normalité de X', il existe des ouverts M’, N’ de X' contenant A’ — [’

et B'U U’ respectivement, et tels que M'nN’' = 0.
Soit W' = N'nV'. Alors W’ contient B’v U’. D’autre part,

WnA"=NnVnA' DU,
WnA)Yn (A — U)cN'nM = 0.

W'n A’ est ouvert dans A’ et ne rencontre pas ’extérieur de U’ dans A’,
donc ne rencontre pas la frontiére U' — U’ de U’ dans A’; on en déduit
que WnA'=U'.

Puisque W nA' = U, W nA' contient WNA" = U'. Puisque M’
est un ouvert disjoint de W', W' est disjoint de M’, donc de A — U.
Par suite, W nA’ = U'. Le lemme est démontré.

Si 'on applique le lemme précédent en prenant X' = F, A’ = FnX"~,
B =AnF, U =U,nX"nF et V' =V on obtient un ouvert Ur
de F tel que

@) AnF)uU.nX"NnF)cUrcC Vg,
3) ®) UnXr=U,nFnX~,

) UnX"=U,nFnX"=TUpynX~

Posons B 3
Unii = (Ur Up) U U, H,.y =(UF UF)UUm
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F parcourant les éléments de #,., — F,. Alors, (8) et (y) impliquent que,
si F'ed,,
UrnF'=U,nFnF',

UrnF" = U,nFnF' [utiliser (2)],
d’ou
= (U.nF)YV(UrU.nFNF)=U,nF’,

? Hn+1nFl = (l—]nU(UF ﬁF’))nFI
=(U.nF)u(UpU,nFnF')=U,nF,

( Uis NF' = (U,u(Ur U))AF’
@

A

ce qui montre que U, NnF’ est ouvert dans F’, et H, . ,NF’' fermé
dans F'. Si F,€¥%,,., — %, on obtient

®) UninnFy = (U,v(VrUp)NF,
= Ur,VU(Ur,2r UrnF))U(U.NnF,)
= Up,U(Ur2r, UrnNX"nFy)u(U.NnF,)
= Up,U(Urzr, U.nFNnF)u(U,nF,)
= Upu(U.NnF,) = Up,

qui est ouvert dans F,, et

U rUr)NF,

Urzr Upn Fo) U(T.nFo)
Uper, Upn X" 0 Fo) U (U.NF,)
Fip,,UnFnFO) (U.nF,)

(6) Hn+lnF0 = (U

,-\/—\A/\

qui est fermé dans F,.

En résumé, quel que soit F€F,.y, UpnNF est ouvert dans F, et
H,.,nF est fermé dans F. Il résulte du lemme A.1 (ii) que Upryn X+
est ouvert dans X"+, et H,,nX" fermé dans X*+!. Puisque
UpnnNA=A=H,,nA et que A,., est réunion des deux fermés
X+t et A, il en résulte que U,., est ouvert dans A,.., et H,,, fermé
dans A,.;. La définition de H,,, implique alors immédiatement que

Hn+1 = l—]n+1-
Alors, (5) et (6) impliquent que si F€F,,, —F,, on a
l—]n.HﬂF = Hn—HnF = UF = U,H.J\F.
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D’aprés (4), si Fe%,, on a
ﬁn+1nF =H,.unF = [jn('\F= UnanF,

donc la condition (vi) est vérifie.

Soit F€F s — F,. Puisque Uy est contenu dans Vg, la fonction
gpi Ur : Up— Y est définie et continue. En outre,

gp| ﬁpn Un = gF] ﬁnﬂF
et,siF, FF€F,,—F,,ona FNF =FnX*"nF’, dou

9r| UrnFAF = gp| UpnFAX "N F’
= gl U.nFaX"nF =[,|U.nFnX"nF’
=go|U.nFnX*nF' = gu|UsnFnF.

On définit donc, sans ambiguité, une fonction f,., : Upry — Y par

fn+1 l ijn = fm
fosi|Up = gr|Usr  pour FeF,., —F,

dont la continuité est une conséquence facile de la continuité de f. et
des gr et du lemme A.1 (ii).

Le fait que f,.: (x)€ G (x) pour tout x€ U,., résulte de ce que f,
et les gr ont cette propriété. Les conditions (i)-(vi) sont alors vérifiées
et la récurrence est achevée.

C. Q. F. D.

CoroLLAIRE 1. — Soit (X, ) un pseudo-complexe tel que chaque F
appartenant a F soit complétement normal. Si un espace topologique Y
a la propriété d’extension locale par rapport a chaque élément F de 7,
alors il a la propriété d’extension locale par rapport a X.

Preuve. — 11 suffit de prendre G (z) = Y quel que soit x€X dans le
théoréme A.1.

Si fest une fonction de X sur Y, une section de f sur un sous-ensemble A
de Y est une fonction s : A — X telle que fs = 1.,.

CorOLLAIRE 2. — Soit f une fonction (pas nécessairement continue) d’un
espace topologique X sur un CW-complexe K. Pour que toufe section
continue s : A — X de f, définie sur un sous-ensemble fermé A de K, puisse
se prolonger en une section continuet: V — X, définie sur un voisinage
de A dans K, il faut et il suffit que, pour tout sous-complexe fini L de K,
fIf* (@) : f~* (L)~ L posséde cette méme propriété.
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Preuve. — La nécessité est triviale. La suffisance résulte du théoréme A.1
appliqué en prenant pour # I'ensemble des sous-complexes finis de K,
et en posant G (xr) = f—! (x) pour tout '€ K.

DEFINITION A.2. — On dit qu’un espace topologique Z est un espace
paracomplexe s’il existe une suite Z,<_y Z,<_, Z, <_, ... de sous-espaces
fermés de Z tels que :

10 Z, est métrisable;

20 Pour tout n > 0, il existe un espace métrique X,, un fermé A, de X,
et une fonction confinue f, : A, —> Z,_, tels que Z, soit homéomorphe a
Xn Uf,lZn—1;

30 Z =lim Z,.
—

Les espaces paracomplexes ont été introduits par D. M. Hyman [6]
sous le nom de M-espaces. La version globale du théoréme suivant
a été prouvée par D. M. Hyman ([6] th. 10.1).

TutorEME A.2. — Un espace topologique Y a la propriété d’extension
locale par rapport aux espaces paracomplexes si, et seulement si, il a la
propriété d’extension locale par rapport aux espaces métriques.

Preuve. — La nécessité est triviale. Pour prouver la réciproque, soit
Z = lim Z, un espace paracomplexe (nous utilisons les notations de la
—>

définition A.2). Puisque la compléte normalité se conserve par formation
des espaces d’adjonction, on voit par récurrence sur n que chaque Z,
est complétement normal. Si I'on peut montrer que Y a la propriété
d’extension locale par rapport a chaque Z,, le théoréme résultera du
corollaire 1 du théoréme A.1. Procédons par récurrence; par hypothése,
cela est vrai pour n = 0. Si cela est vrai pour n, alors cela résulte pour
n + 1 du lemme suivant :

LemMmE A.3. — Soient X un espace topologique, A un fermé de X, Y un
espace normal et f: A — Y continue. Si un espace fopologique Z a la pro-
priété d’extension locale par rapport @ X et a Y, alors il a la propriété
d’extension locale par rapport @ Xu, Y.

Preuve. — Soit m : Xu Y - Xu,Y la projection naturelle, et soient
i=mn|Xetj=m|Y. Soient Bun fermé de Xu, Yet ¢g: B — Z continue.
Puisque Z a la propriété d’extension locale par rapport 4 Y, et que Y
est normal, il y a un voisinage ouvert U de j—! (B) dans Y et un prolonge-

ment § de go (j| B) & U. Alors C = i~ (B)Uf—* (U) est un fermé de X
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et 'application h : C — Z donnée par
h| i (B)=go ({]i™ (B)),
k| f-(0) =g (f1 f~ (D))

est bien définie et continue donc se prolonge en h : V— Z, ot V est un
ouvert de X contenant C. Soit

Vi=Valf" (OuX -4 =V —@A —f* ).

Il est clair que V' contient i—* (B). En outre, V' est ouvert car
X=V=X-WEX-U0)nd]=X—-V)u@ —f(U)

qui est fermé puisque, U étant ouvert dans Y, f~* (U) est un sous-ensemble
de A ouvert dans A.

Le sous-ensemble V' 2 U de Xz Y, qui est ouvert, est saturé, car
sizeAetsif(x)eU,alorszef~* (U)c V'. L’application k: V'» U — Z
définie par

k() =h@ si zeV,

k() =7 () si xeU

est compatible avec les identifications car si x appartient &

V'nA =Vnf1(0),

alors h(z) =g (f()) = k (f(x)); elle définit donc, par passage au
quotient, une application continue k : = (V' 2 U) — Z. D’apres ce qui
précéde, m (V' 2 U) est un voisinage ouvert de B dans Xu,Y. Enfin,
k prolonge g car si xeBnj(Y), alors k(x) = § (j—* (¥)) = ¢ (x) et si
z€BNi (X — A), alors k (z) = k(i (x)) =h(i* () = g ().

Le lemme est démontré, donc aussi le théoreme :

ProrositioNn A.5. — Soit (X, ) un pseudo-complexe. Si chaque
élément F de F est un espace paracomplexe, alors X est un espace para-
compleze.

Preuve. — X, somme topologique d’espaces paracomplexes, est un
espace paracomplexe. Par récurrence sur n, il résulte du lemme A.1
(iii) et du lemme 4.4 de [6] que chaque X" est un espace paracomplexe.
Puisque X est limite inductive des X*, il résulte du lemme 4.3 de [6]
que X est un espace paracomplexe.
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