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UN PROBLÈME MÉTRIQUE
D'APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

BERNARD DE MATHAN
[Bordeaux et Rabat]

1. Introduction.

Un des premiers résultats métriques, en approximation diophantienne,
est le théorème de Khintchine [Khincin], selon lequel, si (£y)yeN* es^ une

suite décroissante de nombres réels positifs, telle que la série V £y soit

divergente, l'inéquation diophantienne
q=l

(1) [ x — p i q \ ̂  z^lq

admet, pour presque tout nombre réel x, une infinité de solutions, en
couple d'entiers (p, q), avec q > 0.

Soit v (x, Q) le nombre de solutions de (1), telles que 0 < q ̂  Ç.
[On peut supposer £y < 1 pour tout q, en sorte que, pour q donné, l'iné-
quation (1) ait au plus une solution (p, g).] On a

r 1
^ v (x, Q) dx =^ £y,

^n

on pouvait donc s'attendre à ce que, pour presque tout x, v (x, Q) soit
Q

équivalent, pour Q tendant vers l'infini, à V Sy. Cela a été effectivement
q-=\

démontré par P. ERDÔS [2] et W. SCHMIDT [11]. W. J. LE VEQUE [7]
étudiait, dans cette optique, des suites (a (q) x) mod 1, pour certaines
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370 B. DE MATHAN

suites a (g). S. LANG [4] s'intéressait au cas où x est un nombre quadra-
tique. Des problèmes analogues, mais non homogènes, ou des problèmes
— voisins — de discrépance, étaient aussi étudiés par J. W. S. CASSEES [l],
W. SCHMIDT [12], W. PHILIPP [10], puis par l'auteur [8].

Ces résultats ont conduit à l'introduction de la notion de suite eutaxique
par J. LESCA [6]. Soit (Un)nçjs* une suite d'éléments d'un espace métrique
compact X, muni d'une mesure normale p. (c'est-à-dire positive, et de
masse totale 1). Soit (B^ç^* une suite de disques de X, Un étant centre
de Bn, et soit J l'ensemble des éléments xçX pour lesquels il existe une
infinité de n tels que xçBn. La suite (Un)nG^ est dite ^-eutaxique si les

conditions que la suite (^ (Bn)) soit décroissante, et la série ^. p. (Bn)

divergente, impliquent que l'ensemble J soit de complémentaire pt-négli-
geable.

Parallèlement, nous avons introduit la notion de suite fortement
eutaxique [8]. Dans les conditions ci-dessus, soit, pour xç.X et N, entier
positif, v (x, N) le nombre d'entiers n tels que 0 < n ̂  N, et que x e Bn.
La suite (Un) est dite fortement ^.-eutaxique si les conditions que la

suite ([M (Bn)) soit décroissante, et la série ̂  ̂  (Bn) divergente, impliquent

que, pour ^.-presque tout x ç. X, v (x, N) soit équivalent, pour N tendant
N

vers l'infini, à ^. p. (Bn).
n=l

Soit cr = (en) une suite décroissante de nombres réels positifs, telle

que la série ̂  £n soit divergente, et qu'il existe, pour tout n, un disque

de E, de centre Un et de mesure s^. Nous dirons que la suite (Un) est
pi-eutaxique (resp. fortement fJL-eutaxique), relativement à la suite o-,
si la condition

r ^ 1lim v (x, N) == + oo resp. v (x, N) '~V.£n
L n=i J

pour fJL-presque tout xçX est satisfaite pour toute suite de disques Bn,
de centres Un et de mesures Zn- Une suite (Un) sera donc ^.-eutaxique
(resp. fortement p-eutaxique) si elle est pi-eutaxique (resp. fortement
p-eutaxique) relativement à toute suite o-. Lorsqu'il n'y a pas d'ambi-
guïté sur la mesure p, en particulier lorsque X est un groupe abélien,
muni d'une mesure invariante par translation, compact, et ^ sa mesure
de Haar, les locutions ^-eutaxique et fortement pi-eutaxique, seront rem-
placées par eutaxique et fortement eutaxique.

La nouveauté des résultats auxquels conduisent ces notions, réside
dans le fait que les résultats antérieurs étaient essentiellement du type
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suivant : soit U un. ensemble de suites d'éléments d'un groupe compact X
(par exemple), soit TT une mesure sur U; alors, sous certaines conditions,
pour toute suite o- comme ci-dessus, Tz-presque toute suite u e U est
eutaxique ou même fortement eutaxique relativement à o". Un tel résultat
n'implique pas que Tr-presque toute suite u e U soit eutaxique (car
l'ensemble des suites o- n'est pas dénombrable, ni ne possède de partie
initiale dénombrable !). Ainsi, si l'on se donne une suite o", la suite (n a)
d'éléments du tore R/Z, est eutaxique (théorème métrique non homogène
de Khintchine) et même fortement eutaxique [12], relativement à o-, pour
presque tout aeR/Z. Mais J. LESCA [6] démontre que la suite (n a) est
eutaxique, dans R/Z, si et seulement si la constante de Markov de a,
M (a) == lim sup 1/n || n a [| est finie, ce qui n'est le cas pour presque

TIEN*
aucun élément aeR/Z.

Le but de ce travail était de trouver des exemples de suites fortement
eutaxiques dans R/Z. Nous avions montré, disons, qu'une suite à discré-
pance finie, à valeurs dans un groupe pro-fmi, est fortement eutaxique [8].
Nous montrons ici qu'une suite d'éléments de R/Z, pour laquelle il existe
une famille « suffisamment riche » d'intervalles de restes bornés, est
fortement eutaxique. Un exemple immédiat est fourni par les suites
g-adiques (c'est-à-dire à valeurs dans l'ensemble des éléments de R/Z
de la forme a\(f1 mod 1, q étant un entier supérieur à 1 donné, a et n des
entiers quelconques), très bien réparties. Un résultat de J. LESCA [5]
nous permet d'appliquer également ce théorème à la suite (n a) lorsque
M (a) < + oo, montrant ainsi que, dans ce cas, la suite (n a) est forte-
ment eutaxique. On peut même relier plus finement l'eutaxie de la
suite (n a) aux approximations rationnelles de a, la même méthode nous
permet de montrer que si, pour tout nombre réel positif ô, l'inéqua-
tion [ j n a [ j ̂  1/n1-^0 n'a qu'un nombre fini de solutions entières posi-
tives n (ce qui est le cas, en vertu du théorème de Roth, si a est la
classe mod 1 d'un nombre algébrique), alors la suite (n a) est fortement
eutaxique, relativement à toute suite o- == (^) pour laquelle il existe
une constante ôo > 0 telle que

/ . x
lim inf ( s,̂  £, ) > 0,

\ k=i /

par exemple toute suite proportionnelle à une suite 1/n? avec 0 < p < 1.
Suivant l'usage, nous désignons par { x } le nombre de l'intervalle

réel (0,1(, dont la classe module 1 est l'élément rceR/Z, et par [|.[|
la norme de R/Z, [| x (|== min ( { x } , 1 — { x } ). Nous appellerons inter-
valle de R/Z l'image canonique d'un intervalle réel. Le centre d'un
intervalle J de R/Z (J ̂  R/Z) est le point de 1 dont la distance au
complémentaire de 1 est maximale, cette distance est le rayon de l'inter-
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valle I , et est égale à la moitié de sa mesure (pour la mesure de Haar
normalisée de R/Z). On considère R/Z comme intervalle de R/Z, de centre
n'importe quel élément, de rayon 1/2. Naturellement, les disques de R/Z
sont les intervalles ouverts ou fermés. La notation 1 (XQ, 0, où a;oeR/Z
et 0 < s ̂  1/2, désigne le disque fermé [| x—Xo |j ̂  £. L'ensemble des
entiers naturels est noté N (OeN), et N* = N — { 0 }. Les suites sont
toujours indexées sur N*.

2. Eutaxie et discrépance.

Le résultat sur les suites (n a) sera conséquence de l'énoncé plus
général suivant :

THÉORÈME 1. — Soit (u/O/^eN* une suue d'éléments de R/Z. Supposons
qu'il existe une suite croissante de nombres réels positifs, (Rk), tendant
vers + oo, et pour tout k, un recouvrement de R/Z par une famille (J^^i^n^
de Hj, intervalles de mesure IfRk, tels que les conditions suivantes soient
vérifiées :

(i) Hk=Rk+0^',
(ii) Pour tout couple d'entiers (M, N) tels que 0 ̂  M < N, désignons

par TT (J\, M, N) le nombre d'entiers n, tels que M < n^N et que UnçJ\.
Alors :

TT (J\, M, N) ̂  (N — M)fRk + 0 (1)

(uniformément par rapport à M, N, k et i);
(iii) R^IRk= 0(1).
A/ors, la suite (u.n)nç^ est fortement eutaxique. De façon plus précise,

soit une suite d'intervalles In de R/Z, de centres Un, de mesures en, telle
00

que la suite (s,n) soit décroissante, et la série V s,,, divergente. Pour N, entier
n=l

positif, et .reR/Z, désignons par v ( x , N ) le nombre d'entiers n, tels que
N

0 < n^N et que xçln. Posons S (N) ==V s/,. Pour presque tout x, on a
n ==1

l'estimation suivante (relativement à N) :

v (x, N) = S (N) + 0 ((S (N))5/6 (log S (N))1^)

quel que soit s > 0.

Nous allons d'abord démontrer le lemme suivant :

LEMME 1. — Les notations étant celles du théorème 1, supposons les condi-
tions (i) et (ii) satisfaites. Soient m, N, h et k, des entiers positifs, tels
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que m < N et Rk^Rh^ l/£m. On a alors (uniformément par rapport
à m, N, h, k) :

N N

^ ^(ImC\In)^^m ^ 5^+0(^4)

n=m-hï n=m-\-ï

/ N \ / N \

+0[^RhlRt ^ e^+o(ïlRh ^ s»).
\ n=:m+l / \ n=m+l /

La démonstration de ce lemme s'appuie sur quelques autres lemmes.
Remarquons tout d'abord :

LEMME 2. — Soit JcR/Z. On a

^(J)^l/^ ^ 1,
l^i^Hk
JÎ^^0

et si 1 est un intervalle :

\IRk ^ 1=^(J)+0(1/^).
^^i^H],
4n^0

Preuve. — La première inégalité est évidente, et en l'appliquant au
complémentaire de l'ensemble F == 1 + 1 (0, 1/J?^), on obtient

\-^(Ï')^\\R, ^ 1.
Y^i^Hk

./;nC^0

Or tout intervalle J^, qui rencontre J, est contenu dans F , donc

1/J?, ^ 1+llRk ^ 1^1+0(1^).
î î

.4n^0 4nC^^0

D'autre part, si 1 est un intervalle, p. (T) ̂  ̂  (J) + 2/J^, d'où

l/^ ^ 1^^(J)+0(1/^).
i

4n^0

Nous nous servirons aussi du lemme suivant :

LEMME 3. — Soient ^n,i et y^- deux fonctions réelles non négatives du
couple d'entiers (n, i), tels que 1 ̂  n ̂  N et 1 ̂  i ̂  H. Supposons qu'il
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existe deux nombres réels non négatifs p et C, tels que Von ait, pour tout M
tel que 0 < M ̂  N, et pour tout i,

M

^P^^pM+ C.
n=l

Supposons, de plus, que, pour tout i, la fonction n -> ̂  soit décroissante.
Alors,

^ PT^TT^P ^ ÏT^+C ^ Y .̂.
i^n^N ï^n^N i^i^fl
ï^i^H ï^i^H

II suffit évidemment de se restreindre à un seul indice i, la démons-
tration est bien claire.

Nous allons établir maintenant, avec les conditions du lemme 1,
le résultat suivant :

LEMME 4. — On a
N N

^ ^ (J- n In) ̂  zm ̂  s. + 0 (Rk £?.) + 0 ((N — m) ̂ Rk).
n-=m-^-ï n-=.m-^\

Preuve. — On a
N N

^ ^(^nJ.)^l/^ S 2 1>

^==W+1 7l==77l-4-l (

-i[r\in,r\in-^ft
donc

^v ,v

^ ^(^nJ.)^l/^ ^ ^ 1 .
/i==7n+l ^ TI==W+I

Jir\im^0 ^n.4^0

Fixons l'entier i. Nous pouvons écrire

^ Hf, N

2 ^2 2 ••
n ==771+1 /r=l 71 ==771 4-1

inr\j[^0 7^n4^0
^e.^

Or les conditions InC\J\ 7^ 0 et UnÇ.J{, impliquent que J{ rencontre
l'intervalle J^ + I (0, s^/2). Soit y^ la fonction de n définie par y^- (n) = 1
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si J{c\(J\ + 1 (0, £nl2)) -^ 0, et Y,,; (n) == 0 sinon. Soit (3y la fonction
caractéristique de l'intervalle J{, nous pouvons écrire

2 1^ 2 (3/(".)ï./(n).
/î==m-+-l ï^J-^Hk

I,^^\•ft|,7^0 m<^n^N

Or, d'après la condition (ii) du théorème 1, on a, pour tout M > m :
M

^ (3, (u,.) ̂  (M - m)/fi, + 0 (1)
n=m+ï

et, d'autre part, puisque la suite (£„) est décroissante, pour tout (i,j),
YÎ,/ (n) est une fonction décroissante de n. On peut donc appliquer le
lemme 3 :

2 ^("^ï./w^i/^ 2 ^'^+o( S ï./(m+l)Y
\^j^Hk 1^/^iï'fc \l^'^ffk /
w<7i^7V rrK^n^N

Mais, pour n fixé, comme J^ + J (0, s,,/2) est un intervalle de mesure
au plus £„ + IfRk, on a, d'après le lemme 2 :

2 T^)- 2 i-^^+oo),
î^f^Hk . 7

•^-n(./;-+^(o,s»/2))=0

d'où finalement, pour i fixé :
N N

^ 1^ ^ s.+0[(N-m)/^]+0(%^).
/^r=:w4-l rt=:/n-+-l

^n^;=0

Le nombre de i tels que J\r\I,n = 0, étant s^J?^. +0(1), on obtient
alors :

N N

^ ^(Im^In)^n ^ 5. + 0 (% ̂ ) + 0 { [(N ——m)/^] S^ }.

/î==m4-l /i=m-4-l

Pour obtenir le lemme 1, il suffit de compléter ce calcul par le suivant :

LEMME 5. — Soient m. No, N et h, des entiers positifs, tels que m < No < N
et que s^i < 1/2?^ ̂  £m. On a

N N / N \

S y.(I^r\In)^^m Y 4 ^ / 1 / R V \-l-rW \
^ £71 + 0 1 i-l^h ^ £n J + 0 (Sm).

^-=A^o+l /î=:.Vo+l \ n=:J\,+ï /
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Preuve. — Soit n > No; si Imr\In^0, alors u^J^+J (0, 1/2 !?„),
donc

A^ ^v

^ ^(J.nJ.)^ ^ ^ £,.
71=^0+1 l 71=^0+1

^ n [I,n -+-î(o, 1/2 ̂ /,) ] ̂  0 ?/»€A

Soit ^ la fonction caractéristique de l'intervalle J^, on a, d'après le
lemme 3 et la condition (ii) du théorème 1 :

A" N N

2 £n= 2 ^(^Zn^lIRk ^ en +0(^o+l).

%=A^o+l 7l=^VoH-l 7i=A'o+l

^e4

Comme le nombre de i, tels que J), rencontre Im + J (0, 1/2 jR/,),
est £m -RA + Q (1)» on obtient

A^ A^ , / iV \

^ ^(Im^In)-=^ ^ ^+0(^)+0( l/^ ^ ^n ) .

/l^rA^o+l 72=^0+1 \ 71=^0+1 /

Démonstration du lemme 1. — II suffit maintenant de rapprocher les
énoncés des lemmes 4 et 5. Soit No le plus grand entier tel que m ̂  No ̂  N,
et s^vo ̂  I/^RÂ. D'après le lemme 4, si No > m :

No No
^ ^ {In, H Jn) ̂  S/n ̂  £. + 0 (Pk ^) 4- 0 ((NO —— m) S -̂).

n=m-{-l n=m+i

Mais, comme on a s^ ̂  lIRh pour tout n tel que m < n ̂  No :

A^o

No — m^Rh ^ ,̂
7l=:77î+l

donc
^o A^o / N .

^ ^(J^nJ.)^^ ^ £,+0(^-£,.) 4-0( £m^/J?, 2 £ 7 Ï ) -

n==m-}-i /i==m4-l \ T I - = W + I /

D'autre part, si No < N, on a, d'après le lemme 5 :

A" .. N / N ... \

^ ^(Imr\ln)^m ^ £. + 0 (̂ ) + 0 ( l/^A ^ én )

7^==A^o4-l n=No+ï \ n=m-i-l /
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et l'on obtient
N N

^ ^(I,nr\In)^£m ^ £/. + 0 (Rk ^)

7l == m + 1 7l == W + 1

/ 'v \ / Jv \
+0(E»-ÎW ^ S » ) + 0 ( 1 / ^ A 2 ï ») -

\ n=m-hl / \ n=m+l /

Avec les conditions du théorème 1, le lemme 1 permet déjà de démon-
trer que la suite de fonctions v (., N)fS (N) tend vers 1, dans L2 (R/Z).
Pour passer à la convergence ponctuelle presque partout, il faut raffiner
le théorème de Fischer-Riesz, suivant une méthode déjà utilisée dans ce
genre de questions, par exemple par W. SCHMIDT [12].

De façon générale, soit J une mesure normale et complète, sur un
ensemble quelconque E, et soit (|3/i)^eN* une suite de fonctions réelles

non négatives sur E, de carrés ^-intégrables. Soit en = f P/i (x) d^ (x),

supposons que 0 ̂  £n ^= 1 pour tout n, et que la série ̂  Zn soit diver-
gente. [La restriction 0 ̂  £n ̂  1 n'a rien d'essentiel, les résultats qui
suivent restent vrais même si la suite (s^) n'est pas bornée, la démons-
tration serait légèrement plus compliquée.] Posons, pour tout xçE,
et pour tout couple (M, N) d'entiers tels que 0 ̂  M ̂  N :

v(x,M,N)= ^ ^n(x), 5(M,N)= ^ s,,
M<n^N M<^n^N

et v (x, N) == v (x, 0, N), S (N) == S (0, N).
Soit Y (N) == [S (N)], et V (0) = 0. Puisque O^s/,^1, et que la

série ̂  Zn diverge, l'ensemble des valeurs de V est N. Soit D une partie
de N, contenant 0, telle que la restriction de V à D soit une bijection
de D sur N. Pour tout couple d'entiers (s, t), tels que 0 ̂  t ̂  s, dési-
gnons par Ls,t l'ensemble des couples d'entiers (M,N)eûxû, tels
que 0 ̂  M < N, V (N) ̂  2S et qu'il existe un entier u tel que

Y (M) = u 2^ et V (N) == (u + 1)2^. Soit L, = \ ) L,,<. On a le résultat
O^t^S

suivant :

LEMME 6. — Soient a et b deux constantes réelles, telles que a > 1, b ̂  0
et que c = a + b < 2. Supposons que Von ait, pour tout (s, t) et pour
tout(M,N)çL,^ :

C ( y (x. M, N) — S (M, N))2 d^. (x) = 0 (2^Q,
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alors, pour ^-presque tout x :

v (x, N) = S (N) + 0 ((S (N)Y/2 (log S (N))^)

quel que soit s > 0 (l'estimation étant uniquement relative à N, et non
nécessairement uniforme par rapport à x).

Preuve. — Remarquons tout d'abord le résultat suivant :

LEMME 7. — On a

^ f (v (x. M, N) — S (M, N))2 dp. (x) == 0 (26 Q.
(M,N}GL,

Preuve. — Pour s et t fixés, le nombre de couples (M, N)€-L^( est 2s~~l,
donc :

^ F (^ (x. M, N) — S (M, N))2 dp. (x) = 0 (2(a-lw^s),
(M,N)çL,,t

et le résultat s'obtient en sommant sur /, compte tenu de
s

V ^(a-i)l ̂  o ̂ (a-l)s^

t-==.Q

Le lemme 6 résultera alors du calcul suivant :

LEMME 8. — Soit s > 0. Il existe une suite (Us)sçfsi' de sous-ensembles
^-intégrables de E, tels que [j. (Us) =0(1/51+2£) et que, pour tout s > 0,
on ait l'implication

{x^. Us; N€=D; V ( N ) ^ 2 S } ==> ( | v (x, N) — S (N) [ ̂  s1^ 2^).

Preuve. — Pour s > 0, soit Us l'ensemble des xçE, tels que

^ (v (x. M, N) — S (M, N))2 > s^ 21 's.
(M,N)ÇL,

D'après le lemme 7, ^ (Us) == OO^1-4-25).
D'autre part, pour tout NçD, tel que V (N) ̂  2', il existe une suite

finie d'entiers. No = 0 < M <.. . < Ny = N, où q ̂  s, telle que
(Nr-i, Nr)€Ls pour tout r == 1, . . . , q. En effet, dans le dévelop-
pement 2-adique de V (N),

s

V(N)=^a<2',
i=0
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soient a^ . . . , a^ (l'i <.. . < ly ̂  s), les ^ non. nuls. La suite d'entiers
de JD, (Nr)o^r^q, ainsi définie :

ir

No=0 et N.==]^2^,
l==0

répond visiblement à la question.

Soit alors x^Us. Comme
q

, (̂  N) — 5 (N) =^(v (x, N._,, N.) — S (Nr^, Nr)),
r:=l

donc, d'après l'inégalité de Cauchy, puisque q ̂  s :

^(x,N)—S(N))^s ^ ^(x,Nr^Nr)—S(Nr-.,Nr))\
{M,N)ÇL,

on a
[ v (x, N) — S (N) | ̂  s14-5 2^/2.

Fin de Za démonstration du lemme 6. — Comme la série V^JL (Î7,) est
„<?

convergente, il existe, pour p-presque tout x, un entier So > 0, tel que,
pour tout 5^So, on ait x^Us. Soit alors NçD, tel que V(N)^2\
et soit s, l'entier défini par 2^-1 < V (N) ̂  2\ Comme s ̂  So, x n'appar-
tient pas à Us, et l'on a donc, d'après le lemme 8 :

| v (x, N) — S (N) [ ̂  s^ 2(•A/2 == 0 «log S (N))1+£ (S (N))̂ 2).

L'estimation recherchée est donc prouvée lorsque NçD. Pour voir
que cette estimation est valable pour tout entier N > 0, il suffit de
remarquer qu'il existe alors des entiers N' et N " de D, tels que

N' ^N < N\

et que
y (N') == V (N) = V (N') — 1.

Comme ^ (x, N') ̂  v (a;, N) ̂  y (rc, N"), l'estimation de v (x, N ' ) et
^ (x, N " ) , donne celle de v (x, N).

Démonstration du théorème 1. — Soit (3^ la fonction caractéristique de
l'intervalle In. Le nombre d'entiers n, tels que 0 < n ̂  N et que xç In,
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A

est ^(x,N)==^^(x), et F (3, (x) dx == s,. Avec les notations du
7?==1

lemme 6, on a le lemme suivant :

LEMME 9. — Pour tout (M, N) ç Ls, t,

Ç (y (x. M, N) — S (M, N))2 dx == 0 (2°^).

Preuve. — Soient, pour tout entier m tel que M < m < N, k^ et h,n
respectivement, les plus petits entiers tels que

Rk^ £„ ̂  22 ̂  et R^ s,, ̂  2^3.

En raison de la condition (iii), on aura

Rk^ ^n = 0 (22^), R^ £„ = 0 (2 )̂ et RkJR^ = 0 (2-^3).

On a

j0 (rr, M, N) — S (M, N))2 dx == Ç (y (x. M, N))2 dx — (S (M, N))2.

Calculons

f(v(x,M,N)Y-dx= ^ f^n(x)dx+2 ^ f^(x)^(x)dx,
M<^n^N M<^m<n^N

soit

J1 (. (̂  M, N))2 ̂  = ^ (M, N) + 2 ^ /JL (J,, n In).
M<^m<,n^N

D'après le lemme 1, on a, pour tout m,

N N / N \
^ ^(ïm(\ïn}^m ^ ^ + 0 (22</3 £„) + Q ( 2-^ £„ ^ £, ),

^=m+l ^=^+1 \ /^=^+i /

d'où

f(^ (x. M, N))2 dx ̂  (S (M, N))2

+ 0 (22^3 S (M, N)) + 0 (2-t/3 (S (M, N))2)
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et, comme S (M, N) === 21 + 0 (1),

f(y (x. M, N))2 dx ̂  (S (M, N))2 + 0 (2°^),

ce qui prouve le lemme 9.
Le théorème 1 résulte alors du lemme 6.
Dans le but d'étudier la suite (n a) lorsque l'inéquation [[ n a || ̂  1/n1-4-0

n'a qu'un nombre fini de solutions, pour tout ô > 0, nous allons aussi
établir le résultat suivant :

THÉORÈME 2. — Supposons satisfaites les hypothèses du théorème 1,
à l'exception éventuelle de la condition (iii), remplacée par la condition (iïi)'
suivante :
(iiiy Rk^ == 0(-R^0) pour tout ô > 0.

Alors, la suite (Un)^eN* es^ fortement eutaxique, par rapport à toute
suite a = (en) pour laquelle il existe ôo > 0 tel que lim inf £^ S (N) > 0.
De façon plus précise, on a alors, pour presque tout x :

v (x, N) = S (N) + 0 ((S (N))5/6-^) (quel que soit £ > 0).

Preuve. — Le lemme 9 est remplacé par le lemme suivant :

LEMME 10. — Soit s tel que 0 < £ < 1/6. On a, pour tout (M, N) e Ls, t :

Ç(v (x. M, N) — S (M, N))2 dx = 0 (2(^/3+£)<-+-£A•).

Preuve. — Comme précédemment, soient, pour tout m tel que
M < m < N, km et hm les plus petits entiers tels que

R^^m^22^ et ^£^2^.

On a, cette fois,
R^^^O^^w^)

et
R^ £^ = 0 (2(l+^/3 £^0) quel que soit ô > 0.

Choisissons ô = min (3 £/2, ôo £). Comme £^0 = 0 ((5 (m))0/0»), et que

S(m)^S(N)=0(2s),
on a

R^ £„ = o (^^^O, J?^ ̂  = 0 (^v3-^^)
et

RhJR^ = 0 (2(-1/3-+-£)<+£Q.
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On en déduit comme précédemment :

Ç (y (x, M, N) — S (M, N))2 dx == 0 (^y3-^-^),

ce qui, d'après le lemme 6, démontre le théorème 2.

3. Applications.

Un premier exemple d'application est le suivant :

COROLLAIRE 1. — Soit q un entier supérieur à 1, et soit (Un) la suite
d'éléments de R/Z ainsi définie : si n = ûo + ai q +. . . + as qs est le
développement q-adique de n, alors Un == ao q~1 + ûi q~2 + • • • + asq"^1^
La suite (Un) est fortement eutaxique.

Preuve. — II suffit, en effet, d'appliquer le théorème 1, en utilisant
les intervalles de R/Z de la forme ( h l q ' ' , (h + 1)/^(, où s est un entier
positif, et h un entier tel que 0 ̂  h < q\

Soit maintenant a e R/Z, la classe mod 1 d'un nombre irrationnel, les
théorèmes 1 et 2 vont s'appliquer à l'étude de la suite (n »), en raison
de la remarque suivante : soit Ço == 1 < Ci <.. . < q/c <... la suite des
réduites du développement en fraction continue de { a }. Tous les inter-
valles de R/Z, de longueur [j qj, a |j (k décrivant N), sont de restes
uniformément bornés. Cette propriété est contenue dans les résultats
obtenus par J. LESCA dans [5]. En effet, soient (3 et y deux éléments
distincts de R/Z, désignons par ) ( 3 , y ) (resp. ( (3 ,y ( ) , les intervalles de
R /Z :0< [ x — ^ \ ^ { ^ — ^ \ (resp. 0^ { x— (3 j < .} y — (3 j. ); autre-
ment dit, si { { 3 } < { y j , ) p, y ) et (j3, y ( sont les images canoniques
des intervalles réels ) { ( 3 }, { y j ) et [ •} (3 }, { Y } ( respectivement, et de
toute façon )P, y ) ^H)^ P ) - et (.3, y ( ==P (y, (3(. Pour tout entier
N > 0, et tout intervalle 1 de R/Z, soit r^ (J, N) [resp. TT- (J, N)] le
nombre d'entiers n tels

0 < n ̂  N (resp. 0 ̂  n < N)

et que n a e J, et posons

E+ (J, N) == 7T4- (7, N) — N ^ (J)
[resp. E- (J, N) = TT- (J, N) — N ̂  (/)].

Dans [5], J. LESCA démontre l'ingénieuse relation « de réciprocité »
suivante :

E^ () P, P + u a), ̂  = E- ((— P, — P + v a (, u)

quels que soient (3e R/Z, et (u, ^)eN*xN*.
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Posant ^ ^ , N ) = E-^ ()0, (3), N), J. LESCA déduit, de la relation
précédente, que

— 1 < cp4- (j3, qk) < 1 pour tout A-,

Comme on. a visiblement :

E-^ () (3, y), N) = 9+ (y, N) — ̂  ((3, N)

pour tout entier positif N, et pour tout couple (|3, y) d'éléments distincts
de R/Z, il en résulte aussitôt que

—2<£-^ ( )P ,Y) , ^ )<2 .

Comme E^ () — (3, — p + N a ), ^) = £- (( (3, (3 + ̂  a (, N), on aura,
pour tout j3, et pour tout k et tout N :

—2<E- ( (p ,p+^a ( ,AO<2 .

Soit maintenant J un intervalle de R/Z, de longueur |j ̂  a || (Â:eN*),
de la forme ( (3, y (. On a y == (3 + q/, a ou ^ == y + ̂  a, et de toute façon,

comme E- (J, N) ==—E- ^PJ, N\ on a

— 2 < E- (J, N) < 2.

Revenant aux notations du théorème 1, soient M et N des entiers tels
que 0 < M ̂  N, comme

TT (J, M, N) == TT- (I — M a, N — M)

== (,7V — M) II ̂  a y + £- (J — M a, N — M),

on a
— 2 < TT (J, M, N) — (N — M) [ | ̂  a [ j < 2.

Ainsi, en posant J?^ == 1/[| qk a ||, et en prenant pour tout A", un recou-
vrement de R/Z par [Rk] + 1 intervalles de R/Z, de la forme ([3, y ( ,
de longueur || qk a ||, les conditions (i) et (ii) du théorème 1 se trouvent
satisfaites. La condition (iii) : [| qk a [|/|j qk+i a [| == Q (1) équivaut alors
au fait que la constante de Markov de a : M (a) == lim sup 1/n [| n a |],

^>0

soit finie. Quant à la condition (iii)' du théorème 2, comme

1/2 g^-i < [| qk a |) < 1/g^.i,
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elle équivaut au fait que, pour tout ô > 0, l'inéquation [| n a [) < 1/n1-^0

n'ait qu'un nombre fini de solutions entières positives n. Les théorèmes 1
et 2 conduisent donc aux corollaires suivants :

COROLLAIRE 2. — Si la constante de Markou de a est finie, la
suite (n a)^eN*» d'éléments de R/Z, est fortement eutaxique. De façon plus
précise, on a l'estimation du théorème 1 :

^ (x, N) = S (N) + 0 ((S (N))3/6 (log S (N))1^)

quel que soit s > 0.

COROLLAIRE 3. — Si, pour tout ô > 0, Finéquation \\ n a |) ̂  1/n14-0,
n'a gu'un nombre fini de solutions n, entières positives, la suite (n a),,çN*
esZ fortement eutaxique par rapport à toute suite (s,n) pour laquelle il
existe ôo > 0, tel que lim inf s^ S (N) > 0. On a alors l'estimation du
théorème 2 :

-. (x, N) = S (N) + 0 ((S (N))5/6-^)

quel que soit £ > 0.

4. Problèmes non résolus.

Soit G un groupe abélien métrique compact. Il est facile de démontrer
que, pour une suite o- == (&n) donnée, presque toute suite d'éléments de G
est fortement eutaxique par rapport à o". On peut d'ailleurs démontrer
dans ce sens des résultats plus généraux ([8], [10], [12]). Cependant,
le fait que l'ensemble des éléments a e R/Z tels que la suite (n a) soit
eutaxique — c'est-à-dire les éléments de constante de Markov finie —
soit négligeable, donne l'idée que presque aucune suite d'éléments
de G ne serait eutaxique, ni a fortiori fortement eutaxique. Nous igno-
rons ce qu'il en est effectivement. Il paraît difficile d'étudier, dans cette
optique, les suites de la forme (À x") modulo 1, ou (P (n) a), où P est
un polynôme.

Il serait intéressant d'étudier les rapports entre les diverses notions
d'eutaxie, de forte eutaxie, et d'équirépartition. Ainsi, on connaît des
conditions de répartition qui entraînent la forte eutaxie, mais en sens
inverse, nous ne savons pas quelles conséquences, en termes de répartition,
peuvent avoir l'eutaxie ou la forte eutaxie, d'une suite. Signalons aussi
que nous ne connaissons pas d'exemple de suite équirépartie et eutaxique,
qui ne soit pas fortement eutaxique.
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