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ANNEAUX MONADIQUES RATIONNELS
PAR

Danier PONASSE

[Yaoundé, Cameroun. ]

0. Introduction.

Précisons tout d’abord les notations utilisées pour un anneaun
booléien A; si p, q sont des éléments de A, les opérations habituelles
seront notées : pq (produit, ou conjonction, ou borne inférieure),
pV ¢ (disjonction, ou borne supérieure), ~| p (négation, ou complément),
p +q (somme, ou différence symétrique, ou disjonction exclusive).
La relation d’ordre pgq s’exprime par pg=p (ou de fagon équi-
valente, p\/q = q). On rappelle les formules usuelles :

“lp=p+1, pVqg=p+q+pg
p+eg=@.-T19V(Clp.9=C@V9-ClpV 9.

Une algébre monadique [3] est une structure (A, 3) définie par la donnée
d’un anneau booléien A et d’un opérateur 3 (quantificateur existentiel)
vérifiant les trois axiomes :

Jo=o, p<3p, 3(.3¢9)=3p.3¢.

On sait que I'ensemble B = 3(A) est alors un sous-anneau booléien
de A, il sera appelé la charpente de A.

Soit A un anneau booléien, et soit G une partie quelconque de A,
on appellera mondme booléien en G tout élément de A qui est, soit égal 4 1,
soit égal & un produit fini ¢;.¢, ..., g d’éléments de G. Un poly-
néme booléien en G sera toute somme finie de mondmes booléiens en G.
En pratique, un polyndéme booléien sera écrit & I'aide de coefficients
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appartenant au sous-anneau U ={o, 1}, par exemple un polyndme
booléien en p, ga pour forme générale ap + bq + cpq + d, oua, b,c,de U,
Notons que 1’ensemble des polyndmes booléiens en G n’est autre que
le sous-anneau booléien A; de A engendré par G.

D’une fagon analogue, dans un anneau monadique A, nous définirons
un polynéme monadique en G comme étant un polyndéme booléien en
Gu3a (G)uV(G) [Vopérateur V est défini par Vp="13 (" |p)]- Par
exemple, un polynéme monadique en p, en tenant compte des inégalités
V p < p <3 p, aura comme forme générale :

ap+b3p+cVp+d avec a, b, c, deU,

et un polynéme monadique en p, ¢q sera du type :

ag+Bf3IAqg+yYVvVae+o,

ou a, 3, v, 0 sont des polyndmes monadiques en p (ce qui donne a priori
2% polynémes monadiques en p, q).

Le probleme initial que nous avons envisagé est le suivant : dans tout
anneau monadique on peut exprimer, sous forme de polynémes mona-
diques, les quantités

A(CIp=vp+1 e 3IAPVeY=3pV3g

par contre, il n’en est pas de méme en général de 3 (pg). Nous avons pu
caractériser de fagon trés simple les anneaux ot 3 (pg) s’exprime
« rationnellement » (c’est-a-dire sous forme d’un polyndme monadique
en p, q), et il se trouve que cette étude est étroitement liée 4 celle des
automorphismes involutifs d’'un anneau booléien. On verra également
que I’'on peut obtenir des renseignements intéressants en ce qui concerne
les constantes et la richesse de tels anneaux « rationnels ».

Avant d’aborder la notion de rationalité d’'un anneau monadique,
nous étudierons, dans les deux premiers paragraphes, d’une part la
construction d’un certain type d’algébres monadiques définies par un
anneau booléien et un idéal quelconques, d’autre part les propriétés géné-
rales de certains opérateurs monadiques. Le plan adopté est le suivant :

1. Anneaux monadiques B[T];

2. Opérateurs monadiques m et y et notion de centre monadique;
3. Caractérisation des anneaux monadiques rationnels;

4. Constantes et richesse des anneaux monadiques rationnels;

5. Généralisation : notion de dimension monadique.
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1. Anneaux monadiques B|[T].

Soient B un anneau booléien quelconque, et I un idéal booléien
quelconque de B.

Définissons sur I’ensemble produit BXTI deux lois de composition
(addition et multiplication) par

®9+@.¢)=@+p,9+9)
® 9@ 9) =@, p¢' +p'q +99)-

On vérifie sans peine (il suffit d’écrire) que ces opérations définissent
une structure d’anneau booléien que nous désignerons dans toute la
suite par B[T1].

Les éléments neutres sont

(0, 0) pour l'addition,
(1, 0) pour la multiplication.

La négation est définie par

1@ 9=C1p: 9

et la disjonction par
® V@, q¢)=@VP,qVe +pg +p'9Q.

On peut immerger 'anneau booléien B dans B[I‘]; en effet, 'appli-

cation f:B--B[I'] définie par f(p) = (p, o) est un monomorphisme
booléien : o

f est évidemment injective,
fe +p)=(+p,0) =P 0+ (' o) =) + ()
f(pp") = (pp’s 0) = (P> ). (P’ ©) = f(p)-f(P').

On pourra donc identifier B 4 un sous-anneau booléien de B[I] en
identifiant p a (p, o).

1.1. Gas particulier,

Supposons que I' soit un idéal principal : T' = 0B (6 € B).
Sigel:q<0, donc

(0, 0).(g; 0) = (0, ¢9) = (o, 9),

BULL, SO0, MATH. — T, 99, PASC. 2. 10
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donc tout élément (p, ¢) de B[I'] se décompose sous la forme
(P, 9) = (P, 0) + (0, 9) = (p; 0) + (0, 0).(g; 0),
soit, en posant { = (o, 0) et en utilisant I'identification précédente.
@9 =p+Lq

et cette décomposition est évidemment unique. On a donc, dans ce cas
particulier,
B[I]=B®¢I.

Comme cas extrémes, nous aurons
B[o] = B,

B[B] =B & ¢{B, avec ¢ = (o, 1), c’est-a-dire ’anneau des polynémes
booléiens a une indéterminée { et a coefficients dans B.

1.2. Structure monadique sur B]I].

T est ici un idéal quelconque, définissons I’'opérateur 3 par
A 9=@PVgo)=pVy.

3 est un quantificateur monadique existentiel, en effet :

3 (o, 0) = (o, 0),

(P, =<3 (p, 9), car

® 9.V 0) =(@-(PV9), 4-(PV ) = (P, 9),

3@ 9-3@,¢N=3( 9.3, q), car

@ 9-3@,7)=CE-@C'Ve) 1.0’V
A3, N =@.C'VOHVQE.(C'VI) =@V.(0'VT)-

Lorsque nous parlerons de 'anneau monadique B[], il s’agira toujours
de la structure ainsi définie.

Le quantificateur universel associé est
Vi 9="13C1p, )="1p-¢

La charpente de B[I'l n’est autre que I’anneau booléien B, car
3 (p, q) € B, et pour tout pe B, 3 (p, o) = (p, 0) = p.
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1.3. Richesse des anneaux B[I].

Rappelons qu’une constanfe d’un anneau monadique est tout endo-
morphisme c tel que ¢ 3 = 3 et 3 ¢ = ¢, I'anneau est dit riche si, pour tout
élément p, il existe une constante c (dite témoin de p) telle que 3 p = cp.

Pour un anneau B[TI'], on peut associer 4 chaque A € B une constante ¢
définie par

a@d=@+rigo)=p+2ig
en effet, on vérifie :
¢) est un endomorphisme :
al@ 9@,q9) =oapr,q9 +pd+p'9=pp’+2199+p¢+p'9
={@P+29 @ +2¢)=0o(, 9 +o@,q)
a(@ 9 +@,9)=@+p) +1g+9¢)=0a@ 9 +a@, )
ad@ g9=a@Vgeo)=(@Vgeo)=3(p, 9),
Fo@q=3@+1qg0)=®+2g 0)=a( 9.

Tout élément (p, g) posséde un témoin; en effet, il suffit de déterminer A
de telle sorte que

3 (P, q) = CX(P’ q)’
soit p\/qg =p + g, d’olt Ag = ¢ + pq.

Il suffit alors de prendre, par exemple, A =p 4 1. Ainsi tout
anneau B[I'] est riche.

1.4. Cas particulier.

Revenons au cas ou I' est un idéal principal engendré par 0, dans ce
cas : B[I'] = B@ ¢I'; un homomorphisme booléien f de B[I'] dans B est
donc entiérement caractérisé par :

— sa restriction ' & B;
— la valeur f(¢) =2

et on a alors : f(p, ¢) =f'(p) +A['(¢), 2 pouvant étre choisie arbitrai-
rement dans B, et f’ étant un endomorphisme quelconque de B.

Pour qu’une telle application f soit une constante, il est alors nécessaire
et suffisant que f’ soit l'identité de B. Donc, dans ce cas particulier,
on obtient toutes les constantes de B[T'] par la formule

o@ 9=p-+ig AeB.
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En outre, chacune de ces constantes a un noyau principal (nous dirons
que c’est une constante principale) en effet : soit (p, g)€ker(c)) : p = 1Agq,

(P9 =g 9 =(0q, 09 (geT, donc 8g=g),
(P’ q) = 4(7\9, 9),

done (p, q) = (29, 0), et on a bien ¢, (A6, 6) =26 + 26 = o,
Donc ker(c)) est I'idéal principal engendré par (9, 6).

1.5. Remarque.

Nous démontrerons plus loin (dans un cadre plus général) la réciproque
suivante :

Si un anneau B[I'] a au moins une constante principale, alors I' est un
idéal principal.

2. Sur certains opérateurs monadiques.

Nous considérons dans ce paragraphe une algébre monadique (4, 3)
absolument quelconque, nous désignerons toujours par B sa charpente.

2.1. Fonction moyenne.

Un anneau booléien peut étre considéré comme un treillis distributif
complémenté, on sait qu’il est alors relativement complémenté, avec
unicité du complément relatif [1].

Soit peA, on a Vp<=p<L3Ap, donc p posséde un complément
relatif ¢ dans l'intervalle (V p, 3 p); q est défini par

{ pP-9=Vp,

pVg=3p.

Le calcul de ¢ est simple : pg+p\Vg=3p+Vp,
soit p+q=3p+Vp,
d’ot g=p+3p+Vp.

Nous définirons alors la fonction moyenne m de ’anneau mona-
dique (A, 3) par mp=p +3p + V¥V p.
~ Cette fonction m permet donc de définir les deux quantificateurs
par les formules

Ap=pVYmp et V p=p.mp.
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'2.2. Propriétés de la fonction moyenne. L

On a, par un calcul simple,

mp=("1p.Ap)VVYp=(1pVVp) 3Ap,
Am=m3=3 et Vm=mV=V,

car
Amp=3(Tp.3p)VAVD
=@AC1lp) ApVVp=(CIVp.ApVVp=3pVVp=3p,
m3ip=3p+33p+V3IAp=3p+3Ap+3p=3p

de méme pour V.
pEB< mp =p, car

pEB=3Ap=Vp,

m ("] p) ="1mp, car

m(T1p)="1p+3(C1p+V(1p)
="1p+"|Vp+13p="1@+3p+Vp)

mmp = p, car
mmp=mp+3Amp+Vmp=mp+3p+Vp=p.

La fonction moyenne est donc involutive, c’est donc notamment une
bijection de A sur lui-méme. ' '

— Si A’ est un sous-anneau monadique de A, la fonction moyenne m’
de A’ est la restriction de m 4 A'. , .
— Si I est un idéal monadique de A et (4, 3) anneau monadique

quotient de A par I, la fonction moyenne m de A est définie par m p = mp,
ol p est un représentant quelconque de la classe p.

En effet, si p=gq (I), on sait que Ap=3Fq(l) et Vp=Vq(l),
d’oit mp = mgq (I),
on peut donc passer au quotient.

— Si (A, 3) est I'anneau monadique produit d’une famille (A;;. ),
en désignant par m; la fonction moyenne de chaque A; la fonction
moyenne m de A est alors définie par

m((p)) = (m:py)-
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— Soient (4, 3) et (A’, 3') deux anneaux monadiques de fonctions
moyennes respectives m et m’, et soit f un homomorphisme monadique
de A dans A’, alors, pour tout pe A,

f(mp) =m’ f(p).

2.3. Fonction centrale.

Nous définirons un autre opérateur monadique, trés proche de la fonc-
tion moyenne, qui sera appelé fonction centrale, et défini par

Yp=3p+Vp
=p + mp.

Notons que v est en fait une application de A dans sa charpente B.
On vérifie immédiatement

Yyp="1Vp.3p=3p.3(1p)=3(@+3Ap=3(p +Vp)

On appellera cenfre monadique de A le sous-ensemble de B : T = (A).
On peut remarquer que

T=3V~((),
car yp=3(p.” |V p), avec V(p. ]V p)=o.

2.4. Exemple.

Considérons un anneau monadique B[I'] étudié précédemment

AP 9=0®Vego)=(@+q+pg o),
Y@ 9 =({@."1¢ 0)=(pg +p, ),

d’oit Y(p, ) = (¢, o) = ¢ (avec la convention d’identification).

Le centre monadique est donc précisément I'idéal T de B.
La fonction moyenne est ici définie par m(p, ¢9) = (p + ¢, 9).

2.5. Propriétés de la fonction centrale et du centre monadique.

PEBs=Yp=o,

Y(1p) =71p,
v(bp) = byp pour tout beB, car

A@Gp)=>b3p e V(p)=>bVp,

v1(b 4+ p) = yp pour tout beB.
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En effet :

A3G+p=30G." 1pVIA(C1b.p=0.3C1p)V(1b.3p)
=b.3("1p)+"10.3p
=b."1Vp+"1b.3p,

V®+p)=V(@®Vp).V(C1bVTIp)=(dVVp).(C10VV (T1p)

=0.Vv(1p)V(15.V p)
=b.V(Ip)+1b.Vp
=b."13p+"1b.Vp

douy(d +p)=>b.yp+"1b.yp=1p-
Le centre monadique I est toujours un idéal (éventuellement impropre)
de B.

En effet :
—si bel' et V'eB:b=1yp,

b'b="b'yp=y(b'p)eT;
— sibeletb’'el:b=3p, avec Vp=o,

b=3gq, avec Vg=o;
posons alors
r=1p.3p.713¢9V(1¢.3¢.713p),
on a

Ar=G(C1p).3p- 139V@AC19.3¢.713p)
orA(CIp="1Vp=,3(19="1Ve=1,
Ar=@3p. 13¢9V(A¢.713Dp)
=3Ap+3Iqg=>b+V.
Par ailleurs :
r<@ACIp.3p.713¢9V(19.3¢.713p)
=@p."13¢V(lg.3¢.7 13 p),
donc
Vr<@p. 139V(V(l9.39.713p)=3p. 139,

et, de méme,

r<(T1p.3p. 13¢9)V@A(19).3¢.713p)
=(Tp.3p.713¢)V@Aq.713 ),
donc
Vr<(V(1p.3p. 13¢9V(@39q.713p)=3¢.713p,
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par suite :
Vr=@3p.713¢9).(3¢.713p),

doncVr=oetb+b'=3r,donc b4 b'el.

2.6. Application de y a ’étude des constantes.

Rappelons les résultats suivants ([3], [4]) pour un anneau monadique
quelconque :

— Une constante ¢ est entiérement caractérisée par son noyau I
(idéal de A), plus précisément, pour qu’un idéal I soit un noyau de

constante, il faut et il suffit que A = B @ I, 1a constante ¢ associée a I
est alors la projection sur B.

— Un noyau de constante principale est ainsi caractérisé : [ = A .7 |w,
ol @ est un élément minimal de 3! (1), ou, ce qui revient au méme,

{ Jo=1
A(.»).3("p.®) =0 pourtout peA.

Un tel élément ® sera dit un élément principal (appelé aussi « partition
monadique » dans [4]). La constante principale associée est définie par

cp =3 (p.w) (cette constante c est 'unique témoin de w).

— Nous introduirons également la notion d’élément singulier : tout
élément s€ A tel que As=1et Vs =o.

Remarque. — Dans P’algébrisation du calcul des prédicats classique [5],
il n’y a aucun élément singulier. Cela est dit & la non-complétude syn-
taxique, c’est-d-dire au fait que tout énoncé du type Az [f*] >V z[f~]
est compatible.

Dans un anneau monadique simple, tout élément différent de o et de 1
est singulier.

Un élément singulier peut étre défini de différentes facons équi-
valentes :

As=3(19), car alors As=3IsVI(1s)=1,

ou ms="1s, ou Ys=1,

ce qui montre que si s est singulier, tout élément s + b avec beB est
également singulier. En outre, puisque le centre monadique est I' = y(4),
on a la caractérisation suivante :

(il existe des éléments singuliers) < (I' =B).
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On obtient alors les résultats suivants :

ProrositioN 2.6.1. — Si ¢ est une constante, alors T = 3 (ker(c)).
En effet, soit I = ker(c), A =B @ I,
— sigel:q=vp,p=>b+1i,avec beBetiel,
donc :
g=vi=231i, car Vi=ci=o,

— si ¢ =31, avec i€l, qeT, car Vi =o.

CoroLLAIRE 1. — Si A posséde au moins une constante principale,
alors T' est un idéal principal de B. En outre, pour tout élément principal,
la quantité ¥ ® est invariante, et | V @ est le générateur de T.

En effet, si geT:q =31,
ieker(c), soit w I'élément principal associé a ¢ : i< 7 |w,
donc g <3 (T w)="1Vwo.

CoroLLAIRE 2. — Si A posséde au moins un élément singulier, alors
tout élément principal est singulier.

CarT =B, donc " |Vo® =1, soit V& = o.

Remarque. — 11 peut exister des éléments singuliers sans qu’il y ait
des éléments principaux (exemple : anneau monadique simple sans atome).

On est alors conduit a généraliser la notion d’élément singulier, en
considérant le cas ou le centre monadique I' serait un idéal principal
quelconque (au lieu de I' = B). Dans ce cas, soit { € A tel que y¢engendreI.
Pour tout b€ B, on a

10+ =1t
or
30+H="1b.3t+b.7|VEi=0b@t+Vi41)+ 34,

on peut donc toujours déterminer b de telle sorte que A (b+ 1) =1,
en prenant par exemple : b= 341 4L
Ceci nous conduit & poser la définition suivante : on appellera élément
quasi-singulier, tout élément  tel que
Jt=1,
vt engendre I, i.e. : yp < y{ pour tout peA.

L’existence de tels éléments équivaut donc au fait que T' est principal.

ProrosiTiON 2.6.2. — Tout élément principal est un élément quasi-
singulier.
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En effet, si © est un élément principal, T est I’idéal principal engendré
par
IVe=Veo+t1=70,

donc w est quasi-singulier.

3. Anneaux monadiques rationnels.

Revenons au probléme posé en introduction, nous définirons alors :

— Quantificateur rationnel : si la fonction de deux variables 3 (p¢)
est un polynéme monadique en p, ¢, c’est-a-dire

A =29+BIAq+1Vg+s,
ol a, 3, v, 0 sont des polynémes monadiques en p, donc du type
a=ap+bIAp+cVp-+d, cees
les 16 coefficients a, b, ¢, d, ... étant des éléments de U = { o, 1} (indé-

pendants de p et ¢).

— Anneau monadique rationnel (A, 3) : si le quantificateur 3 est
rationnel.

Un exemple trivial d’anneaux monadiques rationnels est celui des
anneaux monadiques discrets (3 p = p).

Nous verrons qu’il est possible de caractériser de facon simple les
anneaux monadiques rationnels, et qu’il existe un procédé permettant
de les construire tous.

LemMME 3.0. — On suppose que 3 n’est pas le quantificateur discret.
Soient a, b, ¢, d, a’, V', ¢’, d €U. Si

ap+b3Ap4+cVp+d=dap+bIAp+c'Vp+d pourtout peA,

alors

En effet, on peut se ramener a 1’égalité
ap+b3Ap+cVp+d=o pour tout p;

— pour p = o, on obtient d = o;
— pour p =1, on obtient a + b 4 ¢ = o;
— en remplacant p par " | p = p + 1, avec

A(CIp=Vp+1 et  V(Ip=3p+n
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on obtient alors

ap+bV¥p+cIp=o.
D’olr

(b+0c(@p+Vp)=o pour tout p,

soit

Ap+Vp="1(b+0).
1 +c¢)eU, si T|(b+c)=0:3p=Vp, le quantificateur serait
discret.

Donce 7] (b + ¢) = 1, soit b == ¢; par suite, a = o.
Alors b(3 p + V p) = o pour tout p, donc comme précédemment,
b=o.0Onadonchiena=b=c=d=o.

TrEOREME 3.1. — Si 3 est un quantificateur rationnel, alors quels que
soient p et q,

A(pe)=@p+Vpg+@+3p+VvVpIq+(P+3Ap Vg

Démonstration. — Si 3 est le quantificateur discret, on vérifie trivia-
lement cette formule.

On suppose donc que 3 n’est pas discret.
() Ay =2q+pIAq+TVq+3,

ot «, B3, v, 0 sont eux-mémes des polyndmes monadiques en p.

— Pour ¢ = o, on obtient § = o pour tout p, donc tous les coefficients
de ¢ sont nuls.

— Pour ¢ = 1, on obtient « 4 8 4+ y = 3 p, pour tout p.
— Pour ¢ = 7] p, on obtient alors

0 ap+pVp+y3IAp=3p.
— Etpourg=p:

6) ap+f3Ap+yVp=3p.
En multipliant (2) et (3) par p

%) ap+BVp+yYp=p,
(%) ap+Bp+yYVp=p.

Or p =p.3 p = p(« + B +7), de (4) on tire alors
PVp=gp
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et de (5)

YVp=1p;

B et v sont des polynémes monadiques en p, posons
B=ap+bAp+cVp+d
Y=dp+b'3IAp+c'Vp+d

alors

e=@f+y+3Ap=(a+a)p+(d+¥+1)3p+(+c)Vpt+d+d

} les coefficients étant dans U,

Pour p = o dans (1) (avec 6 = o) :
d+d)q+d3qg+dVg=o0 pour tout g,

donc, d’apreés le lemme : d = d’'= o.
Pour p = 1 dans (1) :
Ag=(a+b+cta +b+c¢+1)qg
+(@a+b+c)g+(a+ b +c)Vq pour tout q.
Donc, d’aprés le lemme :
{a’+b’+c’=o,
a+b+4c =1,
BVYp=@p, soit aVp+bVp+cVp=ap+bp+cVp,
YVYp=7vp, soit dVp+bVp+c'Vp=dp+bp4c'Vp,
donc, d’aprés le lemme :
a+b=o,
a +b'=o,
dota=bc=1,a ="V, ¢'=o.
Ainsi :
y=dp+a3p,
e=(a+a)p+(a+a+n)3p+Vp.
On peut alors écrire (1) sous la forme :

A(pg) =p+p'Ap+Y'Vp,

{ﬁ=ap+a3p+\1p,

avec

B'=(@(a+d+1)g+adqg+dVy,

% “=(@+a)q+adg+avy,
v=q+3¢
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En utilisant la formule symétrique
PVg=pq.
Soit
(@a+a+1)Vg+avVg+aVg=(a+a+1)g+ag+aVy,

on obtient : a' =1.
Enfin, en ajoutant (2) et (3) :

B+7Y@3p+Vp =o,

soit (a+1)p+(a+1)Ip=o0,dot a=1.

Finalement :

a=3p+Vp,
B=p+3Ap+p,
v=p+3p.

Remarques ¢

1° Dans un anneau monadique rationnel, si f(py, ..., p») est un
polynéme booléien (ou un polynéme monadique), alors 3 f(ps, ..., pn)
et V(P ..., pPr) sont des polyndmes monadiques.

Ceci se démontre par une récurrence simple 4 partir du formulaire

suivant :

ACIp=Vp+y
A(pVe=3pV3ayg
A(pq)=3p 39+p3q+93p+p3Aq+qVp+3ApVq+3IqVp,
A(pp+¢=3p+3q+pIq+q3Ap+pVq+qVp

[on utilise la formule : p +¢=(p "19) V(¢ ~1p)]
V(Tlp)=3p+r1,
V(pg)=Vp Vg
VpVq=VpVVq+pVq+qVp+p3q+q3ap+Vp3aq+Ve3dp,
Vip+9=Vp+Veg+pIqg+qIap+pVqg+qVp.

20 Si (A, 3J) est un anneau monadique rationnel, et si G est une partie
quelconque de A, alors le sous-anneau monadique Mg engendré par G
n’est autre que I’ensemble des polyndmes monadiques en G.

Ceci résulte de la remarque précédente,
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TutortEME 3.2. — Soit (A, 3) un anneau monadique, de fonction
moyenne m et de fonction centrale y. Les assertions suivanfes sont équi-
valentes :

1° 3 est un quantificateur rationnel,

2° m est multiplicative,

3° m est un automorphisme (involulif) de A,

4° m est croissante,

50 v est additive,

60 v est une application linéaire du B-module A dans B.

Démonstration. — Pour I’équivalence entre 1° et 29, il suffit de remarquer
que la formule du théoréme 3.1 s’écrit

Ay =@P+3Ip+Vp)@+3q+V+pe+Vp.Vyg,

soit m (pq) = mp.mq.

L’équivalence entre 2° et 3° est triviale, car on a toujours
m(~]p) =" mp.

L’équivalence entre 3° et 4° résulte du fait que m est bijective
avec m—'=m, et que tout isomorphisme d’ordre est un isomorphisme
booléien.

30 implique 5° trivialement, car : yp = p + mp avec m additive.
50 implique 4°, en effet : soient p, ¢q, r trois éléments deux & deux
disjoints : pg =qr=rp=o

YP-Yq.yr=3p.3¢q.3r.  1Vp. |Vq. 1V,

orpL"1¢q,donc A pL3(T1g,douIApL"1Vgq.
De méme, 3qL"|Vret 3r<L"]V p, on a donc

Yp.Yqg.yr=3p.3¢q.3r

(ceci est général, pour toute suite finie d’éléments deux 4 deux disjoints).

Soient maintenant p, ¢ deux éléments disjoints, les trois éléments p, ¢
et 7| p." ] ¢ sont deux & deux disjoints, donc

yp.Yq.Y("1p."1¢9)=3p.3¢.3("1p."19),
soit

p-Yq.y(C1(epV)=3p.3¢.3 (1P V 9)s
soit

Yp-Yq-y(p+¢)=3p.3¢.(CC1(P V @)
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si v est additive,

1P-1¢-Y(P+ 9 =Yp.7¢-(xP+79) =o,
donc
Ap.3q.(C1(pV ) =0 lorsque p et ¢ sont disjoints,.

Montrons enfin que m est croissante : soient p et ¢ deux éléments tels
que p < q, p et | g sont disjoints, donc

3p.3(19-3(C1P-99=0  "1p.g=p+g
d’ou Ap.3(p+q) =<V g, a fortiori mp.m(p + q) < mq,
or m est aussi additive (car mp = p 4 yp), donc

mp.(mp + mq) < mg,
soit
mp 4+ mp.mq = o, d’ot mp < mq.

L’équivalence entre 5° et 6° est triviale, car on a toujours y(bp) = byp
pour beB.

THEOREME 3.3. — Soient A un anneau booléien et m un aulomorphisme
involutif de A, alors Uopérateur 3 défini par 3 p = p \/ mp est un quantifi-
cateur sur A, et le quantificateur universel associé est ¥ p = p.mp. Pour
cette structure, A est un anneau monadique rationnel et sa fonction moyenne
est m.

En effet, on vérifie aisément les trois axiomes des quantificateurs :
3 o0 = o : trivial,
p < 3 p : trivial,
AP.39=@3IPVmp3g=(p3gV(mp.39),
car m3q=mq\ mmq= g,
=(pPVmp)3q=3p.3q.
En outre,

Vp="13(C1p="1C1pV m(1p))=p.mp.

On a ainsi caractérisé les anneaux monadiques rationnels, ils sont tous
obtenus par le procédé du théoréme 3.3.

Si A est un anneau booléien, il y a donc correspondance bijective
entre les automorphismes involutifs de A et les quantificateurs rationnels
sur A.

Remarque. — Si un polynéme monadique en p est un endomorphisme,
ce ne peut étre que p ou mp.
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Supposons que f(p) =ap+bAp+cVp+d(a b c, deU) soit un
endomorphisme.

— Pour p=o:d=o,

— Pour p=1:a+btc=iq,

f(CIp)=ap+bV¥p+caAp+at+b+c=ap+bdbVp+cIp+y,
“1f(p)=ap+bd3Ap+cVp+r,
d’ou
bAp+cVp=>bVp-+c3Ap pour tout p,
donc b =, alors a =1.

Si b =c=o0, on a la fonction f(p) = p.
Si b =c=1, on a la fonction f(p) = mp.

3.4. Exemples d’anneaux monadiques rationnels.

1° Les anneaux B[T] sont rationnels. En effet, y(p, q) = (g, o), donc
v est additive.

20 Tout anneau monadique discret est rationnel, avec m(p) = p.

30 Le seul anneau monadique simple, non discret, rationnel, est I’anneau
a quatre éléments.

En effet :
— Si A est simple, pour pZoet pZ£r1:

m(pp)=p+3Ap+Vp=p+1="1p,

par ailleurs m(o) = o et m(1) =1.
— Si A est I'anneau a quatre éléments { o, p, ~| p, 1}, m est bien alors
un automorphisme, car elle est croissante.

— Réciproquement, si m est un automorphisme : soient p et ¢ deux
éléments différents deoet 1,si pg 2 o:

m(pg) ="1(pg) ="1p V "lg=m(p) ="1p,
donc T1pV T1g="1p, soit "1¢<L"1p; deméme, "1pV T1g="1¢,
soit "|p<L"]¢q, donc p =q.

De méme,sip \/ gZ1,0nap =gq.

Donc sig#p,onapg=oet p\ q=1,soit g="]p.
Donc A ={o, p, " |p, 1}
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4° Cas des anneaur afomiques : Supposons que 4 soit un anneau ato-
mique, et soit & I'ensemble de ses atomes. Soit m un automorphisme
involutif de A, et soit (. sa restriction & @ : alors p est une permutation
(involutive) de @, en effet : soit ae@, supposons p <m(a), alors
m(p) < a donc m(p) = o ou m(p) = a.

Soit p = o ou p = m(a), donc m(a)e Q.

Donc w est une application de @ dans @, et elle est involutive.

Remarquons que m est entiérement définie par p : soit pe 4, soit @,

I'ensemble des atomes = p, on sait que p =\ /a, et m étant un auto-
ap

m(p) =\ /m@ =\ /@
Aar Qo

Réciproquement, si on se donne une permutation involutive . de @,
peut-on la prolonger en un automorphisme involutif m de A ? D’aprés
ce qui précéde, si un tel prolongement existe, il est unique, et il est donné

par la formule
m(p) =\ /1.
ap

La condition nécessaire et suffisante de possibilité est donc :

morphisme, on aura

(I) Pour tout p, 'ensemble (+(Q,) posséde une borne supérieure.

Cette condition sera notamment réalisée dans tout anneau atomique
achevé (i. e. 'anneau des parties d’un ensemble), en particulier dans tout
anneau fini. Lorsque la condition précédente est réalisée, il est facile
de vérifier que le prolongement m est bien un automorphisme involutif
(c’est-a-dire, plus simplement, une involution croissante).

50 Cas des anneaux finis : La recherche des quantificateurs rationnels
sur un anneau booléien fini (et plus généralement sur un anneau du
type P (X)) est donc ramenée & la recherche des permutations involutives
de ’ensemble & de ses atomes.

Toute permutation involutive de @ est une fonction composée
d’échanges d’atomes deux a deux.

Par exemple, dans l'anneau a huit éléments construit avec trois
atomes p, ¢, r, il y a quatre automorphismes involutifs : 'application
identique et les échanges de deux des trois atomes p, g, r. Notons qu’il y a
au total six automorphismes (toutes les permutations des atomes) et
cinqg quantificateurs (toutes les partitions de l’ensemble des atomes),
seul le quantificateur simple n’est pas rationnel.

Remarque. — Dans un anneau atomique quelconque, toute fonction
composée d’une nombre fini d’échanges d’atomes vérifie la condition (I) :

BULL. S0C. MATH. — T. 99, FASC. 2. 11
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considérons simplement I’échange de deux atomes :

[1((1) =b, l"'(b) =a,
p-(c) = ¢ ailleurs;
—siaet bgA, : p(A,) = aA,,
—siaet be@, : pn(@,) = @,,
— si aed, et bgA, : p(@,) =(@,—{a})u{b}=a, avec
g=(."1a) Vb
Dans tous les cas : \/ (&) existe.

3.5. Représentation topologique des anneaux monadiques
rationnels.

Désignons par (X, R) I'espace monadique dual de I’anneau mona-
dique (4, 3), c’est-a-dire :
X : espace de Stone de A (ensemble des ultrafiltres de A4), la topologie
étant celle engendrée par les ofs (ouverts-fermés) :
o(p)={reX:pex).
R : relation booléienne d’équivalence duale de 3 ([3], [6]) définie par

TRysznB=ynB.

Dans le cas d’'un anneau rationnel, m est un automorphisme de A,
on pourra donc définir sa fonction continue duale m*: X — X :

m*(x) =m (x)’

soit, tout simplement, m*(x) = m(x).

Par abus de notations, on continuera 4 noter m au lieu de m* cette
fonction duale, qui est donc une involution continue de X.

Réciproquement, & partir de toute involution continue de X, on peut
définir dualement un automorphisme involutif de A.

On a la formule de dualité habituelle : o(mp) = m(s(p)) pour
tout pe A. Notons aussi :

PEM(X) < mpex
et
a(3p) =o(p V mp) = o(p)Ua(mp) = 7(p) um(s (p)) = sat o (p).

Désignons par Z la classe modulo R d’un ultrafiltre z.
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Soit y€Z, et supposons y 7% « : il existe gey, g¢x; soit alors pey :
pg<y, 3 (pg) €y, donc 3 (pg) €z,

or

3 (pg) = (p9) V(mp.mq) = (p VV mp).(g V mq).(q \V mp),
donc q\/ mp ez, or g¢x, donc mp €z, soit pem(z).
Donc ycm(z), et par suite y = m(x). Ainsi
T={z, mx)}.

On obtient donc une partition de X en classes ayant au plus deux
éléments [on peut avoir £ = m(x)].

Réciproquement, soit (A, 3) un anneau monadique tel que toutes
les classes modulo R de son espace dual possédent au plus deux éléments.
Montrons que A est un anneau monadique rationnel.

Soit m* I'application de X dans X définie par
m@x)=x si T={x},

m(x) =y si Z={a,y}, avec JFZuz,

m* est une involution de X;

m* est continue; en effet, nous allons vérifier que

m @ @) =([j7@ue(vp)ne(@p) (qui sera un o).
En effet :
— si yem*(s(p)), par définition yesat o(p), soit yeo(3 p), et

ou bien y&o(p) : yEG”(P)’
ou bien yeao(p), alors Fcao(p),

donc yqssat[}o—(p), soit yeGsatGa(p) = o(V p).

— Réciproquement, si ye ([}a(p) vo(V p)) no(3 p), yesato(p),
donc il existe rea(p) tel que yez,

si ggo(p) : y#z  done E={(zy] et y=m()em' ()
si yeo(p), alors yea(V p), donc yq;sat[}a(p),
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donc §n[}c(p) =¢, soit jco(p),

si f={y}: y=m'@)em(=(p)),
si f={x,y} avec x£y : y=m'(x)em'(c(p)).

Ainsi m* est bien une involution continue de X, il lui correspond un
automorphisme dual m de A, défini par

o(mp) =m*(c(p)) =c(("1pV Vp).3 p),

m n’est autre que la fonction moyenne, (A, 3) est donc un anneau mona-
dique rationnel. On peut donc énoncer :

TueorEME 3.6. — Soif (A, 3) un anneau monadique, d’espace mona-
dique dual (X, R), il y a équivalence entre :

1° (4, 3) est un anneau monadique rationnel.

20 les classes modulo R dans X ont au plus deux éléments.

4. Constantes et richesse
des anneaux monadiques rationnels.

Dans tout ce paragraphe, (A4, 3) désigne un anneau monadique
rationnel, de charpente B et de centre I', on rappelle que m est alors
un automorphisme involutif, et v une application B-linéaire.

ProrosiTioN 4.1. — 3 est injective sur fout idéal I c V(o).

En effet, si 3 p=3q avec p, g€l : YV p =V q = o, donc yp =g,
soit Y(p +¢) =o,doncp +qeB,orp +qel,doncp +q=V (p +¢q =o
soit p = q.

CoroLLAIRE 1. — 3 est injective sur tout noyau de constante, car si c est
une constante,
ker(c)c V- (o) (V p <L cp).

CoroLLAIRE 2. — Pour toute constante ¢, 3 est une bijection de ker (c)
sur T, car T = 3 (ker (c)), et on applique le corollaire 1.

CoroLLAIRE 3. — Il y a équivalence entre :

(a) il existe une constanle,

(b) il existe un idéal de A : Ic V(o) tel que I = 3 I (I est alors un
noyau de constante).
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En effet :
(a) = (b) : en prenant I = ker(c), ol ¢ est une constante.
(b) = (a) : soit pe A, ypeT, donc yp=3iavec i€l (i unique), alors
Y +)=yp+yi=3i+3i=o,
donc p +i = beB; soit p = b + i, d’ou
A=B®lI,

donc I est un noyau de constante.

TuEOREME 4.2, — Pour qu'un anneau monadique rationnel posséde
au moins une constante, il faut et il suffit qu’il soit isomorphe @ un anneau
monadique B [I']. Il est alors riche.

Démonstration. — On sait déja que tout anneau B[I] est rationnel
riche.

Réciproquement, soit (A, 3) un anneau rationnel admettant au moins
une constante ¢, définissons ’application ¢ : A — B[I'] par

¢(p) = (cp, YD)

@ est injective : si cp =cq et yp =1yq, alors c¢(p +q) =o0 et
Y(p + q) = o, donc p + ge Bnker(c), donc p = q.
¢ est surjective : soit (b, ) € B[I'], €T, donc ¢ = 3 i avec i eker(c),
et nous savons que i est unique, soit alors p = b 4 i, on a bien ¢p = b,
vp=yi=3i=g
donc (b, q) = ¢(p).

¢ est un homomorphisme booléien :

e("1p)=(("1p)» (1P =("1cp, YP) ="19(P)
¢ (pg) = (c(p9); 1(p9)
=(cp.cq, pg+mp.mg)  (car yp =p +mp),
¢(p).9(9) = (cp.cq, YP-Yq+cp.Yq+cq.7P),

on remarque

cp.Yqg+ceq.yp=c(p.yg+q.yp), car yp, \q€B
= ¢(p(q + mg) + q(p + mp)),
= ¢(p.mq + q.mp),
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or m(p.mq 4 q.mp) = p.mq + q.mp, soit p.mq +q.mpeB, donc

cp.Yq+cq.yp=p.mq+q.mp
et
YP.Yq = pq-+mp.mq—+ p.mq+q.mp,

d’od ¢(p).¢(q) = (cp-cq, pq + mp.mq) = 9(pg).
Enfin, ¢ est un isomorphisme monadique :

¢(3Ap)=(c3p,yAP)=(3p, o),
de(@)=(pVyp;s0),
or

cpVYyp=cpV@p+Vp)=cp+3p+Vp+cp.Ap+cp. Vp=3p.

Nous avons ainsi entiérement caractérisé les anneaux monadiques
rationnels riches (ou possédant une constante).

COROLLAIRE. — Les anneaux monadiques rationnels qui ont au moins
un élément principal sont riches, et toutes leurs constantes sont principales

En effet, I' est alors un idéal principal.

Nous allons voir que laréciproque est exacte: si I est principal, I’anneau
rationnel posséde au moins un élément principal.

ProposiTiON 4.3. — Dans un anneau monadique rationnel, il y a
équivalence entre élément principal et élément quasi-singulier.

En effet : soient p et g deux éléments quelconques,
3 (pg) = (pg) V (mp.mg) = (p V mp).(qV mg).(p V mq).(q \V mp),

de méme,

A(1p.9)=(C1pV 1mp).(qVmg).("lp\Vmq).(pV |mp),

A(9.3(T1p.9) =(p+mp).(gV mqg).mq.q
=(p+mp).3¢.Vq
=(p+mp).Vq
=Yp.Vq.

donc

Supposons que ¢ soit quasi-singulier : y¢g=V ¢ +1 et yp < vq, donc
3@.q9).3(1p.9 =7vp-(Yg+1) =0 pour tout peA,

donc ¢ est un élément principal.

Par ailleurs, la réciproque est vraie dans tout anneau monadique.
On en déduit le résultat suivant.
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' TuEoREME 4.4. — Pour un anneau monadique rationnel (A, 3), il y a
équivalence entre :
1° A posséde au moins une constante principale :
20 le centre T' est un idéal principal.
Dans ce cas, ’'anneau est riche, et toutes ses constantes sont principales.

Un anneau monadique rationnel 4 centre principal sera dit rationnel
principal.

THEOREME 4.5. — Si A est un anneau monadique rationnel principal,
de charpente B et de centre T, alors pour tout élément principal & :

A=B®pTI.».
Autrement dit, fout élément pe A s’écrit de fagon unique p = a + bw
avec a, beB et b L7V w.
Onaalors:Ap=aV\ b,¥Yp=a."1b,yp=0>
En effet, ceci résulte immédiatement du théoréme 4.2 et de I'isomor-
phisme ¢ de A sur B[I]:

o(p) = (cps YP)s ¢, constante principale définie par =.
Soit
?(p) =(cp, o) +(0s YP),  or (o, Y®).(Yp, 0) = (o, YP)
= (cp, 0) +(Yp, 0). (0, Y®),
=¢(p)+9Gp).o(T1®), car ¢(T]w)=o,

soitp=cp+yp.("1®w)=cp+yp +Yp.w, donca=cp+ypet b= yp.
Réciproquement, si p = a+ bw avec a, beBet b <yw, on a

Yp=byw =,
p.®=(a+t+d)w,

donc ¢p =3 (p.w) =a + b, d’olt a = ¢cp + yp.

5. Introduction A la notion de dimension monadique.

Soit (A, 3) un anneau monadique quelconque, de charpente B, pour
toute partie Gc A — B, nous noterons { B, G > le sous-anneau booléien
de A engendré par Bu G, notons que c’est aussi le sous-anneau mona-
dique de A engendré par Bu G (car il contient la charpente de A). En
particulier, si G est réduit 4 un seul élément ¢, on pourra parler del’anneau
monadique < B, ¢ >, et dans ce cas, nous savons qu’il est formé par tous
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les éléments a 4 bg, avec a, be B (cette écriture n’étant pas néces-
sairement unique).

Le théoréme 4.5 ci-dessus peut alors s’exprimer de la fagon suivante :

Si A est un anneau monadique rationnel principal non discret, alors
pour tout élément principal © :

A=<{B,w)>.
On peut obtenir une réciproque de cette propriété.

THEOREME 5.1. — Soit (A, 3) un anneau monadique quelconque, non
discret, alors pour tout élément q€ A — B, { B, ¢ > est un anneau mona-
dique rationnel principal.

Démonstration. — Soit pe{B, q¢> : p = a + bq avec a, be B, d’ou
Yp = byp.

Il en résulte trivialement que y est additive sur { B, ¢ >, { B, ¢ > est
donc un sous-anneau rationnel de A.

En outre, yp =< vq, donc le centre I'' de < B, ¢> est I'idéal principal
de B engendré par yq.

N. B. — ¢ n’est pas nécessairement un élément principal de { B, q >,
mais on peut construire un élément principal (ou quasi-singulier) @,
en prenant simplement w =3¢+ 14+qg=qV "13¢ On a alors
{B, ¢>=<B, » ) mais cette fois avec la décomposition canonique
du théoréme 4.5.

On en déduit :

COROLLAIRE. — Pour qu’un anneau monadique A de charpente B soit
rationnel principal, il faut et il suffit qu’il existe un élément q ftel que
A =B, ¢>.

On est ainsi conduit 4 définir la notion de dimension monadique pour
un anneau monadique A de charpente B : le plus petit cardinal « tel
qu'il existe GcA—B, avec card G =a et A =B, G» On a donc
obtenu les caractérisations suivantes :

Anneau de dimension o< Anneau monadique discret,
Anneau de dimension 1 <> Anneau monadique rationnel principal,
non discret.

Dans le cas des anneaux rationnels, on peut préciser la dimension :

THEOREME 5.2. — Un anneau monadique rationnel, non discret, est soit
de dimension 1 (ef cela équivaut a dire qu’il est principal), soit de dimension
infinie.
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En effet :

— Considérons d’abord le cas d'un anneau rationnel du type
A={B,qr) Soit pesA:p=a+bqg +cr +dqr, a, b, c, deB, d’our

Yp=byq+cyr+dy(gn),
or

Y(r) =qr+mg.mr =qr+@Q+ Q@ +vr) =yq.yr+r.yqg+q.vr,
alors
Tp.-Yq="b.Yyq+cyqyr+dyqyr+dryq+dg.yqyr,
Yp+yr=>byqyr+cyr+dyqyr+dryryq+dgyr,
YP.Yq.yr=>byqyr+cyqyr+dyqyr+dryqyr+dqyryg,
d’ol
Yp(rqVyr) =byq+cyr+dyq.r+dryq+dgyr=vyp,
doncyp =< yq\/ yr: le centre I est donc principal, et A est de dimension 1.

— Soit maintenant A = { B, G > avec G fini, montrons par récurrence
sur le cardinal de G que A est de dimension 1 :8i G = @15 .. .5 Qs Qrrss
en posant H = q,, ..., g, il suffit de remarquer que

A={(B, G>=<B, HY, qur1 >
{B, H» = {B, r) par hypothése de récurrence
A= <<B’ ry, qn—1> =<{B, I, g1,
de dimension 1 d’apres le cas étudié précédemment.

Remarques :

10 Il existe évidemment des anneaux rationnels de dimension infinie
(B[I']avec I non principal). On peut d’ailleurs montrer [2] que, pour tout
cardinal infini «, il existe des anneaux rationnels de dimension «.

20 Un anneau monadique non rationnel peut étre de dimension finie
quelconque (et également de dimension infinie), par exemple un anneau
monadique simple, ayant 2*" éléments, est de dimension n.

30 Une étude générale des anneaux (non rationnels) de dimension finie
ou dénombrable a été faite par J.-L. CourLon [2], on obtient toujours
des anneaux riches.

4° On peut construire des anneaux rationnels sans constante (un
exemple m’a été communiqué par un de mes éléves, J.-C. CARREGA).
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