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Bail. Soc, math. France,
99, 1971 , p. i43 à 170.

ANNEAUX MONADIQUES RATIONNELS

PAR

DANIEL PONASSE

[Yaoundé, Cameroun.]

0. Introduction.

Précisons tout d'abord les notations utilisées pour un anneau
booléien A; si p, q sont des éléments de A, les opérations habituelles
seront notées : pq (produit, ou conjonction, ou borne inférieure),
pV<7 (disjonction, ou borne supérieure), ~] p (négation, ou complément),
p + q (somme, ou différence symétrique, ou disjonction exclusive).
La relation d'ordre p ̂  q s'exprime par pq = p (ou de façon équi-
valente, p\/q=q).0n rappelle les formules usuelles :

~1P=P+i, P^q^P+q+pq,
p+?==(p-n?)vop.?)==(pv?).ripv'~i?).

Une algèbre monadique [3] est une structure (A, 3) définie par la donnée
d'un anneau booléien A et d'un opérateur 3 (quantificateur existentiel)
vérifiant les trois axiomes :

3o=o, p^3p, 3(p.3ç)==3p.3î.

On sait que l'ensemble B = 3 (A) est alors un sous-anneau booléien
de A, il sera appelé la charpente de A.

Soit A un anneau booléien, et soit G une partie quelconque de A,
on appellera monôme booléien en G tout élément de A qui est, soit égal à i,
soit égal à un produit fini g^.g^ ..., gn d'éléments de G. Un poly-
nôme booléien en G sera toute somme finie de monômes booléiens en G.
En pratique, un polynôme booléien sera écrit à l'aide de coefficients
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appartenant au sous-anneau U = { o, i j, par exemple un polynôme
booléien en p, q a pour forme générale ap + bq + cpq + d, où a, b, c, de U.
Notons que l'ensemble des polynômes booléiens en G n'est autre que
le sous-anneau booléien Ao de A engendré par G.

D'une façon analogue, dans un anneau monadique A, nous définirons
un polynôme monadique en G comme étant un polynôme booléien en
Gu3(G)uV(G) [l'opérateur V est défini par Vp == ~] 3 ("Ip)]. Par
exemple, un polynôme monadique en p, en tenant compte des inégalités
V p ̂  p ̂  3 p, aura comme forme générale :

dp + ^ 3 P +cV p +d, avec a, b, c, de U,

et un polynôme monadique en p, q sera du type :

a î + ( 3 3 î + T V î + ^

où a, p, y, ô sont des polynômes monadiques en p (ce qui donne a priori
a16 polynômes monadiques en p, q).

Le problème initial que nous avons envisagé est le suivant : dans tout
anneau monadique on peut exprimer, sous forme de polynômes mona-
diques, les quantités

3(~1p)=VP+i et 3(pV^)=3pV3^

par contre, il n'en est pas de même en général de 3 (pg). Nous avons pu
caractériser de façon très simple les anneaux où 3 (pq) s'exprime
« rationnellement » (c'est-à-dire sous forme d'un polynôme monadique
en p, q), et il se trouve que cette étude est étroitement liée à celle des
automorphismes involutifs d'un anneau booléien. On verra également
que l'on peut obtenir des renseignements intéressants en ce qui concerne
les constantes et la richesse de tels anneaux « rationnels ».

Avant d'aborder la notion de rationalité d'un anneau monadique,
nous étudierons, dans les deux premiers paragraphes, d'une part la
construction d'un certain type d'algèbres monadiques définies par un
anneau booléien et un idéal quelconques, d'autre part les propriétés géné-
rales de certains opérateurs monadiques. Le plan adopté est le suivant :

1. Anneaux monadiques B[T];
2. Opérateurs monadiques m et y et notion de centre monadique;
3. Caractérisation des anneaux monadiques rationnels;
4. Constantes et richesse des anneaux monadiques rationnels;
5. Généralisation : notion de dimension monadique.
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1. Anneaux monadiques B[T],

Soient B un anneau booléien quelconque, et r un idéal booléien
quelconque de B.

Définissons sur l'ensemble produit BxT deux lois de composition
(addition et multiplication) par

(P»?)+(P',Î/)==(P+P',Î+?/),
(P> î) • (?'» ̂  == (PP^ Prf + P'V + W'\

On vérifie sans peine (il suffit d'écrire) que ces opérations définissent
une structure d'anneau booléien que nous désignerons dans toute la
suite par B[T].

Les éléments neutres sont

(o, o) pour l'addition,
(i, o) pour la multiplication.

La négation est définie par

~i(p^)==np^)
et la disjonction par

(P. ?)V(P', q') == (PVP', îV?' +P?' +P'g).

On peut immerger l'anneau booléien B dans B[T}; en effet, l'appli-
cation f:B^rB[T] définie par f(p) == (p, o) est un monomorphisme
booléien :

f est évidemment injective,
f(P +P') == (P +P', o) = (p, o) +(p'. o) = f(p) +/•(?'),
f(PP') == (PP'. o) = (p, o). (?', o) = f(p). /(p').

On pourra donc identifier B à un sous-anneau booléien de B[T] en
identifiant p à (p, o).

1.1. Cas particulier.

Supposons que r soit un idéal principal : r = 6jB(6çB).
Si qçT : î^6, donc

(o, 6). (q, 6) == (o, ç6) == (o, q\
BTJLL. SOC. MATH. — T. 99, PASO. 2. 10
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donc tout élément (p, q) de B[T] se décompose sous la forme

(P» q) = (P» °) + (°> ^) = (p, o) + (o, 6). (q, o),

soit, en posant Ç = (o, 6) et en utilisant l'identification précédente.

(P^)==P+îî,

et cette décomposition est évidemment unique. On a donc, dans ce cas
particulier,

5[r]=5©çr.

Comme cas extrêmes, nous aurons
B[o]=B,
B[B] == BQ) ÇB, avec Ç = (o, i), c'est-à-dire l'anneau des polynômes

booléiens à une indéterminée Ç et à coefficients dans B.

1.2. Structure monadique sur B[T}.

r est ici un idéal quelconque, définissons l'opérateur 3 par

3 (P, q) = (p\/q, o) = p\/q.

3 est un quantificateur monadique existentiel, en effet :

3 (o, o) = (o, o),
(P> î)^3(p, q\ car
(P> î)-(PV^ o) = (p.(pVg), q'(P\/q)) == (P» q),
3 ((P, q). 3 (?', î')) = 3 (P, g). 3 (?', î'), car

(P» ?)-3 (P'. î') = (?•(?'Vg'), q.(p'\lq')\
3 ((p, î).3 (p', î')) = (P.^'V^V^.^Vî')) = (PV?).(P'VÎ').

Lorsque nous parlerons de l'anneau monadique B|T], il s'agira toujours
de la structure ainsi définie.

Le quantificateur universel associé est

V(p,î)=-13(-1p,î)==-lp.î.

La charpente de B[T] n'est autre que l'anneau booléien B, car
3 (p, î)eB, et pour tout pejB, 3 (p, o) = (p, o) = p.
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1.3. Richesse des anneaux B[T}.

Rappelons qu'une constante d'un anneau monadique est tout endo-
morphisme c tel que c 3 == 3 et 3 c = c, l'anneau est dit riche si, pour tout
élément p, il existe une constante c (dite témoin de p) telle que 3 p = cp.

Pour un anneau B[T], on peut associer à chaque 7 eJ3 une constante c\
définie par

^(P» î) = (P + ̂  ̂  o) = p + À g;

en effet, on vérifie :

c\ est un endomorphisme :

^ ((?> î) (?'. î')) == ̂  (pp', w' + pq1 +pfq)== p p ' + À (qq' + py' + p'ç)
= (P + ̂ ?) (?' + ̂ /) = C),(p, î) + c^p', î'),

(̂(P. ?)+(?', î')) = (P +?') + Uq +qf) == o,(p, g) +o,(p', î7),
^ 3 (p, q) = cx(pV^ o) = (pVî, o) = 3 (p, g),

3 c^(p, ç) == 3 (p + À g, o) = (p + À q, o) = c^(p, g).

Tout élément (p, g) possède un témoin; en effet, il suffit de déterminer 3l
de telle sorte que

3 (P> q) === cx(p, g),

soit pVq=p +^q, d'où ^q==q+ pq.

Il suffit alors de prendre, par exemple, X = p + i . Ainsi tout
anneau B[T] est riche.

1.4. Cas particulier.

Revenons au cas où r est un idéal principal engendré par 9, dans ce
cas : B[T] = B © çr; un homomorphisme booléien f de B[T] dans 2? est
donc entièrement caractérisé par :

— sa restriction f & B;
— la valeur f(Ç) = 7

et on a alors : f(p, q)==ff(p) +'Xff(q), À pouvant être choisie arbitrai-
rement dans B, et /v étant un endomorphisme quelconque de B,

Pour qu'une telle application y soit une constante, il est alors nécessaire
et suffisant que f soit l'identité de B. Donc, dans ce cas particulier,
on obtient toutes les constantes de B[T] par la formule

c^(P>(l)=P+^q, ^€B.
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En outre, chacune de ces constantes a un noyau principal (nous dirons
que c'est une constante principale) en effet : soit (p, q)çker(c\) : p = \q,

(P. 9) = (^ î) == (^9, Qq) faer, donc Qq === q\
(P,î)=î(^,9),

donc (p, g)^(X9, 9), et on a bien o,(X9, 9) == À9 + À9 == o.
Donc ker(c^) est l'idéal principal engendré par (À9, 9).

1.5. Remarque.

Nous démontrerons plus loin (dans un cadre plus général) la réciproque
suivante :

Si un anneau B[T] a au moins une constante principale, alors T est un
idéal principal.

2. Sur certains opérateurs monadiques.

Nous considérons dans ce paragraphe une algèbre monadique (A, 3)
absolument quelconque, nous désignerons toujours par B sa charpente.

2.1. Fonction moyenne.

Un anneau booléien peut être considéré comme un treillis distributif
complémenté, on sait qu'il est alors relativement complémenté, avec
unicité du complément relatif [l],

Soit peA, on a Vp^p^3p, donc p possède un complément
relatif q dans l'intervalle (Vp, 3 p) ; q est défini par

( P.î=Vp,
lpV<7=3p.

Le calcul de q est sim{)le : pq + pVî == 3 p + V p»
soit P + g ^ B p + V p ,
d'où î = = P + 3 p + V p .

Nous définirons alors la fonction moyenne m de l'anneau mona-
dique (A, 3 ) par mp == p + 3 p + V p.

Cette fonction m permet donc de définir les deux quantificateurs
par les formules

3p==pV;np et Vp=p.7np.
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2.2. Propriétés de la fonction moyenne. ,

On a, par un calcul simple»

^P=(np.3p)VVP=npVVp) 3p,
3 m = m 3 = 3 et V m == m V == V,

car
3mp=3(np.3p)V3Vp

=(3(~lp) 3p)VVp=nVp.3p)VVp==3pVVP=3p,
m3p==3p+33p+V3p==3p+3p+3p==3p,

de même pour V

p e B <==> mp = p, car

p e J8 4=»3 p == V p,

m (~~[ p) === ~~] mp, car

^np)==~1p+^np)+v^p)
= -^P+^Vp+~l3p==~1(p+3p+Vp),

TTiTnp = p, car

mmp =mp+3mp+Vmp=mp+3p+Vp==p.

La fonction moyenne est donc inuolutive, c'est donc notamment une
bijection de A sur lui-même.

— Si A' est un sous-anneau monadique de A, la fonction moyenne m'
de A' est la restriction de m à A'.

— Si 1 est un idéal monadique de A et (A, 3) l'anneau monadique
quotient de A par J, la fonction moyenne m de A est déûnie par m p == Hp,
où p est un représentant quelconque de la classe p.

En effet, si p^q (I), on sait que 3p== 3 q ( I ) et Vp=Vg(J),
d'où mp ==s mg ^J),
on peut donc passer au quotient.

— Si (A, 3) est l'anneau monadique produit d'une famille (A^ 3<),
en désignant par mi la fonction moyenne de chaque A(, la fonction
moyenne m de A est alors définie par

(̂(PO) == (mipi). \
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— Soient (A, 3) et (A', 3') deux anneaux monadiques de fonctions
moyennes respectives m et m1, et soit f un homomorphisme monadique
de A dans A', alors, pour tout p e A,

f(mp)=m'/-(p).

2.3. Fonction centrale.

Nous définirons un a.utre opérateur monadique, très proche de la fonc-
tion moyenne, qui sera appelé fonction centrale, et défini par

TP==3p+Vp
= p + mp.

Notons que y est en fait une application de A dans sa charpente B.
On vérifie immédiatement

TP=~1Vp.3p=3p.3np)=3(p+3p)=3(p+Vp).

On appellera centre monadique de A le sous-ensemble de B : T = y (A).
On peut remarquer que

^=3v-l((o)),
car TP=3(p.~|Vp)» avec V(p.~~] Vp) == o.

2.4. Exemple.

Considérons un anneau monadique B[T] étudié précédemment

3 (P, q) = (pVî, o) = (p + q + pq, o),
V (p, q) = (p.~1 q, o) = (pq +p, o),

d'où y(p, g) = (g, o) = y (avec la convention d'identification).
Le centre monadique est donc précisément l'idéal r de B.
La fonction moyenne est ici définie par m(p, q) = (p +q, q).

2.5. Propriétés de la fonction centrale et du centre monadique.

peB<^>Yp=o,
ïC~1P)==ÏP>
y(6p) = &yp pour tout bçB, car

3(6p)=63p et V(6p)=6Vp,

ï(6 +P) ==TP pour tout bçB.
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En effet :

3 (b +p) = 3 (6.-ip)v3 n b.p) = (6.3 np))vn b.3p)
=b.3(~\p)+~\b.3p
^.-IVp+H^p,

V(6+p)=V(6Vp).vn6V~1p)=(6VVp).n6VVnp))
=(6.V(-]p))V(-16.Vp)
=6.Vnp)+-16.Vp
=6.n3p+~l&.Vp

d'oùy(6 +p)=6.yp +~\b.fp =-{p.
Le centre monadique T est toujours un idéaZ (éventuellement impropre)

de B.
En effet :

— si bçT et b ' e B : b = yp,

^^'Yp^^er;

— si 6 e r et b' e r : b = 3 p, avec V p = o,

b' = 3 g, avec V q = o;
posons alors

r = np.3 p.-l 3 î)V(~1 ?.3 î.""] 3 p),
on a

3 r= (3 (np).3p.-1 3 î)V(3 n?).3 î.n 3p)

or30p)= -^Vp=I,^^î)=^V<^^=I,

3r=(3p.-|3î)V(3?.n3p)
=3p+3q=b+b'.

Par ailleurs :

r^(3(~^p).3p.^[3q)\/nq.3q.^\3p)
= (3 p.-l 3 ?)VOî.3 ?.~1 3 p),

donc
Vr^(3p.-l3î)V(Vn?).3?.n3p)=3p.-13<?,

et, de même,

r^(~[p.3p.~^3q)\/(3(~[q).3q.-[3p)
=(-lp.3p.-13?)V(3?.-13p).

donc
Vr^(vnp).3p.-]3î)V(^?.-1^P)=3(^-l^p,
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Vr^(3p.n3î).(3?.-13p),

donc V r == o et b + V = 3 r, donc b +Vç.T.

2.6. Application de y à l'étude des constantes.

Rappelons les résultats suivants ([3], [4]) pour un anneau monadique
quelconque :

— Une constante c est entièrement caractérisée par son noyau J
(idéal de A), plus précisément, pour qu'un idéal J soit un noyau de
constante, il faut et il suffît que A = B © J, la constante c associée à 1
est alors la projection sur B.

— Un noyau de constante principale est ainsi caractérisé : 1 = A. ~~} rs,
où rs est un élément minimal de 3~1 (i), ou, ce qui revient au même,

( 3 ^ = i
( 3 (p.CT)«3 (~~|p.^) = o pour tout peA.

Un tel élément vs sera dit un élément principal (appelé aussi « partition
monadique » dans [4]). La constante principale associée est définie par

cp == 3 (p.^) (cette constante c est l'unique témoin de w).

— Nous introduirons également la notion ^élément singulier : tout
élément seA tel que 3 s == i et V s = o.

Remarque. — Dans l'algébrisation du calcul des prédicats classique [5],
il n'y a aucun élément singulier. Cela est dû à la non-complétude syn-
taxique, c'est-à-dire au fait que tout énoncé du type 3 x [f^] ->• V x [f"]
est compatible.

Dans un anneau monadique simple, tout élément différent de o et de i
est singulier.

Un élément singulier peut être défini de différentes façons équi-
valentes :

3s== 3(~"|s), car alors 3s=35V3(~|s)=i,
ou ms==~~\s, ou Y$=I ,

ce qui montre que si s est singulier, tout élément s 4- b avec 6e B est
également singulier. En outre, puisque le centre monadique est r = y (A),
on a la caractérisation suivante :

(il existe des éléments singuliers) <=> (T = B).
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On obtient alors les résultats suivants ;

PROPOSITION 2.6.1. — Si c est une constante, alors T = 3 (ker(c)).
En effet, soit 1 = ker(c), A == B © I ,
— si qçT : q == yp, p = b + i, avec bçB et l'eJ,

donc :
q == yf == 3 i, car V i ̂  ci = o,

— si q = 3 i, avec ici, qçT, car V i = o.

COROLLAIRE 1. — Si A possède au moins une constante principale»
alors r est un idéal principal de B. En outre, pour tout élément principal,
la quantité V ̂  est invariante, et ~~| V ̂  est le générateur de T.

En effet, si qçT : q = 3 i,

i'eker(c), soit OT l'élément principal associé à c : I^~ICT,

donc q^ 3 (~1 ̂ ) ==~~| V CT.

COROLLAIRE 2. — Si A possède au moins un élément singulier, alors
tout élément principal est singulier.

Car r == B, donc ~~| V CT == i, soit V OT = o.
Remarque. — II peut exister des éléments singuliers sans qu'il y ait

des éléments principaux (exemple : anneau monadique simple sans atome).
On est alors conduit à généraliser la notion d'élément singulier, en

considérant le cas où le centre monadique F serait un idéal principal
quelconque (au lieu de r = B). Dans ce cas, soit t € A tel que y< engendre r.
Pour tout bçB, on a

y(& + 0 == y/,
or

3(b+t)=-\b.'3t+b.-]\ft^b(-at+^t+î)+3t,

on peut donc toujours déterminer b de telle sorte que 3 (b + f) = i,
en prenant par exemple : b == 3 t +1 +1'

Ceci nous conduit à poser la définition suivante : on appellera élément
quasi-singulier, tout élément / tel que

(3t=i ,
{ y/ engendre r, i. e. : vp^y^ pour tout p€A.

L'existence de tels éléments équivaut donc au fait que r est principal.

PROPOSITION 2.6.2. — Tout élément principal est un élément quasi-
singulier.
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En effet, si OT est un élément principal, T est l'idéal principal engendré
par

~~]Vîn=VCT4-i== ycy,

donc OT est quasi-singulier.

3. Anneaux monadiques rationnels.

Revenons au problème posé en introduction, nous définirons alors :
— Quantificateur rationnel : si la fonction de deux variables 3(pq)

est un polynôme monadique en p, q, c'est-à-dire

3(pî)=ag+(33î+ïVî+ô,

où a, (3, y, S sont des polynômes monadiques en p, donc du type

a = = a p + 6 3 p + c V p + d , ...,

les 16 coefficients a, b, c, d, ... étant des éléments de U = { o, i } (indé-
pendants de p et q).

— Anneau monadique rationnel (A, 3) : si le quantificateur 3 est
rationnel.

Un exemple trivial d'anneaux monadiques rationnels est celui des
anneaux monadiques discrets (3 p = p).

Nous verrons qu'il est possible de caractériser de façon simple les
anneaux monadiques rationnels, et qu'il existe un procédé permettant
de les construire tous.

LEMME 3.0. — On suppose que 3 n'est pas le quantificateur discret.
Soient a, b, c, d, a', &', c', d! ç. U. Si

ap+b3p+c^lp+d=a'p-\-b'3p-\-c'\fp+d' pour tout peA,
alors

a^', b=bf, c=c' d==d'.

En effet, on peut se ramener à l'égalité

a p + & 3 p + c V p + ^ = = o pour tout p ;

— pour p = o, on obtient d = o;
— pour p = i, on obtient a + b + c == o;
— en remplaçant p par ""l p = p + i» avec

3(Hp)=Vp+i et V(-1p)=3p+i,
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on obtient alors
ap + b V p + c 3 p = o.

D'où
(& + c) (3 p + V p) = o pour tout p,

soit
3p+Vp^H(6+c).

"~1 (b + c) e U, si ~~| (b + c) == o : 3 p = V p, le quantificateur serait
discret.

Donc ~~| (b + c) == i, soit b == c; par suite, a == o.
Alors 6(3 p + V p) = o pour tout p, donc comme précédemment,

b = o. On a donc bien a = 6 = = c = = d = = o .

THÉORÈME 3.1. — Si 3 est un quantificateur rationnel, alors quels que
soient p et q,

3(P^)=OP+Vp)î+(p+3p+Vp)3î+(p+3p)V?.

Démonstration. — Si 3 est le quantificateur discret, on vérifie trivia-
lement cette formule.

On suppose donc que 3 n'est pas discret.

(0 3 ( P ^ ) = a g + ( 3 3 ^ + y V < 7 + ô ,

où a, (3, y, ô sont eux-mêmes des polynômes monadiques en p.
— Pour q = o, on obtient ô == o pour tout p, donc tous les coefficients

de ô sont nuls.
— Pour q = i, on obtient a + ( 3 + y = = 3 p , pour tout p.
— Pour q == ~~[ p, on obtient alors

(2) a p + p V p + ï 3 p = 3 p .

— Et pour q = p :

(3) a p + p 3 p + ï V p = 3 p .

En multipliant (2) et (3) par p

(4) ap+pVp+yp=p,
(5) ap+(3p+yVp=p.

Or p == p. 3 p = p(a + (S + y), de (4) on tire alors

P V p = P p
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et de (5)
ïVp=ïp;

(3 et y sont des polynômes monadiques en p, posons

(3=ap+63p+cVp+d ), . , , _ _ , ,, } les coefficients étant dans U,
^a'p+fr^p+c'Vp+d' )

alors

a=P+ï+3p=(a+a /)p+(&+^+I)3p+(c+c /)Vp+d+d'

Pour p = o dans (i) (avec ô == o) :

(d + d')q + d 3 î + d'V g = o pour tout g,

donc, d'après le lemme : d = d'= o.
Pour p = i dans (i) :

3q^(a+b+c+af+b/+cf+I)q
+ (a + b + c)q + (a' + V + c') V q pour tout q.

Donc, d'après le lemme :
(a'+b'+c'^o,
\ a +6 +c =i,

(3Vp==Pp, soit aVp+^Vp+cVp=ap+6p+cVp,
y V p = rp, soit a'Vp+^Vp+c'Vp==a'p+ &'P + c'V p,

donc, d'après le lemme :
a + b = o,
û'+&'=0,

d'où a= 6, c= i, a'==6', c'= o.
Ainsi :

P=ap+a3p+Vp,
y=a /p+a /3p,
a==(a+a')p+(a+a'+i)3p+vp.

On peut alors écrire (i) sous la forme :

3(p?)=a'P+(3'3p+Y'Vp,
avec

^-=(a+a/)q+(l3q+af^q,
y=(a+af+î)q+a3q+af\/q,
ï'=î+3î.
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En utilisant la formule symétrique

P'Vî=P'g.
Soit

(a+a'+I)V?+aVî+a /Vg=(a+a'+I)?+aî+a'Vî,

on obtient : a' = i.
Enfin, en ajoutant (2) et (3) :

(P+ï)(3p+Vp)=o,

soit (a +1) p + (a +1) 3 p == o, d'où a = i.

Finalement :
a==3p+Vp,
(3==p+3p+p,
y==p+3p.

Remarques :
i° Dans un anneau monadique rationnel, si f(pi, ...,pn) est un

polynôme booléien (ou un polynôme monadique), alors 3/'(pi» ...,p/i)
et V f(pi, ..., pn) sont des polynômes monadiques.

Ceci se démontre par une récurrence simple à partir du formulaire
suivant :

3(-1p)=Vp+i,
3 (pVg)=3pV3î .

3(pî)==3p 3 î+p3î+ î3p+p3?+?Vp+3pVî+3îVp,
3(P+?)===3p+3î+p3g+î3p+pVî+?Vp

[on utilise la formule : p + q = (p ~~| q) V (î ~~l P)]

vnp)=3p+i,
V(pç)=Vp Vî,

V(pV?)==VpVVî+pVî+îVp+p3î+?3p+Vp3g+V?3p,
V(p+î)===Vp+V?+p3?+?3p+pVî+îVp.

2° Si (A, 3) est un anneau monadique rationnel, et si G est une partie
quelconque de A, alors le sous-anneau monadique Mo engendré par G
n'est autre que l'ensemble des polynômes monadiques en G.

Ceci résulte de la remarque précédente.
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THÉORÈME 3.2. — Soit (A, 3) un anneau monadique, de fonction
moyenne m et de fonction centrale y. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

i° 3 est un quantificateur rationnel,
2° m est multiplicative,
3° m est un automorphisme (involutif) de A,
4° m est croissante,
5° y est additive,
6° y est une application linéaire du B-module A dans B.

Démonstration, — Pour l'équivalence entre i° et 2°, il suffit de remarquer
que la formule du théorème 3.1 s'écrit

3(pg)=(p+3p+Vp)(g+3g+Vg)+Pî+Vp.Vî,

soit m (pq) == mp.mq.
L'équivalence entre 2° et 3° est triviale, car on a toujours

^(~~IP) =~1^P.
L'équivalence entre 3° et 4° résulte du fait que m est bijective

avec m-1 = m, et que tout isomorphisme d'ordre est un isomorphisme
booléien.

3° implique 5° trivialement, car : yp = p + mp avec m additive.
5° implique 4°» en effet : soient p, q, r trois éléments deux à deux

disjoints : pq == qr = rp = o

Yp.TÎ.Yr=3p.3î.3r.~lVp.~1Vî."~]Vjr,

or p ̂  ~~\ q, donc 3 p ̂  3 (~1 q), d'où 3 p ̂  ~| V q.
De même, 3 î ^ ~ ~ 1 V r e t 3 r ^ ~ ~ | V p , o n a donc

Yp.yî.yr=3p.3î.3r

(ceci est général, pour toute suite finie d'éléments deux à deux disjoints).
Soient maintenant p, q deux éléments disjoints, les trois éléments p, q

et """l p.'~| q sont deux à deux disjoints, donc

soit

soit

ïp-ï^ïOp-n^^ap^^c'ip.ng),

ïp.ï?.ïn(pvî))=3p.3î.3n(pv?)),
ÏP-ï?-ï(P+?) = 3p.3 î.(~T(p V ?))
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si y est additive,

ÏP-Y?-ï(P+?)=ïP.ï?.(ïP+ïî)=o,
donc

3 p. 3 y.Cn (p V î)) == o lorsque p et g sont disjoints.

Montrons enfin que m est croissante : soient p et q deux éléments tels
que p ̂  q, p et ~| q sont disjoints, donc

3p.3(~1ç).3(~]p.^)=o, ~~lp.g==p+<7,

d'où 3 p. 3 (p + q) ̂  V q, a fortiori mp.m(p + q)^mq,

or m est aussi additive (car mp = p + yp), donc

mp. (mp + mq) ̂  mq,
soit

mp+mp.mq== o, d'où mp^mq.

L'équivalence entre 5° et 6° est triviale, car on a toujours y(6p) = &yp
pour 6eB.

THÉORÈME 3.3. — Soient A un anneau booléien et m un automorphisme
involutif de A, alors l'opérateur 3 défini par 3 p = p V mp est un quantifi-
cateur sur A, et le quantificateur universel associé est Vp = p.mp. Pour
certe structure, A est un anneau monadique rationnel et sa fonction moyenne
est m.

En effet, on vérifie aisément les trois axiomes des quantificateurs :
3 o = o : trivial,
p ̂  3 p : trivial,
3 (p. 3 q) = (p 3 q) V m (p 3 q) == (p 3 q) V (mp. 3 g),

car m3 q = mq V mmg = 3 q,
==(p V^P) 3 î= 3p.3î.

En outre,
Vp =-1 3 (H?) ==n(Hp V m(~1p)) =P.mp.

On a ainsi caractérisé les anneaux monadiques rationnels, ils sont tous
obtenus par le procédé du théorème 3.3.

Si A est un anneau booléien, il y a donc correspondance bijective
entre les automorphismes involutifs de A et les quantificateurs rationnels
sur A.

Remarque. — Si un polynôme monadique en p est un endomorphisme,
ce ne peut être que p ou mp.
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Supposons que f(p) ==ap+b3p+c\fp+ d(a, b, c, de U) soit un
endomorphisme.

— Pour p = o : d == o,
— Pour p = i : a + & + c = i,

fC~\P) = a? + b Vp + c 3 p + a + b + c == ap + b Vp + c 3 p +1,
~ | / ' (p )=ap+fr3p+cVp+i ,

d'où
& 3 p + c V p = = 6 V p + c 3 p pour tout p,

donc b == c, alors a = i.
Si & = c === o, on a la fonction f(p) == p.
Si 6 = c = i, on a la fonction f(p) == mp.

3.4. Exemples d'anneaux monadiques rationnels.

i° Les anneaux B[T] sont rationnels. En effet, y(p, q) == (g, o), donc
Y est additive.

a° Tout anneau monadique discret est rationnel, avec m(p) = p.
3° Le seuZ anneau monadique simple, non discret, rationnel, est Vanneau

à quatre éléments.

En effet :
— Si A est simple, pour p -yé. o et p -=^-1 :

m (P) = P + 3 p + V p = p +1 == ~~1 p,

par ailleurs m(o) == o et m(i) = i.
— Si A est l'anneau à quatre éléments { o, p, ~| p, i }, m est bien alors

un automorphisme, car elle est croissante.
— Réciproquement, si m est un automorphisme : soient p et g deux

éléments différents de o et i, si pq ̂  o :

m(pq) =~| (pq) =~1p V n?^m(p) =~1p,

donc ~|p V ~l?==~lP, soit ~}q^~\p\ de même, n p V n î = ~ ~ l ? »
soit ~l p ̂  ~| q, donc p == g.

De même, si p V ? 7^ i» on a p = q.
Donc si q-^-p, on a p^ == o et p V q == i» soit g = ~~] p.
Donc A == { o , p, ~1p, i { .
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4° Cas des anneaux atomiques : Supposons que A soit un anneau ato-
mique, et soit €i l'ensemble de ses atomes. Soit m un automorphisme
involutif de A, et soit ^ sa restriction à cl : alors p. est une permutation
(involutive) de a, en effet : soit a ça, supposons p^m(a), alors
^î(p) ^=. a donc m(p) = o ou m(p) = a.

Soit p == o ou p = m(û), donc m (a) e <'l.
Donc IUL est une application de €i dans <3L, et elle est involutive.

Remarquons que m est entièrement définie par p. : soit peA, soit cx^,
l'ensemble des atomes ^p, on sait que p =\/a, et m étant un auto-

,. ^morphisme, on aura
m(p) ===\/m^ =\/^(a)•

ÛLp €Lo

Réciproquement, si on se donne une permutation involutive ^ de Cl,
peut-on la prolonger en un automorphisme involutif m de A ? D'après
ce qui précède, si un tel prolongement existe, il est unique, et il est donné
par la formule

^(P) =\/^(a).
ap

La condition nécessaire et suffisante de possibilité est donc :
(I) Pour tout p, Vensemble ^(<^p) possède une borne supérieure.

Cette condition sera notamment réalisée dans tout anneau atomique
achevé (i. e. l'anneau des parties d'un ensemble), en particulier dans tout
anneau fini. Lorsque la condition précédente est réalisée, il est facile
de vérifier que le prolongement m est bien un automorphisme involutif
(c'est-à-dire, plus simplement, une involution croissante).

5° Cas des anneaux finis : La recherche des quantificateurs rationnels
sur un anneau booléien fini (et plus généralement sur un anneau du
type p (X)) est donc ramenée à la recherche des permutations involutives
de l'ensemble 0. de ses atomes.

Toute permutation involutive de a est une fonction composée
d'échanges d'atomes deux à deux.

Par exemple, dans l'anneau à huit éléments construit avec trois
atomes p, q, r, il y a quatre automorphismes involutifs : l'application
identique et les échanges de deux des trois atomes p, q, r. Notons qu'il y a
au total six automorphismes (toutes les permutations des atomes) et
cinq quantificateurs (toutes les partitions de l'ensemble des atomes),
seul le quantificateur simple n'est pas rationnel.

Remarque. — Dans un anneau atomique quelconque, toute fonction
composée d'une nombre fini d'échanges d'atomes vérifie la condition (I) :

BULL. SOC. MATH. — T. 99, FASC. 2. 11
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considérons simplement l'échange de deux atomes :

p.(a) = b, p.(b) == a,
pi(c) == c ailleurs;

— si a et b^.€ip : ^(dp) = Op,
— si a et b ç.0p : ̂ (dp) = dp,
— si aç.eip et b^:€ip : ^(dp) = (dp— { a })u{ b } = Qi^ avec

ï=(p.-|a) V b.

Dans tous les cas : \/ p-(^p) existe.

3.5. Représentation topologique des anneaux monadiques
rationnels.

Désignons par (X, R) l'espace monadique dual de l'anneau mona-
dique (A, 3), c'est-à-dire :

X : espace de Stone de A (ensemble des ultrafiltres de A), la topologie
étant celle engendrée par les ofs (ouverts-fermés) :

a(p) = {xçX: père}.

R : relation booléienne d'équivalence duale de 3 ([3], [6]) définie par

xRy<=>xr\B ==yr^B.

Dans le cas d'un anneau rationnel, m est un automorphisme de A,
on pourra donc définir sa fonction continue duale m* : X ̂  X :

mk(x)=m-l(x),

soit, tout simplement, m*(x) == m(x).
Par abus de notations, on continuera à noter m au lieu de m* cette

fonction duale, qui est donc une involution continue de X.
Réciproquement, à partir de toute involution continue de X, on peut

définir dualement un automorphisme involutif de A.
On a la formule de dualité habituelle : o-(mp) = m(a(p)) pour

tout p€A. Notons aussi :

pçm(x) <=> mpçx
et

o-(3 p) = o-(p V rrip) = o"(p) u o-(mp) = o-(p) um(o-(p)) == sat o-(p).

Désignons par S la classe modulo R d'un ultrafiltre x.
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Soit yçx, et supposons y ^ x : il existe gey, q^x; soit alors pey :
P?€y, 3 (pq)ey, donc 3 (pq)çx,

or
3(pî)=(p?)V(^P.^î)=(pV^p).(îV^î).(îV^p),

donc q\/ mpçx,oT q^x, donc mp e a;, soit p e m (a;).
Donc gcm(x), et par suite 17 = m (a;). Ainsi

x=={x, m(x)\.

On obtient donc une partition de X en classes ayant au plus deux
éléments [on peut avoir x === m(x)].

Réciproquement, soit (A, 3) un anneau monadique tel que toutes
les classes module R de son espace dual possèdent au plus deux éléments.
Montrons que A est un anneau monadique rationnel.

Soit m* l'application de X dans X définie par

m*(x) = x si x = { x $ ,
^(x)==y si x = = { x , y } , avec y^x,

m* est une involution de X;
m* est continue; en effet, nous allons vérifier que

^(^(P)) = ((^(P)u ̂  ?)) n °'(3 P) (q^ s^a un of).

En effet :
— si yem*(cr(p)), par définition y€sato-(p), soit yeo-(3 p), et

ou bien y^cr(p) : yePo-(p),

ou bien yeo-(p), alors !/co-(p),

donc s^satP<7(p), soit ffePsatP(7(p) = CT(V p).

— Réciproquement, si y ç ((^(p) U a(\f p)\ n (7(3 p), ff € sat o(p),
donc il existe a;€o-(p) tel que y€:r,

si ff^o-(p) : ff 7^ ̂  donc % == {x , y } et y = m* (a-) e 7n*((7(p)),

si ye<7(p), alors ffeo-(Vp), donc ff^satHoù)),
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donc î/nPcr(p)=0, soit gfco-(p),

si y = ( y } ; y = ̂ (y) e m*(<7(p)),
si 9 = { x, y } avec x ̂  y : y = m*(x) e m\çr(p)).

Ainsi m* est bien une involution continue de X, il lui correspond un
automorphisme dual m de A, défini par

fj(mp) == m\a(p)) = <7((-n pV Vp). 3 p),

m n'est autre que la fonction moyenne, (A, 3) est donc un anneau mona-
dique rationnel. On peut donc énoncer :

THÉORÈME 3.6. — Soit (A, 3) un anneau monadique, d'espace mona-
dique dual (X, R), il y a équivalence entre :

i° (A, 3) est un anneau monadique rationnel.
2° les classes modulo R dans X ont au plus deux éléments.

4. Constantes et richesse
des anneaux monadiques rationnels.

Dans tout ce paragraphe, (A, 3) désigne un anneau monadique
rationnel, de charpente B et de centre r, on rappelle que m est alors
un automorphisme involutif, et y une application B-linéaire.

PROPOSITION 4.1. — 3 est injectiue sur tout idéal le V'̂ o).
En effet, si 3 p == 3 q avec p, ce 1 : V p = V q = o, donc yp = yç,

soitY(p+ç)==o,doncp+çeB,orp+^eJ, doncp+g=V (p+q)=o
soit p = q.

COROLLAIRE 1. — 3 est injectiue sur tout noyau de constante, car si c est
une constante,

ker (c) c V-1 (o) (Vp^ cp).

COROLLAIRE 2. — Pour toute constante c, 3 est une bijection de ker (c)
sur r, car T = 3 (ker (c)), et on applique le corollaire 1.

COROLLAIRE 3. — II y a équivalence entre :

(a) il existe une constante,
(b) il existe un idéal de A : JcV'^o) tel que T = 3 1 (I est alors un

noyau de constante).
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En effet:

(a) => (b) : en prenant 1 = ker(c), où c est une constante.
(b) => (a) : soit p e A, fp € r, donc yp = 3 i avec i e J (i unique), alors

ï(P + 0 = ÏP + ï1 = 3 l + 3 l == °»

donc p + i = 6eB; soit p == & +1, d'où

A = B ® J ,

donc J est un noyau de constante.

THÉORÈME 4.2. — Pour qu'un anneau monadique rationnel possède
au moins une constante, il faut et il suffît qu'il soit isomorphe à un anneau
monadique B [T]. Il est alors riche.

Démonstration. — On sait déjà que tout anneau B[T] est rationnel
riche.

Réciproquement, soit (A, 3) un anneau rationnel admettant au moins
une constante c, définissons l'application 9 : A -^ B [T] par

?(p)==(cp,yp),

9 est injectiue : si cp == cq et yp = yç, alors c(p + q) == o et
ï(P + Q) == °» ^onc P + ^eBnker(c), donc p = q.

cp est surjectiue : soit (6, y)eB |T], qçT, donc g = 3 i avec i€ker(c),
et nous savons que i est unique, soit alors p = b + l, on a bien cp == 6,

ÏP = ïi = 3 i == î,

donc (&, ç) = cp(p).

9 est un homomorphisme booléien :

?("]?)= (c(~i p)> T(~I p» == (~i cp, ïp) == n ?(p)
^(pq)=(c(pq), -r(pq))

== (cp. cq, pq+mp. mq) (car yp==p+ jnp),

?(p)•?(9f)=(CP•^ÏP•ÏÎ+cp.Yî+cî.Yp),

on remarque

cp.yî+cy.Yp=c(p.yg+ç.yp), car yp, yçeB
==c(p(q+mq)+q(p+mp)),
==c(p.mq+q.mp),
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or m(p.mq + q.mp) == p.mq + q'mp, soit p.mç + q-mpçB, donc

cp.Y? + CÎ.YP == p.mq + î.mp
et

ÏP-ÏÎ = Pî + mp.mq + p.mq + q.mp,

d'où <p(p).<p(î) == (cp.cy, pq + mp.mq) = <p(pî).
Enfin, 9 est un isomorphisme monadique :

9(3 p) == (c 3 p, y 3 p) = (3 p, o),
3cp(p)=(cpVïP,o),

or

cp V YP == cp V (3 p + V p) = cp + 3 p + V p + cp. 3 p + cp. V p = 3 p.

Nous avons ainsi entièrement caractérisé les anneaux monadiques
rationnels riches (ou possédant une constante).

COROLLAIRE. — Les anneaux monadiques rationnels qui ont au moins
un élément principal sont riches, et toutes leurs constantes sont principales

En effet, r est alors un idéal principal.
Nous allons voir que la réciproque est exacte : si T est principal, l'anneau

rationnel possède au moins un élément principal.

PROPOSITION 4.3. — Dans un anneau monadique rationnel, il y a
équivalence entre élément principal et élément quasi-singulier.

En effet : soient p et q deux éléments quelconques,

3 (P?) == (Pî) V (mp.mq) == (p V mp).(q V mq).(p V mq).(q V mp),

de même,
3(~1p.î)=npV~1^p).(?V^î).(~1pV/n?).(pV"~1^p),

donc
3(pq).3(~^P.q)^(p+mp).(q\/mq).mq.q

=(p+z^p).3çf.Vg
==(p+/np).Vî
==YP.VÎ.

Supposons que q soit quasi-singulier : y ç = = V y + i etyp^yg, donc

3(p.?).3(~|p.î) =YP.(ï(?+i) =o pour tout p€A,

donc q est un élément principal.
Par ailleurs, la réciproque est vraie dans tout anneau monadique.
On en déduit le résultat suivant.
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THÉORÈME 4.4. — Pour un anneau monadique rationnel (A, 3), il g a
équivalence entre :

î° A possède au moins une constante principale :
2° le centre T est un idéal principal.

Dans ce cas, l'anneau est riche, et toutes ses constantes sont principales.
Un anneau monadique rationnel à centre principal sera dit rationnel

principal.

THÉORÈME 4.5. — Si A est un anneau monadique rationnel principal,
de charpente B et de centre r, alors pour tout élément principal OT :

A=a®r.OT.
Autrement dit, tout élément peA s'écrit de façon unique p = a + bvs
avec a, bçB et b ̂  ~| V CT.

On a alors : 3 p = = a V & » V p = a.~\ b, yp = b.
En effet, ceci résulte immédiatement du théorème 4.2 et de l'isomor-

phisme cp de A sur B [T] :

cp(p) = (cp, yp), c, constante principale définie par OT.

Soit
cp(p) = (cp, o) + (o, yp), or (o, ÏCT).(YP, o) == (o, yp)

== (cp, o) + (y?, o).(o, YCT),
==cp(cp)+?(ïp).?(~|^), car c(~\rs)=o,

soitp = cp + Yp.(~~| CT) = cp + TP + TP.^ donca==cp+ypet 6= yp.
Réciproquement, si p = a + fror avec a, bçB et & ̂  y^, on a

Yp = ^YOT = 6,
P.OT === (a-j-&)^

donc cp = 3 (p.^) = a + 6, d'où a = cp + yp.

5. Introduction à la notion de dimension monadique.

Soit (A, 3) un anneau monadique quelconque, de charpente B, pour
toute partie GcA —B, nous noterons <(JB, G)> le sous-anneau booléien
de A engendré par Bu G, notons que c'est aussi le sous-anneau mona-
dique de A engendré par Bu G (car il contient la charpente de A). En
particulier, si G est réduit à un seul élément q, on pourra parler del'anneau
monadique < B, q >, et dans ce cas, nous savons qu'il est formé par tous
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les éléments a + bq, avec a, b € B (cette écriture n'étant pas néces-
sairement unique).

Le théorème 4.5 ci-dessus peut alors s'exprimer de la façon suivante :
Si A est un anneau monadique rationnel principal non discret, alors

pour tout élément principal ^ :

A==<B,^>.

On peut obtenir une réciproque de cette propriété.

THÉORÈME 5.1. — Soit (A, 3) un anneau monadique quelconque, non
discret, alors pour tout élément qçA —B, <^B, q^ est un anneau mona-
dique rationnel principal.

Démonstration. — Soit p e < B, g > : p = a 4- bq avec a, b e B, d'où
ÏP = ^ÏP-

II en résulte trivialement que y est additive sur < B, q >, <( B, q > est
donc un sous-anneau rationnel de A.

En outre, yp^y^ , donc le centre P de ^B, q^ est l'idéal principal
de B engendré par ̂ q.

N. B. — q n'est pas nécessairement un élément principal de < B, q >,
mais on peut construire un élément principal (ou quasi-singulier) TSJ,
en prenant simplement ^ = = 3 q + i + q = = q \ / ' ~ } 3 q . On a alors
< B, q > = < B, TS y, mais cette fois avec la décomposition canonique
du théorème 4.5.

On en déduit :

COROLLAIRE. — Pour qu'un anneau monadique A de charpente B soit
rationnel principal, il faut et il suffît qu'il existe un élément q tel que
A=<B,g>.

On est ainsi conduit à définir la notion de dimension monadique pour
un anneau monadique A de charpente B : le plus petit cardinal a tel
qu'il existe GcA—B, avec card G == a et A = <B, G>. On a donc
obtenu les caractérisations suivantes :

Anneau de dimension o<=> Anneau monadique discret,
Anneau de dimension i <=> Anneau monadique rationnel principal,

non discret.

Dans le cas des anneaux rationnels, on peut préciser la dimension :

THÉORÈME 5.2. — Un anneau monadique rationnel, non discret, est soit
de dimension i (et cela équivaut à dire qu'il est principal), soit de dimension
infinie.
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En effet :

— Considérons d'abord le cas d'un anneau rationnel du type
A = <B, q, r>. Soit peA : p = a + bq + cr + dqr, a, b, c, dçB, d'où

YP=&Y?+cyr+dy(çT),
or

y(gr) = gr + mg.mr = qr +(q + yg)(r + yr) = yg.yr + r.yî+ î.yr,

alors
ÏP.Ï?=&.ï?+cygYr+dYgyr+drYç+dg.Yçyr,

y? + yr = b^q^r+ cyr + dyyyr + dryry^ + dq^r,

Yp.Yî.yr= ̂ yr + cyîyr+ dmr + dryîyr + dq^r^q,

d'où
ÏP(ï? V ï^) = &ïî + cyr + d^q.r + dr^q + dq^T = yp,

donc yp ̂  y g V ï^ ^ le centre r est donc principal, et A est de dimension i.
— Soit maintenant A = < B, G )> avec G fini, montrons par récurrence

sur le cardinal de G que A est de dimension i : si G == qi, ..., qn, Çn-n,
en posant H = Ci, ..., qn, il suffit de remarquer que

A = < B , (3>=<<B,If>,^>,

< ( B , J Ï ) > = = < ( B , r ) > par hypothèse de récurrence

A = <^<B, r>, ^-i )> = <B, r, g^-i >,

de dimension i d'après le cas étudié précédemment.

Remarques :
i° II existe évidemment des anneaux rationnels de dimension infinie

(B [T] avec T non principal). On peut d'ailleurs montrer [2] que, pour tout
cardinal infini a, il existe des anneaux rationnels de dimension a.

2° Un anneau monadique non rationnel peut être de dimension finie
quelconque (et également de dimension infinie), par exemple un anneau
monadique simple, ayant a2" éléments, est de dimension n.

3° Une étude générale des anneaux (non rationnels) de dimension finie
ou dénombrable a été faite par J.-L. COULON [2], on obtient toujours
des anneaux riches.

4° On peut construire des anneaux rationnels sans constante (un
exemple m'a été communiqué par un de mes élèves, J.-C. CARREGA).
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