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SUR LES ENDOMORPHISMES CONSERVANT LES POLAIRES
D'UN GROUPE RÉTICULÉ ARCHIMÉDIEN

PAR

ALAIN BIGARD ET KLAUS KEIMEL.

Jusqu'à maintenant peu de recherches ont été faites sur les endo-
morphismes d'un groupe réticulé. Ici nous considérerons les endomor-
phismes de groupes réticulés archimédiens.

L'anneau engendré par les endomorphismes positifs d'un groupe
réticulé complet est un anneau réticulé, comme on peut le déduire du
théorème 17 de l'ouvrage de BIRKHOFF [4], chap. XV).

P. CONRAD a conjecturé que l'anneau engendré par les endomorphismes
positifs conservant les polaires d'un groupe réticulé archimédien est
un anneau réticulé, même un /-anneau. Ceci a été démontré par le
premier des auteurs pour l'anneau engendré par les endomorphismes
positifs qui conservent les Z-idéaux et non seulement les polaires [3].
Ici nous allons démontrer la conjecture de Conrad dans le cas général.
Le cadre de la théorie de BERNAU [1] permet de donner une représen-
tation des endomorphismes en question (section 1). Une propriété
importante de ces endomorphismes est que leur noyau est une polaire
(section 2). Les cas particuliers des contracteurs et endomorphismes
positifs bornés sont considérés dans la section 3. Certaines propriétés
du groupe réticulé sont reflétées par l'anneau d'endomorphismes en
question (section 4). Dans la section 5, nous donnerons des applications
aux /-anneaux. En particulier, nous montrerons que deux f-anneaux
archimédiens unitaires, qui sont isomorphes comme groupes réticulés,
sont isomorphes comme f-anneaux.

Nous utiliserons la terminologie de FUCHS [8] et CONRAD [7] : Un
groupe réticulé est un groupe muni d'une structure de treillis compa-
tible avec la loi de groupe. Un groupe réticulé est archimédien, si na^b,
pour tout entier positif n, entraîne a^o. Tout groupe réticulé archi-
médien est commutatif ([8], p. 91). Tout groupe totalement ordonné
archimédien est isomorphe à un sous-groupe du groupe totalement
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ordonné R des nombres réels ([8], p. 45); un tel groupe sera aussi appelé
groupe réel. Un anneau réticulé est un anneau A muni d'une structure
de treillis telle que A est un groupe réticulé additif et telle que la multi-
plication est isotone. Un f-anneau est un anneau réticulé vérifiant :

x /\ y == o entraîne z x / \ y = o = x z / \ y pour tout z ̂  o.

Un l-homomorphisme est une application d'un groupe réticulé dans
un autre, qui est un homomorphisme de groupe et de treillis. Le noyau
d'un Z-homomorphisme est un l-idéal, c'est-à-dire un sous-groupe distin-
gué sous-treillis convexe. Inversement, si J est un Z-idéal d'un groupe
réticulé A, le groupe quotient A/J possède une seule structure de groupe
réticulé telle que l'application canonique de A sur A/J devient un Z-homo-
morphisme. Un Z-idéal 1 est dit premier, si A/J est totalement ordonné.
Tout Z-idéal premier contient un Z-idéal premier minimal. Si l'on parle
d'anneaux réticulés, un l-homomorphisme est un homomorphisme d'anneau
et de treillis. Les termes l-endomorphisme, l-isomorphisme seront employés
de façon analogue.

Pour tout sous-ensemble B d'un groupe réticulé A, soit
BL= { x ç A ; \x /\ | 6 | == o pour tout bçB}.

(On désigne par \x\ la valeur absolue x\/ (—x) de l'élément x de A).
Au lieu de { a } 1 nous écrirons simplement a1. Toute partie de A de la
forme B1 est appelée une polaire. Toute polaire est un sous-groupe
sous-treillis convexe. Donc, si A est abélien, toute polaire est un Z-idéal.
Une partie B est dense dans A, si A = B11. Si e > o et si e11 == A (c'est-
à-dire si { e } est dense), alors e est appelé unité faible de A. L'ensemble
des polaires de A est une algèbre de Boole avec

PAPi=PnP,, PVPi=(PuPO^=(P^nP^)i,

le complément de P étant P1 [13]. Les facteurs directs de A forment
une sous-algèbre de l'algèbre de Boole des polaires.

Un groupe réticulé abélien est dit hyper-archimédien, si tout Z-idéal
principal de A est un facteur direct. Un groupe hyper-archimédien est
archimédien et tous ses Z-idéaux principaux sont des polaires [2].

1. Le théorème fondamental.

Soient A un groupe réticulé abélien et A^ son cône positif. L'ensemble
End (A) de tous les endomorphismes du groupe A est un anneau ordonné
si l'on définit une relation d'ordre sur End (A) par

? ̂  ̂  si et seulement si cp a ̂  ̂  a pour tout a € A^.

Nous nous intéresserons à des endomorphismes particuliers.



ENDOMORPHISMES CONSERVANT LES POLAIRES D'UN GROUPE RÉTICULÉ. 383

PROPOSITION 1. — Pour un endomorphisme cpeEnd(A), les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(a) a A b = o entraîne 9 a A b = o;
(6) cp^o, et c? conserve les polaires de A;
(c) cp^o, ^ 9 conserve les l-idéaux premiers minimaux de A.

Démonstration. — Supposons que cp vérifie la propriété (a). Alors
a A 0 = 0 entraîne ^a/\o=o; c'est-à-dire que cp^o. De plus, aeb1

entraîne 9 Q€ b1; c'est-à-dire que cp conserve les polaires de la forme b1.
Toute polaire P de A est l'intersection des polaires b1, si b parcourt P1.
Par conséquent, P est stable par cp. Donc (a) entraîne (&). Il est clair
que (b) entraîne (a). Finalement, (b) et (c) sont équivalentes, puisque
d'une part, tout Z-idéal premier minimal est une somme de polaires ([7],
p. 44)» et puisque, d'autre part, toute polaire est une intersection de
Z-idéaux premiers minimaux ([14], theorem 1.15).

DÉFINITION. — On appelle orthomorphisme positif de A tout endo-
morphisme 9 e End (A) vérifiant l'une des propriétés équivalentes (a),
(b), (c) de la proposition 1, et on désigne par Ortr^A)^ l'ensemble des
orthomorphismes positifs de A. Tout endomorphisme de A de la
forme cp — ^, où 9 et ^ sont des orthomorphismes positifs, est appelé
orthomorphisme. On désigne par Orth (A) l'ensemble des orthomorphismes
de A.

Montrons que Orth (A) est un sous-anneau de End (A). Plus préci-
sément :

PROPOSITION 2. — L'ensemble Orth (A) des orthomorphismes de A
est un anneau ordonné filtrant unitaire sous-anneau de Vanneau ordonné
End (A), et Orth (A)^ est le cône positif de Orth (A).

Démonstration. — Soient cp et ^ deux orthomorphismes positifs de A.
Puisque les polaires de A sont stables par cp et par ^, elles sont aussi
stables par l'endomorphisme composé cp^» e^ puisque les polaires sont
des sous-groupes de A, elles sont aussi stables par cp + d; et 9—ip.
Puisque 9 et ^ sont positifs, cp^' et cp 4- ^ sont aussi positifs. Par consé-
quent, Orth(A)+ est un demi-anneau d'endomorphismes de A. Il s'en-
suit que l'ensemble Ortr^A)^— Orth(A)4- de tous les orthomorphismes
est un sous-anneau de End (A). Évidemment, l'application identique
est un orthomorphisme. Si cp — ^ est positif, cp — ip appartient aussi
à Ortr^A)^, ce qui montre que OrtI^A)^ est justement le cône positif
de Orth (A).

REMARQUE 1. — Si A est totalement ordonné, tout endomorphisme
positif est un orthomorphisme. En effet, { o } et A sont les seules polaires
de A.
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REMARQUE 2. — La propriété (à) de la proposition 1 montre que,
pour tout orthomorphisme positif <? de A,

a /\ b == o entraîne 9 a A ? b = o;

par conséquent, tout orthomorphisme positif de A est un Z-endomor-
phisme ([5], lemme 1 du § 6).

Le but principal de cette section est de montrer que Orth (A) est
un y-anneau, si A est archimédien. Pour cela, nous aurons besoin de
plusieurs lemmes.

LEMME 1. — Pour que Orth (A) soit un f-anneau, il suffit que la pro'
priété suivante (^) soit vérifiée :

(*) Pour tout 9, '^e Orth (A)^ et tout a, 6eA4-,

cp(a + b) V ̂ (a + b) = (cpa V ^a) + (9 b V ^ b)',

et dans ce cas, on a (9 V +)a == ^a\J ^a pour tout cp, ^eOrth(A)+ et
tout açA^.

Démonstration. —- L'anneau ordonné filtrant Orth (A) est réticulé
si et seulement si son cône positif est un V-demi-treillis. Prenons donc
deux orthomorphismes positifs cp et ^, et définissons une application Y}
de A-^ dans A-^ par r]a==^a\/^a. La propriété (*) permet dédire
que Y? est un homomorphisme additif sur A^. Par conséquent. Y} peut
être prolongé en un endomorphisme Y] du groupe A. Évidemment, Y] est
positif, et rj conserve les polaires de A, car toute polaire est un sous-
treillis de A. Donc, ^eOrth(A)+. D'après sa définition même, rj est
le plus petit majorant de cp et ^. Par conséquent, Orth (A) est un anneau
réticulé; montrons qu'il est un /-anneau. Soient cp, ^, Y] des orthomor-
phismes positifs de A. Si 9 A ^ = o» alors cp a A ^ ci == o pour tout a e A^,
donc r^a/\^a==o pour toutaeA^, ce qui signifie Y] cp /\ ^ == o ; de
plus,

(cpïî A ̂ )a^ 9(ïi V i)a A ̂  V i)a = (? A ^) ((^ V i)a) = o
entraîne

CpYî A ^ = 0.

Il y a un cas particulier où la condition (^) est facile à vérifier.

PROPOSITION 3. — Si A est un groupe réel, il vérifie (*), et Orth (A)
est un anneau réel,

Démonstration. — Nous pouvons supposer que A est un sous-groupe
de R. Pour tout endomorphisme positif 9 de A, il y a un nombre réel
positif Fç tel que 93;:= r^x pour tout xçA ([S], p. 46). A tout ortho-
morphisme Y] =9 —^, où cp et ^ sont des orthomorphismes positifs,
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on associe r^ = 7ç—r^. On vérifie facilement que -n [-> r^ est un Z-iso-
morphisme de Orth(A) sur un sous-anneau de R. De plus, (*) est vérifiée;
car si cp, ^eOrth(A)+ et a, bçA^-, alors

9(a + V) V +(û + ̂ ) = ̂ (^ + ̂  V ̂ (a +b)= (rç V ̂ ) (a + V)
=(r^a\/r^d) + (rç&V r^b) = (cpaV ^a) +(?&V^).

Soit J un Z-idéal de A. Pour tout élément a de A, désignons par CL]
l'image canonique de a dans le groupe réticulé quotient A/J. Si c? est
un endomorphisme du groupe. A. tel que 1 soit stable par cp, alors cp induit
•un endomorphisme cp/ du groupe A/J défini par 97(^7) == (cpa)y pour
tout aeA. Si, de plus, 9 est un Z-endomorphisme, 97 est un Z-endo-
morphisme de A/J, car

?j(ay V bj) == (cp(a V b))i== (9 a V ? b)i == ^i(ai) V ?7(6/)-

Ainsi nous avons le lemme suivant :

LEMME 2. — Si 9 est un orthomorphisme positif, et si 1 est un l-idéal
de A stable par 9, alors 9 induit un l-endomorphisme c?j sur Ail.

Le lemme suivant permettra de trouver suffisamment de Z-idéaux
premiers stables par un orthomorphisme positif donné. Rappelons
d'abord une définition : Soit a un élément de A. On appelle valeur de a
tout Z-idéal maximal dans la famille des Z-idéaux de A ne contenant
pas a. Toute valeur de a est un Z-idéal premier ([7], p. 26). Si Q est une
valeur de a, nous désignerons par Ç* le Z-idéal de A engendré par Q et a.
Le groupe quotient Ç76 est totalement ordonné et archimédien, c'est-
à-dire un groupe réel.

LEMME 3. — Soient açA^ et îpeOrtI^A)^. Si Q est une valeur de a
telle que cpae Q\ alors Q et Ç* sont stables par cp.

Démonstration. — Soit P un Z-idéal premier minimal contenu dans Ç.
D'après la proposition 1, P est stable par cp. D'après le lemme 2, cp induit
un Z-endomorphisme cpp sur le groupe totalement ordonné A/P. Puisque
^aç.Q\ il existe un entier n tel que ^p(ap)^nap. Si c est un élément
positif de Ç, alors mcp^, ap pour tout entier m, d'où l'on tire

m^p(cp)^^p(ap)^-_nap pour tout entier m,

ce qui entraîne ^p (cp) ç. Ç/P, c'est-à-dire cp c € Ç. Si c est un élément positif
de Q\ il y a un entier m tel que Cp^ map, d'où l'on tire

^p(c?) ̂  m ̂ p(a.p) ̂  mnap,

ce qui entraîne ^ p ( c p ) e Q ' I P , c'est-à-dire cpceÇ*.
BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASC. 4.
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LEMME 4. — Si A est archimédien et si a et c sont deux éléments de A,
la polaire a1 est l'intersection des valeurs Q de a telles que cç.Q\

Démonstration. — En remplaçant a et c par | a et [ c |, on peut supposer
que a et c sont positifs. En remplaçant c par a V c, on peut supposer a ̂  c.
Dans ce cas, on a c1 Ça1. Soit x un élément positif de A non contenu
dans a1. Montrons qu'il existe une valeur Q de a ne contenant pas x,
mais telle que c€Ç* : Puisque x^a1, on a x/\a^a1 et, en particulier,
x/\ a^ c1. Puisque c1 est l'intersection des valeurs de c ([2], théorème 2.6),
il existe une valeur Q de c ne contenant pas x/\a. Il s'ensuit que Q ne
contient ni x ni a, et que cç.Q\ Puisque a^c, on a aç.Q\ c'est-à-dire
que Q est aussi une valeur de a.

Maintenant nous sommes prêts à démontrer le théorème fondamental :

THÉORÈME 1. — L'ensemble Orth(A) des orthomorphismes d'un groupe
réticulé archimédien est un f-anneau unitaire archimédien. Pour deux
orthomorphismes positifs cp et ^ de A, 9 V ^ est donné par

(cp V ^) a == cp a V ^ a pour tout a e A4-.

Démonstration. — Montrons d'abord que la propriété (*) du lemme 1
est vérifiée. Soient cp, ^eOrth(A)^, et a, beA-^. Soit Q une valeur de a
telle que b V ? a V ^ a soit contenu dans Ç*. Alors 6, cp a et ^ a appartiennent
à Q\ D'après le lemme 3, Q et Ç* sont stables par cp et ^p. D'après le
lemme 2, cp et ^ induisent des Z-endomorphismes cpç et ^ç sur Ç*/Ç.
Puisque y/Ç est un groupe réel, il vérifie (*) d'après la proposition 3.
Nous avons donc

?ç(ûç+ bç^^^Q^Q+bo) =^QaQ\/^Qao) +(?ç^V^ç&ç),

ou encore
(cp(a + b) V ̂ (a + 6))ç= ((cp^V '^a) + (?6 V ̂ ))o.

Désignons par J la polaire a-i--*-. Puisque 1 est invariant par cp et ^, les
orthomorphismes positifs cp et ^ induisent des Z-endomorphismes cp/
et ^i sur A/J, et l'on a

?^(û/)=^(a7)=07;

donc

?/(a/+ ^) V ̂ (^4- &/) = ?/^V^/&/= (?/ai V ^M/) + (cp/Z?/ V 4^i),

ou encore
(cp (a + b) V ^ (a + b)), = ((cp a V ^ a) + (? ̂  V ^ 6)),.

L'intersection de la famille ^ de Z-idéaux, constituée par 1 et les
valeurs Q de a tels que ô V ?aV ^aeÇ*, est réduite à zéro d'après le
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lemme 4. Deux éléments x et y de A sont égaux si et seulement si Xj = y,/
pour tout J€^. Par conséquent, nous avons démontré

^(a+b)V^(a+b)==^a\/^d) +(?&V^).

D'après le lemme 1, Orth(A) est donc un /-anneau, et la borne supérieure
de deux orthomorphismes positifs cp et ^ est donnée par

(cp V ^) û = ? a V ^ a pour tout a e A^.

De plus, Orth(A) est archimédien; car si 9, ^eOrtI^A)^, alors ncp^^
entraîne ncpa^^a pour tout entier n quel que soit a € A^. Ainsi nous
avons démontré le théorème.

Il est bien connu qu'un /-anneau archimédien est commutatif ([5],
theorem 13) et qu'un /-anneau archimédien unitaire n'a pas d'élément
niipotent non nul ([9], lemme 2.1). Nous avons donc les corollaires
suivants :

COROLLAIRE 1. — Deux orthomorphismes quelconques d'un groupe
réticulé archimédien commutent.

COROLLAIRE 2. — Tout orthomorphisme niipotent d'un groupe réticulé
archimédien est nul.

Dorénavant, nous supposerons que le groupe réticulé considéré est
archimédien.

Nous allons donner une représentation des orthomorphismes. La
démonstration repose sur la représentation d'un groupe réticulé archi-
médien donné par BERNAU [1]. Le résultat de BERNAU peut être décrit
comme suit :

Soit E l'espace de Stone dual de l'algèbre de Boole complète des
polaires de A. Soit ^(E) l'ensemble des fonctions continues f de E dans
la droite réelle achevée, qui sont finies sur un sous-ensemble ouvert
partout dense <D(/') de £. Muni des opérations habituelles, ^(E) est
un /-anneau. Pour tout /*e^(E), désignons par l(f) l'ensemble des 6
de E tels que /'(6) -^ o. Le support I(f) de f est à la fois ouvert et fermé
dans £'. Si f et f sont orthogonaux, leurs supports sont disjoints. Soit
(^)).eA une famille maximale d'éléments positifs orthogonaux de A.
Alors il existe un Z-isomorphisme a ^-> a de A sur un Z-sous-groupe de ^(E)
tel que e\^i pour tout À e A et tel que la réunion des ^(ê)), À e A , est
un ouvert partout dense de E.

Soit maintenant 9 un orthomorphisme positif de A. Les éléments ̂ e\
sont deux à deux orthogonaux. Par conséquent, les supports des fonc-
tions Çe\ sont deux à deux disjoints. Puisque <D (cj^) n i (cfè)J est un
ouvert partout dense de l'ensemble ouvert et fermé l{Çe\) pour tout À e A,
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l'intersection €> des <Ï»(coex) est un ouvert partout dense de E. Il existe
donc fç.^(E) telle que, pour 6ei(ê))n^, on a

^(Q)m=/ v / - ^(0)-
Nous allons montrer que ^a=f.â pour tout aeA. En fait, il suffit de
montrer que l'égalité

9û(6)==/'(e)â(0)

se vérifie sur une partie dense ^ de £". Prenons

p-= ( U 2 (ê)^n a) (â)n (ï) <^v >> /
Si 6 appartient à Î2, il existe un e\ (unique) tel que 0 e ï (ex). L'ensemble
QQ=={ bçA; b(Q) =0} est une valeur de ex, et (% = { 6eA; | î(0) | <oo j.
De plus, epexeÇ*, puisque Oe<D(/); donc Ç.) et ÇQ sont stables par o
d'après le lemme 3. Alors 9 induit dans le groupe réel Q^QQ un Z-endo-
morphisme qui est nécessairement une homothétie du rapport /'(9).
L'égalité souhaitée en résulte.

Nous avons ainsi montré, pour parler sommairement, que tout ortho-
morphisme est une homothétie. Inversement, toute homothétie dans ^(E)
définit un orthomorphisme de A, pourvu qu'elle laisse stable l'image
de A dans ^(E). En conclusion:

THÉORÈME 2. — Soit j Uisomorphisme de A dans ^(E) donné par le
théorème de Bernau. Alors Orth(A) est l-isomorphe au sous-f-anneau
de ^(E) constitué par les f telles que /'.j(A)Çj(A).

2. Propriétés des orthomorphismes.

Nous allons établir quelques propriétés des orthomorphismes d'un
groupe réticulé archimédien.

THÉORÈME 3. — Pour tout orthomorphisme ^ d'un groupe réticulé
archimédien, on a Kercp = (Imcp)1. En particulier, Kercp est une polaire.

Démonstration. — Supposons d'abord c? positif. Soit o^ceKercp,
et soit cpae Imcp avec a^ o. Posons b == c f\^a. Si n est un entier positif,
on peut écrire :

nb = (nb^a) +u et a == (nb/\ a) + v avec u/\u=o.
On a

b ̂  cp a == cp (nb /\ à) + 9 (u) = o v e vL i.
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Comme u^nb, il en résulte que ueyH. Mais uçu1, donc u == o. Par
suite, on a n b^, a, et ceci est vrai pour tout n, b = o. On a ainsi établi
que KercpC(Im9)-1-. Revenant au cas général, on peut écrire

? = (? V o) — (— cp V o).
Il est clair que

Kerc? == Ker(cp V o) n Ker(— çp V o).

Donc si xçKer^, on a, pour tout y,

(?Vo)ye;r1 et (— © V o)yçx1,
donc

?y = (? V o)y - (- cp y o)yea;i,

d'où rce(Imcp)1. Inversement, si ^(Imcp)1, il vient corcea:1. Mais
cprcerc11, donc c?a;==o, et par conséquent rreKercp.

COROLLAIRE 1. — Un orthomorphisme est injectif si et seulement si
son image est dense.

COROLLAIRE 2. — Tout orthomorphisme surjectif est un automorphisme.

COROLLAIRE 3. — Un orthomorphisme positif conserve les V et les /\
infinis qui existent.

Ceci résulte simplement du fait qu'une polaire est un Z-idéal fermé
([6], lemme 4.4).

COROLLAIRE 4. — Un orthomorphisme est déterminé par les valeurs
qu'il prend sur une partie dense.

En effet, soient cp et ^ deux orthomorphismes qui coïncident sur une
partie dense K. On a ^CKer(cp—^), donc A = K11 C Ker (o — ^),
ce qui montre que cp et '^ coïncident sur A.

COROLLAIRE 5. — Si A possède une unité faible e, un orthomorphisme c?
est déterminé par cpe, et Kercp ===(cpe)1.

En effet, une unité faible constitue à elle seule une partie dense de A.
Plusieurs auteurs ont appelé projecteurs les projections de A sur ses

facteurs directs. Évidemment, tout projecteur est un orthomorphisme
idempotent. Inversement, soit c: un orthomorphisme idempotent. Alors
A = £ A + ( i — OA. On vérifie immédiatement que Ker s == Im(i — s)
et que Ker( i—s) == Ims. Par conséquent, sA et (i — s)A sont des
polaires complémentaires de A, et A est la somme directe de s A et
( i — s ) A . En particulier, z est un projecteur de A sur eA. Nous avons
donc :

COROLLAIRE 6. — Les projecteurs de A coïncident avec les orthomor-
phismes idempotents.
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COROLLAIRE 7. — Si 9 et ^ sont deux orthomorphismes positifs, on a

Ker(cp V ^) == Ker 9 n Ker^p ; Ker(cp A ^) = Ker(îp^) = Kercp V Ker^.

Démonstration. — o^rceKer(cp V ^) équivaut à cprcV ̂  = o, donc
à ç^x=^x=o, d'où la première égalité.

Montrons que Ker(îp A ^^Kercp V Ker^(ce V est pris dans l'algèbre
des polaires). Soit o^xçKer(^ A ^)- Soit o^ze(Ker9)J-n(Ker^)-l-.
Pour tout a et tout 6 positifs, on a

^A?aA^^A?(aV&)A+(aV^)=o ,

car ^e(Im(îpA^))1 . Donc ^ A ? a A ^ ^ = = o . Il en résulte que

x / \ cpae(Im^)1 == Ker^p, donc ^ A P ^ A ^ ^ o .

On en déduit

x/\zç(ïm^)1 == Kercp, donc xf\z=xf\z/\z==o.

On voit que
a;e ((Ker 9)1 n (Ker^)-*-)i= Kercp V Ker^.

Il est clair que KercpÇKer^ et Ker^CKercp^. Mais cp^==^cp,
donc Ker9\/Ker^CKerq4. Finalement,

Ker9^CKer(cpA^)»

car 9^(rr)=o implique ^rreKercp == (Imcp)i, donc

^A P^=== °-

Considérons maintenant les automorphismes positifs du groupe A
qui conservent les polaires.

PROPOSITION 4. — Les automorphismes positifs conservant tes polaires
de A forment un groupe réticulé archimédien.

Les automorphismes positifs conservant les polaires sont exactement
les éléments positifs inversibles de Orth(A). La proposition 4 est donc
une conséquence immédiate du lemme suivant :

LEMME 5. — Soit A. un f-anneau unitaire. Les éléments positifs inver-
sibles de A forment un groupe réticulé qui est archimédien, si A est
archimédien.

Démonstration. — On voit sans peine que les éléments positifs inver-
sibles d'un anneau totalement ordonné forment un groupe. Si a est
un élément positif inversible de A, alors a~1 est positif dans toute image
homomorphe totalement ordonnée de A ; par conséquent, a-1 est positif
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dans A. Si a et b sont deux éléments positif s inversibles de A, alors ar1 /\ b~1

est l'inverse de a V b dans toute image homomorphe totalement ordonnée
de A ; par conséquent, a-1 /\ b-1 est l'inverse de a V b. Les éléments
positifs inversibles de A forment donc un groupe réticulé. Supposons
que l'on ait i<a et a^< b. Soit a'==a—ï. Alors

o < na' < (i + a')11 == a'1 < b,

Par suite, on ne peut pas avoir i < a71 < b pour tout entier positif n,
si A est archimédien. Le groupe réticulé des éléments positifs inver-
sibles est donc archimédien si A est archimédien.

3. Contracteurs et orthomorphismes bornés.

Dans cette section, nous examinerons deux classes particulières d'ortho-
morphismes d'un groupe réticulé archimédien A.

DÉFINITION. — Nous dirons qu'un orthomorphisme cp de A est un
contracteur positif si, pour tout rceA4", il existe un entier n tel que
o^^x^nx. Il revient au même de dire que cp est positif et que tout
Z-idéal est stable par cp. En particulier, 9 conserve les polaires, donc
c'est un orthomorphisme. Soit e(A) le sous-groupe engendré par les
contracteurs positifs. Nous appellerons coniracteurs les éléments de <^(A).

THÉORÈME 4. — Les contracteurs d'un groupe réticulé archimédien
forment un sous-f-anneau convexe unitaire de Orth(A).

Démonstration. — Pour tout açA, soit C(a) le Z-idéal engendré par a.
Soient ^ et ^ deux contracteurs positifs. On a, pour tout a^o,

o ̂  9 a + ̂  a € C(a) et o ̂  (cp V ^) a == cp a V ^aç.C(a)

et, de plus, o^^açC(^a)^C(a); donc <? +^» ? V ^ 6t cp^ sont des
contracteurs positifs, ce qui entraîne que e(A) est un sous-f-anneau
de Orth (A). La convexité est évidente.

Si un groupe réticulé est hyper-archimédien, C(a) == a11 pour tout a e A.
Par conséquent, Orth (A) = € (A) pour tout groupe réticulé hyper-
archimédien.

On appelle squelette de A l'ensemble des Z-idéaux, valeurs d'au moins
un élément de A.

PROPOSITION 5. — Si r désigne le squelette du groupe réticulé archi
médien A, il existe un l-isomorphisme de e(A) dans R1.

Démonstration. — Pour tout QçT, identifions ()*/(? avec un sous-
groupe de R. Si 9 est un contracteur positif, Ç* et Q sont stables par cp.
Donc 9 induit un Z-endomorphisme de Ç7(?» q111 ^t nécessairement
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une homothétie. Désignons par 'î'ç(^) le rapport de cette homothétie.
On voit immédiatement que Tç est un Z-homomorphisme de <3(A) sur
un anneau réel. Il reste à montrer que l'application cp \-> (^(^))çer
de <°(A) dans R1 est injective. Or, si 9 7^ o, il existe un a tel que ^a ̂  o;
donc cpa^a1. Comme a1 est l'intersection des valeurs de a, il existe
une valeur Q de a telle que cpa^ Ç. Par suite, Tç(^) 7^ o.

DÉFINITION. — Un endomorphisme positif 9 de A est dit borné, s'il
existe un entier n tel que, pour toutrceA^, ̂ x^nx. Il est clair que tout
endomorphisme positif borné est un contracteur majoré par un certain
multiple n i de l'endomorphisme identique. Inversement, tout endo-
morphisme positif majoré par n i pour un certain entier n, est borné.
Soit tô(A) le sous-groupe engendré par les endomorphismes positifs
bornés.

PROPOSITION 6. — d3(A) est un sous-f-anneau convexe unitaire de e(A)
et de Orth(A).

La démonstration de la proposition est immédiate. Puisque d3(A,
contient l'élément unité de Orth(A), et puisque l'élément unité d'un
/-anneau est toujours une unité faible, ôï(A) est dense dans Orth(A).
Puisque d3(A) est convexe dans Orth(A), l'application du lemme 2.1
de [2] donne :

COROLLAIRE 1. — Tout orthomorphisme positif est borne supérieure
d'endomorphismes positifs bornés.

COROLLAIRE 2. — Si A possède une unité forte e, d3(A) = Orth(A).
En effet, pour tout cpeOrtt^A)^, il existe un entier n tel que^e^ne.

D'après le corollaire 5 du théorème 3, (^ /\ni)e == ^e entraîne c? /\ n i == cp,
c'est-à-dire que cp est borné.

4. Propriétés de transfert.

Maintenant nous allons considérer les propriétés d'un groupe réticulé
archimédien A reflétées par Orth(A); sauf indication contraire, les
résultats sont aussi valables pour <°(A) et tô(A).

PROPOSITION 7. — I I y a une correspondance bijectiue entre les facteurs
directs de A et les facteurs directs de Orth(A).

Démonstration. — L'application £h>£Orth(A) est une bijection
entre les idempotents de Orth(A) et les facteurs directs de Orth(A).
En effet, si l'on associe à tout facteur direct B de Orth(A) la projection
sur B de l'élément unité de Orth(A), on a défini une application inverse



ENDOMORPHISMES CONSERVANT LES POLAIRES D'UN GROUPE RÉTICULÉ. 393

de £ \-> s Orth(A). D'après le corollaire 6 du théorème 3, les idempo-
tents de Orth(A) correspondent bijectivement aux projecteurs de A.
Puisque le treillis des Z-idéaux de A est distributif, tout projecteur est
déterminé par son image qui est un facteur direct de A.

Supposons maintenant que A soit la somme directe d'une famille (A/,)/, ç A
de Z-idéaux. Soit s.\ la projection de A sur A/,. Pour tout cpeOrth(A),
l'application composée s)^ définit un orthomorphisme de A/.. On peut

donc définir une application de Orth(A) dans IT Orth(ÂA) par ^ \-> (^cp)/,.
A

Cette application est un Z-homomorphisme injectif de /-anneaux. Il
est surjectif; car tout (cp^e TTI Orth(A),) définit un orthomorphisme cp

/.
sur ^ , A A par ^((û^)/,) •== (^\a})\ qui vérifie 3^9 == CR). Le même raison-

À
nement est valable pour ^(A), mais non pour tô(A). De la même façon,
on montre que Orth(A) est le produit des Orth(AA) si A est le produit
direct des A/,. Ceci n'est pas vrai pour <^(A) et tô(A). Nous avons alors
le résultat suivant :

PROPOSITION 8. — Orth/^A)^ == Orth/nA)^ = ]~JOrth(A,).
V A / \ \ ) \

On dit que A est projectable si toute polaire principale a11 est un
facteur direct de A.

PROPOSITION 9. — Si A est projectable, il en est de même de Orth(A).

Démonstration. — Soient cp un orthomorphisme et a un élément de A.
D'après l'hypothèse, A est la somme directe de (cpa)11 et (cp a)1. Si s
désigne la projection de A sur (cpa)11, on a

(j)za == £90 == cpa,

( i — £ ) c p a = c p ( i — s ) a =o,
ce qui entraîne

donc ( i—3)aeKer©. Puisque sae(cpa)11, on a donc
a==za +( i—£)ae(Imc)i i+Kercp.

Ceci étant vrai pour tout a, A == (Imq^-^+Kerc?. A l'aide du théo-
rème 3, on déduit que A est la omme directe de (Imcp)11 et Kercp
Soit r; la projection de A sur (Imcp)-1-1. Alors 'nl=^l; car 9/\ ^ = o
est équivalent à

A = Ker(œ A ^) = Kero V Ker^

d'après le corollaire 7 du théorème 3, ou encore à

o = Ai == (Kercp V Ker^)i = (Kercp)i n (Ker^)i == (Imcp)i i n (Im^)i i ;
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de même, ri /\ ̂  = o est équivalent à (Im^-^n^m^-^s:: o, et nous
avons Imy; == (Imc^)11. Puisque 73 est idempotent, Tî11 = r] Orth(A)
est un facteur direct de Orth(A).

Un groupe hyper-archimédien A est projectable. D'après la propo-
sition 9, Orth(A) est donc projectable. Mais en général Orth(A) n'est
pas hyper-archimédien : Pour tout À d'un ensemble infini A soit R\ iso-

morphe à R. Alors A ==VjR), est hyper-archimédien. Mais
>.

Orth(A) == 1 | -R), n'est pas hyper-archimédien. On a cependant la
\

proposition suivante :

PROPOSITION 10. — Si A est un groupe réticulé hyper-archimédien
ayant une unité faible e, alors Orth(A) est un f-anneau hyper-archimédien.

Démonstration. — Soit 9 un orthomorphisme positif et soit o ̂  ̂  e çp11.
Alors ^eç(^e)11. Puisque A est hyper-archimédien, (cpe)11 coïncide
avec le Z-idéal engendré par 9 e. Il existe donc un entier n tel que ̂  e ̂  n cp e.
On en tire ̂ ^n^ d'après le corollaire 5 du théorème 3. Par conséquent,
^11 coïncide avec le Z-idéal engendré par cp, et ^Ll est un facteur direct
de Orth(A) d'après la proposition 9.

Un élément a >o d'un groupe réticulé A est dit basique, si l'ensemble
des x de A compris entre o et a est totalement ordonné. Dans un groupe
réticulé archimédien, a. > o est basique si et seulement si a1 i est un
facteur direct de A et un groupe réel.

Une famille maximale d'éléments orthogonaux (a\)\ç\ est appelée
base de A, si chacun des a\ est basique.

PROPOSITION 11. — Si A admet une base, il en est de même de Orth(A).

Démonstration. — Soit (a\)\ç\ une base de A. Pour tout ^eA, soit c7

la projection de A sur a11. D'après la proposition 3, Orth(a11) est
un anneau réel. D'autre part, Orth(a11) = SA Orth(A) est un facteur
direct de Orth(A). Par conséquent, z\ est basique dans Orth(A). Les
images des £>, étant orthogonales, (£),)/.<= A est une famille d'orthomor-
phismes orthogonaux. Montrons qu'elle est une base : Soit <y>o. Il
existe un a tel que cpa> o. Puisque (ax)>. est une base de A, il existe
un ^ tel que 9 a /\ a\> o, donc aussi a A a\> o. On en déduit que z\a-^- o,
donc^a)11^ (a\)li. Si l'on avait cp A ^=== °» on aurait aussi cp a A W = o,
c'est-à-dire 9 a A a\ == o.

PROPOSITION 12. — Si A est un produit sous-direct de groupes réels
(resp. de groupes isomorphes à Z), Orth(A) est un produit sous-direct
d'anneaux réels (resp. d'anneaux isomorphes à Z).
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Démonstration. — Soit A—^ITIA/M), une représentation sous-directe
).

de A avec A/M), réel (resp. isomorphe à Z). Chaque M\ est un Z-idéal
maximal, donc stable par tout orthomorphisme cp d'après le lemme 3.
Par suite, 9 induit un orthomorphisme ^\ sur A/M), et 9 H?- cp), est un
Z-homomorphisme de y-anneaux de Orth(A) dans Orth(A/M),). On
en déduit une représentation sous-directe c? h> (cp),)), de Orth(A) dans

TT Orth(A/M)) et Orth(A/M)) est un anneau réel (resp. un anneau
\

isomorphe à Z).
La proposition suivante n'est vraie ni pour C(A), ni pour (^ (A), dans

le cas latéralement complet.

PROPOSITION 13. — Si A est complet (resp. a-complet, resp. latéralement
complet), il en est de même de Orth(A).

Démonstration. — La démonstration étant analogue dans les trois
cas, nous nous bornerons au cas où A est complet. Soit (^^/.eA une
famille d'orthomorphismes positifs. Pour rr^o, posons cprc ==^^^\x.

Il est clair que cprrerr11. Montrons que ^(a + b) = ?û + ?^ sur ^+-
On a

<p(a + b) =/\9)^ + b)^/\(^a+ ̂  b)
). G A A , [i e A

"^V^a +/\?^ =cpa 4-006.
A e A ^ e A

D'autre part,

?).a4-9^6^(9AA?[ l )a+(?AAC?^)^=(?>-A?^)(o [+ ̂ î^?^ + ̂

donc

cpa +?^=/\(?)^ +?^^)^?(û + b).
V.|J.€A

II suffit maintenant d'étendre 9 par linéarité pour obtenir une borne
inférieure de la famille (q^eA dans Orth(A).

Un groupe réticulé est dit ortho-complet, s'il est latéralement complet
et projectable. Compte tenu de la proposition 9, on obtient le corollaire
suivant [qui n'est vrai ni pour e(A), ni pour <^(A)] :

COROLLAIRE. — 5l A est ortho-complet, il en est de même de Orth(A).
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5. Applications aux /-anneaux.

Dans ce qui suit, soit A un /-anneau archimédien sans élément nil-
potent non nul. Pour tout élément a de A, notons 9^ Fhomothétie x i-> ax
de A. Puisque A est un y-anneau, ^a est un orthomorphisme positif pour
tout aeA^ Si a est un élément quelconque de A, alors ̂ a == ?r<vo—?-^vo
et, par conséquent, toute homothétie cpa est un orthomorphisme. L'appli-
cation a \-> ̂ a est un Z-homomorphisme de /-anneaux de A dans Orth(A).
Puisque A n'a pas d'élément niipotent non nul, cet homomorphisme
est injectif. Ainsi nous avons démontré la proposition suivante :

PROPOSITION 14. — Si A est un f-anneau archimédien sans élément
niipotent non nul, Orth(A) est un f-anneau archimédien unitaire contenant
un sous-f-anneau isomorphe à A.

COROLLAIRE (D. G. JOHNSON, [9], théorème 5.1). — Tout f-anneau
archimédien sans élément niipotent non nul peut être plongé dans un
f-anneau archimédien unitaire.

Une application cp de A dans lui-même est appelée homothétie généra-
lisée, si elle vérifie ^(ab) === (^d)b pour tout a, bç. A. Le centroïde de A
est l'ensemble des homothéties généralisées de A. Dans [11], il a été
démontré que le centroïde d'un /-anneau sans élément niipotent non
nul est lui-même un /-anneau.

THÉORÈME 5. — Si A est un f-anneau archimédien sans élément nii-
potent non nul, le centroïde de A coïncide avec Orth (A).

Démonstration. — II suffit de vérifier que les éléments positifs des
deux anneaux en question coïncident. Soit d'abord cp une homothétie
généralisée positive. D'après [10], <p est un endomorphisme du groupe
sous-jacent à A. Si a/\b==o, alors ab == o, d'où ^(ab) == (^a)b = o,
ce qui entraîne ^a/\b==o; car dans un /-anneau sans élément nii-
potent non nul, ab == o est équivalent à a /\ b = o. Par conséquent,
9 est un orthomorphisme. Inversement, soit co un orthomorphisme de A.
Pour tout élément b de A, on a

cp^ç? == c?c^ (corollaire 1 du théorème i).

Si a est un élément quelconque de A, on a donc

c'est-à-dire
^(?a) ==cp(^a),

(cp a) b == b (cp a) == 9 (ab).



ENDOMORPHISMES CONSERVANT LES POLAIRES D'UN GROUPE RÉTICULÉ. 397

COROLLAIRE 1. — Les f-anneaux A et Orth(A) sont l-isomorphes si
et seulement si A est unitaire.

En effet, toute homothétie généralisée est de la forme ^a, açA, si
et seulement si A est unitaire [10].

COROLLAIRE 2. — Deux f-anneaux archimédiens unitaires, dont les
groupes réticulés sous-jacents sont l-isomorphes, sont des f-anneaux
l-isomorphes.

En effet, un f-anneau archimédien unitaire A est Z-isomorphe à Orth(A),
et la multiplication de A n'intervient pas dans la construction de Orth(A).

Regardons maintenant si un groupe réticulé archimédien A peut
être muni d'une multiplication qui en fait un f-anneau. Soit a un élément
positif quelconque de A. D'après le théorème 1, cp h> cpa est un Z-homo-
morphisme du groupe réticulé sous-jacent à Orth(A) dans A. Le noyau
de cet Z-homomorphisme est même un idéal de l'anneau Orth(A). Par
conséquent, l'image peut être munie d'une multiplication qui en fait
un /-anneau. Si a est une unité faible de A, alors c p h > c p a est injectif,
d'après le corollaire 5 du théorème 3. Inversement, si cp \-> cp a est sur-
jectif, a est une unité faible; en effet, si 9 [-> cp a est surjectif, alors A = a1 i,
puisque ^aç.aLL pour tout 9. Ainsi nous avons démontré la proposition
suivante:

PROPOSITION 15. — Un groupe archimédien A peut être muni d'une
multiplication qui en fait un f-anneau unitaire, si et seulement s'il possède
un élément positif a tel que tout élément de A est égal à ^a pour au moins
un orthomorphisme cp. Cette multiplication est unique, si Von demande
que a devienne élément unité.

Utilisant le fait qu'un anneau réticulé archimédien unitaire, dont
l'élément unité est une unité faible, est un /-anneau ([5], corollaire 3
du théorème 15), on en tire le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Un groupe réticulé archimédien ayant une unité faible e
possède au plus une multiplication qui en fait un anneau réticulé, ayant e
comme élément unité.

Remarquons encore que RICE [12] a démontré qu'un espace vectoriel
réticulé complet et latéralement complet possède effectivement une
multiplication qui en fait un f-anneau. Le même résultat est contenu
implicitement dans le mémoire de BERNAU ([l], p. 617). On obtient
la même conclusion pour un groupe réticulé cr-complet ayant une unité
forte, si l'on utilise le théorème de représentation de M. H. STONE
([15], theorem 3).
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